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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Sziklai Péter tanar urnak, hogy be-
vezetett a grafok vilagaba akkor, mikor még csak ismerkedtem a matematikaval,
illetve koszonom a témavalasztast, kedves lett szaimomra az ebben a par hénapban
kutatott tertilet.

Tovabba szeretnék koszonetet mondani barataimnak, tanuldétarsaimnak, akikkel
az évek soran rengeteg kozos tanulas segitségével jutottunk el idéig.

Ko6szonom csaladomnak és baratomnak a kitarté tamogatast, halas vagyok azért,
hogy minden helyzetben mogottem alltak az elmult évek soran.
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Bevezetés

A szakdolgozati témak kozott szamtalan érdekes kérdéskor kertlt meghirdetésre.
El6szor - a meghirdetett témak kozotti valasztas utan - "szép grafok'-rol terveztem
megirni a dolgozatomat, majd az erésen regularis grafokra esett a valasztas. Végiil a
konkrét iranyvonal - amely a véges testeken vizsgalt egységtavolsaggrafok osszeha-
sonlitasa volt az erGsen reguléris grafokkal - csak késobb alakult ki. A témavalasztast
egyaltalan nem bantam meg: egy olyan témaban, kutatasban vehettem részt, amely
végiil sokkal érdekesebb és Osszetettebb lett, mint amelyre korabban szamitottam.
Az érintett témakor is bévelkedett szép grafokban - a kivalasztott témanal maradva
- amelyek szimmetrikusak voltak, rengeteg automorfizmussal rendelkeztek. A kiilon-
boz6 paraméterekkel leirhato grafok abrazolasahoz a sage programnyelvet hivtam
segitségiil, amellyel sikeriilt azokat dbrazolni és beépiteni a szakdolgozatomba.

Az elsé két fejezetben azokat a linearis algebrai, csoportelméleti, grafokkal és sa-
jatértékekkel kapcesolatos definiciokat és tételeket irtam le, amelyek a késobbi részek
megértéséhez sziikkségesek.

A harmadik fejezetben a kutatott graf megalkotasa kertilt a kézéppontba, ahol
leirom, hogyan feleltetem meg a masodfokd bovitéssel 1étrehozott véges test elemeit
a graf cstucsainak, milyen miiveletek sziikségesek az egységtavolsaggraf kialakitasa-
hoz a halmazon, illetve az egységtavolsaggraffal kapcsolatban megemlitek néhany
klasszikus problémat.

Dolgozatom harmadik része a graffal kapcsolatos vizsgalatok kielemzése. Az egy-
ségtavolsaggraf rengeteg szép tulajdonsaggal rendelkezik, hasonléan az erdsen regu-
laris grafokhoz, ezért a grafot kiillonb6z6 automorfizmusai illetve spektruma szerint,
majd kiilonbozo6 rétegekre bontéas utan, ezeknek a rétegeknek a tulajdonsagai alapjan
vizsgaltam meg.

Az utolsé része a szakdolgozatomnak Osszefoglalja a kutatasom eredményeit,
hogy a graf mennyiben hasonlit az egységtavolsaggrafokhoz illetve az erdsen regularis
grafokhoz.

Szeretném kiemelni, hogy dolgozatom féként megfigyeléseket, sejtéseket tartal-
maz, tObbségében kis méretli példakra, illetve a megfeleld tablazatokban a sajatér-
tékeket a korabban mar emlitett sage programnyelv segitségével talaltam meg.



1. Véges testek

1.1. Linearis algebrai alapok

1.1. Definicié. Egy R egységelemes gytriit ferdetestnek hivunk, ha a szorzasra
nézve is van inverz, azaz V 0 # a € R-hez 3 a’ € R, hogy aa’ = 1. Egy ferdetestet
testnek neveziink, ha a szorzas kommutativ.|4]

A kovetkez6 definicidk és tételek (1.2.-1.10.) leirdsdhoz a [2] konyvet vettem
alapul.

1.2. Definicié. Az 1 szam n-edik gyokeit n-edik egységgyikoknek nevezzik. Ezek
C-ben a cos(2:T) + isin(%7) alaka szdmok, ahol k € Z. Legfeljebb n darab n-edik
egységgyok van, egy algebrailag zart testben pontosan n.

1.3. Definicid. A g(z) alaki pontok halmazat, ahol g befutja G permutaciécsoport
vagy transzformécidcsoport elemeit, az x pdlydjainak (orbitjanak) nevezzik, és G(z)-
szel jeloljik. A pélya elemszamat a pdlya hosszdnak hivjuk.

1.4. Definicié. Egy g csoportelem rendje a kiillonb6z6 hatvanyainak szama. Jele:
o(g). Az n jé kitev6je g-nek, ha g = 1.

1.5. Tétel. Minden véges test elemszdma primhatvdny.

1.6. Definici6é. Ha R egységelemes gytrti, akkor az invertalhato elemek csoportot
alkotnak a szorzdsra. Ez az R multiplikativ csoportja, jele R*.

1.7. Tétel. Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

1.8. Tétel. Minden q = p* primhatvdnyra izomorfia erejéig pontosan eqy darab q
elemi test létezik. Ebben b+b+ ...+ b =0 (p darab b-re), azaz p a test karakte-
risztikdja. Az x — P hatvdnyra emelések, i = 0,1,..,(k — 1)-re az 1in. Frobenius-
testautomorfizmusokat adjdk.

1.2. Testbovitések
1.9. Definicié. Ha R gytrt, akkor S C R részgydri, ha S gylirii R miiveleteire, és

résztest, ha maga is test R miiveleteire nézve.

1.10. Definicié. Ha K részteste L-nek, akkor testbévitésrol beszéliink. Ha «, ... €
L, akkor N = K(«, (3, ...) a legsziikebb olyan részteste L-nek, amely K-t és az a, f3, ...
elemeket tartalmazza.

1.11. Megfigyelés. Minden test vektortér minden résztestje felett.



1.3. Sajatértékek

1.12. Definicié. ka(x) = det(A — xI) az A métrix karakterisztikus polinomja. [2]

1.13. Tétel. M € T" ", az M karakterisztikus polinomja ky = det(M — zI), és
ennek gyoktényezds alakja (—1)"(x — \y)...(x — \,), esetleg T lezdrtjaban. A kyy
karakterisztikus polinom gyokei az M sajdtértékei. [3]

1.14. Definicié. V vektortér, A € HomV és v € V (vagy A € T™" ésv € T").
Ha Av = Av, ahol v # 0 (de A lehet nulla), akkor A sajdtértéke, v pedig egy A-hoz
tartozé sajdtvektora A-nak. [3]



2. Regularis grafok

2.1. Grafelméleti alapok

A kovetkez6 harom definici6 (2.1.-2.3.) a [4] konyvben talalhaté meg.

2.1. Definicié. Egy G hurokmentes graf k szinnel kiszinezheto, hogyha minden cst-
csot ki lehet szinezni k szin felhasznaldsaval tigy, hogy barmely két szomszédos cstics
szine kiillonboz6 legyen. G kromatikus széama x(G) = k, ha G k szinnel kiszinezhetd,
de k£ — 1 szinnel nem.

2.2. Definicié. Egy n cstcst grafot reprezentalni tudunk egy n x n-es A(G) = (a;5)
matrixszal a kévetkezd modon:

(a:)) k, ha az i-edik és j-edik pont kozott k£ darab parhuzamos él halad
Qi) =
! [, hai=j és azi-edik ponthoz [ darab hurokél illeszkedik

(Iranyitott grafokat is megadhatunk ilyen médon, csak ott a;; az i-edik pontbdl a
j-edik pontba vezet6 élek szama.) Ezt az A(G) matrixot a G graf szomszédsdgi (adja-
cencia) mdtrizdnak nevezzilkk. Egyszert, irdnyitatlan graf esetén ez egy szimmetrikus
0-1 matrix, a féatléjaban 0-kkal.

2.3. Definicié. k-regularis egy graf, ha minden pontjanak foka k.

2.4. Definicié. A G grafot (n, k, A\, u) paraméterii erdsen reguldris grifnak nevez-
zilk, ha a cstcsok szama n, a graf k-adfoku regularis, két Osszekotott pont kodzos
szomszédainak szama A, két sszekétetlen ponté pedig . [1]

Ay = 0 nem tul érdekes eset, ekkor a graf néhany diszjunkt Ky, grafra bomlik,
minden mas esetben az erésen reguldris graf atmérdje 2.

2.2. Regularis grafokkal kapcsolatos tételek

2.5. Allitas. Egy r-requldris grifnak r mindig a legnagyobb sajdtértéke, a hozzd
tartozd sajatvektor pedig az (1,...,1).[1]

2.6. Allitas. Legyen I' egyszerd grf, legyen A a szomszédsdgi mdtriza és legyenek

A1, oy Ap ennek sajatértékei. Végil legyen /N a maximdlis fokszam. Ekkor:

1. A sajatértékei valosak (és n darab van).

2. || <A

3. Ha " 6sszefiiggd, akkor a legnagyobb sajdtérték egyszeres multiplicitds.
4. Ha I' k-reqularis, akkor k sajdtérték.
5

. Ha T k-regularis paros graf, akkor —k is sajatérték. [1]



3. A graf megalkotasa

3.1. A ¢® rendii test elemei

Nézziink egy ¢ elemi véges testet (jelolése: F;), melynek az elemei adottak. Ha ezt
a testet egy masodfoku irreducibilis polinommal bovitjiik, akkor létrehozzuk egy
masodfokt testb6vitéssel a ¢? rendii véges testet. A létrehozott véges test elemeinek
késobb a graf cstucsait feleltettem meg.

3.2. Motivaci6 a grafok kialakitasahoz

A kiindulépontja a kutatdsomnak az egységtavolsaggraf vizsgalata volt. A graf
klasszikus problémai rengeteg matematikust foglalkoztatnak és foglalkoztattak is
mar. A kovetkezékben par érdekességet szeretnék elmondani a grafrol.

Vegyiik az euklideszi sik 6sszes pontjat, mint a graf cstcsait és az Osszes egység-
tavolsagot ezen csticsok kozott, mint éleket: ez az euklideszi egységtavolsaggraf.

A célom az volt, hogy az utébbi grafnak a véges testek feletti analogonjat defi-
nialjam, vizsgaljam.

Szokas egységtavolsdggrafnak hivni ennek a grafnak a részgrafjait is (tipikusan
véges részgrafjait), azokat a grafokat, amelyeknek éllel 6sszekotott cstcsparjait el
tudjuk helyezni egységtavolsagra a sikban, nem foglalkozva azzal, hogy egyes nem
szomszédos parok is esetleg egységtavolsagban lehetnek. Példaul a Mobius-Kantor
graf is lerajzolhato ily modon.

1.dbra: A Mébius-Kantor grif a sikban



Az el6z6 definici6 alapjan a Petersen-graf (s6t, az altalanositott Petersen-grafok
is) lerajzolhatok egységtévolsiggrafként.

2.dbra: A Petersen-graf

A kovetkezo par pontban néhany érdekes kérdést soroltam fel, melyeket mar
vizsgaltak az egységtavolsaggraffal kapcsolatban.

o Mennyi a kromatikus szdma? [5]

o Mennyire lehet siirii egy egységtavolsdggraf? [6]

« Hogyan terjessziik ki magasabb dimenziéji euklideszi terekre? [7]
« Tartlamaz-e Hamilton-kort vagy sem? [8]

o Hany éliik lehet a csiicspontjaik szamanak aranyaban?

A kromatikus szam vizsgalata adott cstccesal rendelkezo egységtavolsaggrafokon
torténik. Hedwiger és Nelson igy taldltdk meg a 7 csticsu egységtavolsaggrafot, mely
4 szinnel kiszinezhetd, ami ebben az esetben egy alsé korlat, John R. Isbell pedig a
hetes felso korlatot fedezte fel.

A masodik kérdésre, hogy mennyire lehet stirli egy egységtavolsaggraf, megol-
dasként alsé korlatot sikeresen adtak, a felsé korlat kérdése viszont még mindig a
matematika egyik megoldatlan kérdése.

A harmadik problémat viszonylag atfogéan tudtak kutatni, a negyedik kérdés
egy NP-teljes problémara vezet vissza, mig az 6todik egy fontos nyitott kérdés a mai

napig.



3.3. A graf kialakitasa

Az elozo6 alfejezetben az euklideszi egységtavolsaggrafot R x R pontjain definidltuk.
R x R-et megfeleltethetjiikk C-nek, ami egy kétdimenzids vektortér a valos szamok
halmaza felett, tehat egy masodfoku testbovités végrehajtasaval jon létre. A pontok
pontok maradnak, a vektorokbol testelemek lesznek, a tavolsag a komplex normanak
feleltetheto meg.

Ezek alapjan vizsgaltam meg, mi torténik, ha egy véges F, testre az F, x [,
sikon, vagy még inkdbb a neki megfeleltetett F 2 alaphalmazon definidlom az egy-
ségtavolsaggrafot.

Els6ként azt fontoltam meg, milyen mivelet feleltetheté meg a vizsgalt testben
a konjugalasnak. Ez a leképezés egy masodrendii automorfizmus, amely a kis test
elemeit helybenhagyja (C-ben az R elemeit, [F2-ben az F, elemeit). Ilyen tulajdon-
saggal rendelkezo leképezés a véges testben a g-adik hatvanyra emelés.

C-ben az egységtavolsag, mint mar fentebb emlitettem, a komplex norméabdl jott
(zT = 1). Ha a konjugélés a testben a g-adik hatvanyra emelésnek feleltethet$ meg,
akkor ebben az esetben legyen az egységtavolsag az zad = 29! = 1.

A kovetkezd tablazatban megtalalhaté dsszefoglalva a konjugalt, a kétszeres kon-
jugalt, illetve az egységtévolsig .y elemek kozott a komplex és a ¢? rendfi véges
test felett.

Halmazok RxR~C FyoxFg~TFp
Konjugalt T xd

Konjugalt a rész- reR: T==x relF,: 297=2
testen

Kétszeres X=z (x9)1 =27 =2
konjugalt

Egységtévolsig (z—y)x—y) =1 (—y)z—y) =1

1.tdablazat: Konjugdlt és eqységtavolsag a két halmazon

Ezen tulajdonsagok alapjan alakitottam ki G,-t, azt az egységtavolsdggrafot az
;2 halmazon, ahol a csticsok megfeleltethetdek a véges test elemeinek, x és y kozott
pedig akkor vezet él, ha (z — y)?™ = 1.

10



3.1. Allitas. A kapott grdf irdnyitatlan grdf lesz, azaz (x — y)it' = (y — )9+,

Bizonyitds. (x —y)i™ = (=1)7"(y — z)9tL.

A bizonyitést két esetre lehet bontani, az els6 eset ha ¢ paratlan, a masodik, ha

q paros.

I. Ha ¢ paratlan, akkor ¢ + 1 péros lesz, igy (—1)4t! = 1.

II. Ha ¢ paros, abban az esetben a (—1) = 1-gyel, tehdt a hatviny ugyanazt

fogja adni.

]

’4‘\.« N o

X L
‘ , \ ‘P
e«.&e

3.abra: Kiilonbozo q esetekben a graf

3.2. Megjegyzés. Erdekes észrevétel, hogy q = 2 esetben egy teljes grafot kapunk,
amely erésen reguldris (4,3,2,*) paraméterrel, ¢ = 3-ra a 9 csticstt Paley-grafot amely
egy srg(9,4,0,1), ¢ = 4-re pedig a Clebsch-grafot lehet felfedezni (16,5,0,2) paramé-

terrel.
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4. A graf elemzése

4.1. A graf tulajdonsagai

A kovetkez6 fejezetekben azt vizsgaltam, milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a ki-
alakitott G, graf az euklideszi stk ponthalmazan definidlt egységtévolsaggrafjdhoz
képest.

Az euklideszi egységtavolsaggrafra igaz volt, hogy a stk minden egybevagosaga
(eltolas, forgatds, tikrozés) automorfizmus a grafon, tehat a graf csicstranzitiv. Ha
felosztjuk (particionaljuk) a ponthalmazt az origbtdl (azaz a 0-t6l) valo tavolsag sze-
rint, akkor az origd stabilizatora minden egyes osztalyt sajat magan beliil permutal.
A G, grafon is igaz lesz ennek természetes analogonja.

A kovetkezékben haromfajta egybevagosagot igyekeztem G,-n is megtaldlni kii-
16nb6z6 miiveletek segitségével.

1. Eltolas
R C IF 2
(x,y) — (z,y) +Vv Z=z+ vV W w4 v

2.tdbldzat: Eltolds az R,C és az Fyp2 halmazon

4.1. Megjegyzés. Az egyes esetekben v és v rogzitett, z,y € R,z € C és
w € qu.

2. Forgatas

R C F,2

q

(z,y) — F(z,y) 2+ z(cosa + 1 - sinq) W — we

3.tablazat: Forgatds az R, C és az Fp2 halmazon, € egy (¢ + 1).egységgyok

4.2. Megjegyzés. A valds szamsikon az « szoggel valé forgatas egy forgatasi
matrixszal adhato meg, amit a tablazatban F-fel jeloltem.

cosa —sino
F =

sine  cos«

Komplex esetben z-t megszorozzuk egy olyan komplex szammal, amelynek 1
a hossza (hiszen igy nem nytjtja illetve zsugoritja z-t), igy megkapjuk az «
szoggel elforgatottjat z-nek.
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A véges test halmazan a tdvolsagokat (c(z—y))?™! képlettel szdimoltam ki, ahol
a komplex eset mintajara olyan c-vel kell szorozni a rogzitett pontot, amelyre
teljesiil, hogy ¢! = 1, azaz egy (¢ + 1). egységgyokkel.

4.3. Megfigyelés. Az 2 testben (¢ + 1) darab (q + 1).egységgyck van.

Bizonyitds. A véges test multiplikativ csoportja ciklikus. Az altalunk vizs-
galt esetben ennek a csoportnak ¢?> — 1 eleme van. Legyen w egy generator
elem, lathaté, hogy a multiplikativ rendje ¢* — 1. Mivel w(@ D@D = 1 ezért
(whla=yat = (la=Dla+D)k = 1 tehat W@ (g +1). egységyok lesz minden
k=1,2,....,q+1 -re.

]

3. Tikrozés

R C F.2

q

(z,y) — (z,—y) ZZ w — wa

4.tablazat: Tiikrézés az R,C és az Fp2 halmazon

A véges test f610tt tovabbi testautomorfizmusokat kaphatunk, példaul vehetjiik p
karakterisztikaval a p-edik hatvanyra emelést, vagyis a Frobenius-automorfizmusokat,
hiszen ebben az esetben a hatvanyra emelés 6sszegtartd lesz. Nézziik meg a p-edik
hatvéanyra emelést az (z — y)?' = 1 egyenleten. Az 17 = 1, (x — y)?@*D pedig a
karakterisztika miatt egyenld lesz (zP — yP)9%1, tehdt valéban megtartja az 1 tavol-
sagot.

Tovabbi kérdés lehet a graf regularissaga, ami szintén egy specialis tulajdonsaga
az egységtavolsaggrafnak.

4.4. Megfigyelés. Az egységtavolsdaggrdif az Fp halmazon (q + 1)-requldris lesz.

Bizonyitds. A grafon végrehajtott egybevagosagok automorfizmusok, tehat a grafot
el lehet tolni ugy, hogy a 0-ban legyen a vizsgalandé cstcs.

A 0-t6l 1 tavolsdgra pontosan a (g + 1). egységgyokok talalhatoak. O

13



4.2. Sajatértékek kiszamitasa

A grafok elemzésének gyakori eszkoze az adjacencia matrix spektrumanak vizsgélata.

Erésen regularis grafok esetében az adjacencia matrix felépitésébdl megallapit-
hatd, hogy a graf erésen regularis-e, illetve a legnagyobb sajatérték a k lesz, egyszeres
multiplicitassal, a maradék kétféle sajatérték pedig kifejezheto a graf paramétereinek
segitségével.

A kutatéas sordn (ahogyan azt a bevezetésben is emlitettem) féképpen kisérle-
ti eredmények sziilettek, sok megfigyelés szerepel a szakdolgozatomban, viszonylag
kevés bizonyitédssal és kisebb méretii grafok (¢ < 49).

A kovetkezo par megfigyelés azokat a sejtéseket tartalmazza, amelyeket a sajat-
értékek kiilonbozé csoportositasa utan fedeztem fel.

4.5. Megfigyelés. A kilonbozo esetekben q+1 lesz a legnagyobb sajatérték, egyszeres
multiplicitdssal, a tobbi sajatérték multiplicitdsa pedig q + 1-gyel oszthato.

4.6. Megfigyelés. Ha q prim, akkor q kilonbézo sajatértéke lesz a grafnak, q + 1,
mint legnagyobb sajatérték, eqyszeres multiplicitassal, a maradék q — 1 kulonbozo
sajatérték pedig q + 1-szeres multiplicitassal.

4.7. Megjegyzés. Ha ¢ prim, illetve az 5 vagy a 7 hatvanyaival volt egyenld, a
sajatértékek konkrét értékenek vizsgalata nehéz volt, sejtésként gyokos kifejezéseket
sikertilt felirni, de konkrét megfigyelés nem sziiletett veliikk kapcsolatban.

2 "2 rendl test

[-1.0, 3.0] - sajatértékek

[3, 1] - multiplicitasok

[1.0, 0.333333] - multiplicitasok (g+l)-gyel leosztva
2 - kiilonbozdbféle sajatértékek

3 "2 rendl test

[4.0, 1.0, -2.0] - sajatértékek

[1, 4, 4] - multiplicitésok

[0.25, 1.0, 1.0] - multiplicitéasok (gt+l)-gyel leosztva
3 - kiilonbozdéféle sajatértékek

5 "2 rendl test

[6.0, -1.236068, 3.236068, -2.618034, -0.381966] - sajatértékek

[1, 6, 6, 6, 6] - multiplicitésok

[0.1l66667, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitédsok (g+l)-gyel leosztva
5 - kiillonboz6féle sajatértékek

7 ~2 rendl test

[8.0, -2.048917, 2.356896, 2.692021, -4.493959, -1.109916, 1.603875] - sajatértékek
1, 8, 8, 8, 8, 8, 8] - multiplicitésok

[0.125, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitédsok (g+l)-gyel leosztva

7 - kiilonboz6féle sajatértékek
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11 "2 rendd test

[12.0, -3.107688, -0.724724, 0.757587, 2.357872, 5.716953, -4.795755, -3.092401, -2.745571,
0.176312, 4.457415] - sajatértékek

i, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12] - multiplicitasok

[0.083333, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitdsok (g+l)-gyel leosztva
11 - kiilonbozé6féle sajatértékek

13 "2 rendd test

[14.0, -6.29623, 0.239637, 0.870638, 3.029928, 3.335986, 4.82004, -5.259534, -4.082087, -2.159404,
-0.569006, 0.433294, 4.636737] - sajatértékek

[1, 14, 14, 14, 14, 14, 14, 14, 14, 14, 14, 14, 14] - multiplicitésok

[0.071429, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitdsok (g+1)-
gyel leosztva

13 - kiilonboz6féle sajatértékek

19 "2 rendd test

[20.0, -5.493703, -3.991659, -2.010895, -0.894771, 1.842432, 2.922376, 4.275015, 4.8424, 7.508805,
-7.609729, -6.719515, -5.900387, -1.862741, 0.698129, 1.694752, 2.369546, 2.478084, 4.851861] -
sajatértékek

ri1, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20] - multiplicitésok
[g.o05, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] -
multiplicitdsok (g+l)-gyel leosztva

19 - kiilonbozéféle sajatértékek

23 "2 rendd test

[24.0, -7.275061, -2.37464, -2.145356, -2.046371, -0.834653, -0.252802, 0.085928, 4.477902,
6.453508, 7.453239, 7.458305, -6.341911, -5.13404, -3.442482, -3.00665, -2.190024, -1.930788,
1.445716, 3.181794, 5.481067, 7.898005, -7.960687] - sajatértékek

[1, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24] -
multiplicitéasok

[o.o41667, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0,
1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitdsok (g+l)-gyel leosztva

23 - kiillonbozéféle sajatértékek

29 "2 rendid test

[30.0, -8.279039, -7.439985, -2.758545, -2.32848, -1.748241, -1.620309, -0.164793, 1.366136,
1.721746, 3.689995, 5.851248, 6.871544, 9.338441, 9.500281, -9.068242, -6.139177, -5.236511,
-4.875211, -4.823686, -4.182343, -2.560385, 1.925287, 2.014216, 2.368729, 5.150693, 5.899679,
8.88224, -4.355289] - sajatértékek

r, 3o, 3o0, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30,
30, 30, 30, 30, 30] - multiplicitésok

[0.033333, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0,
1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitésok (g+l)-gyel leosztva

29 - kiilonboz6féle sajatértékek

31 "2 rendd test

[32.0, -10.66651, -7.391076, -6.231083, -1.605999, -0.522125, 0.423463, 0.521591, 2.102103,
3.646016, 3.846749, 4.187207, 5.404939, 5.496713, 6.41625, 9.371766, -9.590369, -7.510143,
-5.084026, -3.976672, -1.435994, -1.164666, -0.849536, 2.690237, 5.448112, 5.789318, 5.943593,
9.218306, -6.765518, -6.739052, -1.973588] - sajatértékek

[, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32, 32,
32, 32, 32, 32, 32, 32, 32] - multiplicitéasok

[0.03125, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0,
1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitédsok (g+1l)-gyel
leosztva

31 - kiillonboz6féle sajatértékek

4.abra: Kiilonbézé q primekre a sajatértékek
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4.8. Megfigyelés. Ha q = 2%, ahol k € Z*, akkor a legnagyobb sajdtérték a (q +
1), egyszeres multiplicitdssal, a tobbi sajatérték pedig (41 + 1) alaki, és egy 0-ra
szimmetrikus intervallumban helyezkednek el.

Hatvanyok Sajatértékek Multiplicitasok/(q + 1)
g =2 -1,(3) 1;17
q =22 -3,1,(5) 1,2;1%
g =23 -3,1,5,(9) 3,3,1;1"
qg=2* -7,-3,1,5,(17) 2,4,5,4;1%
q=2° -11,-7,-3,1,5,9,(33) 1,5,10,5,5,5;1*

5.tablazat: Sajatértékek 2 hatvanyokra *nincs leosztva (q + 1)-gyel

4.9. Megfigyelés. Ha q = 3%, ahol k € Z*, akkor a legnagyobb sajdtérték a (q+1),
egyszeres multiplicitdssal, a tobbi sajatérték pedig (—3k+1)+3l, aholl = 0...(2k—1),
kiilonbozo multiplicitdassal.

Hatvanyok Sajatértékek Multiplicitasok/(q + 1)
g =3 2.1,(4) 1,1;1°
g=3 -5,-2,1,4,(10) 1,3,2,2:1*
g=33 -8,-5,-2,1,4,7,10,(28) 43.63,6,3,1:1°

6.tabldzat: Sajdtértékek 3 hatvdnyokra  *nincs leosztva (q + 1)-gyel

5 "2 rendid test

[6.0, -1.236068, 3.236068, -2.618034, -0.381966] - sajatértékek

[1, 6, 6, 6, 6] - multiplicitésok

[0.1l66667, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitédsok (g+l)-gyel leosztva
5 - kiillonboz6féle sajatértékek

25 "2 rendd test

[26.0, 6.0, -4.0, -8.472136, 0.472136, -9.854102, -3.145898, 2.381966, 4.618034, -5.708204,
7.708204, -1.236068, 3.236068, -4.854102, 1.854102] - sajatértékek

(1, 52, 52, 26, 26, 26, 26, 52, 52, 52, 52, 52, 52, 52, 52] - multiplicitasok

[0.038462, 2.0, 2.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0] - multiplicité&sok

(g+l)-gyel leosztva
15 - kiilonbozéféle sajatértékek

5.dbra: Sajatértékek 5 hatvdanyokra
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7 ~2 rendl test

[8.0, -2.048917, 2.356896, 2.692021, -4.493959, -1.109916, 1.603875] - sajatértékek
1, 8, 8, 8, 8, 8, 8] - multiplicitésok

[0.125, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0] - multiplicitédsok (g+l)-gyel leosztva

7 - kiilonbsz6féle sajatértékek

49 "2 rendd test

[50.0, -12.768086, -11.427583, 6.195669, -9.801938, -8.445042, -6.75302, 0.814019, 4.533188,
11.652793, -5.70171, 5.823708, 9.878002, 0.396125, 3.109916, 6.493959, -5.43296, -0.02177,
8.454731, -13.305586, 0.933624, 8.371961, -7.878002, -3.823708, 7.70171, -5.24698, -3.554958,
-2.198062] - sajatértékek

{1, 50, 50, 50, 50, 50, 50, 100, 100, 100, 100, 100, 100, 100, 100, 100, 100, 100, 100, 100, 100,
100, 100, 100, 100, 100, 100, 100] - multiplicitéasok

[o.o2, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0,
2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0] - multiplicitédsok (g+l)-gyel leosztva

28 - kiillénbdz6féle sajatértékek

6.abra: Sajdatértékek 7 hatvinyokra
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4.3. A rétegek felépitése

Az el6z6 alfejezetekben emlitett tulajdonsdgok alapjan G tranzitiv, tehat felépitését
tetszdleges pontbdl tudjuk vizsgalni, példaul a 0-bdl kiindulva.

A gréafelméleti értelemben vett &tmérdt szerettem volna megvizsgalni G,-n, ezért
a grafot a 0-ba toltam, és onnan szamolva kialakitottam az 1., 2. és 3. réteget,
amelyek rendre egy, kettd illetve harom tavolsagra vannak 0-t6l.

4.10. Allitas. A ¢+ 1 rendd automorfizmus, amely a 0-t helybenhagyja, két tulaj-
donsdgot foglal magdba:

1. A grafon belil a 0-n kivil nem hagy helyben eqy csicsot sem, q + 1 nagysdgi
orbitokban permutdlja azokat.

2. Minden réteget sajat magdn belil permutal.

Bizonyitds. A graf elemeit egy rogzitett (¢ + 1). egységgyokkel beszorozva minden
egyes szorzas utan ugyanazt a grafot kapjuk, és ¢ + 1 rogzitett egységgyokkel valo
beszorzds utdn minden elem a kiindulépontjéba kertil vissza, a (¢+1). egységgyokok
periodikussaga miatt.

Az 1. réteget a (¢+1). egységgyokok alkotjak, tehat 6k trividlisan az els6 rétegen
beliil fognak permutalédni.

Ha x és y csicsok 2. rétegbeli szomszédjai egy rogzitett (¢ + 1). egységgyoknek,
akkor a (q + 1)-gyel vald szorzas megfeleltethet6 egy forgatasnak. A 2. réteget vizs-
galva ez azt jelenti, hogy rétegen beliil permutalodnak az elemek, illetve senki nem
marad egy helyben.

Ha a 2. rétegen beliill minden egyes elemet végigszorzunk (q+1)-gyel (¢+1)-szer,
visszakapjuk az eredeti rétegszerkezetet a periodikussag miatt.

Ugyanez igaz lesz a 3. rétegben is. O

4.11. Kovetkezmény. Az 1. réteg (¢ + 1) méretd, a tobbi mérete is (q + 1)-gyel
oszthato.

Réteg Elemek

0. réteg 0

1. réteg (qg+ 1). egységgyokok
2. réteg 2 tavolsagra levo elemek
3. réteg 3 tavolsagra levd elemek

7.tdbldzat: A rétegek elemei
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4.4. Az 1. rétegek altal feszitett részgrafok

A kilonbozé maradékosztalyok szerint el lehetett kiiloniteni az 1. rétegek altal ki-
feszitett részgrafokat, amit a kovetkezo tablazatban felsoroltam, a hozzajuk tartozo
részgrafokkal.

Az els6 oszlop q 6-tal valé oszthatosdganak maradékait mutatja.

Maradékok 1. réteg mintazata q

g =1 mod 6 izolalt pontok 7,13,19,25,37,43,49

diszjunkt 3 hosszu korok

g =2 mod 6 (haromszdgek) 2,8,32 - a 2 paratlan hatvanyai
g =3 mod 6 teljes parositas 3,9,27 - 3 hatvanyok

q =4 mod 6 izolalt pontok 4,16 - a 2 paros hatvanyai

¢ =5 mod 6 diszjunkt 6 hosszu korok 511,17, 23,29, 41,47

(hatszogek)

8.tablazat: 6-tal valo oszthatosag szerinti maradékok és a mintdzatok

4.12. Megjegyzés. A ¢ = 5 mod 6 esetben fedezheto fel a legnagyobb hasonlosag
az euklideszi esethez, ahol az elsé rétege az egységtavolsaggrafnak szintén diszjunkt
hatszogekre bomlik.

© © @ ®© ® &6 ® 0

7.dbra: q =T és q = 8 esetben az 1. rétegek

8.abra: q =9 és q =5 esetben az 1. rétegek

19



4.5. A rétegek méretei

Emlékezziink vissza, hogy a 0.-tél kiilonb6z6 rétegek mérete mindig oszthaté (¢ +
1)-gyel. Ez visszavezetheté a graf tranzitivitasara, mivel az Osszes automorfizmus
tranzitivan hat a grafon, tehat minden csics egyforma és a szomszédsag is ugyanaz
lesz.

Az erésen regularis grafoknak az dtmérdje (1ényegében) mindig 2. A kialakitott
G, ehhez kozeli értéket mutatott, minden esetben az atmérd legfeljebb 3 lett.

4.13. Megfigyelés. A graf mazimadlis rétegeinek szama 3, tehdt az dtmérdje a grdf-
nak legfeljebb 3 lesz.

Miutan maradékosztalyok szerint vizsgaltam meg a rétegek méreteit, szabalyos-
sdgot fedeztem fel, és (¢ + 1) fiiggvényében fel tudtam irni mindegyik osztalyra a
hozza tartozo képletet. Ezt foglaltam Ossze a 8.tablazatban.

Maradékok 1.réteg 2.réteg 3.réteg Osszesen
¢g=1mod6 | q+1 R @g+1) | (GE -2)(g+1) -1
¢ =2 mod 6 qg+1 (2 —Dlg+1) (f—Dg+1) -1
¢ =3 mod 6 g+1 (g 41) (2 —1)(g+1) ¢ —1
¢ =4 mod 6 q+1 1(g+1) (4 -2)(¢+1) ?—1
¢ =5 mod 6 g+1 @D (g +1) (Y —1)(g+1) ¢ —1

9.tablazat: 6-tal valo oszthatosag szerinti rétegméretek

4.14. Allitas. Az egyes rétegek méretei a tdbldzatban leirt képletek alapjdn kiszd-
molhatoak.

Bizonyitds. Az egyes részesetek bizonyitasaban segitett konzulensem és a kézirat,
amelyet ebben a témaban irt [9]. Ttt csak nagyon réviden vazoljuk az alapotletet.

e ¢g=1mod6

Ha ¢ = 1 mod 6, akkor a graf nem tartalmaz haromszoget, hiszen IF-ben
nincsen megolddsa az x97 1 + y?~1 = 297! egyenletnek. Ebbél adédéan, egy 1.
rétegben levé elemnek, legyen z, (¢ + 1) szomszédja van ((q + 1)-regularis a
graf). Az egyik szomszédja biztosan 0, egy mésik az x + x, a tovabbi (¢ — 1)
szomszéd pedig x + y alaki (x # y), amelyek minimum kétszer allnak eld,
hiszen y +x ugyanaz, mint x +y. Osszegezve: (¢+1) + Q;Ql(q—i— 1), ami megfelel
a tablazatban szerepl6 képletnek.
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e ¢g=3mod 6

Ebben az esetben az 1. rétegen beliili élek csak z és 2z kozott mehetnek. Az
1. rétegben minden cstcsnak (¢ + 1) szomszédja van, az egyik a 0, a masik a
2z, amely az 1. réteg eleme, a maradék (¢ — 1) elem, amely x + y alaku, pedig

kétszer szerepel, hiszen y + x = = + y. Tehat a 2. réteg mérete (q + 1)‘1;1.

]

4.15. Megfigyelés. A rétegek méreteinek képlete megegyezik, ha q 6-tal osztva 3,
illetve 5 maradékot ad.

4.16. Megfigyelés. Ha q 6-tal osztva 2 maradékot ad, akkor a 2. és 3. réteqg mérete
megeqyezik.

4.17. Megfigyelés. A 3. rétegek mérete 0, ha ¢ = 2,3 vagy 4. A 3. réteqg méreteinek
képletét 0-ra rendezve megkapjuk ezeket a q-kat. Ezekben az esetekben G, erdsen
requldris lesz.
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4.6. A rétegek altal kifeszitett részgrafok fokszamai

Az egyes rétegek altal kifeszitett részgrafokat vizsgaltam meg aszerint, milyen fok-
szamok fordulnak el egyes rétegekben ¢ 6-os maradékosztalya szerint. Megnéztem,

hogy e részgrafokban mely fokszamok hanyszor fordulnak elo.

Maradékok 1. réteg fokszamai Elofordulé multiplicitasok
¢=1mod 6 0 (¢+1)
g =2mod 6 2 (g+1)
g =3 mod 6 1 (g+1)
¢ =4 mod 6 0 (¢+1)
¢=>5mod 6 2 (g+1)

10.tablazat: 1. réteg fokszdmai és multiplicitasaik maradékosztalyok szerint

9.dbra: q = 5-re a 2. osztaly mintdzata
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Mara- Fok- Fok- Fok- Fok- Fok- Fok- Fok-
dékok Mult Mult Mult Mult Mult Mult Mult
g=1 7 13 19 25 31 37 43
12-192x | 16-76x | 18-176x
6.4 7-20 % 10-104x |  13-32x | 18-304x | 19-220x
4-24 % 7' . 10-80x 12-104x |  16-32x | 19-228x | 22-132x
7-8% 1(; e 12-80x 13-78x | 18-128x | 22-38x | 24-220x
) 13-20% 18-52 % 19-96 x 24-38 25-88 X
22-32 % 25-38% | 28-132x
qg=2 2 8 32 - - - -
10-165 %
- 4-27Tx | 13-165% | - - - -
19-165x
g=3 3 9 27 - - - -
8-28 x
2—4X 2—20>< 1].-84)( _ _ _ _
H-20x% 14-168 x
17-84 %
g=4 4 16 - - - - -
310 6-68 x i i i i i
9-68
g=5 5 11 17 23 29 41 47
14-42
18 10-30% | 16-126x 210?‘144842
4-24% - 18 8-48x 11-90x 17-84 % 59.336 ¢
2-6x 5-12x 8_36>< 10-96 x 14-90x | 20-210x 23_240><
3-6x 6-12x 16 e 11-96 x 16-120x | 22-210x 26_192><
8-12x ) 14-24 % 17-60x 23-42 % )
11-18x 28-96 x
18-30x 24-42 % 90-43 %
26-84 x )

11.tdblazat: 2.réteg fokszdmai és multiplicitasaik maradékosztalyok szerint
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Mara- Fok- Fok- Fok- Fok- Fok- Fok- Fok-
dékok Mult Mult Mult Mult Mult Mult Mult
g=1 7 13 19 25 31 37 43
13-38x | 16-132x
7-20x 8-52x 1130_13228X>< 14-114x | 19-88x
9_gx | 4-42x 8-40% 10-104 x 14;-96>< 16-114x | 20-308x
814x | 10-60x 13-52x | oo | 19-114x | 22-88x
14-20 14-52x 19_-32>< 20-152x | 25-88x
29-76% | 26-132x
g=2 2 8 32 - - - -
) 697« | 15-330x| ) ) )
18-165x%
g=3 3 9 27 - - - -
) 430 10-84x | ) ] ]
16-252x
g=4 4 16 - - - - -
) 9-34 % _ ) _ _ _
8-68 x
¢=5 5 11 17 23 29 41 47
17-96 x
17-84% | 18-48x
o | 518X | 872x gggi 18-168x | 20-96x
9.6 x 6195 8-54% 11245 |0 20-168x | 23-96
o 1ow | 11-36x | 12:96x 730y | 23-84x | 24-336x
; 12-18x 14-48 18 ‘150X 24-252% | 26-144x
) 26-42x | 29-144x
30-96 %

12.tdblazat: 3. réteg fokszamai és multiplicitasaik maradékosztalyok szerint
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4.18. Megfigyelés. A fokszimok multiplicitisai minden rétegben és minden mara-
dékosztdlyban oszthatoak lesznek (q + 1)-gyel.
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5. Konklazio

Habar a dolgozat f6cime erdsen regularis grafokra utal, az alcimnek megfelel6en az
egységtavolsageraf vizsgalataval foglalkoztam kiilonbo6z6 véges testek alaphalmazain.
A cél az erésen reguldaris grafokndl jol ismert eredményekhez hasonldéan a spektrum
meghatarozasa, fokszamok vizsgalata és az atmérdk osszehasonlitasa.

A G, graf sok szép tulajdonsaggal rendelkezett, amik részben hasonlitottak az
er6sen regularis grafok tulajdonsagaihoz.

A kovetkezo pontokban 6sszeszedtem, milyen hasonlésagokat fedeztem fel a gra-
fok vizsgalata kozben.

1. Az er6sen regularis grafok spektruma meghatarozhato, legfeljebb 3 kiillonbozé
sajatértékitk van. Ez G, spektrumadra is jellemz6 volt, ¢* "helyett' legfeljebb
q (valédi primhatviny ¢ esetén még sokkal kevesebb) kiilonbo6zé sajatértéket
talaltam.

2. Az atmér¢ erdsen regularis grafokra 2, G,-ra legfeljebb 3.

3. A G, graf (¢ + 1)-reguléris és a legnagyobb sajatérték (¢ + 1), ugyantigy, mint
az erosen regularis esetben.

4. A legismertebb erésen reguldris grafokhoz hasonléan a G, grafnak nagy auto-
morfizmuscsoportja van. Ez a csoport tranzitiv a csiicsokon, a 0 stabilizatora
az egyes "rétegeket" g+ 1 (vagy ennek t6bbszorose) méretli orbitokban permu-
talja.
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