Szakdolgozat

Csendi Balazs

matematikatanar — torténelem ¢€s allampolgari ismeretek tanara

osztatlan tanarszak

2023.



EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

Természettudomanyi Kar

Szakdolgozat

Versenyfeladatok a kozoktatasban

Témavezeto: Készitette:
Fried Katalin Dr. Csendi Balazs

matematikatanar — torténelem
¢s allampolgari  ismeretek

tanara

osztatlan tanarszak

2023.



Eredetiségi nyilatkozat

Alulirott Csendi Balazs (B1M64B) ezennel kijelentem és alairasommal megerdsitem, hogy az
ELTE matematikatandr - torténelem ¢€s allampolgéari ismeretek tanara osztatlan tanari
mesterszakjan irt jelen diplomamunkém sajat szellemi termékem, melyet korabban mas szakon
még nem nyujtottam be szakdolgozatként, é¢s amelybe masok munkgjat (konyv, tanulmany,
kézirat, internetes forras, személyes kozlés stb.) idézojel és pontos hivatkozasok nélkiil nem
épitettem be.

Budapest, 2023.04.28.

a hallgat¢ alairasa



Tartalomjegyzék
1. Bevezetés

2. A talpponti hairomsz6g néhany tulajdonsaga

2.1. A hegyesszogii haromszogbe irhaté minimalis keriiletd haromszog

2.2. A talpponti haromszog szogfelezéi . . . . . . . . . ..o
2.3. A talpponti haromszog koré irhato kére . . . . . . . . .. ...
2.4. Egy tjabb teriiletképlet . . . . . . ..o

3. Feladatok a talpponti haromszogre
3.1. 1.feladat . . . . . . . ...
3.2. 2.feladat . . . . . ...
3.3. 3.feladat . . . . . ..
3.4. 4. feladat . . . . . L
3.5. b.feladat . . . . . . ..
3.6. Tovabbi feladatok . . . . . . . . . . ... ...

4. Osszegzés

12
14
15

18
18
19
21
23
26
31

32



1. Bevezetés

A versenyfeladatok a kozoktatésban egy szinte végtelen, kimerithetetlennek ting téma,
melyrdl sokféle céllal, megkozelitéssel lehetne irni. A konkrét témara és megkozelitésre
szamomra az adta a motivaciot, amikor az Osszefiiggd tanitési gyakorlatomat egy vi-
déki gimnazium 9. évfolyamos specialis matematika tagozatos csoportjanal végeztem.
Itt az els6é megtartandd 6rdamon meglepetésként ért, hogy a talpponti haromszog mi-
nimalis keriiletiségét kellett feldolgoznunk, ugyanis én nem ismertem ezt a tételt és
annak bizonyitasat (mint kés6bb utananéztem, a Bevezetés a geometridba targy gya-
korlati feladatsoran ugyan szerepelt, de csak csillagos, kiegészits feladatként). Emiatt
késziilés kozben kellett ismerkednem a feladatokkal. Késébb megtudtam, hogy a sza-
momra addig ismeretlen hegyesszogi haromszog talpponti haromszoge a késébbiekben
tobbszor is djra eld fog kertilni mas tulajdonsagai miatt. Ez vezetett arra, hogy ezeket
szakdolgozati témaként érdemes lehet targyalni.

Ezek az ismeretek a geometria targyalasanak egymastol kiilonbo6z6 részeiben (pl.
tengelyes titkrozés, hurnégyszogek, koszinusz-tétel) keriilnek eld, a célom a dolgozat
elsé részben a legfontosabbakat Osszegytijtsem. Mar itt meg kell jegyezni, hogy a tar-
gyalt ismeretek a specidlis matematika tagozat tantervéhez kapcsolodnak, ott elvaras a
megjelenésiik, de probaltam megjegyzéseket tenni, hogy melyek azok a részek, amelyek
més képzési formak esetében is hasznosithatéak. De egy normél tantervii csoportban
is felmeriilhet az igény egyes tanulok részérdl szakkordkre, a dolgozatban targyaltak
ezkre is megfelelGek lehetnek.

Emellett, mivel dént6 tobbséghben specialis matematika tagozatrol keriilnek ki a
legjobb versenyzdk matematikabol, ezért az ott torténd tanitas egyik fontos kérdése,
hogy az adott témakor ismeretei hogyan jelenhetnek meg versenyfeladatokban. (Az
egy masik, targyalhato kérdés lenne, hogy maganak a versenyfelkészitésnek mi a hely-
szine, mennyire kell az azt segit feladatokat a tanitasi érakra bevinni, esetleg csak
a szakkorokon van helye.) Ez adja meg a kapcsolatot a kiirt cimmel. A szakdolgo-
zat masodik részében ugyanis olyan versenyfeladatokat és megoldésaikat ismertetek,
melyekben megjelenik a talpponti haromszog, annak valamilyen tulajdonsagét fel kell
hasznalni. A feladatok valtozd nehézségiiek, éppen ezért a felhasznalasi lehetGségeikre
az egyes feladatoknél térek Kki.

A talpponti haromszogekrdl szolo ismeretek egyes részei megtalalhatoak szoktak
lenni az elemi geometriai tételeket gyijté munkakban, példaul az altalam is hasznélt
[1] konyvben. Mivel rengeteg érdekes dolgot el lehet mondani réla, a talpponti ha-
romszogek a KoMal.-ban is idénként visszatérd téméja matematikai cikkeknek, mar a

legelsé éveiben is szolt rola szakmai cikk [2].



2. A talpponti haromszog néhany tulajdonsaga

2.1. A hegyesszogii haromszogbe irhaté minimalis keriilett ha-

romszog

Tétel: Egy hegyesszogii haromszogbe irhaté haromszogek koziil a minimélis keriiletd a

talpponti haromszog, vagyis az a haromszog, melynek csticsai a magassagok talppontjai.

Ez az a tétel, amely esetében a tanulok elGszor talalkozhatnak a talpponti ha-
romszoggel; a 9. osztalyban szerepls egybevagosagi transzforméciok témakore az, ahol
leginkabb indokolt a megjelenése, de kotelez6 elemként a 2020-as kerettantervek alap-
jan csak a specidlis matematika tagozat oktatasanak képezi részét. Ez érthets, mert
targyalasa kozben tobb korabbi ismeret felidézése sziikséges, és a megjelend bizonyi-
tasi modszer is nehezebb, meghaladja azt a szintet, amelynek feldolgozésa a legtobb
tanulotol elvart. Igaz, hogy a haromszog-egyenlGtlenségek ismerete mar altalanos isko-
laban megjelenik, de ez mar annak egy nehezebb alkalmazéasa. Geometriai szélsGérték-
absztraktabb matematikai gondolkodas is sziikséges. Egyes részfeladatok esetében mar
annak észrevétele is nehézséget okozhat, hogy mi az, ami bizonyitasra szorul. Olyan,
mozgatéason alapul6 bizonyitasi modszer is megjelenik, mellyel alacsonyabb évfolyamon
feltehetGen még nem talalkoztak a tanulok. Igy a tovabbiakban leirtak legnagyobb része
specialis matematika tagozaton kiviil csak egy kifejezetten jo csoportban vagy szakko-
ron targyalhato az 1. feladat kivételével, melynek bemutatasa egy altalanos csoportban
is indokolt.

A fentebb kimondott tételt kozvetleniil bizonyitani még a legjobb tanuloknak is
tul nagy feladat lenne, igy azt fokozatosan kell felépiteni. Ez a hosszabb targyalas a
nehézség mellett abbdl a szempontbdl is indokoltnak tiinik, mert a konkrét tételre a
késGbbiekben nem épiil tananyag. Azért szerepelhet mégis a targyaldsa, hogy a bizo-

nyitasi modszerekkel kapcsolatos ismereteiket mélyitsék a tanulok.

Az els6, kozismert feladat adja az alapjat a tovidbbiakban alkalmazasra keriils
bizonyitasi elvnek, emiatt ezzel az egyszeri esettel lehet kezdeni a témakor felépitést. A
feladatot most csak matematikai megfolgalmazasban kozlom, de a feladatgytijtemények
gyakran be szoktak 6ltoztetni valamilyen valosagot utanzé problémaba (pl. két falut
ellato transzformatordllomast kell épiteni a f6utra, vagy a sivatagban kitérdt kell tenni

a teve megitatdsa miatt egy egyenes folyonal).

1. feladat: Adott egy t egyenes ugyanazon oldalan két pont, P és ). Melyik a ¢



egyenesnek az az F pontja, mellyel a két adott pontot 6sszekdtve az 6sszekots szakaszok

hosszénak 6sszege minimélis?

Ezt az feladatot még tovabb lehet egyszeriisiteni, melynek megbeszélése lehet a
kiindulasi pont: mi torténik, ha P és () az egyenesnek kiilonb6z§ oldalan van. Ekkor
nyilvanval6, hogy a két pontot 0sszekotd szakasz metszeni fogja a t egyenest és ez a
metszéspont lesz a megfelel6 E pont, mert két pont kézott a legrovidebb 1t az egyenes,
amin rajta van F.

Abban az esetben, amikor a két pont azonos oldalan vannak az egyenesnek, az &ket
0sszekots szakasz mar nem fogja metszeni a t-t, ez okozza a nehézséget, ami miatt
egy 1j otlet kell. Amennyiben sikeriilne talalni egy olyan P’ pontot a t egyenes méasik
oldalédn, amelyre teljesiil, hogy ugyanolyan tévolsagra van a ¢t 0sszes pontjatol, mint P,
akkor az el6z6 esetre visszavezettiik a feladatot. Es ilyen pont van, amelyet a P pont
t-re torténd tengelyes tiikrozésével kapunk, ugyanis a tengelyes tiikrozés tavolsagtarto

tulajdonsagu, valamint a tengely minden pontjanak a képe 6nmaga.

Q

1. 4bra.

Ennek a megoldésnak egy matematikailag precizebb leirasa a kévetkezé lehet: tiik-
rozzik a P pontot a t egyenesre, igy kapjuk a P’ pontot. Ezt kossiik 6ssze Q-val. Ahol ez
metszi a t egyenest, az lesz a megfelel6 E pont. A tengelyes tiikrozés miatt PE = P'E,
azaz a PE + EQ tavolsagosszeg megegyezik a P'() szakasz hosszaval. Ha a t egyenesen
vesziink egy E-t6l kiilonbozs pontot (ezt jelolje F), akkor PF = P'F is teljesiil, ami
miatt PF 4+ FQ = P'F + FQ. Ez az 6sszeg pedig nagyobb lesz P'QQ-nal, mert a P’ és
() pontok kozott a legrovidebb ut az egyenes (vagy matematikailag pontosabb megfo-
galmazassal a P'F'(Q)a-ben felirt haromszog-egyenl6tlenség miatt a P’'Q) oldal révidebb

a masok ketté hosszanak Osszegétol).



2. feladat: Egy hegyesszog szérai kozott adott egy P pont. Keressiik meg azon @)
és R pontokat, melyek illeszkednek egy-egy szogszéarra és a PQ RP tortottvonal hossza
a legrovidebb.

Ennek a feladatnak az el6z6hoz képest vett nehézségét az adja, hogy a torottvo-
nal zart és csak egy pontja adott. Emiatt nem laszik, hogyan tudnank arra az el6z6
feladatban is hasznalt, 9. osztalyban egyediiliként ismert geometriai minimumra vo-
natkozo Osszefiiggésre hivatkozni, hogy két pont kozott a legrovidebb ut az egyenes,
nem egyértelmid, hogy ez a feladat hogyan kapcsolodik az el6z6hoz. ElGszor azzal lehet
segiteni, hogy az egyik pontot (ez legyen R) rogzitjiik az egyik szogszarra. Ekkor a t6-
rottvonalbol az RP szaksz allando, nem kell vele fogalkozni, és észre lehet venni, hogy
ezzel a feladat az el6zére egyszertisodott le. A P pontot tiikkrozve az R-et nem tartal-
maz6 szogszarra, a P’'R szaksz metszi ki a () pontot, a PQR torottvonal hossza pedig
megegyezik a P'QR tordttvonal (valojaban szakasz) hosszaval. Hasonlod a helyzet, ha
most a () pont rogzitett, ekkor a P”() fogja kimetszeni R-t, ahol P”-t P-nek a mésik
szogszarra valo tiikrozésével kaptuk.

Ezekb6l mér észre lehet venni, hogy a keresett PQ RP torottvonal hossza barmilyen
Q) és R pontok mellett megegyezik a P'Q RP" tortottvonal hosszaval, ismét a tengelyes
tiikrozés tulajdonsagai miatt. Ezzel sikeriilt megoldani azt a nehézséget, hogy csak a P
pont ismert, a két tiikrozéssel a zart torottvonalnak sikeriilt egy nyiltat megfeleltetni
ugy, hogy a hossza ne valtozzon. A nyilt toréttvonalra pedig mar lehet azt mondani,
hogy akkor a legrévidebb, ha a P’ és P” vépgpontok kozott nincs torés, azaz a @ és R

pontok rajta vannak a P’'P” szakaszon.
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2. abra.
Ugyanenzt matematikailag pontosabb is leirhatjuk: tiikrozziikk a P pontot a két

szogszarra, a képpontok legyenek P’ és P”. Vegyiik észre, hogy az [ szogszaron egy
tetszbleges U pontot kivéalasztva PU = P'U, hasonldéan a g egyenes egy V pontjara



PV = P"V. Azaz a PUV P torottvonal hossza megegyezik a P'UV P” torottvonal
hosszéval. Utobbi akkor a legrévidebb, ha az U és V' pontok rajta vannak a P'P” egye-

nesen. Tehat P'P” metszéspontjai a szOgszarakkal adjak a keresett () és R pontokat.

Az els6 két feladatnal leirt megoldési stratégiak kozott ki kell emelni egy lényeges
kiilonbséget: az els6 esetében a konkrét megoldast megsejtettiik, abboél indultunk ki,
majd azt hasonlitottuk Ossze egy altalanos esettel. Utobbinal ez forditva tortént, elszor
az altalanos esetet vizsgaltuk, onnan jutottunk el a megoldasig. Altalaban elmondhato,
hogy ez a szerencsésebb gondolkodési modszer, mert egyértelmiibb, hogy mi kell a
tényleges bizonyitashoz. Az elsé esetében megvan a veszélye annak, hogy a tanulo
érzésére megtalalta a megoldast (ami persze egy nehezebb problémanal nem mindig
egyszeri feladat), de azt mar nem indokolja meg azzal, hogy egy altalanos esettel
osszehasonlitja. Ez a veszély nem all fenn, ha mér kiinduléskor egy &ltalanos esetet
figyeliink. Ennek a gondolkodésnak, az 6sszehasonlitassal torténé bizonyitas igényének
a kialakitéasa tiinik szdmomra a legfontosabbnak a témakor targyaldsakor. Tanarként
ezt azzal is lehet segiteni, hogy amennyiben a feladatot abrazoljuk a tanuléknak a

tablan, azon mi is egy altalanos esetet tiintetiink fel.

3. feladat: Egy hegyesszogi haromszog egyik oldalan ttizziink ki egy pontot. Ke-
ressiik meg azt a beirt haromszoget, melynek egyik csiicsa az adott pont és a kertilete

minimalis.

Bar az el6z6 feladat utan Uj matematikai tartalommal nem bir ez a feladat, mégis
érdemes lehet feladani a diakoknak. Ennek a megoldasa ugyanaz, mint ami az el6z6é
volt, hiszen ahhoz képest csak egy tovabbi, P ponton atmend szakasz lett behuzva,
ami nem befolyasolja a megoldast. Azonban egy 9. osztalyos tanulé szaméra ez nem
feltétlentil egyértelmi. Ennek észrevételét nehezitheti, ha a vizuélis megjelenités is eltér,
példaul a tablan ugy abrazoljuk, hogy a P pont a haromszog egy eltérs helyzet oldalan
helyezkedik el, ezzel rejtve a tényt, hogy csak egy tovabbi szakasz keriilt a feladatba.

4. feladat: Egy ABC hegyesszogl haromszoghben a ¢ oldal minden pontja esetén
megszerkesztjiik a legkisebb keriiletti beirt haromszoget. A ¢ oldal melyik pontja esetén

lesz a kapott haromszog keriilete minimalis?

Az el6z6ekben mar meghataroztuk, hogy a legkisebb kertiletti haromszoget minden
P € c (P # A, B) pont esetén gy kapjuk meg, hogy tiikrozziik azt a haromszog b és
a oldalaira, majd a kapott P’, P” pontokat 0sszekots szakasz ki fogja metszeni b-bél

és a-bol a keresett U, V pontokat. Azt is tudjuk, hogy a PUV haromszog keriilete a



3. abra.

tengelyes tiikkrozés tulajdonsagai miatt megegyezik a P’ P” szakasz hosszaval, tehat elég
ezen P'P" szakaszok hosszait 0sszehasonlitani az Osszes lehetséges P pontra.

Mivel a P’, P” pontokat tengelyes tiikrozéssel kaptuk, ezért CP' = CP = CP”
teljesiil, tehat a C'P'PX egyenl6 szaru. Figyeljik meg, hogy ennek a haromszognek
a szogeit vagy oldalait hogyan tudjuk valtoztatni, hogy a kérdéses P'P” alapjanak
a hossza valtozzon, az a lehets legrovidebb legyen. ElGszor nézziik az alappal szem-
kozti szoget, aminek csokkentésével az alap is rovidebb lenne. A tengelyes tiikrozés
szogtarto tulajdonsaga miatt P’"C A< = PCA<, hasonléan P’CB< = BCP<, azaz
P'CP’<q = 2 - BCA<. Tehat a CP'PJ alappal szemkozti szoge allandd, nem fiigg
a P pont megvalasztasatol. Az alapot még gy is lehet csokkenteni, hogy az egyen-
16 szara haromszog szarait, azaz C'P'-t és C'P"-t csokkentjiik. A szarak mgegyeznek
a CP szakasz hosszaval, ami méar nem alland6, P mozgatasaval valtozik, tehat C'P-t
kell minimalisnak valasztani. Ez akkor teljesiil, ha P éppen az ABC, C-bdl induld

magassagvonaldnak talppontja.

Ennek a feladatnak a megoldasa a legnehezbb 1épés a bizonyitast segité feladatok so-
raban. Itt ugyanis nem volt elég a tengelyes tiikrozést és a haromszog-egyenlStlenséget
alkalmazni, hanem egy alakzat hosszanak valtozasat is figyelni kellett mas adatok fligg-
vényében. Ezzel a gondolkodési, bizonyitasi modszerrel korabban még feltehetGen nem
talalkozott egy 9. osztélyos didk, igy annak feldolgozésa nehezebb. Ami kénnyitheti ezt,
az a dinamikus geometriai szoftverek alkalmazésa: egy jol elkészitett GeoGebra abra
segithet megfigyeltetni a tanuldokkal, hogyan valtoznak az egyes adatok. A P mozgata-
saval P’ P" hosszanak valtozasat figyelve azt is meg lehet sejtetni, hogy a keresett valasz
a magassag talppontja lesz. (Utobbihoz érdemes lehet szamszertien kifratni a program-
mal a P’'P” szakasz hosszat, mert nincsennek jelentés kiilonbségek egy haromszog egy
oldalanak 0Osszes pontja esetén meghatarozott minimaélis keriiletd beirt haromszogek

keriiletei kozott.)



Ezek utan méar be lehet bizonyitani a dolgozat elején kimondott, de itt is megismé-
telt tételt.

Tétel: Egy hegyesszogli haromszoghe irhaté haromszogek koziil a minimalis ke-
riilletd a talpponti haromszog, vagyis az a haromszog, melynek cstucsai a magassagok

talppontjai.

4. abra.

Bizonyitas: Az el6z6 feladatban azt lattuk be, hogy az ABCa-nek a ¢ oldaléan
mozgatva egy pontot, a T magassagtalppont esetén lesz a minimalis a beirt haromszog
keriilete, melynek masik két csticsat jelolje U és V. Azt kell belatni, hogy erre két pontra
teljesiil, hogy U = Ty és V = T’g, azaz ezek a csticsok a mésik két magassag talppontjai
lesznek.

Ez igazolhato a kovetkezé modon: tegyiik fel, hogy a b oldalon nem teljesiil, hogy
V = Tg. Ha az el6z6 feladat eredményét alkalmazzuk a b oldal pontjaira, akkor tudjuk,
hogy T’ ponton at szerkszthets a b oldalon a legkisebb keriilet haromszog. Ennek a Tz-
b6l szerkesztett haromszognek a keriilete tehat kisebb kell, hogy legyen mint, a T-UV
haromszog keriilete. Ha ennek a Tg-bol szerkesztett haromszégnek a ¢ oldalon levs
cstcsa viszont nem T¢ lenne, akkor az ellentmondana annak, hogy azon az oldalon abbol
a csucsbol indul ki a minimalis keriiletd haromszog. Hasonlé logika alapjan lathato,

hogy a harmadik cstcsra is teljesiilnie kell U = T4-nak.

A bizonyitas nehézségét az adja, hogy fel kell ismerni, hogy mi az, ami bizonyi-
tasra szorul. Egy 9. osztalyos tanulé szamara elégnek tiinhet annyit mondani, hogy
kiilon-kiilon minden oldal esetén a magassagok talppontjait véve lesz a minimélis a
beirt hdromszog keriilete, tehat az egész hdromszogben a talpponti haromszogé lesz az.
Ez viszont hibas érvelés, ennyibol csak annyit lehet megallapitani, hogy a harom beirt
haromszog koziil lesz valamelyik. A feladat valojaban annak a megmutatasa, hogy a
harom haromszog ugyanaz. Ennek a fentebbi bizonyitasa nem geometriai, hanem logi-

kai aton zajlott, egy indirekt feltétellel lattuk be, hogy amennyennyiben nem esnének
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egybe, akkor lenne olyan oldal, amelyen nem a talppontbdl szerkesztheté a minimaélis

keriilet haromszog, ezzel ellentmondva a 4. feladatnak.

A tételben és bizonyitasdban szerepet kapott, hogy hegyesszogi haromszogrsl van
sz0, hiszen tompaszogli haromszog esetén csak egy magassagnak a talppontja esik a
haromszogon beliilre, igy ugyan a talppontok altal meghatérozott haromszogrél ott is
lehet beszélni, de az biztosan nem a minimaélis keriilett beirt hdromszog, hiszen nem is
beirt haromszog. Tompaszogi haromszog esetében beldthato, hogy nem létezik mini-
mélis keriiletd beirt hdromszog, igaz tetszélegesen kozelithets. Derékszogli haromszog
esetében pedig a talpponti haromszog elfajult, hiszen két csiicsa is egy pontba esik,
ekkor sem létezik legkisebb keriiletd beirt haromszog.

Erdekességként még meg lehet emliteni, hogy a fenti, minddssze két tengelyes tiik-
rozést tartalmazo bizonyitas Fejér Lipottol szarmazik [3]. Korabban is ismert volt a
tétel, de sokkal bonyolultabb zajlott a bizonyitasa, tobb tengelyes tiikrozést alkalmaz-
va, erre mutat példat a [2] cikk. Még a késébb irt [1] konyvben is egy 6t titkrozésbol
allo, a talpponti haromszog més tulajdonsigat is felhasznalé bizonyités szerepel. A dol-
gozat kés6bbi részében fog szerepelni egy mésik, nem a tengelyes tiikkrozésen alapuld

bizonyitasa is a tételnek.

A témakorhoz lassunk még egy feladatot. Ez ugyan nem tartozik szorosan a fentebb
kimondott tételhez, de targyalasat az indokolja, hogy a matematika tanitasa szempont-
jabol az eddigiek legfontosabb eleméhez, a tengelyes tiikrozéssel Osszefiiggé minimalis
ut feladatok megoldasédhoz kapcsolhato. A kovetkezd feladat logikailag leginkdbb a 2.
feladat utanra lenne beilleszthets, de nehézségi szintje sokkal meghaladja azt.

5. feladat: Egy hegyesszog szarait jelolje f és g, ezek kozott helyezkednek el az A
és B pontok. Szerkessziik meg az A és B kozotti legrovidebb torottvonalat, ha annak

érintenie kell a két szogszarat is.

5. abra.



Egy olyan tanul6é szdmara, aki megértette a 2. feladat megoldasat, nem kell, hogy
nagyobb nehézséget okozzon a kovetkezd gondolatmenet levezetése. Tiikrozziik az A
és B pontokat az f és g szogszarakra, a képpontokat jelolje A’ és B’. Teljesil az f
egyenes egy tetszdleges U’ pontjara, hogy AU’ = A'U’, hasonléan a g egyenes barmely
V' pontjara BV' = B'V'. Igy az AU’ + U'V’ + V'B téréttvonal hossza megegyezik az
AU + U V' + V'B' torottvonaléval. Ez utobbi akkor a legrovidebb, ha mind a négy
pont egy egyenesre esik, azaz az A'B’ egyenes metszi ki f-bdl és g-bol a keresett U, V
pontokat.

Bar ez a levezetés sziikséges a feladat megoldésahoz, de nem elégséges. Az elején
volt ugyanis egy nem eléggé atgondolt 1épés, amikor egy-egy szogszarra tiikroztiik a
két pontot: azt ugyanis kétféleképpen is meg lehet tenni. A feladat rajzban térténd
abrazolasa utdn természetesnek tiinik, hogy mindkét pontot a ,kozelebbi” szdgszarra
tiikrozziik, mivel minimaélis utat kell meghatarozni, de ezt bizonyitani kell annak tisz-
tazasaval egytitt, hogy mit is jelent ebben az esetben a kozelebbiség (1atni fogjuk, hogy

nem a szogszaraktol valo tavolsaghoz van koze).

6. abra.

A 6. abra jelolései szerint legyenek az egyik tiikrozéssel kapott képpontok A’ és B, a
masik szerint A” és B”. Felhasznalhatjuk azt a méar levezetett igaz megallapitast, hogy
az A'B’ és A” B" egyenesek metszik ki a szogszarakbol a keresett pontokat és a torott-
vonalak hossza megegyezik ezeknek a szakaszoknak a hosszéval. Ennek észrevételével
a feladat A’B’ és A” B” szakaszok Osszehasonlitasara egyszertisodott.

A tengelyes tiikrozés tavolsdgtartasa miatt OA = OA" = OA” és OB = OB’ =
OB". Az OA'B), és az OA" B tehat két olyan haromszog, melyeknek két-két oldala
egyenlé hosszusagi. Be fogjuk latni, hogy két haromszog koziil az Osszehasonlitando
harmadik oldalak, A’B’ és A”B” koziil az a hosszabb, amellyel szemben nagyobb szog

van.
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Ez az allitas (ha két haromszog megegyezik két oldalban, akkor a harmadik oldal
abban a haromszogben nagyobb, amelyben a két oldal nagyobb széget zar be) 6nallo
feladatként is elképzelhets, amikor 9. osztalyban a haromszog oldalai és szogei kozotti
Osszefiiggésrsl van sz0, nehézsége alapjan ez is inkabb egy jobb képességl vagy tago-
zatos csoportok szaméra megfelels feladat. Maga az allitas konnyebben bizonyithato
lenne, ha a szoggel szemkozti oldalra felirnank egy koszinusz-tételt, majd atalakitasok
utan utalnank a cosz fiiggvény szigori monoton csokkenésére a [0, 7] intervallumon.
Viszont a témakort 9. osztalyban szeretnénk targyalni, amikor még nincsennek szog-

fiiggvények, igy egy csak elemi eszkozoket alkalmazo bizonyitast kell adni.

7. abra.

Segit, ha ugy abréazoljuk az adatokat, hogy legyen kozottiik kozos adat. A 7. dbra
szerint az egyik oldal, az AB = a kozos, valamint teljesiiljon AC; = AC, = b. Legyen
a; = BAC <t és ap = BACS<, ahol a; < s teljesiil. A feladat szerint igy az «;-
gyel szemkozti BCT = ¢ és as-vel szemkozti BC5; = ¢y oldalakra kell belatni, hogy
c1 < c3. A ¢ és ¢y oldalakként szerepelnek a BC7C5 haromszoghen, ami arra vezet,
hogy abban keressiink sszefiiggést a haromszog oldalai kozott. Az AC,Coa egyenls
szard, mert két oldala is b hosszisagu, ezért AC1Co<t = C1C A< = 6 is igaz. Ez a
BC1Cyn szogeire nézve azt jelenti, hogy C1CoB< < 0 és BC1Ce<t > 9, ami miatt
teljesiil, hogy BC1Cy<t > C1C3B<. Felhasznalva a BCiCoa-ben azt, hogy nagyobb
szoggel szemben nagyobb oldal van a bizonyitandé c, > ¢; Osszefiiggést kapjuk.

A 6. adbrara visszatérve ez azt fogja jelenteni, hogy a két tiikkrozés koziil abban az
esetben lesz kisebb a képpontokat 6sszekots szakasz hossza, amikor az O A’ B'< kisebb.
Ez pedig az A és B pontokra nézve azt fogja jelenti (a tengelyes tiikrozés szogtar-
tasabol levezethetGen), hogy az AOB elGjeles szog elGjele hatarozza meg a keresett
tiikkrozést: Ha AOB< pozitiv, akkor A-t az f, B-t pedig a g szogszarra tiikrozzik,

ha negativ, akkor forditva. Amennyiben O, A és B egy egyenesre esnének, mindkét
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tiikrozés ugyanolyan hosszusiga torottvonalat eredményez.

2.2. A talpponti haromszog szogfelezéi

Egy masik témakdr, amikor megjelenhet az oktatasban a talpponti hdromszog, az a
keriileti szogek tétele és hurnégyszogek, amely a 2020-as kerettanterv alapjan mar csak
az emelt szintd és tagozatos oktatasnak képezi részét, jellemzGen 10. osztalyban jelenik
meg. A kovetkezd allitas a specidlis matematika tagozaton szerepld bizonyitasok kozott

egy konnyebbnek nevezhetd.

Allitas: Hegyesszogt haromszog esetén a talpponti haromszog belss szogfelezsi az

eredeti hdromszog magasséagai, kiils6 szogfelezdi pedig az eredeti haromszog oldalai.

8. abra.

Bizonyitas: A 8. dbra jeldléseit felhasznalva A;C' By M négyszog hurnégyszog, mert
Ai-nél és By-nél is derékszog van, igy a szemben levd szogeinek Osszege 180°. Az Ay M
ivhez tartozé keriileti szogek az A1 C' M < és az Ay B1 M <, igy ezek egyenls nagysaguak,
ami az eredeti haromszog B-nél levd szogét [-val jelolve (90° — [5)-t jelent a CyBC
derékszogt haromszog miatt.

Hasonléan By AC|M is hurnégyszog, a C1 M ivhez tartozo C1AM< és C1B1M<
egyez$ nagysaguak, ami az A AB derékszogli haromszog miatt szintén (90° — [5)-t
jelent. Azaz C1B1B<t =90° — = BB1 A< és pont azt szerettiik volna belatni, hogy
a B cstucshoz tartozd magassag felezi a talpponti haromszog Bi-nél levé belsG szogét.

Tudjuk, hogy egy szog bels6 és kiils6 szogtelezGje 90°-ot zarnak be, igy a talpponti
haromszog Bi-nél levs szogének a kiils6 szogfelezGje a BB, magassaggal 90°-ot bezard

AC oldal lesz, ami az allitds méasodik fele volt.
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Bar ezt az allitast ki lehet mondani, majd a fenti médon bizonyitani, akéar fel is
lehet fedeztetni a tanulokkal. Elgszor abrazolunk egy hegyesszogti haromszoget, behiiz-
zuk a magassagait, és megjelenitjiik a talpponti haromszogét a 8. abrdhoz hasonloan.
Ebben lehet kerestetni hurnégyszogeket, a két derékszog miatt konnyen lathato, hogy
két talppont, a harmadik cstcs és a magassagpont hurnégyszoget fog meghatarozni
(ilyen volt az A;C By M négyszog), amelynek az abran még az atloi is jelélve vannak.
Ezt kévetSen lehet keresni azonos ivhez tartozo keriileti szogeket, Osszesen négy par
van bel6le. Ebbdl két szogpar méretét meg is lehet hatérozni az eredeti haromszog
szOgei segitségével (a 7 szognek a C' cstucshoz tartozd magassaga altal kettéosztott két
részét), ehhez csak észre kell venni a derékszogi haromszogeket. Ugyanezt elvégezve
az elején talalt masik két hurnégyszogben fel lehet fedezni, hogy az eredeti haromszog

magassagvonalai felezik a talpponti haromszog szogeit.

Ko6vetkezmények: A talpponti haromszog altal az eredeti haromszogbdl leva-
gott haromszogek hasonloak az eredeti haromszoghoz. (Azaz AC)Bia ~ BACia ~
CByAip ~ ABCA, a 8. abra jeloléseivel.)

Ez a kés6bbi versenyfeladatok megoldasanal hasznosnak bizonyul6 allitas kovetke-
zik az el6z6ekbdl, ugyanis C1B; A< = 3, hiszen CyB;B< = 90° — (8 volt. Hasonléan
AC,B1< = y(= BCA<). Tehat az ABCx és az AC) By hasonloak, mert mindhérom
szogiik megegyezik, ugyanez igaz a méasik két levagott haromszogre is.

A hasonlosag aranyat is meg lehet adni, ehhez viszont méar ismerni kell hegyesszo-
gl haromszogekben a szogfiiggvényeket, ami nem feltétleniil igaz a hurnégyszogek 10.
osztalyban torténd targyalasakor, igy erre késébb kell visszatérni. A hasonlésag miatt
fel lehet frni a megfelel6 oldalak aranyat, majd egy atszorzas utan észre kell venni,
hogy az eredeti haromszog két cstcsa és az egyikhez tartozd magassagtalppont altal
meghatarozott derékszogl haromszog két oldalanak az aranya szerepel, ami pont a he-
gyesszogek megfelels szogfiiggvényének a definicidja. Ugyanez képlettel leirva az ABCa
és AB,Ca hasonlosagabdl kiindulva:

B¢y  BC AB,

A, _Ap - DG =B g

Azt, hogy a talpponti haromszog oldalai kifejezhetGek az eredeti hédromszog olda-

= BC -cosa

laival és szogeivel, megkaphatjuk a hasonlésag észrevétele nélkiil is, a koszinusz-tétel
segitségével. Eppen ezért van olyan tankonyv, amely ezt a feladatot a trigonometrikus

osszefliggések alkalmazasanal adja fel. [7]

Egy masik kovetkezményt is érdemes megemliteni. Mivel B; magassagtalppont,
ezért C'ByB< = 90°, valamint a BB, szog (90° — ) nagysagu. Emiatt a BCB,C)
négyszogben a szemkozti szogek Osszege B + 90° 4 (90° — §)) = 180°, azaz két csucs
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és a hozzajuk tartozé magassagtalppontok altal meghatarozott négyszogek is hirnégy-

szogek.

2.3. A talpponti haromszog koré irhaté kore

A kovetkezs allitas a tankonyvek egy részében is megtalalhato kidolgozott példaként
[6], még az egyik jelenleg érvényben levs tankonyben is szerepel [8], az emelt szintii

kiegészitésben.

Allitas: Egy hegyesszogti haromszg magassagpontjat tiikkrozve az oldalakra, a kép-

pontok rajta lesznek a haromszog koré irhato korén.

Bizonyitas: Hasznaljuk a 9. abra jeloléseit. Az M magassagpont tiikorképe a BC
egyenesre (ami megegyezik az A; magassagtalppontra valo tiikkrozéssel kapott képével)
legyen M, errél kéne belatni, hogy az ABCa koré irt korén van. Ez teljesiilne, ha az
ABM,C négyszogben az A-nél és M;-nél levs szogek Gsszege 180° lenne, mert akkor
ez a négyszog hirnégyszog lenne, koré irt kore megegyezne az ABCx koré irt korével.

ACT M By négyszog hurnégyszog, szemkozti szogeinek 6sszege 180°, ezért C1 M B1<( =
180° — a. C1M By és BMC' szbgek cstucsszogek, igy egyezs nagysagiak. A BM,C<
a BMC< tengelyes tiikkorképe, igy ezek nagysaga is megegyezik. Tehat BM,C'<q =
180° — «v, azaz teljesiil, hogy az ABM,C négyszog szemkozti szogeinek 6sszege 180°.

Ko6vetkezmény: A talpponti haromszog koré irhatd korének sugara az ABCa koré
irhato kor sugaranak a fele, mert az M M, szakasz felez6pontja A, az M M, szakaszé
By és az M M3 szakaszé C'. Emiatt egy M kozépponti, A = 2 aranyt nagyitas az egyik

kort a masikba viszi.

14



Egy haromszog talpponti haromszégének koré irhato kore egy nevezetes alakzat, az
eredeti haromszog Feuerbach-kore. Ez amellett, hogy atmegy a magassagok talppont-
jain, a A = 2 nagyitas miatt a csticsokat az M magassagponttal 6sszekots szakaszok
felez6pontjain is atmegy. Azt is be lehet latni, hogy még az oldalak felezGpontjain is
atmegy (emiatt a kilenc pont miatt nevezik kilencpontos kérnek is). Szintén a nagyitas-
bol kovetkezik, hogy a Feuerbach-kor kozéppontja (nem szabélyos haromszog esetében)
a haromszog koré irhato kor O kozéppontjanak és az M magassagpontjanak a felezs-
pontja (azaz rajta van a haromszog Euler-egyenesén).

A Feuerbach-kor szerepel a tagozatos tantervben, a fentebb leirtak az egyik lehet-
séges targyalasi helye. De a hurnégyszogeket hasznald bizonyitéds mellett a létezését

mésképp is be lehet latni példaul a vektorok targyalasakor is szerepelhet.

2.4. Egy tGjabb teriiletképlet

Egy haromszog teriiletének sokféle kiszamiatsat ismerjiik, kiilonb6z6 adatokbol meg-
hatarozva azt, most a hegyesszogi haromszogek esetében lassunk egy tjabb teriiletkép-
letet, mely a talpponti haromszog keriiletét hasznalja fel. Ehhez elészor be kell latni

egy mésik allitast, amelynek ismerete 6nmagéban is hasznos lehet.

Allitas: Az ABC hegyesszogti haromszog magassagainak talppontjai legyenek A,
By és . Ekkor teljesiil, hogy A1B; L OC, ahol O az ABC haromszog koré irhatéd
korének kézéppontja. (Hasonléan igaz, hogy B1Cy; 1L OA és C1A; L OB.)

10. abra.

Bizonyitas: Ismeriink egy OC-re meréleges egyenest, a koré irt kornek a C-beli
érintGjét, igy azt huzzuk be, mert segiteni tudja a bizonyitast (az érintének legyen egy

pontja D a 10. abra szerint elhelyezkedve). DC' A<t az AC' ivhez tartozo érintd szara
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kertileti szog, 8 pedig ugyanehhez az ivhez tartozo keriileti szog, igy a keriileti szogek
tétele alapjan a kett6 megegyez6 nagysagi. Ugyanakkor korabban azt is lattuk, hogy
a talppnti haromszog éltal levagott C'B;A;a hasonld az eredeti haromszoghoz, ahol
CB1A;<« = . Emiatt DCA< és CB1 A<« valtoszogek és CD || BiA;. Mivel a CD

érinté merdleges OC-re, a By A; is merdleges az OC-re.

Allitas: Az ABC haromszog teriiletére fennall T = R- s, ahol R az ABCx koré irt
korének sugara, s pedig a talpponti haromszog keriiletének a fele.

Bizonyitas: Az ABCa-et a koré irhato korének O kozéppontja és az Ay, By, C}
magassagtalppontok segitségével harom négyszogre tudjuk felosztani, a hdromszog te-
riiletét a négyszogek teriileteinek 6sszegeként meg tudjuk adni. A CB1OA;, AB10OC| és
BA,0C] négyszogek atloi a talpponti haromszog oldalai valamint az eredeti haromszog
csucsait O-val 0sszekots szakaszok. Ezekrol az el6z6 allitasban lattuk be, hogy merdéle-
gesek egymasra. Amennyiben egy négyszog atloi egymaéasra merdlegesek, akkor teriiletét
ki tudjuk szamolni tgy, mint az atlok szorzatanak a fele. Igy felirva a négyszogek terii-
letét pont a bizonyitandé allitdshoz jutunk (felhasznélva, hogy OA = OB = OC = R):

oC-BA,  OA-BC;, OB-AC

Tapc = Tep,oa, +Ta,oc, +Tpaoc, = 5 5 5 =

AB; + B.C; +C{A
_p. 1+ 121+ A e

Ennek az 0Osszefliggésnek az ismeretével lehet adni egy masik bizonyitast arra a

kordbban mar szerepls tételre, hogy egy hegyesszogii haromszoghbe irhaté minimaélis
kertiletd haromszog a talpponti haromszog. Az 14j bizonyitas hasonlitani fog az el6zd
allitasaéra, ismételten a haromszog teriiletét harom darab négyszog teriiletének 6ssze-

gére fogjuk felbontani.

k‘%
\!\4»

11. 4bra.
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Legyen az ABC' hegyesszogl haromszog koré irt korének kozéppontja O, sugara
R, UVW pedig egy beirt haromszog, melynek oldalai az AO, BO, CO egyeneseket
a 0 €, ¢ szogekben metszi a 11. dbra szerint. Az ABC teriilete felbonthaté harom
négyszog teriiletére, Tapc = Truow +Tovou +Tawov. Egy altalanos négyszog teriilete
felirhato, mint % -sin p, ahol e és f az atlok hossza, p pedig az altaluk bezart szog. Ezt
R-VV[2/'-sin6 n R-Wg-sine 4 R~U\g-sing Ssszefliggést

kapjuk, amelyb6l Z-t kiemelve £ - (VW -sind + WU - sine + UV - sin() kdvetkezik.

alkalmazva a harom négyszogre a T'apc =

Felhasznalva, hogy amennyiben o egy haromszog egyik szoge, akkor 0 < sina < 1
teljesiil, a zarojelben levs 6sszeg nem csokken, ha a szinuszos szorzokat elhagyjuk.
Ebbdl az kivetkezik, hogy Tapc < & - (VW + WU + UV), itt pedig a zar6jelben pont
az UV'W beirt haromszog kertilete szerepel.

A korabbiakban levezetett 1j teriiletképletet (7' = % - ka,B,c,, ahol A1B1C; a
talpponti haromszog) behelyettesitve az egyenlétlenségbe kapjuk, hogy % “ka,Boy <
% ‘kuvw = ka,B,cy < kyyw. Ezzel belattuk, hogy a talpponti haromszog minimalis

kertiletd beirt haromszog.

Bar ennek a bizonyitasnak a lefrdsa rovidebb volt, nem lehet azt allitani, hogy
megértése konnyebb. Tobb elGismeretet feltételez, hasznaltunk szogfiiggvényeket és az
altalanos négyzet teriiletét is. A szinusz elhagyésaval jaré becslés elvégzése sem szamit
konnyt 1épésnek. Az eddigiekkel a legnagyobb probléma pedig az, hogy ez még nem
teljes bizonyitas. ElGszor a konnyebben kezelhet§ probléma, hogy targyalni kell azt
is, mi torténik, ha a haromszog felbontasakor nincs harom négyszog, azaz példaul a
W, O, U pontok egy egyenesre esnek (a teriiletre ekkor is fenn fog allni az w
képlet, ami utan a bizonyitas ugyanuigy folytathato). Masodszor a nagyobb baj az, hogy
valojaban még ezzel a kiegészitéssel sem kaptuk meg a kivant eredményt. Azt ugyan
belattuk, hogy a talpponti hdromszog minimalis keriiletd beirt haromszog, de ebbdl
nem kovetkezik, hogy nincs maésik, amelynek ugyanakkora a keriilete. Ez az &llitas
igaz, kovetkezhet abbol, hogy a szinuszos tagok elhagyasakor a becslés éles, ha nem
mindharom szinusz értéke 1, ami akkor all fenn, ha az UV W oldalai merGlegesek az
OA, OB, OC szakaszokra. Azt méar lattuk, hogy a talpponti hdromszog esetében ez
igaz, de még azt is be kell latni, hogy nincs mas ilyen beirt haromszog.

Ezt a bizonyitast tehat csak magasabb évfolyamon lehet feldolgozni, mint a ten-
gelyes tiikrozést hasznalot, és igy is nehezebb. Ennek ellenére egy szép példéja egy
tételnek két jelentGsen kiilonb6z6 bizonyitasara, tagozaton akar fel is dolgozhatd mind-
ketts. Es azt az észrevételt, hogy a talpponti haromszog oldalai merdlegesek a cstcsokat

a koré irt kor kozéppontjaval 0sszekots szakaszra fogjuk hasznélni feladatmegoldasban.

3]
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3. Feladatok a talpponti haromszogre

A hegyesszogi haromszog talpponti haromszogének néhany tulajdonsaganak attekinté-
se utan nézziink par versenyfeladatot, melyek megoldasa kézben ezket fel lehet hasznal-
ni. Ezek megfelel6 példak lehetnek az alkalmazasokra, hogy az allitasok ne csak énma-
gukba szerepeljenek. A bemutatott 6t feladat kiilonb6z6 nehézségii, melyek mas-mas
céllal lehet alkalmazni: az els6 akar egy jobb, nem tagozatos tanulécsoportban éréjan
is felhasznalhato, a méasodik-harmadikhoz mar kell bevezetés a talpponti haromszog
megfelels tulajdonsagarol, igy inkabb egy szakkori/specialis matematika tagozatos orai
feladatként lehet miikodGképes. Az utolso ketts kifejezetten nehéz feladatok, melyekkel
csak a matematikdbol magasabb szinten versenyzd tanuloknak lehet érdemes dolgozni;
jol illusztraljak, hogy milyen szintd feladatmegoldasi készség elvart az orszag legjobb

versenyzditdl.

3.1. 1. feladat

Legyen dy, ds, ds egy hegyesszogli haromszog magassagpontjat a csicsokkal 6sszekots
harom szakasz. Igazoljuk, hogy d; + dy + d3 > k, ahol k a magassagok talppontjai
altal meghatarozott haromszog keriiletét jeloli. (VI. Nemzetkozi Magyar Matematika
Verseny, 1997. 9. osztdly)

12. abra.

Hasznaljuk az abra jeloléseit. A Thalész-tétel megforditasa miatt az A; és By pontok
rajta van az M C' szakasz Thalész-korén, amelynek ds az atmérdje.
Ennek a kornek z egy hurja, azaz d3 > z biztosan teljesiil. Egyenl&ség nem lehet,

mert akkor z is &tmérd lenne és a Thalész-tétel miatt M-nél és C-nél is derékszognek
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kéne lennie. Az viszont, hogy C-nél derékszog van, ellentmond annak a feltételnek,
hogy az ABCx hegyesszogt. Tehat ds > z is igaz.
Hasonl6an lathato be, hogy ds > y és d; > z, a harom egyenlGtlenséget Osszeadva

pedig a bizonyitando dy + ds + d3 > x + y + 2z = k egyenl6tlenséget kapjuk.

Megjegyzés. A feladat egy 9. évfolyamos versenyfeladatként szerepelt, ezért a
megoldas soran csak az ezen az évfolyamon elvarhato ismereteket hasznaltuk fel. Emi-
att nem lehetett felhasznalni azt a korabbiakban mar targyalt tényt, hogy C' By M A,
hurnégyszog, hanem két Thalész-tételre lehetett hivatkozni. Meg kell jegyezni, 6nma-
géban nem is lett volna elégséges, hogy C'B; M A, hirnégyszog, mivel azt is ki kellett
hasznalni, hogy a koré irt kornek ds egy atmérdGje, amelynek igazolasahoz mindenképp
a Thalész-tétel megforditasara kell hivatkozni.

Ezt a (versenyfeladatok kozt egy konnyebbnek szamito) feladatot az el6z8 bekez-
désben leirtak miatt a Thalész-tétel és a hurnégyszogek feldolgozasédban is fel lehet
hasznalni, akar egy jobb képességi, de nem tagozatos csoportban is. Mindkét esetben
koz0s, hogy érdemes annak tisztazasa, hogyan lehet egy ilyen Gsszefiiggést bizonyitani.
Mivel nem latszik, hogy a d; + ds + d3 6sszeg barmilyen formaban megjelenne (pl. lenne
egy haromszog, melynek ez a kertilete), ezért az egyenlétlenséget kellene harom részre
szedni, és a d3 > z, dy > y, di > x egyenlStlenségeket kiilon-kiilon igazolni. Azért paro-
sitottuk igy az egyel6tlenségek két oldalat, mert mar ranézésre latszik, hogy van esély
kozottiik Osszefliggést talalni: példaul a ds és a z is a C By M Ay négyszognek atloi. Ezzel
ré is irdnyult a figyelem egy négyszogre, amelyben egyméssal szemben két derékszog
van: ebbdl évfolyamnak megfelelGen lathato, hogy a Thalész-tétel megforditéasat vagy a
hurnégyszogek tulajdonsagait fel lehet hasznalni. El6bbi esetben még az is egyértelmd,
hogy ds a kor atmérGje, ebben az esetben mar csak azt kell megindokolni, hogy miért

nem allhat fenn egyenl&ség ds és z kozott, mely lehetséges a Thalész-tétel segitségével.

3.2. 2. feladat

Az ABC's magassagainak talppontjai Ay, By, C1. Az A1 B1C1a szogei 30°, 60° és 90°.
Mekkorak az ABC szogei? (Megyei Matematikaverseny, 2017. 11. osztdly)

A feladat az, ha ismertek a talppontok éltal meghatarozott haromszog szdgei, akkor
hatarozzuk meg az eredeti haromszogét. A feladat nehézségének nagy részét az adja,
hogy nem mondja ki, hogy az ABCx hegyesszogt, emiatt fel kell ismerni, hogy harom
kiilonboz6 esetet kell vizsgalni: az ABC' héromszog lehet hegyesszogt, derékszogd és
tompaszogi. Ezek koziil a derékszogi esetet gyorsan le lehet tudni: ekkor a hérom

talppont koziil ketté egy pontba esik, igy nem keletkezik az A;, B;, C; pontokbdl
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héromszog, derékszogi megoldésa tehat nincs a feladatnak.

A korabbiakban lattuk, hogy hegyesszogii haromszogek esetében a magassagok fe-
lezik a talpponti haromszog bels6 szogeit, ahol a félszogek 90° — a, 90° — 3, 90° — ~
nagysaguak, ezeknek a kétszeresei lesznek a talpponti haromszog szogei. Ezt felhasz-

nalva a kovetkezs egyenleteket kell megoldani:

180° — 2a0 = 30°
180° — 23 = 60°
180° — 2y = 90°

Ebbdl a megoldas a = 75°, § = 60° és v = 45°, ezek a szogek eleget is tesznek
annak a feltételnek, hogy az ABC haromszog hegyesszogi legyen.

Abban az esetben, ha az ABC haromszog tompaszogti, még nem ismeriink Ossze-
fiiggést az eredeti haromszog és a magassagok talppontjai altal alkotott haromszognek

a szogei kozott, igy ezt most kell megvizsgalni.

13. 4bra.

Hasznaljuk a 13. abra jeloléseit, azaz legyen az ABC s tompaszog, ahol a C' cstics-
nal van a tompaszog.

A hegyesszogl esethez képest az adja a kiilonbséget, hogy az A; és B; talppon-
tok a haromszogon kiviilre fognak esni. Az ABA; derékszogi haromszogben az A-nal
levs szog 90° — 3 lesz, hasonléan az ABB; derékszogli haromszog B-nél levd szoge
90° — « lesz. Jelolje M az eredeti haromszog magassagpontjat, ez tompaszogi hé-
romszog esetében a haromszogoén kiviilre fog esni. Ha tekintjiikk az ABM hegyesszo-
g haromszoget (hegyesszogl, mert szogeit az el6z6ek alapjan meg tudjuk hatéaroz-

ni, 90° — «, 90° — B és a + [ nagysaguak, és mivel v volt a tompaszog, ezért ezek
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mindegyike kisebb 90°-nal), a talpponti haromszoge A; B1C}. Azt a korabbiakban mér
bizonyitottuk, hogy az A;B;C; talpponti haromszog a hegyesszogii ABMa-b6l hozza
hasonl6 haromszogeket vag le. Emiatt fenn fog allni az abran is jel6lt moédon, hogy
A1BiM< = BBC1<<« = MAB< = 90° — .

Ebben az esetben a talppontok &altal meghatarozott haromszog szogeire fenn fog
allni, hogy C1B1A;<< = 28, hasonléan B;A;Ci;<< = 2a. Ahhoz, hogy a bels§ szogk
osszege 180° legyen, teljesiilnie kell, hogy A;CiBi< = 180° — (2 + 253) = 180° — 2 -
(180° — 7) = 2y — 180° (itt felhasznaltuk, hogy a + 5 + v = 180°).

Tehat a feladatban megjelolt 30°, 60° és 90° értékeknek meg kell egyeznie a 2a,
20, 2y — 180° nagysagu szogekkel. Attol fiiggden, hogy a 2y — 180° melyik értéket
veszi fel, harom kiilonb6z6 megoldast kapunk, ahol a harom szog: (15°,30°,135°);
(15°,45°,120°); (30°,45°,105°). Ezek mindegyike eleget tesz annak a feltételnek, hogy
ABC tompaszogl. Igy a feladatnak Gsszesen Gsszesen négy, szogeikben kiilonbozé

héromszog tesz eleget, ezek koziil egy hegyesszogt, harom pedig tompaszog.

Megjegyzés.A feladat egy 11. osztalyos versenyfeladat volt, melynek megoldésat
nagyban megkonnyitette, hogy mar volt elGismeretiink, és hegyesszogi esetben csak
egy mar ismert Osszefliggésre kellett visszautalni. Hegyes- és tompaszogi esetre is igaz,
hogy ha nem is tudjuk felidézni a konkrét 0sszefliggést az eredeti haromszog és talpponti
haromszogének szogei kozott, a levezetés lehetséges, ha tudjuk, hogy (hegyesszogii eset-
ben) hurnégyszogeket kell keresni és a talpponti haromszog altal levagott haromszogek
hasonléak az eredetihez. Ezen ismeretek hianyaban viszont ezeket onallban megolda-
ni mar egy nehezebb feladat, féleg versenykoriilmények kozott. Annak észrevétele is
nehézséget okozhat, hogy kiilon kell vizsgalni a hegyes- és tompaszogl eseteket.

Tehat az els6 részben leirtak ismerete megkonnyiti egy ehhez hasonl6 versenyfeladat
megoldast. Ez a feladat a masik iranyba is hasznosithaté: motivacioként tud szolga-
ni ahhoz, hogy a korabbiakban latott talpponti haromszog szogfelezéihez kapcsolodo
tulajdonsagot felfedezziik, ennek a feladatnak a megoldasat célként lehet kittizni a tér-

gyalaskor.

3.3. 3. feladat

A hegyesszogli ABCx oldalait jeldlje a, b és ¢, koré irt korének sugarat R. A harom-
sz0g kozépvonalaibol all6 haromszog egybevagd a talpponti haromszoggel. Mi az értéke
‘ﬁig#—nek? (https://brilliant.org/wiki/orthic-triangle/)

Ennek a feladatnak a megoldéasa soran is felhasznalhatjuk azt, hogy a talpponti

haromszog szogeit meg tudjuk hatarozni az eredeti haromszog «, 3, v szogeinek segit-
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ségével, a 180° —2a, 180° — 2 és 180° — 2~y Osszefiiggések allnak fenn. Az is ismert, hogy
a kozépvonalakbol allo haromszog hasonld az eredeti haromszoghoz, tehat szogei a,
és v nagysaguak. A feladat feltétele szerint ennek a két haromszognek egybevagonak

kell lennie, tehat szogeik nagysiga megegyezik, azaz teljesiilnie kell, hogy:

180° — 2ar = 7y
180° -2 =0
180° =2y =«

Amely egyenletekbdl azt kapjuk, hogy o = g = v = 60°, tehat a feladat feltéte-
le csak szabalyos haromszogre teljesiil (lathato, hogy nem kell foglalkoznunk, hogyan
parositjuk a két haromszog szogeinek egyenl@ségét, mindig ezt kapnénk eredményiil,
hiszen az ABC szabélyos, hasonléan a talpponti haromszoghoz és a kozépvonalakbol
allo haromszoghoz).

Annak megallapitasa utan, hogy az ABCa szabalyos, méar csak a szabalyos ha-
romszog oldala és koré irt korének sugar kozott kell Osszefiiggést talalni. Ez 11. osz-
talyos ismeretekkel a kovetkez6 modon torténhet: ha O-val jeloljik az ABCa koré
irhato korének kozéppontjat, akkor az OABa-ben egy koszinusz-tétel felirdsaval az
R*+ R* —2- R- R-cos120° = ¢* osszefiiggeést kapjuk, amibél 3R? = ¢*(= a® = b?)
kovetkezik.

Ezt az eredményt alacsonyabb évfolyamon, koszinusz-tétel felirasa nélkiil is meg
lehet oldani, ha Ai-gyel egy magassagtalppontot jeloliink, amely egyben oldalfelezé
pont is, akkor az OA; B derékszogl haromszogben (amelynek szogei 90°, 60°, 30°) egy
Pitagorasz-tétel felirasaval is megkaphatjuk a 3R? = a? = b? = ¢? Osszefiiggést.

Ezeket beirva a feladatban kérdezett tortbe kapjuk meg az eredményt:

a?+b®+c*  9R?

R? =g

Megjegyzés. Bar ez nem egy matematikaversenyen szerepelt, a nehézsége alapjan el-
képzelhets lenne, hogy egy konnyebb feladatként ott is megjelenjen 10. vagy 11. évfolya-
mon (a hurnégyszogek alkalmazasa miatt korabban nem lehetséges). Ebben a feladat-
ban ismételten a talppnonti haromszog és az eredeti haromszog szogei kozotti dsszefiig-
gést kellett kihaszélni, emiatt a feldolgozasahoz kapcsoloddan hasonldé megjegyzéseket
lehet hozzaftizni, mint amiket az el6z6 feladatnal tettiink. Akéar orai keretek kozott is
elképzelhetd ez a két feladat, példaul motivacioként az el6zG, amely miatt le kell vezetni
az elsé részben targyalt, a talpponti hdromszog szogfelez§jére vonatkozo Osszefliggést,
majd ez utobbi feladat lehetséges, mint gyakorlofeladat, amelynek megoldésa egy jobb
képességii tanulotol onélloan is elvarhato.

A feladathoz még azt is érdemes hozzatenni, hogy ebben a formaban konnyebb volt,

de lehetséges neheziteni: ha elhagyjuk azt a feltételt, hogy az ABCa hegyesszogt, ismét
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kell masodik esetként vizsgélni, hogy mi torténik tompaszogi haromszogben. Mar ott
is meghataroztuk a talppontok altal alkotott haromszog szogeit: 2a, 23, 2y — 180°,
ahol v a tompaszog. Ezeknek a feladat szerint egyenlSknek kell lenni az eredetihez

hasonlé kozpvonalakbdl allo haromszog szogeivel, azaz a-val, , f-val és y-val. Ezt az

’ .. o (e} o
egyenletrendszert megoldva a harom szogre a 18%° 360° 720

707 0T
kevésbé szépek, mint hegyesszogi esetben. Ekkor is meg tudjuk hatérozni a a2+}l§+02

értékeket kapjuk, amelyek

tort értékét (ami 7 lesz), de ekkor mar tobb, részben kevésbé ismert trigonometrikus
azonossagot is kell alkalmazni, ami miatt ebben a formaban egy méar nehéz, 11-12.

évfolyamos versenyfeladatként lehetne feladni.

3.4. 4. feladat

Egy tetszoleges, nem derékszogi haromszog esetén rajzoljuk meg a talpponti harom-
szoget, majd ennek a talpponti haromszogét, stb. (a talpponti haromszog cstcsai a ha-
rom magassagvonalnak a hozzajuk tartozo oldalegyenessel valo metszéspontjai). Hany
olyan, paronként nem hasonlé haromszog létezik, amelynek a szogei fokokban mér-
ve egész szamok, és az eljaras soran el6bb-utébb az eredetihez hasonldé hdromszoghoz
jutunk? (OKTYV IIl. kategoria 2005/2006, dintd)

[smételten a talpponti héromszog szogei és az eredeti haromszog szogei kozotti
Osszefiiggéseket kell hasznalni. Jelolje Hy az eredeti haromszoget, H; pedig az i-edik
talpponti haromszogét. Ha Hy hegyesszogli haromszogd, a Hy els6 talpponti haromszog
szogei 180° — 2a, 180° — 23, 180° — 27, ha pedig Hy tompaszogi (ahol o a tompaszog)
200 — 180°, 20 és 27.

A feladat szerint az «, (3, v szogek fokban vett mértékei egész szamok, emiatt a
talpponti haromszog szdgei is mindkét esetben egészek lesznek sét, az is teljesiilni fog,
hogy kettével oszthatoak. Ha vessziik a H; talpponti haromszogét, Ho-t, akkor hasonlo-
an lathato, hogy mindegyik szoge oszthato lesz 4-gyel (hiszen a szogeit tigy kaphatjuk,
hogy a H; szbgeit, melyek parosak vagy kettével szorozzuk vagy a kétszeresiiket ki-
vonjuk 180°-bol vagy a kétszeresiikbdl kivonunk 180°-ot, és ezen miiveletek mindegyike
4-gyel oszthatdo mértéket eredményez, hiszen a 180 is oszthato 4-gyel). Ha a Hj talp-
ponti haromszoget vessziik, hasonldéan igaz, hogy szogei oszthatoak lesznek 4-gyel és
ez igaz marad a tovabbi talpponti haromszogekre is. Tehat ahhoz, hogy az eredeti
haromszog szogei és valahanyadik talpponti haromszogének szogei megegyezzenek, az
a, B3, v szogeknek oszthatonak kell lenniiik 4-gyel. Kivételt jelenthetne ezaldl, ha mér
Hy ~ Hy teljesiilne (hiszen H; szogeirdl csak a 2-vel valo oszthatosag szerepelt felté-
telként), am az el6z6 feladatban pont azt lattuk, hogy ezt minddssze két haromszog

teljesiti, az egyik a szabélyos haromszog, melynek szogei fokokban mérve oszthatoak
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4-gyel, és egy tompaszogl haromszog, de annak a szogei fokban nem egészek, igy itt
nem ad megoldast.

Ki kell még emelni azt is, hogy az eddigi észrevételek azért is voltak sziikségesek,
mert ezekbdl latszik, hogy ha Hjy szogeinek mértéke oszthato 4-gyel, akkor soha nem
kaphatunk derékszogti haromszoget talpponti haromszogként, hiszen a 90 nem osztha-
t6 4-gyel. Ez pedig azért fontos, mert derékszogi haromszognek elfajult a talpponti
haromszoge, tehat nem létezne minden pozitiv egész i-re a H; talpponti haromszog.

A tovabbiakban azt fogjuk belatni, hogy az a feltétel, hogy H, szogei 4-gyel oszt-

hatoak nemcsak sziikséges, hanem elégséges is, hogy valamely i-re H; ~ Hj teljesiiljon.

Tegyiik fel, hogy K és L olyan haromszogek, melyekre teljesiil, hogy mindegyik
szogiik fokban mért mértéke egész szam és 4-gyel oszthatd. Talpponti haromszogeiket
jelolje K’ és L'. Ekkor teljesiil, hogy K’ ~ I <= K ~ L, azaz a talpponti harom-
szogek akkor és csak akkor hasonloak, ha a kiindulési haromszogeik is hasonloak. Az,
hogy két hasonlé haromszog talpponti haromszogei is hasonloak, trividlis (gondolha-

tunk arra, hogy a talpponti haromszogek szogeit ugyanigy kapjuk meg).

14. 4bra.

Az ekvivalencia méasik iranyanak bizonyitasahoz szintén azt hasznaljuk, hogy a talp-
ponti haromszog szogeit egyértelmiien meg tudjuk hatarozni az eredeti haromszog szo-
geinek fliggvényében. Emiatt ha K’ és L’ hasonloak, valamint K és L is hegyesszogi
haromszogek voltak, akkor kévetkezik, hogy K és L szogei is egyez6 nagysaguak, tehat
a két haromszog hasonlé. Ugyanez igaz, ha K és L is tompaszogd. Tehat csak azt az
esetet kell vizsgalni, amikor az egyik hegyes-, a masik tompaszogi. Legyen K hegyes-
szogl, L pedig tompaszogl a szogeiket jeldljiik el a 14. abra szerint (6 > 90°). A K’
talpponti haromszog szogei 180° — 2\, 180° — 2, 180° — 2v, az L’ talpponti haromszog
szogel 20 — 180°, 2¢,2(. Mivel K’ és L' szogei a hasonldsag miatt egyenld nagysaguak,
ezért fenn fog allni, hogy 2e megegyezik K’ valamelyik szogével, ez legyen 180° — 2. De
ekkor 2e + 2u = 180°, azaz € + pu = 90°. Az allitast viszont tgy fogalmaztuk meg, hogy

K ¢és L minden szogének 4-gyel kell oszthatonak lennie, tehét az Osszegiik is biztosan

24



oszthato 4-gyel, ami viszont nem teljesiil a 90-re.

A H; talpponti haromszogek széma megszamlalhatdéan végtelen, de a szogeiknek a
lehetséges értékei csak véges sok lehet (mert mindegyik szog mértéke 4-gyel oszthatod
pozitiv egész, melyek Osszege 180°), tehéat biztosan lesz olyan j és k, hogy k > j
és H; ~ Hj. Viszont az el6z6 levezetés miatt, ha két talpponti haromszog hasonlo,
akkor azok a haromszogek is hasonldak, amiknek a talpponti hdromszogeit vettiik, ezt
a gondolatmenetet ismételve kovetkezik, hogy ekkor Hy ~ Hj,_; is teljesiil. Ezzel pedig

a szogek 4-gyel vald oszthatosagat, mint elégséges feltételt is sikeriilt igazolni.

Mivel a feladat azt kérdezte, hogy hény darab ilyen H, van, igy egy sziikséges és
elégséges feltétel megadasa nem elégséges, Ossze is kell szamolni, hogy hany, a szogek
mértékében kiillonb6z6 haromszogre teljesiil az. Tehéat a 4o + 4y + 42z = 180 egyenlet
nem csak a tagok sorrendjében kiilonb6z6 megoldasainak szamét keressiik a pozitiv
egész szamharmasok korében. Ezt 4-gyel egyszertisitve x + y + 2 = 45 a megoldando
egyenlet. Erre a mar kombinatorikai feladatra tobbféle megoldést is lehet adni, most
egy esetszétvalasztason alapuld, logikailag meggondolhaté megoldést kozlok tablazatos
formaban, amelynél feltettiik, hogy » <y < z.

Az els6 oszlop tartalmazza x lehetséges értékeit, ami 1 és 15 kozott valtozhat, ettdl
fligg6en y + 2z = 45 — x, aminek értékét a masodik oszlop tartalmazza. Ekkor minden y
esetén egyértelmi a z értéke, y-t pedig az el6z6 oszlop értékétsl egyel kevesebb modon
valaszthatjuk meg (hiszen z sem lehet 0), azaz ennyi (y, z) rendezett par alkothato.
Ekkor még nem vettiik figyelembe, hogy y < z, az ilyen lehet&ségek szaméat tartalmaz-
za a 4. oszlop. Am annak is teljesiilnie kell, hogy = < v, igy a 4. oszlopban talalhato
lehetGségek szamabol el kell venni azokat, ahol x > y, ezek szdma az els6 oszlop—1, ezt
tartalmazza az utolso, 5. oszlop. Az utolsé oszlop értékeit osszeadva, kapjuk meg a fel-
adat kérdésére eredményiil, hogy 169, egymastol jelentGsen eltérd (a szogek mértékében

kiilénb6z6) ilyen haromszog van.

25



(y,2z) rendezett | el6z6 parok szama y < | Osszes darab x <
Ty parok szama z feltétel mellett y feltétellel
1 44 43 22 22
2 43 42 21 20
3 42 41 21 19
4 41 40 20 17
5) 40 39 20 16
6 39 38 19 14
7 38 37 19 13
8 37 36 18 11
9 36 35 18 10
10 35 34 17 8
11 34 33 17 7
12 33 32 16 )
13 32 31 16 4
14| 31 30 15 2
15 30 29 15 1

Megjegyzés. Az el6z6ekhez képest ez méar egy sokkal Osszetettebb feladat volt,
de ez érthetd is, ha megnézziik, hol szerepelt: az OKTV csak specialis matematika

cz 2

a nehézség.

3.5. 5. feladat

Az ABC hegyesszogi haromszogben legyen D, E és F rendre az A, B és C csticsbol
indul6 magassagvonal talppontja. Jelolje A’, B’ és C' rendre az A, B és C csucsok
merdGleges vetiileteit az EF, F'D, DE egyenesekre. Tovabba legyenek a DB'C’, EC'A’
és FA'B’ haromszogek magassagpontjai rendre a Hp, Hg és Hpr pontok. Mutassatok
meg, hogy

HpB® + HpC? + HpA® = HpC? + HpA* + Hp B

(XVI. Diirer verseny (2022), helyi forduld, E+ kategoria)

A feladatban szerepl6 pontokat és szakaszokat a 15. dbran jeloltiik, de ez nem segit
sokat arra nézve, hogy ebben a formaban atlassuk és megoldjuk. A Hp, Hg, Hr pontok
szarmaztatasa Osszetett, nincs hozzajuk kapcsolodo, konnyen felfedezhet informacionk.
Amit mégis észre lehet venni, hogy amennyiben a Hp, Hg Hpr pontok helyett ugyan-

azt a H pontot irnank, a bizonyitand6 egyenldség mindkét oldalan ugyanaz allna. Ez
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15. abra.

adhatja az otletet, hogy egy megfelel6 H pont keresésével lehetne probalkozni. Ehhez

elgszor egy lemmat hasznélunk fel.

1. lemma: Az egy sikban levs, egyméstol kiillonbozs P, (), R, S pontokra teljesiil,
hogy PQ L RS <= PR? - PS?=QR? - Q5>

Q

16. abra.

Az 1. lemma bizonyitasanak egyik iranya. A merélegességet feltéve, ahol a
16. abrat hasznalva T a P(Q) és RS egyenesek metszéspontja, fel lehet irni Pitagorasz-
tételeket a TRP, TSP, TRQ, TSQ derékszogi haromszogekben. Ezek segitségével a
bizonyitandé egyenldség két oldala atalakithato: PR* — PS? = (T'P? +TR?) — (TP* +
TS?) = TR?>—TS? valamint QR?—QS? = (TQ*+TR?*) —(TQ*+TS?) = TR*-TS?,
amely igazolja a lemmaéanak ezt az iranyat. (Az abrazolthoz képest a pontok egyméashoz
képest masként is elhelyezkedhetnek, példéul T lehetne a P(@) szakaszon, de ez nem
befolyasolja a bizonyitést.)

A masik irany. A merélegesség bizonyitasahoz azt lehet hasznalni, hogy két vektor
pontosan akkor meréleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0. Ehhez egy tetsz6leges O

kezdGpontbol vegyiik a P, (), R, S pontokba mutato helyvektorokat, melyeket jeldlje
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rendre p, q, r, S.
PR* - PS?=QR*-QS* <= (r—p)’—(s—p)’=(r—q)’— (s —q)’

A négyzetre emeléseket elvégezve, egyszertisitve, majd szorzatta alakitva a 2(p —
q)(s — r) = 0 egyenlgséghez jutunk, amely pontosan akkor igaz, ha QP L RS. Ezzel

pedig igazoltuk a lemma mésik iranyat is.

Az 1. lemma alkalmazhatosaga konnyebben latszik, ha a bizonyitando allitast O-re

rendezzik:
0=HpB?>— HpC?*+ HpC? — Hg A2+ Hp A? — Hp B?

Amennyiben sikeriilne egy H pontra belatni, hogy HHp 1 BC, HHg 1 CAés HHp L
AB, akkor az 1. lemma miatt a Hp, Hg, Hpr pontokat lecserélhetnénk H-ra tugy, hogy
a kifejezés értéke ne véaltozzon. Ebben az esetben pedig a tagok kiejtené¢k egymast, azaz
valoban 0 lenne a kifejezés értéke. A tovabbiakban azt fogjuk belatni, hogy az alkalmas
H pont a DEF talpponti hdromszog magassagpontja lesz. Szimmetriai okok miatt elég
a HHp 1 BC igazolasa.

A DEF talpponti haromszog és a BC oldalegyenes kozott mar targyaltunk egy
kapcsolatot, mely szerint a BC' kiils6 szogfelezGje a DEFA F-nél levé szogének. A
kiils6 szogfelezs és a ra merdleges egyenesek kozott a kivetkezs lemma segit egy tovabbi

Osszefiiggést talalni.

2. lemma: Ha egy PQRx P-beli kiils6 szogfelezGjének egy T'(# P) pontjat tiik-
rozzik a PQ és PR egyenesekre, akkor a kapott 17", T" pontokat 0sszekotd egyenes
merdleges lesz a kiilsé szogfelezdre.

A 2. lemma bizonyitasa. Legyen TT'NQP =V, TT"NRP =V, és T'"T"NPT =

S a 17. dbranak megfelelGen.

Q

17. abra.

28



TViP és PV,LT derékszogli haromszogek egybevagoak, mert kozos az atfogojuk,
valamint V) PT'<< = T PV,<, hiszen PT a P-nél levé kiilss szogfelezs. Emiatt PTV; < =
VoT'P< és TVy = TVy. A TT'Sa-ben és a T'STX-ben kézos a T'S oldal, a T-nél levs
szogek egyenls nagysaguak az el6bb leirtak miatt és TT" = TT" is teljesiil, mert az
egyik TV}, a masik T'V, kétszerese. Tehat a két haromszogben megegyezik két oldal és
az altaluk bezart szog, emiatt egybevagoak. T'ST< = T'ST"< = 90°, ami bizonyitando

volt.

A 2. lemma szerint amennyiben a BC' oldal egy pontjat a DEF talpponti harom-
szog DFE és DF oldalaira tiikrozziik, akkor a képpontokat 6sszekoté egyenes merdleges
lesz BC-re. Ha sikeriilne BC-n gy kivalasztani egy M pontot, hogy M’'M" egyenesén
a H és Hp pontok is rajta lennének, akkor az bizonyitana, hogy HHp L BC. Ez a
jol kivalasztott M pont a BC' szakasz felezGpontja lesz, ami az els részben targyaltak
ismeretében konnyebben megsejthetd, hiszen a talpponti haromszog cstcsai és az ere-
deti haromszog oldalfelezd pontjai kozott szerepelt mér egy Osszefliggés: ugyanazon a
koron (a Feuerbach-koron) rajta van mind a hat pont.

Ezzel a figyelmiink a DEF talpponti haromszogre, annak a H magassagpontjara,
valamint a koré irt korén 1évé M pontra iranyult. A kdvetkezs allitas a magassagpont
és a koré irt kor egy pontja kozotti Osszefiiggésre mutat ré, melyben egy djabb geo-
metriai fogalom fordul el§. Emiatt ennek az éllitasnak bizonyitasa hosszabb terjedelmd
lenne, ezért ez most csak kozlés forméajaban fog szerepelni. (A bizonyitasa megtalalhato
példaul [1]-ben)

Allitas: Ha vesziink egy haromszog koré irt korén egy tetszéleges pontot, akkor
annak a Simson-egyenese felezi a pontot a magassagponttal Osszekots szakaszt. (Egy
hdromszag oldalaira nem illeszkedd pontbol a hdaromszdg oldalegyeneseire merdlegeseket
tudunk dllitani, az ezzel kapott talppontok dltaldban eqy hdromszoget hatdroznak meg.
Beldathato viszont, hogy akkor és csak akkor, ha a kivdlasztott pont a hdromszog koré
irt korén fekszik, a hdrom talppont eqy egyenesre fog esni. Ezt az egyenest nevezzik a

ponthoz tartozo Simson-egyenesnek.)

Ennek az allitasnak a segitségével be tudjuk latni, hogy a H pont rajta van az
M'M" egyenesen, ehhez hasznaljuk a 18. abra jeloléseit. Az M oldalfelez6 pontbol a
DE, DF egyeneskhez htizott merdlegesek talppontjai legyenek @) és P. Mivel M a DEF
haromszog koré irt korén van, ezért P és () rajta vannak az M-hez tartozo s Simson-
egyenesen. Tovabba az is igaz, hogy @ felezi MM’ P pedig az MM" szakaszokat,
hiszen M’ és M" tengelyes tiikorképei M-nek a DE, DF egyenesekre. Ezért egy M
kozépponti, A = 2 aranya nagyitas s-t az M’'M" egyenesbe viszi, amin a H pontnak is

rajta kell lennie, mert az el6z6 allitds miatt a Simson-egyenes felezi az M H szakaszt.
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M/

2
M

18. abra.

Ezzel a ketts koziil az egyik pontrol belattuk, hogy rajta van M’'M" egyenesen.

A Hp pontrol ugyanezt kellene belatni, amely a DC’ B)y-nek volt a magassagpontja.
Amennyiben visszatekintiink az eredeti feladatot mutaté 15. abrara, akkor lathato,
hogy a DB’ és DF egyenes megegyezik, hasonléan DC’ és DE egyenesek. Emiatt az
M-bél ezekre allitott merdlegesek talppontja meg fog egyezni az el6z6 abran jelolt P
és (@ pontokkal. Amennyiben sikeriilne belatni, hogy az M pont rajta van a DB'C’,
koré irt korén, akkor annak a bizonyiatsa, hogy Hp rajta van az M'M" egyenesen
megegyezne azzal, ahogy a H pontrol igazoltuk ugyanezt. A feladat megoldésanak az

utolso 1épése tehat annak belatasa, hogy az M pont rajta van a DB'C’ koron.

FE

19. abra.

B

Mivel M oldalfelez6 pont és rajta van BC' felez6merdlegesén, ezért a DM O< derék-
sz0g (ahol O az ABC haromszog koré irt korének kozéppontjat jeloli). Emiatt tudunk
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mutatni egy tjabb kort, amelyen M rajta lesz, a DO atmérdgji koron, ez pedig a
Thalész-tétel megforditabol kovetkezik. Ezen a koron a B’ és C' pontoknak is rajta kell
lenniiik, amely szintén a Thalész-tétel megforditasabol kovetkezik, ugyanis DBO< és
DCO<« derékszogek. Ezt onnan tudjuk, hogy az els§ részben belattuk azt az allitast,
mely szerint a hdromszog koré irt korét a cstcsokkal 6sszekots szakaszok merdlegesek a
talpponti haromszogek oldalaira. Tehat M rajta lesz a DB'C’ koron. Ezzel elvégeztiik

a feladat megoldasanak utolso 1épését is.

Megjegyzés. Ez a feladat volt legosszetettebb, melynek megoldésa soran sziikséges
volt tobb nehezebb Osszefiiggés ismerete. A talpponti haromszog mellett j fogalomként
megjelent a Simson-egyenes is, amely csak specialis matematika tagozaton kell, hogy
szrepeljen a tananyagban. A megoldéas kozben hasznalt 1épések is nehezebbek voltak,
amelyek megsejtése nem konnyd feladat (példaul annak észrevétele, hogy a DB'C)
koré irhato kor megegyezik a DO atmérgji korrel). Ezekben segithet egy megfelelGen
nagy és pontosan megszerkesztett abra.

A feladat olyan versenyen szerepelt, ahol ezeknek a nehezebb ismereteknek a megléte
elvaras. A 2022/23-as Diirer-verseny elsg fordulojanak E+ kategoriajaban adtak fel,
amely nehézsége meghaladja az E kategoriat, amely a specidlis matematika tagozatnak
szOlna. E+ kategoériaban csak a legjobb eredményekkel rendelkezé tanulok csapatai
indulnak, olyan kritériumokkal, mint OKTV III. kategoria donts vagy a Nemzetkozi
Matematika Didkolimpia valogatojan elért 1-24. hely. Emiatt a feladat Ossszetettsége
a verseny nehézségébdl kovetkezik. (Erdemes hozzatenni azt a megjegyzést is, hogy
volt olyan csapat, amely maximalis pontszamot kapott erre a feladatra.) Emiatt ez a
feladat teljes egészében nem valo egy tanitasi orara, még egy jobb csoportban sem,
de a legjobb, versenyz6 didkoknak szolo szakkoron érdemes lehet téargyalni. Egy-egy
részletét viszont alacsonyabb szinten is fel lehet hasznélni. A két felhasznélt lemma
koziil az els6 példaul szép példaja volt annak, hogy a merdlegesség bizonyitasa gyakran
vektorok skalaris szorzata alapjan torténhet, még a masodik lemma csak a hdromszogek

egybevagosaganak alapeseteit hasznalta.

3.6. Tovabbi feladatok

Végezetiil lassunk tovabbi négy feladatot, melyek a Nemzetkozi Matematikai Diakolim-
pidkon vagy azok nemzeti valogatoversenyein szerepeltek. Ezekben szintén megjelennek
valamilyen formaban a talpponti haromszoghoz kapcsolédd ismeretek, tehat az eddigi
feladat- és megoldéasismertetést még lehetne tovabb folytatni ezekkel a nehéz kozépis-

kolés versenyfeladatokkal.
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1. Az A, B, C pontok altal meghatarozott hegyesszogli haromszogben az egyes
cstiicsokhoz tartozd magassigvonalak talppontjait jelolje rendre Ty Ty és Te. A
TATgTe haromszog oldalfelezd pontjai legyenek Fy4, Fg és F¢ rendre a TgTe,
TsTe és TyTg oldalakon. Igazoljuk, hogy az FaFg, FcF4 és FgFo egyenese-
ken az ABC haromszog altal kimetszett szakaszok egyenld nagysaguak. (Magyar
olimpiai vdlogato 2017/1.)

2. Az ABC hegyesszogi haromszog C-bdl indulé magassagénak talppontja legyen
P, a B-bdl indulé magassag talppontja legyen Q). A PQ egyenes az ABCx koré
irt korét az X és Y pontokban metszi. Teljesiil, hogy X P = 10, PQ = 25 és
QY = 15. Ekkor az AB - AC szorzat felirhaté m+/n alakban, ahol m és n pozitiv
egész szamok és n nem oszthato egyetlen primszam négyzetével sem. Mennyi az

m + n értéke? (American Invitational Mathematics Examination II, 2019/15.)

3. A hegyesszogli ABC' haromszog A-bol, B-bél és C-bgl induld belss szogfelezsi
rendre az Ay, B; ill. ', pontokban metszik a haromszog korilirt korét. Az AA;
egyenest az Ay pontban metszi a B és C-beli kiilsd szogfelezd és hasonléan kapjuk

a By és Cy pontokat. Bizonyitsuk be, hogy

a) az AgByCy haromszog teriilete egyenls az AC| BA;C By hatszog tertiletének

kétszeresével;

b) az AgByCy haromszog teriilete legalabb négyzser akkora, mint az ABC' ha-
romszog teriilete. (Nemzetkizi Matematikai Didkolimpia 1989/2.)

4. Legyenek AH,, BH5, C' Hs az ABC hegyesszogii haromszog magassagai. Az ABC
haromszog beirt kore a BC', C'A, AB oldalakat rendre a Ty, T, T3 pontokban
érinti. Legyenek [y, [, I3 egyenesek rendre a HoHs, H3H,, H|H, egyenesek tii-
korképei a TyT3, T3Ty, Ti'T, egyeneskre. Bizonyitsuk be, hogy [y, I3, I3 egy olyan
héaromszoget hataroznak meg, amelynek cstucsai az ABC' haromszog beirt korén
van. (Nemzetkdzi Matematikai Didkolimpia 2000/6.)

4. (")sszegzés

A célom a talpponti haromszogh6z kapcsolodo néhany alapvetd ismeret 6sszefoglalasa,
majd azokhoz kapcsolodo versenyfeladatok gytjtése volt néhédny megjegyzéssel kiegé-
szitve, hogy mindezt a kozépiskolai tanitasban hol és hogyan lehetne felhasznalni. A
leirtakat még lehetne béviteni, mint a végén a feladatokkal meg is tettem. De a tu-
lajdonsagok sem meriilnek ki a targyaltakban, példaul az is teljesiil, hogy a talpponti
haromszog teriilete legfeljebb az eredeti haromszog teriiletének negyedrésze. Akar az

alkalmazasokrol is lehetett volna sz6, amire egy szép példa egy KoMal.-ban megjelent
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cikk, amelyben a szerzdé egy hatarértéket szamol ki talpponti haromszogek a segitségé-
vel. [4]

Altalanositasi lehetGségeink is vannak, definialhatjuk az altalanos talpponti harom-
szoget, melynek cstcsai egy haromszog koré irt koré irt korére nem illeszkedd P pontbol
az oldalakra allitott merdlegesek talppontjai (ezt nevezziik elsGdleges talpponti harom-
szognek). Ennek az oldalaira is merglegeseket allithatunk a P pontbdl, a talppon-
tok meghatarozzédk a masodlagos talpponti hdromszoget, majd hasonléan kaphatjuk
a harmadlagos talpponti haromszoget. Bizonyithato, hogy az igy kapott harmadlagos
talpponti haromszog mindig hasonlé az eredeti hdromszoghoz. Ennek a tételnek az al-
talanositasa az a tétel, mely szerint barmely n-oldalt sokszog n-edik talpponti n-szoge

hasonlé az eredeti n-szoghoz. [5]
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