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Bevezetés

Az iildozéses feladatok konnyen megérthets kérdést tesznek fel, de a megoldast mér
kicsit nehezebb megadni. Minden iildozéses feladathoz sziikség van egy iildozére és egy
ild6zottre vagy menekiilére. Az iild6z6 célja utolérni, elkapni a menekiilét, a menekiilé
pedig szeretne 6rokre megmenekiilni az 6t fenyegets veszélytsl. Tobbféle kerettorténe-
tet adhatunk a kiilonb6z6 kiindulasi feltétellel rendelkezé feladatoknak, de alapvetéen
két alaptipust fogunk megkiilonboztetni. Az egyik a diszkrét megkozelitéssel megold-
hato kérdések. Ezeket az elsé fejezetben fogjuk kifejteni. Ezek alaptorténete, hogy egy
szelidit6 vagy gladiator bezarodik a ketrecbe egy oroszlannal. A megoldést egy nyerd
stratégia képében keressiik a szelidité szédmara. Erre harom lehetdséget is be fogunk
mutatni. A mésik alaptipusa az iildozéses feladatoknak a folytonos megkozelitéssel
megoldhato feladatok. Ezekre a masodik fejezetben hozunk példakat. Itt nem egy nye-
r6 nyerd stratégia, hanem egy mozgas utvonalat keressiik. Mivel folytonosnak tekintjiik
az id6t ezekben a feladatokban, mindkét leirt esetben differencialegyenletek megoldésa
fogja megadni a valaszt a kérdésiinkre. Ezen feladatok gyckerében 1évé matematikai
fogalmakat fogjuk bemutatni a harmadik fejezetben. Itt lesz sz6 arrdl, hogy az elsd két
fejezetben megjelend feladatokat miként kapcsolhatjuk be a kozépiskolai matematika
fakultacié menetébe, és ez milyen megalapozést igényel. Az egész dolgozatot atitatja az
a szemlélet, hogy a matematika kiilonbozé teriiletei kozott nem élesek a hatarok, ha-
nem idénként nagyon is sziikség van ezek atlépésére. Az iildozéses feladatok megértése
és megoldésa soran a geometria, algebra és az analizis teriiletein is lesz dolgunk.
Tobbek kozott ezen szinergiak motivaltak a témavalasztasomat is. Ezek a valtasok
azok, amik akar mar a tizenévesek korében is serkenthetik a gondolkodést és az eredeti
otletek kialakulasat. Hasonlot tapasztaltam Besenyei Adam analizis eladasai soran.
Az 6 latasmodja és jol kovethets gondolatmenetei segitettek a tanulmanyaim sorédn. Az
iildozéses feladatok témajat kozosen valasztottuk ki, melynek szantunk egy rendszerezd
célt is. Vagyis, hogy a téméaban megjelent cikkek anyagat Osszesitsiik, rendszerezziik és
ahol sziikséges, precizebb leiradst adjunk. Emellett célunk még az is, hogy kialakitsunk

kozépiskolaban is hasznalhaté anyagokat az tildozéses feladatokhoz kapcsolodoan.



Koszonetnyilvanitas

Szeretném koszonetemet kifejezni Besenyei Adamnak, hogy betegsége ellenére is se-
gitségemre volt ezen dolgozat megirasaban, a téma kivalasztasdban, és elGadésaival
elmélyitette az analizis iranti érdeklddésemet.

Emellett szeretném megkoszonni Csomods Petranak, hogy vallalta témavezetésemet,
és segitségével a nehéz helyzet ellenére is elkésziilt ezen szakdolgozat.

Ko6szénom férjemnek, gyermekeimnek, testvéreimnek és sziileimnek az 6sszes segit-

séget és tamogatast, amit az egyetemi évek alatt nyudjtottak.



1. fejezet

Uldozéses feladatok elemi

megkozelitése

A cirkuszban az oroszlan kiszokott a ketrecébdl. A szeliditGje visszacsalogatta, de mi-
kor kihatralt volna a ketrecbdl, az ajté becsukodott. A zar kattant, és a szeliditének
gyorsan kellett megoldast talalnia az éhes oroszlan elkeriilése érdekében. E mogott a
félelmetes torténet mogott egy matematikai kérdés bijik meg. A ketrecet tekintsiik egy
konvex halmaznak. A szelidité helyét az S, az oroszlan helyét pedig O jeloli. Tegyiik
fel, hogy az oroszlan és a szeliditG sebessége azonos, amit az egyszertiség kedvéért egy
egységnek tekintiink. A feladat tehat az, hogy az S pont mozgasat tgy hatarozzuk
meg, hogy O nem éri utol, és S nem megy neki a ketrec falanak. Vagyis keressiink me-
nekiilési stratégiat a szeliditének. Matematikailag a szeliditd mozgésat kétféleképpen
lehet leirni: mozgéasat folytonos vagy diszkrét idében tekinthetjiik. Az el6bbi vezet a
differencialegyenletek teriiletére, amelyet a masodik fejezetben targyalunk. Az utobbit
pedig alabb mutatjuk be.

A diszkrét ideji megkozelitésben a S pont utja egy torott vonalként adhaté meg.
A mozgas leirdasdhoz meg kell adnunk a torétt vonal csucsait, melyeket Sy, Si, S, . ..
jelol. Emellett pedig, t; jeloli azt az id6t, amely alatt az S;_; pontbdl a S; pontba jut

a szelidits. A sikeres menekiiléshez az alabbi feltételeknek kell teljestilnie:
n
e > t; = 00, igy biztosithato, hogy az oroszlan nem éri utol a szeliditét.
i=1

e Az oroszlan itja nem metszi a szakaszt, amin a szelidité az i-edik idSintervallum-

ban mozog.

o A szelidité nem megy neki a falnak. Ehhez vesziink egy C' kézéppontt, r sugara

kort, és a szelidité ebben fog mozogni.

A diszkrét idejti megkozelitéssel eldontottiik, hogy az i-dik idGintervallumban nem val-

toztatunk irdnyt, egy-egy adott egyenesen mozog mind az oroszlan, mind a szelidité.

6



A kovetkezd algoritmusok bemutatjak a szelidité egy-egy lehetséges nyerd straté-
giajat. Vagyis megadjuk, hogy mennyit és merre kell mozognia, hogy sikeresen elme-
nekiiljon az oroszlan el6l. Ez a fenti jeloléseket hasznalva az i-edik lépésben t; id6 és
az S; pont meghatarozasat jelenti. Ezek meghatarozasara tobb lehetdség is van, azaz
tobbféle stratégiaval menekiilhet a szelidits. Az irodalom héarom ilyet [1] , [2], [3] mutat
be, ezeket fogjuk az alabbiakban ismertetni. hé[()indharom algoritmus alapvetGen arra téa-

[e.9]
maszkodik, hogy a )~ & sor divergens, miga »_ -5 sor konvergens. Ezért ezen iildozéses

feladat felfoghato enz:eln sorok konvergeciéjéngﬂszemléltetéseként. Azonban didaktikai-
lag megkérdGjelezhets, mert az algoritmusok megtalalésa, és a sorok konvergenciajara
valo visszavezetés sokkal nagyobb kihivast jelent, mint a sorok konvergenciajanak vizs-
galata onmagaban. Tehat tgy latjuk, hogy az {ildozéses feladatokat didkoknak 6néllo
munkara nem célszertd adni, az algoritmus alap lépéseinek bemutatésa utan az egyes
részletek kidolgozéasa feladatként kittizhets. Az iildozéses feladat szépsége, hogy talal-
hatok benne elemi geometriai eszkozokkel vizsgalhatod részletek, emellett az analizis
olyan fontos fogalmai mint a hatarérték és a sorok konvergenciaja is el6keriil. A meg-
jelend elemi geometriai modszerek akar mér a fels§ tagozat végén is targyalhatok. Az
analizissel kapcsolatos részek alkalmasak arra, hogy motivéljak a késébb bevezetends
fogalmakat. Az tldozéses feladatok a kozépfoku tanulményok végére a matematikai
szinergidk megtapasztalasat is elGsegitik.

Az aldbbiakban bemutatjuk az algoritmusokat, majd bebizonyitjuk, hogy ezek meg-
felelnek az elébbi feltételeknek.

1.1. Bollobas-féle algoritmus

Az alabbiakban ismertetjiik Bollobas Béla altal bemutatott stratégiat a szelidité mene-
kiilésére [1]. A tobbihez hasonloan ezen algoritmus is azt adja meg, hogy a szelidits az
i-dik id&intervallumban hogyan mozog. Fontos megjegyezniink, hogy az oroszlan moz-
gasarol semmit nem tételezlink fel az algoritmus megalkotasa soran, csak az vessziik
figyelembe, hogy az adott idGintervallum kezdetén hol van az allat. Emlékeztetiink ar-
ra, hogy megvalaszthato egy kor, amely a ketrec belsejében van, és aminek C' jeldlte
a kozéppontjat és r a sugarat. A szelidité kezdetben is ebben a korben van, és ugy
fogjuk megalkotni mozgéasanak palyajat, hogy ezt a kort ne hagyja el. Az algoritmus
érdekessége, hogy a folyamat megkezdése el6tt mar rogzithets, hogy az egyes lépések
mennyi ideig tartanak, vagyis a ¢; sorozat tagjait méar elére rogzitjiik. Ebben nagy

szabadsdgunk van, minddssze annyit tételeziink fel, hogy

itﬁ <r? és iti = 00. (1.1)
=0 1=0



A [ fejeztben bévebben kifejtjiik, hogyan adhaté meg ilyen sorozat. Megjegyezziik,
hogy az t; = §; megfelel ezeknek a feltételeknek.

1.1. Algoritmus. Feltételezhets, hogy a szelidit6 kiindul6pontja (S7) nem esik egybe
a kor kozéppontjaval, azaz S; # C. Jeldlje az oroszlan kiindulépontjat Oy, azzal a
természetes feltevéssel, hogy O # S;. Jeldlje a szelidits tavolsagat a kor kozéppontjatol
a kiindulasi idépontban 7 = CS;, és feltételezésiink szerint 0 < 1 < r . A palyat
teljes indukcidval hozzuk létre. Tegyiik fel, hogy az i-edik id6pontban vagyunk. Ekkor
a szelidit§ helye S; # C, és az oroszlan helye O; # 5;. Amint az el6bb mutattuk,
i = 1-re ez teljesiil. Jelolje most is a szelidit6 tavolsagat a kor kozéppontjatol r; = C'S;.
Most hatarozzuk meg, hogy melyik irdnyba megy tovabb a szelidits. Ez utan mondjuk
meg, hogy mennyi ideig fog mozogni abban az irdnyban. Ez az a pont, amiben a
tanulokat leginkdbb segiteni kell, erre nehéz lehet rajonniiik. Legyen ¢; egyenes C-n és
Si-n keresztiil. A szelidité erre merélegesen fut, abban az iranyban, amelyik az O;-t6l

tavolabb viszi. Pontosabban O;-vel kapcsolatban két eset lehetséges:
e az /; vonalon van, ekkor a szelidité barmelyik félsik iranyaba mozoghat,

e az (; vonal egyik oldalan van, ekkor a szelidité a masik félsik felé mozog, mint

ahol az oroszlan tartéozkodik .

A szelidit§ igy az {; egyenestdl eltavolodik. Az ilyen irdnyt mozgést az indokolja, hogy
az oroszldn akarhogyan is lendiil mozgésba, nem érheti utol a prédajat, mivel & vagy
l;-n vagy a ,rossz’ oldalon kezdi mozgasat. A mozgés az /;-re merGlegesen t; ideig tart.

Emlékeztetiink, hogy ezek Osszege végtelen lesz.

A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy ez a stratégia megfelel a korabban leirt felté-
teleknek.

Bizonyitds. A bizonyitas soran a harom feltételt egyesével igazolni fogjuk. Az elsd
feltétel, miszerint az oroszlan nem éri utol a szeliditét, a t; sorozat valasztédsa miatt
teljestil.

A masodik feltétel, azaz hogy az oroszlan ttja nem metszi a szakaszt, amin a szelidi-
t6 az i-edik iddintervallumban mozog, azért all fenn, mert ahogy az[[.Ilabran is latjuk,
az SyS1 szakasz az ly egyenes jobb oldalan van, mig az Oy pont ennek az egyenesnek a
bal oldaldan van. Mivel az oroszlan sebessége nem lehet nagyobb a szeliditGénél, ezért
ugyanannyi id¢ alatt nem juthat az oroszlan egy pontba a menekiil6vel. Ez természete-
sen minden lépésre igaz, az i-dik 1épés soran az ¢; egyenes egyik oldaldn van az S;5;11
szakasz, a masikon pedig az O; pont.

Végiil ratériink arra, hogy a szelidité nem megy neki a ketrec falanak. Ahelyett

hogy ezt igazolnank, bemutatjuk, hogy benne van a korben az 7 + 1-edik idGintervallum



1.1. abra. A Bollobas-féle algoritmus

folyaman. Ez kdvetkezni fog abbdl, hogy ha megmutatjuk, hogy az S;,; a kérben van,
mivel az S;-r6l tudjuk, hogy a korben van, és a kor konvex halmaz, igy az 6ket 6sszekdts

szakasz is a korben taldlhato. Azaz elég igazolni, hogy r; 1 = CS;11 < r. Errdl szél a

kovetkezd allitas.

1.2. Allitas. Tetszdleges i > 1 index esetén fenndll az ri2+1 =t2 4+ t2 4 ..+t
0sszefliggés.

1.2. abra. Az i-edik pontbdl i + 1-edikbe val6 1épés a Bollobas-féle algoritmus soran
Bizonyitds. Az allitast a Pitagorasz-tételt felhasznalva, teljes indukcioval bizonyitjuk.
A CS;S; 1 haromszog derékszogt az algoritmus kialakitdsa miatt, tehét

2 2 2

i1
Az indukcits feltevés szerint 2 = Y ¢;%. Ezt a fenti képletbe behelyettesitve megkap-
iz



juk, hogy
i1 i
7"1~2+1 = thQ +ti2 = th2.
j=1 j=1
O]

Most visszatériink az algoritmus bizonyitasanak utolsé lépéshez. Az . Allitas

felhasznalasaval bizonyitjuk, hogy minden i esetén r; < r. Ugyanis az . Allitas és az
(1.1) miatt

i—1 oo
r} = Ztﬁ < thz <7
j=1 j=1

Igy az Algoritmus valoban megfelel mindharom feltételnek. ]

1.2. Jakab-féle algoritmus

A felhasznalt cikk [2] sok helyen hibakat tartalmazott, ezek a megértést akadalyoztéak.

1.3. Algoritmus. Adott a ketrec, ebben a szelidit6 kiindulasi pontja Sy, az oroszlan
kiindulési pontja O;. Az Sy koriill megadunk egy ¢ sugara kort, ebben fog mozogni a
szelidits. A feltételek hasonloak az[I.1] Algoritmusban meghatéarozottakhoz, vagyis:

o A szelidité mozgésa tetszdleges ideig folytathato, azaz sosem éri utol az oroszlan.
e Az oroszlan nem kapja el az n-edik szakasz sorén.
o A szelidité nem megy neki a ketrec falanak, vagyis nem megy ki a g sugart korbél.

A palyat teljes indukcioval hozzuk létre. Tegyiik fel, hogy az n-edik idépontban va-
gyunk. Ekkor a szelidit§ helye S,,, az oroszlan helye O,, # S,,. Ha S,, és O,, adott, S, 11
a kovetkezGképpen adhaté meg. Jeldlje e az S, és O, pontokat Gsszekotd egyenest. A
szelidits az S, pontbol az S, .1 pontba Ggy jut, hogy az e egyenesre merélegesen indul
Sy irdnyaba, mozgasa t, = q/2n ideig tart. Amennyiben az S; rajta van az e egye-
nesen, az irany tetszélegesen valaszthato. Ez tehat a szelidité palyajat egyértelmiien
meghatarozza. A tovabbiakban bemutatjuk, hogy az elallitott palya megfelel a fenti
feltételeknek.

Bizonyitds. A bizonyitas soran a harom feltételt egyesével igazolni fogjuk. Az elsd

feltétel, miszerint az oroszlan nem éri utol a szeliditét, kovetkezGképpen igazolhato
=) —==Y = =oc.

Dth=D 5. =32

n=1 n=1

n=1



1.4. abra. Az oroszlan nem kapja el a szelidit6t mozgas kézben

A maésodik feltétel bizonyitasahoz nézziik az 1.4. abrat. Jeldlje S az S,,S,, 11 szakasz
egy pontjat, azaz a szelidité egy tetszGleges helyét az n-edik id&intervallumban. Az
oroszlan az S pontban nem kaphatja el a szeliditét, ugyanis az S5, tavolsag biztosan
kisebb az SO, tavolsdgnal, hiszen az O,S,S haromszog derékszogi, és az SO, az
atfogo. Emlékeztetlink arra, hogy az oroszlan sebessége nem haladja meg a szeliditGét,
ezért nem tehet meg hosszabb utat mint amaz.

Végiil megmutatjuk, hogy a szelidité nem megy neki a ketrec falanak, vagyis nem
megy ki az S; kozéppontu, ¢ sugart korbdl. Azaz igazolni fogjuk, hogy |515,| < ¢.
Jelolje a,, = |S15,|* a vizsgalt szakasz hosszanak négyzetét. A kivant feltételt az alabbi

allitas segitségével latjuk be.

1.4. Allitas. Tetszleges n index esetén fenndll anyy — an < ()2 egyenldtlenséy.

2n

Bizonyitds. Vetitsiik az S, pontot az S, S,.1 pontok altal meghatarozott egyenesre.

Jeloljiik a vetiileti pontot @,-nel. A @,, elhelyezkedése szempontjabol két eset lehet-



S" S, n+1

1.5. abra. A @,, pont elhelyezkedése az S,, 5,11 szakaszhoz képest

séges, amint azt az dbra mutatja. Az elsé esetben a @), az S,S5,.1 szakaszra esik, a
masodik esetben pedig azon kiviil van. Tudjuk, hogy a @), az e egyenes S, felé es6
oldalan van. Az e egyenes masik oldalan azért nem lehet a @),, pont, mert az algorit-
must gy alkottuk meg, hogy a szelidit6 az S,,-bdl S; iranyaba mozogjon. A két esetben
kiilon bizonyitjuk be a kivant egyenl&tlenséget.

Tekintsiik az els6 esetben az S1Q),S,+1 derékszogl haromszoget. A Pitagorasz-tétel

szerint

ans1 = |S1Sn41]* = |QnSnia? + [S1Q0 .

Vegyiik észre, hogy |Q,S,11| < mivel a @, pont a S,S,,1 szakaszra esik. Az

a
2n?

|51Q,.* < a, mivel, az 5SS, atfogd az S15,Q,, derékszogi haromszoghen. Ezt a két
egyenlStlenséget behelyettesitjiik a fenti Pitagorasz-tételbe, igy a kovetkezst kapjuk

2
i1 = [S18n41]° = |QnSns1|” + |51Q, )7 < (%) + ay.

Mindkét oldalbél kivonva a,-et, a kivant egyenlGtlenséget kapjuk.
Most ratériink a méasodik esetre, amikor @),, az S,,S,, 1 szakaszon kiviil van. Vegyiik
észre, hogy |S1S,+1| < |S15,|, amint az . abran lathato. Ebbdl kovetkezGen

2
Ap41 = |Slsn—i-1’2 < |SlSn|2 =an < apn + <%> .

Mindkét oldalbél kivonva a,-t, a kivant egyenlGtlenséget kapjuk. O

Visszatériink a harmadik feltétel bizonyitdsdhoz. Adjuk Ossze az Allitasban

szerepld egyenl6tlenségeket n = 1-t6l kezdve m — 1-ig:

(ag —ay) + (a3 —ag) + ...+ (@ — apo1—) < (g>2 <1+%+...+ﬁ).



A bal oldalon a kozbiilsé tagok kiesnek, igy a; = 0 felhasznalasaval csak az a,, tag
marad meg. A jobb oldalon felhasznéljuk a > # sor konvergenciidjat, pontosabban
azt, hogy a sor Gsszege ketténél kevesebb. Ennek bizonyitasat a [3] fejezetben fejtjiik ki

bévebben. Vagyis
2

q 2
m < —-2<q".
a 4 q

Ebbdl négyzetgyokot vonva
]SlSm] <q

tetszd6leges m esetén.
Ezzel mindharom feltételt igazoltuk, tehat a stratégia segitségével megmenekiil a

szelidité. [

1.3. Totik-féle algoritmus

szakaszban bemutatotthoz hasonlo.

1.5. Algoritmus. Adott a ketrec, ebben a szelidit6 kiindulasi pontja Sy, az oroszlan
kiindulasi pontja O;. Feltehets, hogy van egy C' kozéppontu R sugaru kor, amely a
ketrec belsejében van, ebben fog mozogni a szelidits. A feltételek hasonloak az el6z6

algoritmusokban meghatarozottakhoz, vagyis:
o A szelidité mozgasa tetszGleges ideig folytathato, azaz sosem éri utol az oroszlan.
e Az oroszlan nem kapja el az n-edik szakasz soran.

e A szelidit6 nem megy neki a ketrec falanak, vagyis nem megy ki az R sugard
korbal.

A palyat teljes indukcioval hozzuk létre. Tegyiik fel, hogy az n-edik idépontban va-
gyunk. Ekkor a szelidit6 helye S,,, az oroszlan helye O,, # S,,. Ha S, és O,, adott, S, 11
a kovetkezGképpen adhato meg. A szelidits az S,, pontbdl az S, pontba tugy jut, hogy
az S, és O, pontokat 6sszekots egyenesre merdlegesen fut a kor kozéppontja, C' irdnya-
ba. Mozgésa t,, = .- ideig tart, ahol r értékét kés6bb adjuk meg, de az R sugar harmad
része megfelel6 lesz. Amennyiben a kor kdzéppontja rajta van az egyenesen, az irany
tetsz6legesen véalaszthato. Ez tehét a szelidité palyajat egyértelmien meghatarozza. A

tovabbiakban bemutatjuk, hogy az elGallitott palya megfelel a fenti feltételeknek.

A bizonyitas soran sziikség lesz a kovetkezs allitasokra, lemmaéra. ElGszor ezeket
latjuk be. Ezutan fogjuk targyalni az algoritmus bizonyitasat.

Legyen d,, = |C'S,|. Az els6 két allitasban becslést adunk a d,, 1 tavolsagra.



1.6. abra. A Totik-féle algoritmus n + 1-edik pontjanak generélasa

1.6. Allitas. Tetszdleges n index esetén fenndll, hogy ha d, < r, akkor d,.q < 2r.

C

dnJrl d,

Sn-i—l
r/n

Sn

1.7. abra. Az S,, S,11 és C pontok tavolsagai

Bizonyitds. Alkalmazzuk a haromszog-egyenl6tlenséget a C'S,,S,, 11 haromszogre.
r
dpy1 < dp+—<r+1r=2r
n
O

Ugyanez a gondolatmenet nem miikodik a d,, > r esetben, ezért mas becslést fogunk

levezetni.

1.7. Allitas. Tetszleges n index esetén fenndll, hogy ha d, > r, akkor dy 1 < dp+ -

2n2”

Bizonyitds. A bizonyitashoz a koszinusz-tételt fogjuk felhasznalni:

2 T
2., =d (f) —cosy-dy - L
n+1 n + n cos7y n



Mivel cos~ pozitiv, igy a becslés soran elhagyhato, vagyis
2 2 72
dn+1 S dn + (ﬁ)

Ez utéan gyokot vonunk, és a kdvetkezét kapjuk

dper <\ d2 + (%)2 (1.2)

A jobb oldal becsléséhez a kovetkezos allitas belatasara van sziikség.

1.8. Allitas. Tetszdleges pozitiv a, és barmilyen b valds szdm esetén fenndll, hogy
b2
Va2 + 0> <a-+ 2%
a

Bizonyitds. Vegylik észre, hogy az a+ % Osszeg négyzetre emelésével konnyen a keresett
allitashoz juthatunk:

b2 2 2 2 b4 2 2
(CL—F%) =a"+b +@Za + b°.

Ebbdl négyzetgyokot vonva megkapjuk a bizonyitandoé allitast. O]

doi1 < [ 2 + (%)2 (1.3)

A jobb oldal becsléséhez a kovetkezs allitas belatasara van sziikség.

1.9. Allitas. Tetszdleges pozitiv a, és barmilyen b valds szdm esetén fenndll, hogy
b2
\/@2—1—62 S a+2—.
a

Bizonyitdas. Vegylk észre, hogy az a+% Osszeg négyzetre emelésével, konnyen a keresett
allitashoz juthatunk.

b2 ? 2 2 b4 2 2
<CL+%> =a +b +@ZCL +b

Ebbdl négyzetgyokot vonva megkapjuk a bizonyitando allitést. ]

Alkalmazzuk ezt az allitast a = d,,, b = = vélasztassal az (1.3 egyenlStlenségre.

7\ 2 r? ror
iy < 1|2 (—) <d, —d,+
= nt n/ = * 2d,,n? + 2n2d,

Ezen a ponton hasznaljuk fel a d,, > r kiindulési feltételt. A fenti képletben az - tortet

1-gyel becsiiljiik feliilrdl, igy a kovetkezd egyenlGtlenséget kapjuk
r

dp < dp + —,

+1 + o2

amit bizonyitani akartunk. O]



Az eddig kapott allitdsokat osszefoglalhatjuk a kdvetkez6 lemméban.
n—1
1.10. Lemma. Béarmely n > 1 egész szam esetén fennall, hogy d,, < 2r + % > % .
k=1

Bizonyitds. Teljes indukciéval bizonyitunk. A kor kozéppontjat ugy valasztjuk meg,
hogy a d; < 2r egyenl6tlenség fennalljon. Most ratériink a bizonyitas azon részére,
hogy a tulajdonsag n-rél n + 1-re 6roklgdik. Feltételezziik, hogy fennall

n—1 1
>
k=1

d, <2r+

N3

és igazolni fogjuk, hogy
"1
dn+1 <2r+ E E

k=1

N3

A bizonyitast a d,, < r és a d,, > r esetekre bontva végezziik el. Ha d,, < r akkor az[1.6]
Allitast felhasznalva

" e 1
dn—l—l §2T<2T+§Zﬁ
k=1
Ha d,, > r akkor az . Allitas alapjan
n—1

r

T 1 r re— 1
hir St o <UAFD proE VIl
k=1 k=1
Ezzel a lemmat igazoltuk. O

Az el6készités utan ratériink az Algoritmus bizonyitasara.

Bizonyitds. A bizonyitas soran a harom feltételt egyesével igazolni fogjuk. Az elsd

feltétel, miszerint az oroszlan nem éri utol a szeliditét, a kovetkezGképpen igazolhato

A maésodik feltétel bizonyitasdhoz nézziik az abrat. Jelolje S az S, 5,11 szakasz

= OQ.

3|
S|

egy pontjat, azaz a szeliditsé egy tetszGleges helyét az n-edik id&intervallumban. Az
oroszlan az S pontban nem kaphatja el a szeliditét, ugyanis az S5, tavolsag biztosan
kisebb mint SO,, tavolsdgnél, hiszen az O,.S,S haromszog derékszogt, és az SO,, az
atfogd. Emlékeztetiink arra, hogy az oroszlan sebessége nem haladja meg a szeliditéét,
ezért nem tehet meg hosszabb utat mint amaz.

Végiil megmutatjuk, hogy a szelidité nem megy neki a ketrec falanak, vagyis nem
megy ki a C' kozépponti, R sugaru korbol. Azaz igazolni fogjuk, hogy |CS,| < R.
Jelolje d,, = |CS,| a vizsgélt szakasz hosszat. A kivant feltételt a fent ismertetett

allitasok sorozatéval bizonyitjuk be.



Az . és az Allitasok és lehet6vé teszik, hogy a d,-re egységes fels becslést
adjunk. Erre azért van sziikség, hogy be tudjuk latni, hogy a szelidit6 nem megy neki
a ketrec falanak. Az[I.10] Lemmaban megfogalmazott becslést tudjuk adni a szelidits
és a kor kozéppontjanak tavolsagara.

Most van lehetdségiink alkalmas r megvalasztasara, amelyet a bizonyitas kezdetén
igértiink.

1.11. Tétel. Legyen r olyan szam, amely teljesiti a 3r < R feltételt. Ekkor d,, < R

feltétel teljesiil minden n index esetén.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy > 1%2 < 2. (Ld. a fejezet.) Ezt felhasznalva az|1.10, Lemma
k=1

eredménye igy irhato:
dy, <2r+ = Zﬁ<2r+ Z—<2T+— 2=3r.

Tehat a 3r < R esetén fennall, hogy d, < R. Ezért legyen r olyan, hogy r <

R
3
teljesiiljon. O

Ezzel igazoltuk, hogy mindhirom feltételt teljesiti az [I.5] Algoritmust, tehat ez

valoban egy menekiilési stratégia a szelidité szamara. O



2. fejezet

Uldézéses feladatok
differencialegyenletekkel

Ahogyan a korabbiakban irtuk, ebben a fejezetben fejtjiik ki azokat az iildozéses fel-
adatokat, amelyekben az id6t folytonos valtozonak tekintjik. A f6 megoldaskeresési
modszer a differencidlegyenletek felirdsa az egyes esetekben. Ebben a fejezetben meg-
jelend probléméak mind kiilonboz8 egyenletekre vezetnek, ez is segiti a téma széleskori

Attekintését.

2.1. Egymast elkap6 egerek

Egy négyzet alaka szoba négy sarkaban iil egy-egy egér. Ugyanabban a pillanatban
észreveszik egymast, és mindegyik elkezd a téle jobbra levd felé futni. Milyen palyat ir
le az egerek mozgasa?

A problémafelvetés utan most ratériink a palya megadasara [4] . A pélya leira-
sa érdekében helyezziik el az egereket a koordinata-rendszerben tugy, hogy azok az
(1;1),(—=1;1), (—=1;—1),(1; —1) pontokbdl induljanak. Mindegyik allat ugyanazzal a
v sebességgel mozog kiszemeltje felé. Ha a megfigyelt egér helyzetét tudjuk, akkor a
forgasszimmetria miatt a tobbi egér helyzete is ismert. Példaul, ha az (1,1) pontbol
indulé egér (x,y)-ban van, a téle balra 1évé ((—1, 1)-bél induld) egér helyzete (—y, ).
Emiatt elég lesz csak az egyik egér palyajat leirni. Most ez az (1;1) pontbél indulé egér
lesz, jeloljiik a palyajat (z;y(x))-szel. Az altalunk kovetett egér mozgasanak gorbéjét
egy differencidlegyenlet hatarozza meg. Ehhez az egér palyajanak érintdjét, azaz az y
fiiggvény derivaltjat keressiik, amihez az (x;y), (—y;vy), (—y; x) haromszoget hasznaljuk
fel, mivel az (z,y) cstcsnal levs szog tangense adja a meredekséget. Ennek értékét a

szemben levé oldal « — v, és a mellette levs oldal —y — x hanyadosa adja. Igy a keresett

18



derivalt a kovetkezGképpen irhato fel:
! T — y(:l?)
y(z) = —2 2.1
() = — o(0) — 1 (2.1)

Tehat ez hatarozza meg az egér mozgasanak palyajat, azzal a kezdeti feltétellel, hogy

0.7

0.6

7

0.2

0.1

-06 -05 -04 -03 -02 -01 O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1

2.1. dbra. Az egér mozgési palyaja és annak érintéje

y(1) = 1. Ugyanis ez az egér az (1;1) pontbol indul el. A feladat geometriai vonatko-
zasat itt le lehet zarni, innentdl ennek a differencidlegyenletnek keressiik a megoldaséat.
A kozépiskolaban természetesen ilyennel nem talalkoznak a didkok, tehat nem véarhato,
hogy egy tanul6 megoldéast tudjon adni. Az egyetemen pedig a szétvélaszthato és a line-
aris differencialegyenletek keriiltek teritékre, azonban az egér palydja nem ilyen tipusi
egyenletet ad. Eszrevehetjiik, hogy a egyenlet a homogén differencidlegyenletek
csaladjaba tartozik, amelyet a az [5] konyv 2. rész, 1. fejezetének 3. szakasza alapjan a

kovetkezSképpen definidlunk.

2.1. Definici6. Az y/'(z) = f(x;y(x)) differencidlegyenletet elséfoka homogén egyen-

letnek nevezziik, ha f(x,y) = f(Ax, A\y), barmely A\ valos szam esetén.

Eszrevehetjiik, hogy a ({2.1)) differencialegyenlet elséfoktt homogén tipust, ugyanis

a mi esetiinkben

y—x
','C7 = b
f(z,y) o

amelyre teljesiil, hogy
Ay—Ar  y—ux
N+ Az y+zx

fQx, \y) = = f(x;y).

Alkalmazzuk az [5] konyvben ismertetett megoldasi modszert, vagyis vezessiik be a

z(x) = @ 1j ismeretlen fiiggvényt. A z(x) fliggvényre vonatkozo egyenletet egyszertibb



megoldani, amelybdl y(x) = zz(x) alakban kaphaté meg. Az 4j egyenlet felirdsdhoz

derivaljuk ezt az Osszefiiggést:

v (x) = 2z(x) + 22/ (x).
A (2.1]) egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy

xz(z) — x

z(z) + x2'(x) = oy

Lathato, hogy a jobboldali tort z-el egyszertsithets, az egyenlet homogenitasa miatt

/ . Z(ZL‘) -1
2(z) + x2'(x) = @ T

Ezt atrendezve: (@)
z2 (z) = )1 z(z),

melyet kozos nevezére hozva

2(x) — 1 —2%(x) — 2(x) _ 1+ 2%(x)
z(z) +1 z(x)+1°

' (z) =

Ezen a ponton lathatd, hogy a differencidlegyenlet szétvalaszthato:

z(z)+1 1

(1) ——— = ——. (2.2)

1+ 22(x) x

A szétvalaszthato differenciadlegyenletek megoldasi modszerét alkalmazva keressiik mind-

két oldal primitiv fliggvényét. A jobb oldal kozvetleniil integralhato:

/—ldx:c—ln(x),

T

ahol c tetszéleges valos szam. A bal oldal z szerint primitiv fliggvényét keresstik:

z+1 1 z 1 9
/1+22dz:/1+z2dz—|—/1+22dz:arctg(z)+§ln(1+z)—l—c.

A bal és a jobb oldal integraljat helyettesitsiik vissza a ([2.2]) egyenletbe:

arctg(z(x)) + % In(1+ 2%(z)) = ¢ — In(2).

Ez azért nem {itkozik problémaba, mert a baloldal integraljanak visszaderivalasakor a
2 (x) tag megjelenik az Osszetett fiiggvény derivalasanak szabélya miatt.
Irjuk vissza z(z) helyére az @ kifejezést, és rendezziik egy oldalra a logaritmust

tartalmazo tagokat:

arctg (M) + %ln (1 + @) +1In(z) =c.



A logaritmus azonossagait alkalmazva az alabbit kapjuk

arctg (M> a1+ £

b
T 2

amelybdl az z-et a négyzetgyokjel ala bevive

arctg (@) +Inyv22+y2=c (2.3)

kaphato.

A differencidlegyenlet megoldasa elkésziilt, de az egerek palyajat, amit keresiink,
még nem tudjuk abrézolni, mert az y(z)-et nem tudjuk ebbdl az alakbol kifejezni.
Ehhez attériink polarkoordinatékra, azaz bevezetjiik az r sugarat és ¢ szoget (r > 0
és o valos szam). Ezeket a Descartes-koordinatakkal a kovetkezs képletek kapesoljak
Ossze

T =7Tcosyp, Yy =r7rsine.

Ezekbdl kovetkezik, hogy

x? + y2 = 7‘2, tgp = %
Ezeket behelyettesitve a (2.3]) egyenletbe
p+Inr=c.

Ebbdl az egyenletbdl kifejezhetd a sugar a szog fiiggvényében (e alapra emelve mindkét
oldalt):
r(p) =Ce™?, (2.4)

ahol C' > 0. Utolso 1épésként hatarozzuk meg a C' konstans értékét a kezdeti feltételbdl.
Emlékeztetiink, hogy a vizsgalt egér az (x;y) = (1;1) pontbol indul. Ezek alapjan az
r = v/2 a Pitagorasz-tétel szerint és ¢ = T A egyenletbe ezeket behelyettesitve
az alabbi modon kapjuk meg C-t.

Ez a logaritmikus spiral egyenlete, vagyis az egerek ezen mozognak. A mozgasuk véges
ideig tart, vagyis ezen spiral hossza az orig6ig véges hossziisagu. Tehat meghatarozhato,
hogy mennyi id§ utan talalkoznak, gy, hogy vessziik az Gt hosszénak és a sebességnek
hényadosat. Megjegyezziik, hogy 2 idGegység alatt taldlkoznak az origoban. Ennek

részletes bemutatasa megtalalhato a [4] szakdolgozat 2.3.1 fejezetében.



2.2. dbra. Az egér mozgéasi palyaja, a logaritmikus spiral

2.2. A tengeralattjarét 1ildozé hajo

Egy hajoé a nagy kddben iildoz egy tengeralattjarot. A kod hirtelen eloszlik, és a hajo
kapitdnya még éppen meglatja a 3 km messze alameriils tengeralattjarot. A tengeralatt-
jar6é a bemeriilési ponttol ismeretlen egyenes iranyban v sebességgel menekiil, amit a
tovabbiakban egy egységnek tekintiink. A hajo 2v = 2 sebességgel tud haladni, és
azonnal észreveszi, ha alatta van a tengeralattjaro. Utol tudja-e érni a hajo a viz alatt
menekiils tengeralattjarot?

Ez a feladat rendkiviil korldtozott, mert a tengeralattjaro csak rogzitett sebességgel
és iranyban tud mozogni. Felmeriilhet az olvas6ban, hogy a tengeralattjar6 pont a
sebességét és iranyat tudja valtoztatni. Didkatikai szempontboél elényosebb lehet, ha a
kérdés egy rogzitett iranyban és sebességgel mozgd testrél, példaul egy torpedorol szol.
Ekkor a feladat egy rakéta mozgasi algoritmusédnak megadésa lenne.

Az algoritmus alapja a [6] konyv 4.3. fejezete alapjan a kovetkezd. A hajo elindul
arrafelé, ahol meglatta a tengeralattjarot. Amikor odaér, egy megfelelen valasztott
iv mentén halad tovabb addig, amig nem talalkozik a tengeralattjaroval. Az iv meg-
adasdhoz polarkoordinatakkal fogunk dolgozni. Az O kozéppont, ahol a tengeralattjaro
alabukott, a polarkoordindta-rendszer x tengelye pedig a tengeralattjarot és a hajot
Osszekots egyenes. A hajo kezdeti helye H, az OH tavolsag pedig 3 km. A hajo a
tengeralattjaro felé mozog 2 km-t, a Hy-al jelolt pontba. Ez a pont 1 : 2 aranyban
osztja az OH szakaszt, azért eddig a pontig halad a hajo a tengelyen, mert legelGszor
itt taldlkozhatnak. Ez akkor torténhet meg, ha a tengeralattjaro is a tengelyen mozog
(H iranyaba). Ha a hajo nem talalkozik Hy-ban a tengeralattjaroval, akkor a kapi-
tany tudhatja, hogy az nem a tengelyen mozog, hanem egy masik egyenesen. Ennek
megtalalasahoz egy ivet valaszt a hajo, amit a kdvetkezékben mutatunk be.

Megoldast keresni erre a kérdésre elsére szinte lehetetlennek tiinik, mivel nem tud-



2.3. abra. A hajo és tengeralattjaré kezdeti mozésa

juk, hogy melyik egyenesen mozog a tengeralattjar6. Felmeriilhet, hogy a hajé mozogjon
egy ferde egyenesen, de ekkor nem metsz minden lehetséges iranyt, amin a tengeralatt-
jaré mehet. Emiatt indokolt lenne egy korvonalon mozognia a hajonak, de akkor meg
nem biztos, hogy egy idében jutnak a metszésponthoz. Az id6t akkor kezdjiik mérni,
mikor a hajo Hy-bol elindul, és jelolje H(t) a hajo helyét ettdl szamitva ¢ idépontban.
Megjegyezziik, hogy tengeralattjard ekkor 1 + ¢t tavolsagra van az origbtol, egy sza-
munkra ismeretlen egyenesen. (Emlékeztetiink arra, hogy a tengeralattjaro sebességét
1, a hajoét 2 egységnek tekintjiik.) A H(t) pontnak olyannak kell lennie, hogy az éppen
1 4 ¢ tavolsagra van az origotol. A hajo H(t) helyének sugarat r(t)-vel, szogét o(t)-vel
jeloljiik, azaz r(t) = 14+t . A pélya leirasdhoz mar csak a p(t) fiiggvényt kell meghata-
rozni. A p(t) fiiggvényt egy differencidlegyenlet fogja megadni, amely azt fejezi ki, hogy
a hajo pillanatnyi sebessége 2v = 2. A pillanatnyi sebességet Descartes-koordinatékra

irjuk at. Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket

x(t) =r(t) - cosp(t) y(t) =r(t) - sinp(t).

Ezeket derivalva megkapjuk a sebesség komponenseit:
v = 2'(8) = () - cos p(t) — r(t) - sinp(t) - (1),

vy =y (1) =r'(t) - singp(t) + r(t) - cos p(t) - '(1).
A sebesség nagysaga a komponenesiebdl a Pitagorasz-tétel segitségével fejezhetd ki.

Ehhez megadjuk a komponensek négyzetét, és felhasznaljuk, hogy r(t) = 1 + ¢, és
r(t)=1:

v = cos? p(t) — 2(1 + ) cos p(t) sin (1) () + (1 + £)? sin? () (1),

v? = sin® () + 2(1 4 t) cos p(t) sin ()¢’ (t) + (1 + 1) cos® p(t)' (t)°.



Ezen 0Osszefiiggéseket 0sszeadva
i 05 = 1+ (141 (1)".

A sebesség nagysaga tehét

2= \Jo 03 = /14 (1+ 6720 (0)°.
Emeljiik négyzetre az Osszefliggést, és fejezziik ki beldle a ¢'-t.
4=1+ (14121,

melybdl

V3

/
) = ——

felhasznalva, hogy (1 +t) > 1 > 0. Ebbdl a ¢(t) integralassal meghatarozhato :
o(t) =3 -In(1+1t)+c

A kezdeti p(0) = 0 feltételt felhasznalva kapjuk, hogy ¢ = 0. A hajo pélydja a

polarkoordinata-rendszerben az r(t) = 1 4 t Osszefiiggést felhasznalva
o(r) =+v3Inr.

Tehat megfelel§ logaritmikus spirdlon mozogva a hajé megtalalja a tengeralattjarot,

lasd a 2.4l abran.

\‘ 1+t

H(t\

2.4. dbra. A hajo mozgasa az iven torténik, a tengeralattjaroé az egyenesen



3. fejezet

Uldézéses feladatok kozépiskolai

targyalasban

A dolgozatban eddig bemutatott {ildozéses feladatok az iskolaba is beviheték. A di-
akok a problémafelvetést konnyen megértik, bizonyos fogalmak bevezetéséhez moti-
valoak ezek a kérdések. Az iildozéses feladatok bevezethetnek tehat a végtelen sorok
és a differencialegyenletek vilagaba. Ez a téma segithet, hogy a modern matematika
eszkoztarat kozelebb vigyiik a didkokhoz, ezéltal jobban megismerjék a lehet&ségeket,
amiket a mai matematika nyujtani tud. Az egyes témakat ugy dolgozzuk fel, hogy azok

a tanorai feldolgozast tdmogassak.

3.1. Végtelen sorok targyalasa a kozépiskolaban

A végtelen sorok targyalaséat azzal kezdjiik, hogy az 6sszeadast probaljuk altalanositani
elGszor sok, majd végtelen sok tagra. Bevezetésként atismételjiik a szamtani és mértani

sorozatokat, és azok véges Osszegképletét.
Feladat: Add 6ssze a harommal oszthaté szamokat 30-ig.

Ez egy szdmtani sorozat, a,, = 3n, a 30 a sorozat tizedik tagja. Emlékezziink az

Osszegképletre: S, = n - ‘“J“#“" . A feladatot tovabbgondolva azt latjuk, hogy minél tobb
tagot adunk Ossze, az 0sszeg annél nagyobb lesz. Emiatt a didkok sejtése lehet, hogy a

végtelen sor Gsszege végtelen.
Feladat: Add Ossze a ketts hatvanyait 1024-ig.

Eszrevessziik, hogy ez egy mértani sorozat, ahol a, = 2", az 1024 a sorozat tizedik
tagja. Emlékezziink az Osszegképletre: S, = a; - %. A feladatot tovabbgondolva
azt latjuk, hogy minél tébb tagot adunk Gssze, az 0sszeg annal nagyobb lesz. Emiatt a

didkok sejtése lehet, hogy a végtelen sor Osszege végtelen. Ebbdl a két feladatbol erésen
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az a benyomas alakulhat ki, hogy végtelen sok szdm Osszege végtelen, a kérdés nem
érdekes. Ezt zokkenti ki a kovetkezd feladat.

Hasonlbéan gondolkodott errél az okori ember is, legalabbis Zénon, aki az alédbbi
paradoxont vetette fel, melyet a Nincs kiralyi ut [7] cimd konyvben is olvashatunk:
A tekn6s kihivja Akhilleuszt egy futoversenyre. Tegyiik fel, hogy Akhilleusz tizszer
gyorsabb a tekngsnél. A teknds mégis kihivja és még elényt is ad a hésnek, 100 méteres
tavon 10 métert. Miutan Akhilleusz elfogadta a feltételeket, a teknds felveti, hogy a

versenyt nem is kell megtartani, mert 6 mar meg is nyerte.
Feladat: Utoléri-e Akhilleusz a teknést az elényadas utan?

Legyen Akhilleusz sebessége v = 5 m/s, a tekndsé pedig tizedannyi, vagyis v, = 0,5
m/s . Jelolje a, azt az id6t, ami ahhoz kell, hogy Akhilleusz megtegye a kettGjiik kozotti
tavolsagkiilonbséget az n-dik 1épésben. Az a; jelenti az id6t, amig Akhilleusz a teknds
kezdeti el6nyét ledolgozza, vagyis 10 métert megtesz. Mivel kivalo futo, sebessége v =5
m/s, igy a 10 métert a; = 2 masodperc alatt teszi meg. Ezalatt a teknds tizedannyit
halad, vagyis mar csak 1 méter marad az elénye. Ezt a; = 0,2 mésodperc alatt teszi meg
Akhilleusz. A teknds ezalatt ismét halad el6re, de mar csak 0,1 métert. Akhilleusz ezt
az = 0,02 mésodperc alatt teszi meg. Ez igy megy tovabb. Tehat a teknds utoléréséhez
az alabbi id§ sziikséges

240,240,024 0,002 + .. ..

Ezt az 6sszeget a didkok szamologéppel kiszamolhatjak, tetszdleges taggal, hogy maguk
is érezzék ennek az Osszegnek a viselkedését. Kiszamolva ezt a Osszeget megkapjuk a
2,22222222 végtelen szakaszos tizedestortet, ami ugy is megkaphato, hogy a tavolsagkii-
lonbséget elosztjuk a sebességkiilonbséggel. Vagyis % = 2,2222222 . Erdemes felhivni a
figyelmet arra, hogy ez két egészszam hanyadosaként is felirhato, % = 2,2222222 = %0.
Tehat végtelen sok szam Osszege is lehet véges. Ez a helyzet a mértani sorozatnél, ha
0 < g < 1 fennall a hanyadosara.

Ekkor meriil fel az a kérdés, hogy mikor lesz végtelen sok szam Osszege véges,
és mikor nem? Ehhez sziikségiink lenne egy olyan cstkkend sorozatra, amely pozitiv

tagokbol all. A tanuloknak is természetesen johet, hogy ez a sorozat a természetes

szamok reciprokai. A kérdés tehat az, hogy

il
Stgte

véges vagy végtelen 7 Célszerd kiszamitani az elsé néhany tag osszegét, a didkok kiilon-
b6z6 mennyiségi tag 0sszeadasaval hozzajarulhatnak ahhoz, hogy 6ssze tudjak hasonli-
tani a kiilonb6z6 hosszisagu sorozatok Osszegét. A kisérletek nyoman az a benyomasuk

tamadhat, hogy példaul 100-ig nem lehet eljutni, de belathato, hogy ez nem igaz, bar-



milyen nagy lehet az Osszeg:

S NS DS ERDURS US WS WS SUDUE S 1)
37471712 ¥ 57T 7TS 8 2 ‘

Ez azt mutatja, hogy mindig legalabb %—del novekszik a végtelen 0sszeg, ha kellGen sok
tagot adunk Ossze. A fentiekbdl lathato, hogy az n-edik 1épésben 2" tagot kell 6sszeadni.
Ha példaul 100-ig szeretnénk elérni, akkor 200-szor kell a —et megcsindlni, vagyis a
2200 darab tagot kell 6sszeadni. Ebbél kivetkezik, hogy barmilyen nagy szamig el lehet
jutni, tehat

— 1
>l
n
n=1
amit pontosabban tgy fogalmazunk meg, hogy a sor divergens.

Ezen példa utan kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg a kérdést altalanosan. Le-

gyen a,, egy nulldhoz tarto, cstkkend sorozat. A kérdés az, hogy az
a1+a2+a3—|—...

Osszeg véges vagy végtelen, azaz preciz terminolégiaval, az Osszeg konvergens vagy

divergens. A fenti példa azt mutatta, hogy az a, = % valasztassal végtelen lesz az

0sszeg. Most mutatunk egy példat, hol a sor konvergens.

Tekintsiik az a, = n—12 sorozatbol elGallitott sort. Az elsé nehézség, ami mar az %

sorozatnal is felmeriil, hogy az els6 n tag Osszegére nem adhatéo meg zéart Osszegkép-
let. Tehat itt egy tjabb otlet sziikséges. Az alabbi egyszerti azonossag fog elvezetni a

konvergencia kérdésének eldontéséhez:

1 1 1 1

n—1 n nhn-1)" n?

Ezt felhasznalva igy becsiilhetjiik a keresett Osszeget,

UL S R B S S S —
2 kTt TR 2.1 3.2 4.3 T n(n-1
1+1+1+1+ —1—1<1—|—1 1+1 1+1 1-|— + ! !
22 32 42 T p2 1 2 2 3 3 4 7 n-1 n
A kozbiils6 tagok kiesése miatt az
1 1 1 1
+§+§+E+.. —l——2<2——<2

egyszerd becslést kapjuk, amely tetsz6leges n pozitiv egész szam esetén fennall. Vagyis
lathato, hogy ezen sor Osszegére adhato egy véges felss becslés. Also becslést is meg kell

adnunk ahhoz, hogy teljes legyen a megoldas. Ez természetesen adodik, mivel pozitiv



szamok Osszegét vessziik, igy az als6é becslés a nulla. Tehat a keresett 0sszeg nulla és
ketts kozeé esik, vagyis a csendér-elv alapjan valoban konvergens a sor, azaz
1
> <2
n=1
Az els§ fejezet (|1.1)) feltétel teljesitéséhez most meg tudjuk adni a ¢; sorozatot, adott r

pozitiv szamhoz. Legyen a t; = -, gy az Osszeg

»-l>|~3
)

o0 2 2
r 1 r 9
i=1 =1
Tehat az (1.1]) felétel valoban teljesiil.
A fent bemutatott végtelen sorok tananyaghoz alabb egy tematikus terv talalhato,

amely egy lehetséges felépités a matematika fakultacion valo targyalashoz.

3.2. Polarkoordinatak

A maésodik fejezetben targyalt ildozéses feladatok ravilagitanak, hogy egy masfajta ko-
ordinatrendszer bevezetése segithet a feladatok megoldasaban. Az iskoldban megtorté-
nik a koordinatarendszer bevezetése, de csak a merdleges, Descartes-koordinatarendszert
targyaljuk, hasznaljuk. Erdemes tudatositani a tanulokban, hogy a koordinatarendszer
osszekapcsolja az algebrat a geometriaval. Mig az r sugart kort a geometridban tgy
értelmezziik, mint a kézépponttol r tavolsagra 1évé pontok halmazat, addig az algebrai
megkozelitésben az 2% +y? = r? képlettel adjuk meg. Ekkor feltehets a kérdés, hogy egy
kor megadhato-e mas képlettel, mas koordinatarendszerben. A valasz kereséséhez segit-
ség lehet, ha egy fél vagy egy negyed kor képletét keressiik. A leggyakrabban hasznélt
alternativ koordinatarendszer a polarkoordinatarendszer, amelyben a két koordinéta
(r,p). Az r az origotol vett tavolsagot, a ¢ a pontot az origoval Osszekots szakasz

vizszintessel bezart szogét jeloli. A két koordinatarendszer kozotti kapcsolatot az
T =7Ccosp, Yy=rsiney

képletek adjak meg. Tehat példaul az (z;y) = (1;1) pont polarkoordinatainak megadéa-
sa egy alkalmas bevezetd feladat. Ennek megoldasa, r = v/2 és ¢ = T

A téma elmélyitésének kovetkezd 1épése a kor, példaul az egység sugara kor megada-
sa. Ennek Descartes-koordinatdkban az egyenlete 22 +y? = 1, mig polarkoordinatékkal

r = l-el adhat6 meg. A kor formalis megadasa halmazként

{(r;@) i =1}



Az a tény, hogy a ¢ nem szerepel a képletben fejezi ki azt, hogy barmilyen értéket
felvehet. Ez a didkok szamara szokatlan lehet, ezért fontosnak tartjuk, hogy kiilon fi-
gyelem legyen ennek szentelve. A polarkoordinatdkkal mas, amugy nehezen leirhato
gorbék is megadhatok, ilyen példaul a spiral. Ennek motivacidja lehet a 2. fejezetben
bemutatott feladatok megoldasa. Ezekben az esetekben mar a ¢ is szerepel az alakzat
egyenletében. A logaritmikus spiral egyenlete r = e¥. Az {ildozéses feladatok megmu-
tattak azt is, hogy a gorbéket lehet tigy is tekinteni, mint egy pontnak az 1tja, amin
az végig fut. Vagyis a gorbe a pont mozgasanak nyomvonala. Legegyszertibb példaként
tekintsiik ismét a kort, amelynek mér kétféle leirasat is megadtuk. A harmadik az origd

koézéppont, egység sugaru kor paraméteres egyenlete, amelyben a koordinatak
x(t) = cost, y(t) =sint, 0<t<2m.

A felkor és a negyedkor a 0 < t < m és 0 < t < I paraméterekkel irhato le. Ez
a megkozelités sokkal egyszeriibbé teszi a félkor vagy més nemegész kor megadasat.

Példéaul a felst félkor egyenlete
x(t) =cost, y(t)=sint, 0<t<m.

Ez a paraméteres elGallitas azt jelenti, hogy a ¢t paramétert mozgatjuk a [0; 7| interval-

lumban, ekozben az (x(t);y(t)) végigfut a felss félkoron.

3.3. Differencialegyenletekek

A maésodik fejezetben megjelend példak differencidlegyenletekre vezettek, ezért ebben a
szakaszban az ehhez kapcsolodo fogalmak kozépiskolai bevezetését, ismeretterjesztését
targyaljuk. Bemutatjuk az alapfogalmakat és az elsérendi egyenletek alapvets tipusait.

A differencidlegyenletek olyan egyenletek, ahol az ismeretlen nem egy szam, ha-
nem egy fiiggvény, és az egyenletben ezen fiiggvény és derivaltjai szerepelhetnek. Az

elsérendd kozonséges differencidlegyenlet altaldnos alakja

(1) = f(t,z(t)), (3.2)

ahol az f kétvéltozos fiiggvény adja meg a differencidlegyenletet. A kovetkezd példakon
a didkok gyakorolhatjak, hogy kiilonb6z6 elsérendii egyenletek soran milyen f valasz-

téssal hozhatok altaldnos alakra:
e 2/(t) = 3x(t) + sint esetében a jobboldal f(¢,y) = 3y + sint alakban irhato fel,
o 2'(t) = x2(t) esetében a jobboldal f(t,y) = y? alakban irhato fel,

o 2/(t) = I—‘ﬁ esetében a jobboldal f(t,y) = 1—‘@ alakban frhato fel,



o 2/(t) = (%) esetében a jobboldalhoz nincs alkalmas fiiggvény.

A megadott f fliggvényekben, az y helyére z(t)-t helyettesitve megkapjuk a megfelels
differencialegyenleteket.

Fontos kiemelni, hogy a differencialegyenletek hasznalatat a hétkoznapi élet folya-
matainak leirasa motivalja. A differencidlegyenletek elGszor a fizikaban jelentek meg,
a mozgasok lefrdsa soran, Newton masodik torvénye, F© = m - a maga is egy diffe-
rencidlegyenlet, mert a gyorsulés az elmozdulas-idé fliggvény masodik derivaltja, azaz

a = 2" (t) . A szabadesés esetében a testre hato er6k F' = m-g, igy a differencidlegyenlet
m-z"(t)=m-g,

ahol m a test tOmeg és g a gravitacios gyorsulas. Az egyenlet mindkét oldalat m # 0-
mel egyszertsitjiik, integralva a sebesség 2'(t) = gt +vp, amelyet még egyszer integralva
a test helye x(t) = g% + vt + xg, ahol xq, yo tetszbleges valos szdmok. Felhivhatjuk a
tanulok figyelmét, hogy ezt mar tanultak a fizikadran.

A rugoéra akasztott test mozgésa esetében egy bonyolultabb differencidlegyenletet
kapunk, ugyanis az er§ ekkor a test helyétsl is fiigg, vagyis ' = —k - x, ahol k a

rugdallando és x a test helye. Ekkor a differencidlegyenlet
mz"(t) = —k - z(t).

Felhivhatjuk a figyelmet arra, hogy ez nem oldhaté meg csupén csak integralassal, mert
az ismeretlen fiiggvény a jobb oldalon is szerepel. A konstansokat egynek valasztva egy
olyan fiiggvényt keresiink, aminek a maéasodik derivaltja megegyezik az ellentettjével,
igy keriil a szinusz és koszinusz fliggvény a harmonikus rezgémozgas képletébe. Ezek
mellett a mitholdak, bolygék mozgasdnak leirasdhoz is differencialegyenleteket hasz-
nalunk, de ezek joval bonyolultabbak a fent emlitettekhez képest. Természetesen nem
csak a mechanikdban jelennek meg a differencialegyenletek. Az oldddas folyamatéanak

is egyszert alakban megadhato a differencidlegyenlete:
() = —k - x(t),

ahol k az oldodés sebességére jellemz6 aranyossagi tényezs, x(t) pedig a még fel nem
oldodott anyag mennyisége. A megoldas soran egy olyan fliggvényt keresiink, aminek
a derivaltja sajat maga. Ez felhivja a figyelmiinket arra, hogy milyen fontos az e szdm,
ugyanis az e alapt exponencialis fiiggvény az, aminek derivaltja 6nmaga. Igy a megoldas
az

z(t) = e * . 2(0),



amelyet az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan ellenérizhetiink. Ugyanez a
differencidlegyenlet alkalmas a gyogyszerfelszivodas modellezésére, segitségével meg-
adhato, hogy milyen gyakorisaggal kell a gyogyszert bevenni. Tovabbi példak sorola-
sa helyett bemutatjuk a legfontosabb alapvetd tipusokat, megoldasi modszereiket, és
mindegyikhez egy szemléletes példat hozunk, amin a tipusok kiilonbségei jol érzékelhe-
tok.

3.3.1. Integralhato6 differencidlegyenletek

Az (3.2) elsérendi kozonséges differencidlegyenletet integralhatonak nevezziik, ha a
benne szerepl§ f fiiggvény
fty) = g(t)
alaku. Azaz az egyenletben a jobb oldalon nem szerepel az ismeretlen fliggvény, hanem
az o'(t) = g(t) alakban irhato.
Az egyenlet megoldasi modszere rendkiviil egyszert, mindkét oldalat integralva
megkapjuk az x(t) ismeretlen fiiggvényt.

Egy példa, amely jol szemlélteti ezt a tipust:

1
/
)= ——
azaz g(t) = 1%15 Ennek primitiv fiiggvénye In (1 4 t) + ¢. Tehat az egyenlet megoldasa

z(t)=In(1+1t)+c

Az ismeretlen ¢ konstansra a kezdeti feltétel alapjan ¢ = 2(0) adodik.

3.3.2. Szétvalaszthato valtozéju differencidlegyenlet

A (3.2)) els6rendii kozonséges differencidlegyenletet szétvalaszthato valtozojunak nevez-

ziik, ha a benne szerepld f fliggvény

f(t,y) =g(t) - h(y)

alaki, ahol h # 0. Az egyenletben az ismeretlen fiiggvény kiilon tagként szerepel, vagyis
2'(t) = g(t) - h(x(t)) alaku.

A szétvalaszthato differencidlegyenlet megoldasa soran az egyenlet mindkét oldalat
elosztjuk h(z(t))-vel. (Ezért nem lehet h = 0.) Igy az

egyenlethez jutunk. Ezt ¢ szerint integralva a keresett fliggvényre kapunk egy algebrai

egyenletet.



Egy példa, amely jol szemlélteti ezt a tipust:

Ekkor a szereposztas a kovetkezs : h(y) =y, g(t) = t2. A megoldéasi moédszerben ismer-

tetett osztast elvégezve

=%
x(t)
Ezt integréalva t szerint
t3

In|z(t)| = 3 +c
Tehat

z(t)] = e"/3 - €.
Vagyis

o(t) =K -e'/3,

ahol K tetszGleges valos szam. Az ismeretlen K konstansra a kezdeti feltétel alapjan
K = z(0) adodik.

3.3.3. Linearis differencidlegyenletek

A elsérendd kozonséges differencidlegyenletet lineéaris nevezziik, ha a benne sze-
repl§ f fiiggvény

ft,y) = a(t)y + b(t)
alakt. Ez a tipus az 2/(t) = a(t)x(t) + b(t) egyenlettel irhato le. Megoldéasi modszere
méar nem olyan rovid, 1épései a kovetkezdk:

Az egyenlet mindkét oldalabol kivonjuk az x(t)-t tartalmazo tagot:

() — a(t)x(t) = b(t).

Ezutan az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk e 4®)-vel, ahol A’ = a, azaz A

az a primitiv fiiggvénye:
' (e M — a(t)z(t)e O = b(t)e 40,
Eszrevehetjiik, hogy a bal oldal egy szorzat derivaltja, azaz
(z(t) - e 40) = =4O p(y).

Ezt egy tetszlleges 1y valos szamtol integralva

t

z(t) - e AW = /e‘A(S) - b(s)ds,

to



At

amelyet e*(-vel megszorozva a megoldast

t
x(t) =c- eAt) | oAl /eA(s)-b(s)dS
to
alakban kapjuk meg.
Egy példa, amely jol szemlélteti ezt a tipust:

Ebben az példaban a(t) = 1 és b(t) = e*'. A megoldési modszert kovetve el6szor z(t)-t
vonjuk Kki:
2'(t) — x(t) = e*.

A kovetkez6 1épéshez kell A(t). Ezt A' = a-ként definidltuk, ezért most A(t) = [ a(t)dt =

A(t) t

[ 1dt =t + c. Ezt felhasznalva a kovetkez lépés a szorzas e~ = e~'-vel:

P(t) et —e Tt a(t)=¢
Lathato, hogy a bal oldal egy szorzat derivaltja, tehat

(z(t) - e_t), = e’

Ezt integraljuk 0 és ¢ kozott:
t
z(t) et —x(0) e’ = /esds =[]y = —e"=¢ —1.
0
Tehat ezt Osszefoglalva:
z(t) et =2(0)+ e — 1.

Az utolso 1épés soran az egyenletet e'-vel megszorozva megkapjuk a keresett fliggvényt.

3.3.4. Homogén differencialegyenletek

A (3.2) elsérendii kozonséges differencidlegyenletet homogénnek nevezziik, ha a benne
szerepld f fliggvény

fty)=g (%)

alaki. Ezen tort alak az egyenletében is megjelenik: z'(t) = g (@)

A megoldashoz 6tlet sziikséges olyan formén, hogy egy 1j ismeretlent kell bevezetni,

amelyhez érdemes az



alakot vélasztani. Igy x(t) =t - y(t) Gsszefiiggést kapjuk. Ennek derivaltja
2'(t) = yt) +t-y'@)

Ezt beirjuk a differencidlegyenletbe, ezaltal a kérdést visszavezetjiik egy szétvalaszthato

differenciédlegyenletre:
y(t) +t-y'(t) = g(y(t).

Ebbdl az egyenletbdl kivonunk y(t)-t

Igy megkapjuk a szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletet.

A 2| fejezetben leirt egeres példa jol szemlélteti ezt a tipust, ezért itt most nem
mutatunk be példat a homogén differencidlegyenletekre. Megjegyezziik, hogy ott mésok
a jelolesek, x(t) helyett y(x) és y(t) helyett z(x) szerepel.

3.4. Tanérai megval6sitasok

Ebben a szakaszban konkrét megvalositasi lehetdségeket mutatunk a targyalt témako-
rokrdél, leginkabb tanorai vagy szakkori feldolgozasara. A végtelen sorok témakorében
bemutatunk egy tematikus tervet, amely egy nagyobb tanulasi egységet olel fel. A
polarkoordinatakhoz kapcsoloddan egy témat bevezets ora tervét mutatjuk be.

A végtelen sorokat csak akkor tudjuk bemutatni a fakultacion, ha a didkok ren-
delkeznek el6zetes tudassal a sorozatokrol, és ismerik az analizis fontosabb elemeit,
tgymint a hatarérték, a derivalds és az integralas. A Nemzeti Alaptanterv alapjan
a sorozatok targyalasat mar 1. osztalyban megkezdik a tanulok. Ekkor nyilvin még
kézzelfoghato példakon, de ez méar megalapozza a gondolkodast, amely sziikséges a ké-
s6bbiekben. Felss tagozat végére mar elvaras, hogy a diakok képesek legyenek sorozatot
folytatni, és néhany tag alapjan felismerni a szabalyt, majd folytatni a sorozatot.

A kozépiskolai tanulmanyok végére a didkok ,szdmtani és mértani sorozatokat adott
szabdaly alapjdn felir, folytat; a szamtani, mértani sorozat n-edik tagjdat felirja az elsé
tag és a kiilonbség (differencia)/hdnyados (kvociens) ismeretében; a szdmtani, mértani
sorozatok elsd n tagjdnak 6sszegét kiszdmolja; mértani sorozatokra vonatkozd ismereteit
haszndlja gazdasdagi, pénzigyi, természettudomdnyi és tarsadalomtudomdnyi problémdk
megolddsaban” ahogyan a Nemzeti Alaptanterv 2020-as [§] verzioja irja. Amikor ezt
tanitjuk, akar egy kozépszinti érettségire késziil§ csoporttal is meg lehet ismertetni
nagyvonalakban az iildozéses feladatokat.

A Nat [8] a fent felsoroltakat a 12. osztély végére varja el, mint tanuléi eredmény.

Ezeket konkretizaljak, és fejtik ki részletesebben a két évfolyamonkénti kerettantervek.



A sorozatok témakorét a fels§ tagozatban csak 5-6. osztélyban targyaljuk [9]. Ekkor
csak a felismerés szintjén kell mozogni a sorozatok témakorében, és egyszerd sorozatok
folytatésa az elvaras. A kozépiskolaban csak az érettségihez kozelebb keriil el§ a témakor
[10]. A 11-12. évfolyamon a kozépszint( érettségire késziilve is a szamtani és mértani
sorozatokat kell alaposan ismernie a didkoknak. Vagyis tudniuk kell n-edik tagot, elsé
n tag Osszegét megadni mindkét tipusi sorozathoz. Ezek mellett még tudniuk kell
alkalmazni ezen sorozatokat kiilonboz6 gazdasagi, tarsadalmi kérdések megoldasdhoz.
Lathato, hogy eltelik par év a sorozatok téargyalasa kézben. Ez aggodalomra adhat
okot, de a sorozatokhoz més témakorok és akar méas tantargyak soran is nytlhatunk.
Kézenfekvs a fiiggvények, a statisztika targyalasa soran, de az ének, fizika és foldrajz
oran is segitségiinkre lehetnek.

A hatarérték, derivalas, integralds nem keriil el a kozépszintd tanulmanyok so-
ran, errdl az emelt szinti érettségi vizsgatéjékoztatojabol [11] tudhatunk meg tébbet.
Innen megtudhatjuk, hogy azon didkoknak, akik emelt szinten szeretnének érettségiz-
ni matematikabol, ismerniiik kell a sorozatok kapcsan a korlatossig, a monotonitas
és a folytonossag fogalmét. Emellett otthonosan kell mozogniuk a konvergens soroza-
tok teriiletén, ezek Osszeadésdban, kivonasaban, szorzataban, hédnyadosaban és ezek
hatarértékének megadasaban. Tudniuk kell értelmezni a véges és a végtelenben vett
hatarértékeket. A derivalas és integralas témakorében a f6bb alapvetések, szabalyok
és alap alkalmazasok (pl. teriiletszamitas) képzik a tudasanyagot. Ezek természetesen
onmagukban is nehezek és sok id6t igénylGek tudnak lenni. Ennek ellenére a lent be-
mutatott tematikus terv segitheti a téma elmélyitését, és érdeklédést felkelts ercként
is hathat.

A polarkoordinatakrol készitett bevezetd ora tervezete méar nem ennyire egy té-
makorhoz kapcesolodik, mint az el6zéek. A Nemzeti Alaptanterv szerint a Descartes-
koordinatarendszert a felsG tagozat végére készség szinten kell tudni hasznalnia a tanu-
loknak. Ezek mellett a Nat Fiiggvényszert gondolkodas szakaszéban [8] a hozzarendelé-
sek, grafikus dbrézoléas értéktabla alapjan és egyszeri grafikonok jellemzése is tanulasi
eredményként van megadva. A kerettantervek 5-6. és 7-8. évfolyamon [9] is ugyanazt
fogalmazzak meg, ami egyenértékd a Natban leirtakkal. Vagyis a spiralis oktatés elvét
alkalmazva 5. osztalytol kezdve 8.-ig jutnak el a tanulok a Natban megfogalmazottakig.
Ezek utan, a kozépiskolaban, mindenképp meg kell ismerniiik a tanuloknak a sikot, a
sikidomokat, egyenest, kort a geometriai megkozelitésben. A kozépiskolas korosztalyra
a koordinatageometria szakaszhoz van hozzarendelve az egyenes és a kor egyenlete [10].
Kozépszinten az egyeneseket behatoan, a korbél csak a sugar és kozéppont ismeretében
kell tudni megadni az egyenletet. A kerettanterv 9-10. évfolyamon [I0] a fiiggvényekre

és jellemzésiikre helyezi a hangsulyt, ezzel is megalapozva a 11-12. évfolyamon kifej-



tends témakort, a koordinatageometriat. Igy a kidolgozott ératerv érdekességként egy
ilyen csoportban is felhasznéalhato.

Emelt szinten szintén [I1] alapjan lathato, hogy a kor a koordinatarendszerben egy
Osszetett téma. Az emelt szinten érettségizéknek le kell tudniuk vezetni a kor egyenle-
tét, két kor kolesonos helyzetének, metszéspontok megadasara is képesnek kell lennitik.
Ezek mellett még a kiils§ pontbol hiizott érinté egyenletének megadasa is a tudasanyag
részét képzi. Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a polarkoordinatak bevezetése emelt
szinten is érdekességként tekinthets, mivel a kidolgozott 6raterv nem abban okozhat
nehézséget, hogy a megjelend témak nehezek, inkdbb a matematikai latasmod fejleszté-
sére alkalmas. Segithet, hogy ne csak a megszokott, képletszerti gondolkodas mélyiiljon

el a didkokban, hanem idénként 1épjenek egyet héatra és nagyobb képet lassak.



Ora | Tematika Megjegyzések
Szamtani sorozatok ismétlése
1. 6ra | Megjelend fogalmak: szamtani sorozat, n-edik | Kerettantervi kotédése-
tag képlete, Osszegképlete ket 1d. fent
Meértani sorozatok ismétlése Szamtani, mértani kdzép
2. ora | Megjelend fogalmak: mértani sorozat, n-edik Szamtani-mértani
tag képlete, osszegképlete Osszefliggés
A végtelen sor fogalma
3. ora | Végtelen sok tag Osszege szamtani és mértani Zénon-paradoxonok
esetben
> L sor vizsgélata
Megvizsgélni, hogy szamtani vagy mértani-e Excel (vagy Google
€z a sor Téablazatok) hasznélata
46 Latjuk, hogy nincs Gsszegképlete els6 n tag Osszegének
. Ora
Ehhez az 1., 2., 3. tag szamtani és mértani kiszdmolasdhoz
atlagat kell ellenérizni Harmonikus kozép
Harmonikus kozepet is ellendrizziik fogalménak ismétlése
Becslést adunk, hogy az Osszeg végtelen
# sor vizsgalata
Megvizsgalni, hogy szamtani vagy mértani-e
ez a sor
. L Excel (vagy Google
Latjuk, hogy nincs Gsszegképlete
) ' ‘ Téablazatok) hasznélata
5. o0ra | Ehhez az 1., 2., 3. tag szamtani és mértani ;
o els6 n tag Osszegének
atlagat kell ellenérizni ‘
. ) o kiszamolasahoz
Becsléshez otlet kell: —5 alulrol kell becsiilni
11 1 1
A1) —n1 n - 2
Ezzel belatjuk, hogy az Osszeg véges
Oroszlanos feladatok bemutatasa
6. ora | Szereposztasokat a feladaton beliil

kozosen kitalalni

3.1. tablazat. Tematikus terv a végtelen sorok témakoérhoz




Ids

Tevékenység

Munkaforma

7 perc

Bevezetés:

Koordinéata-rendszerek ismétlése

Egyenes és kor egyenletének ismétlése
y=maz+bésr?=a?+1y>

Feladatok:

két pontbol meghatarozni az egyenes egyenletét
Kozéppont és sugar alapjan a kor egyenletének

meghatarozasa

egyéni munka,
tanulok a tablanal a

megoldasokat bemutatjak

10 perc

Mas koordinata-rendszer keresése
Polarkoordinatak bevezetése

Néhény pont meghatarozasa Descartes-
és polarkoordinata-rendszerben
Feladatok:

(1;1),(1; —1) pontok megadasa polar-
koordinatakkal

tanari magyarazat

paros munka

10 perc

Kor egyenletének meghatarozasa
polarkoordinatakkal

1.) Egységsugaru kor

2.) Félkor

3.) Negyedkor

paros munka

8 perc

Logaritmikus spiral képletének megadasa,
kozos kielemzése

Fontos észrevétel: sugér fiigg a szogt6l

frontalis osztalymunka

10 perc

Gorbe paraméterezésének bevezetése
egeres, hajos feladat bemutatasa

Szemléltetés Geogebraval

tanari magyarazat

3.2. tablazat. Oraterv a polarkoordinatéak bevezetéséhez




Osszefoglalas

Ahogyan a bevezetésben is irtuk, a dolgozatnak harmas célja volt. Az elsd, hogy az iil-
dozéses feladatokat rendszerezziik. A masodik, hogy precizebb, b&vebb leirdsat adjunk
a cikkekben megjelend levezetéseknek, mivel azok sok helyen nagyvonaliak. FEzt azért
tartjuk fontosnak, mert igy érthetébbé valik ezen feladatok, kérdések leirasa. Ezt to-
vabbflizve valosult meg a harmadik cél: hogy bemutassunk egy eszkozkészletet, amely
segitségével az iildozéses feladatok kozépiskolaban felhasznalhatok, bemutathatok.

Ehhez a harom célhoz kapcsolodik a dolgozat harom fejezete. Az elsé fejezetben
mutattuk be azokat az iildozéses feladatokat, amelyek megoldasahoz diszkrét megko-
zelitésre van sziikség: vagyis valamilyen idGegység alatt lépiink elére, és a menekiils
utjat pontrol-pontra adjuk meg. A fejezetben harom algoritmust adtunk meg, amelyek
mind egy-egy nyerd stratégiat adnak a szelidité szaméra. Ezen algoritmusoknél mind
bebizonyitottuk, hogy ezeket alkalmazva sosem éri utol az oroszldn a menekiil6t. A
kiilonbség a hdrom megkozelitésben abban rejlik, hogy hogyan adjuk meg, hogy melyik
irdnyba mozog a szelidit6 az i-dik lépés soran. Az elsé algoritmusban a kozéppontot
S;-vel kotjiik Ossze, és erre az egyenesre merdlegesen mozog a szelidité. A masodik és
harmadik algoritmusban az S;0; egyenesre merdlegesen mozog. A kiilonbség az, hogy
mennyi ideig mozog abban az irdnyban a menekiils. A mozgas idStartamat az Osszes
esetben 1igy kell megadnunk, hogy a szelidité 6rokké mozogjon. A bizonyitasok soran
annak belatasa volt a legnehezebb feladat, hogy a szelidité nem megy ki a meghatéro-
zott korbdl, ami ahhoz kell, hogy biztositsuk, hogy nem megy neki a ketrec falanak. A
mésodik fejezetben a folytonos esetet fejtettiik ki az iildozéses feladatok kapcsan. Ezek
a kérdések mind differencidlegyenletekre vezetnek. Ezeket megoldva megkapjuk a me-
nekiilg utvonalat. Mindkét leirt esetben fontos szerepet jatszanak a polarkoordinatak,
ugyanis a menekiil6 mindkét esetben logaritmikus spirdlon mozog.

A harmadik fejezetben mutattuk be azokat az eszkozoket amelyek sziikségesek az
els6 kettd megértéséhez, feldolgozésahoz, olyan szinten, hogy a kozépiskolai fakultéa-
cidhoz kapcsolodni tudjon. A diszkrét ideji esetben a legfontosabb eszkoz a végtelen
sorok konvergencidjanak fogalma. Kiemelten foglalkoztunk az 1/n és 1/n? sorok diver-

gencidjaval és konvergenciajaval. A folytonos ideji esetben polarkoordinatékkal lehet
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modellezni a mozgést, ezért ezen keresztiil kapcsolodtunk a koézépiskolai tananyaghoz.
Ravilagitottunk arra, hogy a stk tébbféle moédon koordinatazhatd, vagyis a korabban
emlitett szinergiak itt tetten érhetSk. A kozépiskolai tanulméanyok soréan a fakultacion
megjelenik a derivalas és az integralas. Ezeknek egy kovetkezd szintje a differenciél-
egyenletek, amiknek az egyszertibb tipusait a|3.3] szakaszban mutattuk be. A tanorai
feldolgozést segitendd elkészitettiink egy, a végtelen sorokhoz kapcsolédd tematikus
tervet. Ez egy 6 orat felolels terv, amely soran a szamtani, mértani sorozatoktol az 1/n
és 1/n? sorok Osszegéig juthatunk el. Emellett még egy oratervet is osszeéllitottunk a
polarkoordinatak bevezetéséhez. Itt kiemelt szerepet kap a kor egyenletének kiilonb6z6
megadasa.

Bizunk abban, hogy a megjelend témék és feladatok felkeltették az érdeklcdést

annyira, hogy akar kozépiskolai fakultacion is targyalasra keriilnek.
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