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BEVEZETES

A mindennapjaink soran szdmos alkalommal tapasztaljuk, hogy az emberek gyakran
rossz ¢lményeket kotnek a matematikahoz, vagy a kordbbi matematika tanulmanyaikhoz.
Ennek szamos kiilonb6z06, egyéntdl fliggd oka lehet. Mar a kdzépiskolai matematika tanulésa
is rendkiviil absztrakt, és mas terliletektdl eltéré gondolkoddsmodot igényel, amely
megneheziti a megértést, vagy mar az érdeklddés felkeltését is. A 21. szazadi digitélis
technoldgiaban tapasztalhat6 fejlodés ezt a tudomanyagat sem kertilte el. Kénnyen elérhetd
¢s hasznélhat6 alkalmazasok, illetve tananyagok jelentek meg az interneten a matematika
valamennyi témakoréhez kapcsolodoan. A tanuldk a digitalis eszkdzok, illetve alkalmazasok
hasznalatdban rendkiviil jartasok a hétkdznapokban. A matematikdval kapcsolatos
segédanyagok bevonasa az oktatasba segitségként szolgalhat a diakoknak kozelebb keriilni
a tantargyhoz.

Ahogy a tobbi témakorben, tigy a térgeometria esetében is lehetdség nyilik erre.
Annak érdekében, hogy a sikbdl a térbe kilépve, konnyebbé valhasson a tanuldok szamara
elképzelni a kiilonféle térbeli abrakat és testeket, szamos modellezd program alkalmazhatova
valt, amelyekre rovid keresgélés utdn konnyen ratalalhatunk az interneten. Az alabbiakban
az altalam ismert és kiprobalt, erre a célra megfeleld programokat mutatom be a
tapasztalataim alapjan. Az egyik ilyen a Cabri 3D néven futd, interaktiv matematikai
szoftver, amely a térgeometriai feladatok szemléltetéséhez nyujthat segitséget [1]. Ennek
hatranya, hogy csak angolul és spanyolul elérhetd, illetve az 1 hénapos probaverzio ingyenes
elérésen kiviil, ha tovabb szeretnénk hasznalni, akkor el6fizetést igényel. Egy masik,
tervezéshez hasznalhatdé program a Tinkercad nevet viseli [2], ahol a tanulok a
haromdimenziods tervezést probalhatjak ki, amelynek hasznélata egy kreativitast fejlesztd
feladat lehet szamukra. Ellenben, itt a testek alapvetd adatainak, részeinek berajzolasara és
kiemelésére nincs lehetdség, amely a tandrai kdrnyezetben a megértéshez fontos szempont.

A tobbféle, haromdimenzios szemléltetésre alkalmas lehetdség koziil szamomra a
GeoGebra 3D alkalmazas tobb szempontbdl is a legidealisabb [3].

Az emlitett GeoGebra 3D ingyenes, barki szdmara konnyen hozzaférhetd
alkalmazas, amely magyar nyelven all rendelkezésére a hasznaldinak. Emellett mind online,
mind pedig letdlthetd verzidban, valamint telefonos alkalmazasként is lehetdség van a

hasznalatara. Ezért dontéttem ugy, hogy ezt veszem igénybe a matematikaoran alkalmazhato



térgeometriai szemléltetdabrak készitésére, amelyek kozponti szerepet jatszanak a
szakdolgozatomban.

A GeoGebra programmal eldszor kozépiskolaban talalkoztam, fiiggvények
abrazolasahoz alkalmaztuk matematikadran. Késobb, az egyetemen tobbszor is eldkeriilt,
példaul azon a kurzuson, ahol az okostelefon matematikaéran vald alkalmazasi
lehetdségeirdl tanultunk. Ezutan részt vettem olyan egyetemi Ordn is, ahol részletesen
foglalkoztunk az alkalmazéssal. Akkor fogalmazodott meg bennem, hogy késobb, majd a
tanitas soran, milyen hasznos lesz szamomra, hogy elsajatithattam a részletes felhasznalasi
modjat és lehetdségeit. Azonban, ekkor még csak a sikbeli lehetdségekkel foglalkoztunk.
fgy felmeriilt bennem, hogy mivel a program rendelkezik térbeli modellezési funkcioval is,
vajon ezt hogyan lehetne hasznositani a matematikadrakon. Adddott, hogy a térgeometria
témakorénél eldkeriilé fogalmak €s problémak bemutatasanal segitség lehet. Azt tliztem ki
célul, hogy készitsek olyan digitalis anyagokat, amelyeket késdbb én is, illetve mas
matematikatanarok is hasznositani tudnak a térgeometria oktatdsa soran. Ezen elkészitett
segédanyagok Osszegylijtésével hoztam létre egy olyan feliiletet, ahol barki szamara (akar
tandr, akéar tanuld) konnyen hozzaférheté, a GeoGebra hiromdimenzidos valtozataval
készitett szemléltetdabrak talalhatdak. Itt szerepelnek altalanosan a kiilonbozd testek
haromdimenzios abrai, illetve konkrét feladatokra szabott abrak is.

A kovetkezokben eldszor roviden ismertetem a GeoGebra 3D programot, amellyel a
szakdolgozatomban, illetve az emlitett digitalis segédletben szerepld abrakat készitettem.

Az ezt kovetd fejezetben részletesen targyalom a kozépiskolai matematikadran
tanult, a térgeometria témakdrébe tartozo ismereteket, kibovitve az egyetemi tanulmanyaim
soran szerzett, a tétmahoz kapcsolddo allitasokkal, tételekkel. Ezek kivalasztasaban szerepet
jatszott, hogy melyek azok a tételek, illetve bizonyitasok, amelyekhez a dolgozatom
kozéppontjaban all6 GeoGebra 3D programmal készitett szemléltetdabra relevans segitségiil
szolgalhat.

Egy kiilon fejezetben bemutatom az altalam készitett tanitdsi segédletet, illetve
alkalmazasi lehetdségeit.

Fontos szempont volt, hogy visszajelzést kérjek els6sorban matematikatanaroktol,
hogy mi a véleményiik a segédletr6l, milyen lehetdséget latnak annak matematikaoran valo
alkalmazéasaban. Emellett a masik szemszdg, vagyis a tanulok visszajelzésére is sziikségem
volt. Arr6l kérdeztem Oket, hogy milyen tapasztalataik vannak, és mi a benyomadsuk,
egyrészt altalanosan a digitdlis tananyagok hasznalatarol, illetve az ismertetés utan

specidlisan az én segédletem alkalmazasarol.



1. GEOGEBRA 3D HASZNALATA

A szakdolgozatom kiinduldpontja a GeoGebra 3D rajzold alkalmazas felhasznalasi
lehetdsége a matematikadrakon. Minden abrat ezzel a céllal, ezen alkalmazas segitségével

készitettem. El0szor egy rovid attekintést teszek arrol, hogy mit kell tudni errdl a programrol.

1.1. Roviden a GeoGebra Classic programrol

A GeoGebra Classic (klasszikus GeoGebra) eredetileg egy matematika oktatasban
hasznalt segédeszkdz volt, amelyet a geometria és az algebra teriiletén alkalmaztak
dinamikus abrazolas céljabodl [4]. Az elnevezés is innen eredeztethetd. A programot Markus
Hohenwarter fejlesztette ki, aki a salzburgi egyetemen dolgozott. A program elénye tobbek
kozott, hogy rendkiviil széles korosztdlyban alkalmazhatd, az altalanos iskolatél az
egyetemig egyarant. Online, illetve letdlthetd valtozatban is elérhetd. A program ingyenes,
¢és szdmos digitalis eszkdzon, tobbek kozott szamitogépen és okostelefonon is hasznalhato.
Az alkalmazisban megjelend alapvetd parancsok hasznalatdhoz maga a program is
segitséget ny(jt az interneten konnyen elérheté kézikonyv formajaban [5]. Mara az els6

valtozathoz képest szamos tovabbi funkcidval boviilt az elérhetd programok tarhéza.

1.2. A haromdimenzios funkcio hasznalata

Az egyik ilyen fejlesztés a GeoGebra 3D rajzold (3D Calculator) nevet viseli [6]. A
GeoGebra ezen valtozata szintén egy dinamikus matematikai alkalmazas a geometria és az
algebra 0Osszekapcsolasaval, amely a sikbeli &brakészités Iehetdségét a térbeli
megvaldsitassal egésziti ki. Ahogy az eredeti program esetében, a hdromdimenzios valtozat
is elérhetd online és letdlthetd verzioban is. Android és i0S eszkdzon is hasznalhato.

A programmal az eredeti funkciokon kiviil lehetdség van kétismeretlenes fliggvények,
illetve paraméteres feliiletek abrazolasara, testek és kiillonféle haromdimenzids objektumok
szemléltetésére, illetve az objektumok metszeteinek megjelenitésére. Sokat hozzaad a
program sikerességéhez, hogy a létrehozott alakzatok nagyitdsara, kicsinyitésére ¢&s

forgatasara is lehetdség van. Az alkalmazds a testek térfogatanak meghatarozasara is



alkalmas, amely fogalommal, illetve szamitasara vonatkoz6 képletekkel a kozépiskolai
térgeometria tanulmanyok alatt sokat foglalkozunk.

A dolgozatomban szerepld abrak elkészitése soran a program sok hasznos lehetdségét
kihasznaltam. A kiilonbozo feliiletek szinének, atlatszosdganak beallitasa sokat szamit az
abra értelmezhetdségében. Az objektumok jeloléseinek alkalmazasa, a metszéspontok és
vonalak megadasa szinte minden esetben sziikséges volt. A kiillonbozd testek megjelenitése
néhany parancs ismeretével konnyen megvalosithato.

Ezen abrak a GeoGebra programmal készitett, hAromdimenzids szemléltetéabrak kép
formatumba alakitott valtozatai. Az eredeti, 3D-s verziok a késObb bemutatott tanari
segédletben érhetdk el.

A 2020-as Nemzeti alaptantervhez tartozd 9-12. osztdlyos tanulokra vonatkozo
kerettantervben szerepel, hogy ,,A tanulo digitalis eszkdzoket, a tanulast, a szemléltetést, a
tapasztalatszerzést ¢és a felfedezést segitd szoftvereket, digitalis informacidforrasokat
hasznal, a matematika alkalmazasat segit6 szamitogépes programokat ismer meg.” [7][8].
Ezen kompetencia elsajatitasdhoz jarul hozza, ha a didkok ismerik, és a térgeometria

témakorében hasznalni is tudjék a tanulas folyamataban a GeoGebra 3D alkalmazast.

1.3. Kiterjesztett valosag (Augmented reality - AR)

A Kkiterjesztett valosdg nem Osszekeverendd a virtudlis valosag fogalmaval. A
kiterjesztett valosag a valddi, fizikai kdrnyezetiink kombinacidja a digitalis eszkoziink altal
Osszegyljtott virtualis informaciokkal, de a felhasznald nincs teljes mértékben elszigetelve
a valosagtol [9].

Ezt hasznalja ki a GeoGebra AR funkcioja is [10]. Ez az eredeti program egy masik
fejlesztési teriilete. Az alkalmazas Android és iOS eszk6zOkon szintén hasznalhato. A
program segitségével haromdimenzids objektumokat tudunk megjeleniteni a minket
koriilvevd, valosagos kornyezetiinkben.

A hasznalatahoz el6szor az okoseszkoziinkre telepiteni kell a GeoGebra 3D Calculator
elnevezésli alkalmazast. A telepités utan az alkalmazast megnyitva hozzunk Ilétre egy
altalunk vélasztott barmilyen testet, amelyet el akarunk helyezni a kdrnyezetiinkben. Ekkor
megjelenik a képernydn az AR felirat, amelyre kattintva a program atvalt, és a képernyon a
telefonunk kameraképe jelenik meg. Ekkor ugy kell mozgatni a telefonunkat, hogy egy sima

feliiletre iranyitsuk a kamerat, mert ekkor tudja 1étrehozni a program azt a sikot, amelyhez



illeszti az abrankat. Ha ez megvan, a képernyd barmelyik részére kattintva megjelenik a
korabban létrehozott objektum a kdrnyezetiinkhoz illesztve. Ekkor akar a testet beliilrdl is
megvizsgalhatjuk a telefonunk megfelel6 irdnyt mozgatasaval.

A kiterjesztett valosdg matematikadran vald alkalmazéasat tdmogatja a nemrégen
megjelent AR konyvsorozat [11] Geometria cimii kiadvanya is. A kényvben a geometria
tananyagrészeihez tartoznak két- és haromdimenzids Kkiterjesztett valosag tartalmak,
amelyek érdekesebbé és konnyebben megjegyezhetdvé teszik az ismeretanyagot. Erre egy
példa az 1. é&bran lathato tartalom, amely a korhengerrel kapcsolatos informécidok
bemutatasara szolgal.

Ezen tartalmak eléréséhez le kell tolteni egy ingyenes applikaciot Android vagy i0S
mobileszkoziinkre, amelyen keresztiil megjelenithetdk.

A konyv tanoran is alkalmazhaté a tanulas tdmogatasaként. A weboldalon
javaslatokat is adnak ezzel kapcsolatban. Hasznalhatdé csoportmunka soran, vagy ki is

vetithetdk a tartalmak a MultiLearn online rendszer segitségével a konyv megvasarlasa utan.

A KORHENGER

1. dbra: A korhengerhez haszndlhato haromdimenzios
tananyag egy része
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2. TERGEOMETRIA A KOZEPISKOLABAN

A geometria gorog eredeti sz6, magyarul foldmérést jelent. Kialakuldsa onnan
eredeztethetd, hogy mar az Okorban sziikségessé valt a képzOmiivészetekben, illetve
épitészetben a kiilonbozo térbeli alakzatok jellemzése. A geometriat a térbeli alakzatok
tulajdonsagaival foglalkoz6 tudomanyként értelmezik a kozhasznalatban.

A kozépiskolai tanulményok soran elészor a sikgeometriai alapfogalmakkal
ismerkednek meg a tanulok. Megtanuljdk a haromszdgekkel, négyszogekkel, sokszogekkel
kapcsolatos ismereteket, foglalkoznak a teriiletszamitas problémajaval. Elsajatitjak a korrel,
¢s a kor részeivel kapcsolatos Osszefliggéseket, jeloléseket. Ezen eldzetes ismeret mind
sziikséges ahhoz, hogy 12. osztalyban, a térgeometria témakorénél értelmezni tudjak a testek
definicidit ¢és tulajdonsagait. Ekkor kilépiink a sikbol, és a térbeli gondolkodas valik
sziikségessé, ami sok esetben nehézséget okoz a diakoknak. Igy fontos kérdés, hogy milyen
modszert alkalmaz a tanar ezen témakdr felépitése soran.

A 2023 nyaran, illetve 6szén érettségizd diakokra még a 2012-es Nemzeti alaptantervre
épiilo érettségi kovetelmények vonatkoznak, mig a 2024 nyaran érettségizOknek mar az 1j,
2020-as szabalyozas szerinti kovetelményeket kell figyelembe venni [7][12][13].

A tovéabbiakban a térgeometria kdzépiskolai oktatasban vald felépitését tekintem at.
Mivel a testek felépitéséhez, felszinének, térfogatdnak értelmezéséhez a korabbi,
sikgeometriai ismeretekre van sziikség, igy a témakort ezen ismeretek targyalasaval kezdem.

Az alabbi fejezetben megjelend definicidk a Sokszinli matematika 12. tankonyvbdl

szarmaznak [14].

2.1. Térelemek

A 2020-as Nemzeti alaptantervhez tartozd kerettanterv [8] szerint a térelemek
targyalasa a kozépiskolaban 10. osztalyban szerepel eldszor a sikgeometria témakorben. 12.
osztalyban a térgeometria tanuldsakor ezen fogalmak atismétlésére van sziikség, mert ezen
alapokra épiilnek a tovabbi ismeretek.

Térelemeknek nevezziik a kovetkezd egyszerli objektumokat: a pont, az egyenes ¢és a
sik. Ezek a térgeometria alapfogalmai, nem definidljuk dket. Szintén nem definialjuk az

illeszkedés fogalmat.
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A térgeometria témakor bevezetését a térelemek kolcsonds helyzetének,

hajlasszogének ¢és tavolsaganak definialasaval tessziik meg.

2.1.1. Térelemek kolcsonos helyzete
El6szor az egyenesek ¢és sikok egymashoz vald viszonyanak eseteit vizsgalom.
Definicio:

Két egyenes:

metszd, ha pontosan egy k6zos pontjuk van.
- parhuzamos, ha egy sikban vannak, és nincs kozos pontjuk, azaz nem metszik
egymast.
- kitér6, ha nincsenek egy sikban.
- egybeesd, ha egynél tobb kdzos pontjuk van.
Két sik:
- metszd, ha pontosan egy kozds egyenesiik van.
- parhuzamos, ha nem metszik egymast.

- azonos, ha van legalabb harom, nem egy egyenesre illeszked6 k6zos pontjuk.

Egy egyenes és egy sik kolcsonds helyzetének esetei:
- azegyenes illeszkedik a sikra, ha az egyenes minden pontja a siknak is pontja.
- azegyenes a sikot egy pontban metszheti.

- azegyenes ¢s a sik parhuzamos, vagyis az egyenesnek ¢€s a siknak nincs kdzos pontja.

2.1.2. Térelemek hajlasszoge

Adott pontbol kiindulé két félegyenes altal Iétrehozott két sikrészt

szogtartomanyoknak, vagy roviden szogeknek nevezziik.

Két kitérd egyenes hajlasszogének fogalma az emelt szintli matematikaérettségi

kovetelményének része. [13]

Definicio: Két kitérd egyenes hajlasszoge az a sz0g, amelyet egy tetszéleges ponton atmend,

veliik parhuzamos egyenesek alkotnak.
Vizsgaljuk meg, hogy milyen lehet egy egyenes és egy sik hajlasszoge.

Egy egyenes és egy sik akkor merdleges egymasra, ha az egyenes merdleges a sik minden
egyenesére. Egy egyenes ¢és egy sik merdlegestdl kiillonbozo hajlasszogének értelmezéséhez

be kell vezetniink a merdleges vetiilet kifejezést. Egy pont egy adott sikon 1évé merdleges
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vetiilete az a pont, amelyet a pontbdl a sikra allitott merdleges és a sik metszéspontjaként

kapunk.

Definicié: Egy sikot metsz0 egyenes ¢és a sik hajlasszdge az a szog, amelyet az egyenes a
sikon 1évd merdleges vetiiletével zar be (2. abra). Ha a sik parhuzamos az egyenessel, akkor
a hajlasszogiik 0°.

Ertelmezhetd két metszé sik hajldsszoge is.

Definicié: A két metsz0 sik metszésvonalan kivalasztunk egy tetszdleges pontot.

A pontbdl mindkét sikon merdlegest allitunk a metszésvonalra. Az igy keletkezett két

egyenes altal bezart szoget nevezziik a két sik hajlasszogének (2. dbra). Két parhuzamos sik

hajlasszoge 0°.

2. dbra: Két metszd egyenes és két metszo sik hajlasszoge

2.1.3. Térelemek tavolsaga

Vizsgaljuk meg, hogy mit értiink a kiilonboz6 térelemek tavolsaga alatt. Altalanosan
azt mondhatjuk, hogy ha a két térelem pontjait minden lehetséges modon 6sszekotjik, és
kivalasztjuk az 6sszekotd szakaszok koziil a legrovidebbet, akkor azt a szakaszt nevezziik a

tavolsaguknak. Jele: d(ponthalmaz,, ponthalmaz,)
Definicio:
Pont és sik tdvolsdga a pont és a sikon 1évé merdleges vetiiletének tavolsaga.

Sik ¢és vele parhuzamos egyenes tavolsaga a sik €és az egyenes egy pontjanak a tavolsaga.

Két parhuzamos sik tavolsaga az egyik sik egy pontjanak a masiktol vett tavolsaga.
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2.2. Szabalyos testek

A kozépiskolai matematikaéran megfogalmazzuk, hogy mit jelent a poliéder kifejezés.
Az olyan testeket, amelyeket csak sokszogek hatarolnak, poliédereknek nevezzik. A

poliédereken beliil kiilon csoportot alkotnak a konvex poliéderek.

Definicié: A konvex poliéder olyan poliéder, amelynek barmely lapsikja altal meghatarozott

egyik félteret tekintve a poliéder minden pontja ebben a féltérben van.

Euler tétele konvex poliéderekre

Leonhard Euler svajci matematikus nevéhez flizédik a konvex poliéderek lapjainak,
¢leinek és csticsainak szama kozotti kapcsolatot megfogalmazé tétel. A tétel eldkeriilhet
emlités szintjén mar az altalanos iskolaban is, de részletesen kdzépiskolaban foglalkozunk
vele. A bizonyitésa itt is csak fakultacion keriil eld. A tétel elsé bizonyitasat Euler alkotta
meg, de ezen kiviil szdmos mas igazolas is sziiletett azota a tétel teljesiilésére. Most azt a
bizonyitast alkalmazom, ahogy mi tettiik ezt az egyetemi tanulmanyaim sordn. A
bizonyitasban szerepld éabra felrajzolasdhoz a GeoGebra haromdimenzios funkcidjat
hasznaltam Verhdoczki Laszlo el6adasjegyzete alapjan [15]. A tétel a kovetkezOképpen

hangzik:

Tétel: Legyen adva egy konvex poliéder, ahol a lapok szdmat /, az ¢élek szamat e, a csticsok

szamat c jeloli. Ekkor teljesiil a kovetkezd Osszefliggés:
l+c=e+2

A tétel bizonyitasdban hasznalt grafelméleti fogalmak értelmezéséhez a Diszkrét

matematika cimii konyvet hasznaltam fel [16].

Bizonyitas: Vegylink egy P konvex poliédert, amelynek teljes feliilete kék szinti.

Lépésenként atszinezziik a poliéder lapjainak belsejét és egyes éleit pirosra (3. abra).

1. Kivalasztunk egy lapot (L), és annak belsejét atszinezziik piros szinfire.

2. Vesziink egy olyan ¢lt (e;), amely az L, piros, és egy kék (L,) lapokat hatarolja.
Atszinezziik az e, élt (végpontjain kiviil) és az L, lap belsejét is piros sziniire.

3. Minden tovabbi lépésben kivalasztunk egy olyan élt, amely egy piros és egy kék

lapot hatéarol. Ezt kdvetden atszinezziik a kivalasztott élt és a kék lapot piros szinfire.
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fgy I 1épésben az 6sszes lap belseje at lesz szinezve, illetve [ — 1 piros éle lesz a

poliédernek.

Megallapithatd, hogy az i-edik (i = 2) 1épés utan azon lapok lesznek pirosak, amelyek egyik
¢le mar piros. Az atszinezés soran a piros lapok unidja mindig olyan, hogy barmelyik pontbodl
el lehet jutni barmelyik pontba egy tordttvonal mentén 0gy, hogy a tordttvonal a

poliéderfeliileten van, illetve minden pontja piros (poligondlisan Osszefiiggo).

Konnyen belathato, hogy a kék élek €s a poliéder csucsai egy kdrmentes, Osszefliggd grafot

adnak (fagraf):

- barmely csticsbol barmely masik cstcsba el lehet jutni kék élek mentén, a graf
osszefiiggo
(Indukcioval belathato: A 2. 1€pés utan teljesiil. Tegyiik fel, hogy az i-edik 1épés utan
is teljesiil By és B, csucsokra. Ha az i + 1-edik 1épésben atszinezett e; él a B, és B,
csucsokat 0sszekotd kék torottvonal egy oldala, akkor a két cstics 0sszekotésében e;
¢l helyett vehetjiik az L; lap tobbi oldala altal alkotott tordttvonalat, amely élek
biztosan kék szintiek. Igy teljesiil az i + 1-edik atszinezés utan is.)

- akek élek unioja nem tartalmazhat kort, a graf kormentes
(Indirekt belathatd: Az atszinezés utdn minden lap piros szintl, és a lapok unidja
poligonélisan &sszefiiggd. Ha lenne kék szinli kor a grafban, akkor az altala
létrehozott két tartomany kozott nem létezne piros szinl tordttvonal, ami ellent

mondd az el6bbi megallapitasnak.)

Belathatd, hogy egy c cstcsu fagraf éleinek szdma ¢ — 1. Ehhez eldszor kell a kovetkezd

megallapités:
Tétel: Minden (2 > cstcsu) fa tartalmaz olyan csticsot, amelynek foka 1.

Bizonyitas: Nullafoku (izolalt) cstics nem lehet, mert a graf 6sszefiiggd. Ha minden

csucs legalabb kétfoku lenne, akkor a grafban lenne kor.

Ennek felhasznalasaval, teljes indukciot alkalmazva adddik az eldbbi allités:

1. c¢=1-re, c =2-re teljesiil.
2. Indukci6s feltétel: ¢ — 1 csticsu fa éleinek szadma ¢ — 2.
3. Vegylink egy c csucsu fat. Az el6z0 tétel miatt ez biztosan tartalmaz 1-foku csucsot.

Hagyjuk el ezt a cstcsot a hozza tartozé éllel egyiitt. igy kapunk egy ¢ — 1 csticst,
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kormentes és 0sszefliggd grafot, aminek az indukcios feltétel miatt ¢ — 2 éle van.

Ebbdl az kovetkezik, hogy a ¢ csucsu, eredeti fanak ¢ — 1 €le van.

Tehat az iménti, ¢ csticsu fagraf éleinek szdma, azaz a kék élek szama ¢ — 1. A piros élek

szama a korabbiak alapjan [ — 1.
fgy a poliéder éleinek szama:

e =(c—1)+ (I — 1), amibdl atrendezéssel kovetkezik a tétel, azaze + 2 = c + L.

3. abra: Euler tételének bizonyitasa

Miel6tt altalanosan beszélnénk a térbeli testek tipusairdl, nézziikk meg azokat az
eseteket, amikor valamilyen szabalyossag fedezhetd fel a felépitésiikben. Ezen szabalyos
testekkel mar altalanos iskolaban is foglalkozunk.

Szabalyos konvex poliéderek

Fogalmazzuk meg, hogy mikor tekintiink egy konvex poliédert szabalyosnak.

Definicié: Egy konvex poliédert szabalyosnak mondunk, ha barmely két élének hossza

egyenld, barmely két €lszoge egyenld és barmely két éléhez tartozo lapszog egyenld.

A szabalyos konvex poliéderekkel kapcsolatban a kovetkezé tétel fogalmazhatdé meg [14]:
Tétel: Hasonlosag erejéig 0t szabalyos konvex poliéder létezik.

Bizonyitas: Legyenek a poliéder hatarololapjai n-oldalu szabalyos sokszogek. Jeldlje a

poliéder lapjainak szamat /, éleinek szamat e, csicsainak szamat c.
Mivel egy ¢élhez két oldal kapcsolodik, ezért teljesiil, hogy [ -n = 2 - e, amibdl | = %
Jelolje k az egy csucsba befutd élek szamat, ekkor k - ¢ = 2 - e, amibdl ¢ = %

+ zTe = e + 2, ebbdl e-vel valo osztassal adodik: % +% =1+ S )

Euler-tétele alapjan: %
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Ebbol kovetkezik, hogy = + = > 1, vagyis 2k + 2n > nk.

Tovabbi atalakitdsokkal: nk — 2k — 2n < 0,azaz (n — 2)(k—2) — 4 < 0.

Tehat (n — 2)(k — 2) < 4.

(n — 2) és (k — 2) lehetséges értékei: 1, 2 vagy 3. Ebbdl az kovetkezik, hogy n és k értékei
3,4 vagy 5 lehetnek. Ez azt jelenti, hogy a lapjait csak harom-, négy- és 6tszogek alkothatjak.

Az élek szamat a korabbi Gsszefliggések segitségével fejezhetjiik ki.

fgy a lehetséges 5 szabélyos konvex poliéder adatait az 1. tdblazat tartalmazza. A 4. abran

pedig a testeket €s a térhaldjukat jelenitettem meg.

Név n k 1 c e
tetraéder 3 3 4 4 6
hexaéder 4 3 6 8 12
oktaéder 3 4 8 6 12

dodekaéder 5 3 12 20 30
ikozaéder 3 5 20 12 30

1. tablazat: Az 6t szabadlyos konvex poliéder neve és adatai

4. abra: Az ot szabalyos konvex poliéder és térhaloja



2.3. Sikidomok Keriilete, teriilete

A konvex poliéderek hatarololapjainak adatait ismerniink kell ahhoz, hogy a
poliéderekkel részletesen foglalkozni tudjunk. Ezért el@szor a sikidomok tulajdonsagait
vesszik at.

A teriiletfogalommal mindenekel6tt altalanosan foglalkozok. Vizsgaljuk meg, hogy

mit varunk el a teriilet fogalmatol.

Legyen ¢ egy olyan fiiggvény, ahol a teriilettel rendelkezd alakzatok halmazahoz rendeliink
hozza valds szamokat. Ekkor teljesiilnek a kdvetkezd tulajdonsagok:
1) t=0
2) t(AUB) =t(A) + t(B), ahol 4 és B egymasba nem nylé ponthalmazok, azaz
belsé pontjaik metszete ilireshalmaz. Egy halmaz x belsé pontjara teljesiil, hogy
1étezik olyan r > 0, amelyre B(x,r) gdmb részhalmaza a halmaznak.
3) Eltolasra nézve invarians, tehat egy 4 halmaz, és annak v vektorral vett eltoltjdnak
teriilete egyenld. Azaz t(A + v) = t(4).

4) tnormalt, azaz az egységnégyzet teriilete 1.

Az altalanos teriiletfogalom megalkotasat az egyetemi tanulmanyai soran a Jordan-
mérhetéség bevezetésével tettiik meg [17]. Ehhez csak korlatos halmazokkal foglalkozunk,
azaz olyan halmazokkal, amelyek gombbel (vagy téglaval) lefedhetok.

Definicio: T = [a, b] X [c, d] € R? tégla. Ekkor t(T) = (b — a)(d — ¢)
H c R? korlatos, t(H)-t gy probaljuk definialni, hogy H-t kiviilrél és beliilrél téglakkal
kozelitjiik.
H halmaz kiilso teriilete,
k(H) = inf {¥7_1 t(Tj): Ty, ..., T,, tégla,n € N tetszdleges és H c U7 T;}
H halmaz belso teriilete,
b(H) = sup {¥7_, t(T)): Ty, ..., T, egymasba nem nyulo tégla, n €
N tetszéleges és UT T; < intH}
Definicié: H ¢ R? korlatos halmaz Jordan-mérhetd, ha b(H) = k(H).
Ekkor a H halmaz teriilete, mas szoval Jordan-mértéke: t(H) := b(H) = k(H).

A Jordan-tertiletre teljesiilnek a fenti tertilet tulajdonsagok.
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Idézziik fel néhany kozismert sikidom keriiletének és teriiletének szamitasi modjat. A
sikidomok mellett szereplé abrdk a képletekben hasznalt jelolések azonositasat és a

szemléltetést szolgaljak.

1) Négyzet 2) Téglalap
1
K = 4q ( K =2(a+b) b
T = a? A T =ab .
5. dbra: Négyzet 6. abra: Téglalap

3) Haromszog

K=a+b+c

_amg b-m, c¢-mg a-b-siny a-c-sinf b-c-sina

22 2 2 B 2 B 2
@}

Héron-képlet: T = \/ s(s—a)(s—b)(s—¢) c b

my D
a+ b +c
SE——p A N

N T 7. abra: Altaldnos
[ : | haromszog adatokkal
abc | 7 i ‘
T=r-s=_—- R/

8. dbra: Altaldnos haromszog
nevezetes korei

Specialis esetek

Derékszogii haromszog: Szabalyos haromszog:
T ab c-mg V3
S22 m=--a
™ : a-m 3
A T = _ V22 ) )
“lfe 2 4
I’) (
9. dbra: Derékszogii 10. a'bf’a: Sza.l.)dlyos
haromszog haromszog
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4) Paralelogramma
K =2(a+b)
T=a-mgy=b-my,=

) e f-sing
=a-b-sina = —

Mg @ : b

a

11. abra: Paralelogramma

6) Deltoid

K =2(a+b)
el
r-21
2 b b
A

13. abra: Deltoid

8) Sokszogek
K=a1+a2+"'+an
T=T,+T,++T,

5) Trapéz
K=a+b+c+d
_a+c

L

12. abra: Trapéz

7) Rombusz
K = 4a
e f
T=aqa- -
a-mg, 5

i
A =
V4 ; ///‘ /‘,
ofm T
o \
i E %

14. dbra: Rombusz

15. dabra: Sokszég
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2.4. A kor és részeinek teriilete

A testek kozil vannak olyanok, amelyek alaplapja, feddlapja egy kor. Idézziik fel a korrel

kapcsolatos ismereteket is.

Tétel: Az r sugart k kor kertilete és teriilete: la

K=2rm 0 "
T =r’n

16. abra: A kor és részei

Az r sugart korben az a kézépponti sz6ghoz tartozoé i, iv hossza:

. 2rm
la = 3600

~

Az r sugart korben az a kozépponti sz0ghoz tartozé korcikk teriilete:

r’m ., 1r?

A Qg

Megjegyzés: a” a szog fokban, @ a szog radidnban megadott értéke.

Erettségi feladatokban szerepelhet olyan kérdés, ami egy adott korszelet teriiletére
vonatkozik. A A huar és az i, iv altal hatarolt korszelet teriiletét a megfeleld korcikk és az

OPQ haromszog teriiletének kiilonbségeként szamolhatjuk ki (16. abra), azaz:

Txsrszelet = Tkorcikk — TOPQ hiromszog

2.5. A kocka és a téglatest

Az eldzetes ismeretek birtokdban mar meg tudjuk konstrudlni a térbeli testeket. A
térbeli jellemzés f6 szempontjai a felszin és a térfogat megvizsgalasa lesz. Ehhez el0szor

értelmezziik ezen fogalmakat.

A poliéder felszine a poliédert hatarold lapok teriiletdsszege.
A poliéder térfogata a poliéderre jellemzé nemnegativ szdm, amely a kovetkezd

tulajdonsagokkal rendelkezik:
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(1) Az egységkocka térfogata 1.
(2) Az egybevago poliéderek térfogata egyenlo.
(3) Ha egy poliédert részpoliéderekre vagunk szét, akkor a részek térfogatanak 0sszege

egyenld az egész poliéder térfogataval.

Mar az 5-8. osztalyosokra vonatkozo kerettantervben szerepel, hogy a tanuld az altalanos
iskolai tanulmanyainak végére képes értelmezni a kocka, €s a téglatest halgjat, ismeri ezek
alkotoelemeinek nevét, ki tudja szamolni a felsziniiket és a térfogatukat [18].
Jordan-mérték haromdimenziéban

Az altalanos teriiletfogalom mintajara beszélhetiink Jordan-mértékrél haromdimenzidban is.

Definicié: tengelyparhuzamos tégla R3-ban:
T = [ay, by] X [az, b] X [as, b3], ahol V j-re a;, b; € R és a; < b;.
Definicié: t5(T) := (b; — a;) (b, — a,) (b3 — a3)

Megjegyzés:

H c R® halmaz korlatos, kiilsé és belsd mértéke hasonldan értelmezhetd, mint a
kétdimenzios esetben. Mérhet6, ha k(H) = b(H), és ekkor a Jordan-mértéke t(H) :=
k(H) = b(H). A kétdimenzids esetben megismert 4 tulajdonsag itt, a haromdimenzids
esetben ugyanugy érvényes. Ebben az esetben t3([0,1] X [0,1] X [0,1]) =1 és ha 4, B
mérhet6 halmazok, akkor A U B,A N B, A\ B is mérheto.

Definicié: H# c R3 halmaz z-magassagt szekcioja: HZ = {(x,y) € R?: (x,y,z) € H}

Megjegyzés: A tobbi iranyt szekcid is hasonloan értelmezhetd.

Tétel: Legyen H C [aq, by] X [a,, b,] X [a3, b3] mérhetd. Ekkor
mm:fmmﬂw=fbmﬂu
as as

Azaz: a haromdimenzids Jordan-mérték egyenld a z-magassagli szekcid kétdimenzios belsd
mértékének, illetve ezen szekcid kiilsd mértékének megfeleld hatarok kozott vett

integraljaval.

Megjegyzés: Tulajdonképpen a halmazt ,,felvagjuk nagyon vékony szeletekre”, és a szeletek
kiilsd, illetve belsd teriileteit kiintegraljuk. Ezt ugy képzelhetjikk el, mint ahogy egy
kartyapakli szeletei a kartyalapok.
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A testek megvizsgalasat a kocka és a téglatest felszinének és térfogatanak értelmezésével
kezdjiik.

Tétel: Jelolje a, b és c egy téglatest harom ¢lének
hosszat (17. abra).

A téglatest térfogata az egy csticsbol kiindulo élek

hosszainak szorzata, azaz

V=a-b-c

17. abra: A téglatest és térhaloja

A téglatest felszine a hatarolo téglalapok teriileteinek Osszege, azaz

A=2-(ab+ ac + bc)

Minden térbeli test targyaldsa utdn megnézek egy, az adott ismeretek felhasznalasat igényld

feladatot.
A kovetkezo feladat a téglatesttel kapcsolatos.

Feladat: (Egységes ¢rettségi feladatgylijtemény, Matematika 1. [19] 1933. feladat)
Egy téglatest ¢leinek ardnya 1 : 3 : 5.

A felszinének és térfogatdnak mérdszama megegyezik. Mekkorak az élei?

Megoldas:

Jelolje az ¢élek hosszat x, 3x és 5x.

Ekkor a téglatest térfogatara teljesiil, hogy V' = x * 3x - 5x = 15x?, felszinére pedig
A=2"(x"3x+x"5x + 3x - 5x) = 46x2

Mivel ezek mérészama egyenld, igy 15x% = 46x2, amibél x =~ 3,07 egység.

Tehat a téglatest ¢leinek hossza: a = 3,07 egység, b = 9,21 egység, ¢ = 15,35 egység.

A kocka a téglatest specidlis esete, amikor a = b = c.

A kocka alkotoelemeit és térhalojat a 18. abra
szemlélteti, a hozzatartozo feladathoz segitségiil a

19. abra szolgal.

Tétel: Legyen egy kocka ¢élhossza a.

A kocka térfogata V = a3, felszine A = 6 - a®.

18. abra: A kocka és térhaldja
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A lapatl6 hossza:
a2+ a% =x%azazx= V2 -a
A testatld hossza:

a2+ x% =d?% azazd = V3 -a

A testatld és a lapatlo szoge: sina = %, azaz @ = 35,26°, igy [ = 54,74°.

Feladat: (Egységes érettségi feladatgylijtemény, Matematika 1. [19] 1928. feladat)
Milyen hosszt annak a kockanak az éle, amelynek a cstcsai a rajuk nem illeszkedd

testatlotol 3 cm tavolsagra vannak?

Megoldas:
Legyen a keresett ¢l a hossza. Ekkor AP =3 cm.

Az ABH derékszogli haromszog teriiletét kétféleképpen is

kiszamithatjuk:
AB-AH a-+\2a
1) Tapy = > 3 -m
BH-m V3a-3 H
2) Tppy = > B = >

19. abra: A kockaval kapcsolatos feladat
S " a-vV2a _ v3a-3 dbrdja
A két mérészam egyenld, azaz e

Ebbbé] atrendezéssel kapjuk, hogy a = 3v6 cm.

2.6. A hasab és a henger

A 2020-as Nemzeti alaptantervhez tartozdé kozépszintii érettségi kovetelmények
szerint [13] a tanulonak ismernie kell a hasab, a henger, a gula, a kiip, a gomb, a csonkagula,
a csonkakup részeit és alkotdelemeit, illetve tudja az ismereteit alkalmazni egyszerii
feladatokban. Emellett felsziniik és térfogatuk szamitdsat is el tudja végezni. Ezen testek

targyalasara kertil sor a kovetkezokben.

A haséabot és hengert egyiittesen hengerszerii testeknek nevezziik. E18szor nézziik a hasabbal

kapcsolatos kozépiskolai ismereteket.

Egy zart, sikbeli sokszogvonal pontjain keresztiil parhuzamosokat huzunk egy, a sokszog
sikjdval nem parhuzamos egyenessel, igy egy végtelen hasabfeliiletet kapunk. Ezt elvagjuk

a sokszog sikjaval, és egy vele parhuzamos sikkal. Az igy kapott véges test a hasdab.
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Definicio: Ha a metszdsikok merdlegesek az adott egyenesre, egyenes hasabot kapunk. A

szabalyos hasab olyan egyenes hasab, amelynél a zart sokszogvonal szabalyos sokszog.

Specialis hasabok:
1) Téglatest: téglalap alapt egyenes hasab.
2) Kocka: olyan téglatest, amelynek minden ¢€le egyenld.

3) Paralelepipedon: olyan haséab, ahol a kiindul6 sokszdgvonal paralelogramma.
A 20. abra a hasab, mig a 21. dbra a hasabhoz kapcsolodo feladat szemléltetéseként szolgal.

Tétel:
A T alapteriiletii, m magassagu hasab térfogata

V =T -m, felszine A = 2T + Tpais5:-

20. abra: A hasab és térhaloja

Feladat: (Sokszin(i matematika 12. [14] 97. oldal 5. b) feladat)

Egy egyenes hasab alapéle 10 cm, magassaga 20 cm. Mekkora a felszine és a térfogata, ha

az alapja egy szabalyos 6tszog?

Megoldas: .
_ C ete e, 1 360° o :
Az dbran a-val jelolt szog mértéke: - = 72°. ‘e
o e @ i
Az ABO haromszdg egyenldszart, igy > 36°. 200m
. 5 - 1
Ekkor sin36° = pot amibdl x = 8,5 cm. et
i balyos 6tszog teriilet \ 1‘(‘” /
a szabalyos 0tszog teriilete:
‘52 . Qj o 9 B
Totaplap = 5 * % = 171,28 cm?, # dw
2 21. dbra: A hasibbal
Tpalést =5-10cm 20 cm = 1000 cm? kapcsolatos feladat abrdja

Apasip = 2 - 171,79 cm? + 1000 cm? = 1343,56 cm?
Vhaséb =171,28 cm? 20 cm = 3435,69 cm3

A hengerrel kapcsolatos ismeretekkel folytatom a testek ismertetésének sorat.

Adott a sikon egy zart gorbe vonal. A gorbe vonal pontjain keresztiil parhuzamosokat
huzunk egy adott, a sikkal nem parhuzamos egyenessel, igy egy végtelen hengerfeliiletet

kapunk. Ezt elmetssziik a gorbe vonal sikjaval, és egy vele parhuzamos sikkal. Az igy kapott
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véges test a henger. A parhuzamosoknak azt a darabjat, amely a sikok koz¢ esik alkotoknak

nevezzik.

Definicié: Ha az adott egyenes merdleges a gorbe vonal sikjara, akkor egyenes hengert

kapunk. Ha a gorbe vonal egy kor, akkor a henger korhenger.
Specialis hengerek:
1) Egyenes korhenger (22. abra)
Legyen az alapkor sugara r, a henger magassaga m. Ekkor:
V=rimr-m

A=2-Talapk6,.+Tpalést=2-7‘27T+2-r7t-m=2r1t-(r+m)

@ O

22. abra: Az egyenes korhenger és térhaloja

2) Egyenlo oldalu egyenes korhenger (23. dbra): a tengelymetszete egy négyzet.

m=2r

1
e e (S
L]

.
23. abra: Egyenlé oldalu
egyenes korhenger
A Kkerettanterv elGirasa szerint [8] a témakor tanuldsa eredményeként a tanulo képes a
térgeometriai feladatoknal a problémanak megfeleld mértékegységben megadni a valaszt.

Erre példa egy olyan feladat, ahol a szamolas alapjan kapott mértékegységet tovabb kell

alakitania a helyes valaszadas érdekében. A feladatot a 24. dbra szemlélteti.

Feladat: (Osszefoglalo feladatgyiijtemény matematikabol [20] 2350. feladat)
Egy vizszintesen fekvd, henger alaku tartdlyban 1,25 m magasan 4ll a viz. Hany liter viz van

a hengerben, ha alapkorének sugara 80 cm, hossza pedig 2,5 m.
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Megoldas:
FO=FR -OR =125 cm - 80 cm =45 cm.
Az FPO derékszdgii haromszdgben:

45
cosa = 30 — a = 55,77° - 2a = 111,54°

TPSQ kérszelet — TOPSQ korcikk — TOPQ hiaromszog —

— rim 2al — OP - 0Q - sin2a — 24. abra: Egyenes kérhengerrel kapcsolatos
—\360° 2 - feladat abrdja

_ 80%m 11154 (80 -80 - Sin111,54°)

~ \360° ’ 2

TPSQ Korszelet = 3253 cm?.
TPRQ korszelet = Talapkt')r - TPSQ Korszelet = 16853 sz — 1,685 mz

V= TPRQ Korszelet * M = 1,685 m?-2,5m=4,21m3 - 42131

Nézziik a haromdimenzids Jordan-mérték egyik alkalmazéasat, a forgashenger
térfogatanak bizonyitasa soran (25. dbra). Az alabbi bizonyitdsi mddszerrel (integralas) az
emelt szintli kdzépiskolai tanulmanyok soran is taldlkozhatunk, de a z-magassagu szekcid

fogalmanak értelmezése az egyetemi analizis kurzus soran valosul meg [17].

Legyen a H halmaz a kdvetkezd:

H := B,(0,0) x [0,m], ahol B,.(0,0) = {(x,y) € R?:x? + y? < r?} zart korlap, a henger
alapja.
Ahhoz, hogy az el6z0 tételt alkalmazzuk, sziikség van a H halmaz mérhetdségére. Ehhez

nézziik a kdvetkezo tételt.
Tétel: Ha H c RP? korlatos, konvex halmaz, ahol p = 1,2,3, akkor H mérhetd.
A forgashenger esetében H? = B,.(0,0) V z € [0, m]-re.

Ha elfogadjuk a H halmaz mérhetdségét, akkor felirhaté a kovetkezd Osszefliggés, amivel

bizonyitjuk a korabban mar megismert térfogatképletet:

m m
t;(H) = f t,(B,(0,0)) dz = f r’rdz=m-r’m
0 0

27



25. abra: A forgashenger térfogatanak
bizonyitasa

2.7. A gula és a kup

A gulat és a kapot egyiittesen kupszerii testeknek nevezziik. Ilyen testet gy kapunk,
ha egy sikidom keriiletén ugy vezetiink koriil egy egyenest, hogy az allandodan illeszkedjen

egy adott, a sikidom sikjan kiviili pontra.

A gtila fogalmaval eldszor altaldnos iskolaban talalkoznak a didkok. Mar ekkor megtanuljak

a gula alkotdelemeit, ezek tulajdonsagait, illetve le tudjak rajzolni a halojat [18].

Vizsgaljuk meg el6szor a galaval kapcsolatos kézépiskolai ismereteket.

Ha egy zart sikbeli sokszogvonal pontjain keresztiil egy, a sokszogvonal sikjara nem
illeszkedd, rogzitett ponton athaladd egyeneseket huizunk, akkor egy végtelen, kettos
kupszeri feliiletet kapunk. A rogzitett pont és a sokszdgvonal sikja altal kapott véges térrész

a gula.

Definicié: Ha a gula oldalélei egyenldk, akkor egyenes gulanak nevezziik. Ha a gtla
oldallapjai egybevagd, egyenld szarti haromszogek, akkor szabalyos sokszog alapt egyenes
gularél, roviden szabadlyos gularol beszEliink (26. abra).
Specialis gulak:

1) Tetraéder: harom oldalu gula.

2) Szabalyos tetraéder: lapjai egybevagé szabalyos haromszogek.
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Tétel: A T alapteriileti, m magassagt gula térfogata

Tajap - m ,
V= %, felszine A = Tyjap + Tpalsst-

26. abra: A gula és térhaldja
Specialis eset:

Szabalyos tetraéder (27. abra): a hatarololapjai négy egybevagd szabalyos haromszog.
D

V3
Talap=T.a2_>A=4'Talap=\/§'a2

ma=7a

Mivel a szabalyos haromszog magassagpontja a

magassag csucstol tdvolabbi harmadoldpontjaban

r Lo 2
talalhato, igy AM =-m, ) o )
3 27. abra: Specialis gula: szabalyos

tetraéder

=—a

V3 3
2473

2 2
3™ =3
Az AMD haromszogben alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:

2
(ﬁa) +mg, = a?, ebbdl my = \Ea.

3

Az éltalanos térfogatképletbe helyettesitve: V = g al

Feladat: (Osszefoglalo feladatgyiijtemény matematikabol [20] 2271. feladat)

Egy szabdlyos hatoldalt gula alapéle 9 cm, magassaga 15 cm. Mekkora a felszine és a

térfogata?

Megoldas:
A gula alaplapja egy szabalyos hatszog, ami feloszthaté hat, egybevagd szabélyos

haromszogre, ilyen példaul az ABO haromszdg (28. dbra).

A szabalyos haromszog teriilete az oldalhosszanak g-szerese:

V3

— .02 — 2
TABO haromszog — T 94 = 35,07 cm©.

Ebb6l Tyyap = 6 * Tapo haromszog = 210,44 cm?.
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- 210,44 cm? - 15 cm

3 =1052,2 cm?

Az ABO szabalyos haromszdg a alapéléhez tartozo magassaga

?-a, azaz m, = 7,79 cm. Ez alapjan, a Pitagorasz-tétel

segitségével kiszamolhat6é az OFM deré¢kszogli haromszog FM

oldaldnak hossza, ami a gula oldallapjat alkotot, egyenlészaru

haromszog magassaga. 28. abra: A gulaval kapcsolatos

feladat abraja
152 + 7,79% = m2, amib8l m, = 16,9 cm.
fgy kiszamithat6 a giila felszine:
9cm 16,9 cm
A= Talaplap +6- Toldallap = 210,44 sz +6- ) = 666, 74 sz

Nézziik meg a masik kupszeri test, a kup jellemzését.

Ha egy zart sikbeli gorbe vonal pontjain keresztiil egy rogzitett ponton athaladé egyeneseket
huzunk, akkor egy végtelen kettos kupfeliiletet kapunk. A rogzitett pont és a gorbe vonal
sikja altal hatarolt véges térrész a kup. Az egyeneseknek azt a darabjat, amely a rogzitett

pont és a sik koz¢é esik, alkotoknak nevezziik.
Specialis kupok:
1) Korkup: az alaplap kor.
2) Egyenes korktp (29. abra): a tengely merdleges a kor sikjara

29. abra: Az egyenes korkup és térhaloja

Tétel: A T alapteriiletli, m magassagu, a alkotdju egyenes korktp térfogata

Talap-m __ r?
3

V=

m-m ,
5 felszine A = Tapap + Tpaisst = r’m+ nra = nr(r + a)

. , i-a 2r -a
Megjegyzes: Tpaisst = - =, =Tmra

3) Egyenld oldalu kup: a tengelymetszete szabalyos haromszog
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Feladat: (Sokszin(i matematika 12. [14] 102. oldal 9. feladat)
Egy haromszog harom oldala 3 cm, 4 cm és 5 cm. Megforgatjuk a leghosszabb oldala mentén
(30. abra). Mekkora a keletkezett test felszine és térfogata?
Megoldas:

Mivel a 3, 4, 5 pitagoraszi-szamharmas, igy tudjuk, hogy
a kiindulési haromszog derékszogii.

Az ABC  haromszog  teriiletét  kétféleképpen

kiszamolhatjuk:
AC-CB _ 3-4 . AB-m 5.7
T = =— illetve T = —28 =>—
2 2 2 2
A kétféle eredményt egyenldve téve kapjuk, hogy 30. dbra: Az egyenes korkippal
kapcsolatos feladat abrdja
r =2,4cm.

Osszuk fel az AB szakaszt két részre, AT =M, és TB=M, =5 — M.

Az ATC derékszogii haromszdgben a Pitagorasz-tétel alapjan:

M? + r? = AC?, ebbdl M; = 1,8 cm. Ez alapjan M, = 3,2 cm.

A keletkezett test térfogata a két kiip térfogatanak 6sszegeként adodik:

24°m-18 24%m -3.2 ,
V="tV ="———+-—5—"—=3016cm

Hasonloan szamolhato a keletkezett test felszine is:

A= Tyqussrr + Tpaiase =T 2,43+ 12,44 = 52,78 cm?

A haromdimenzios Jordan-mérték egy masik alkalmazasaként a korkup térfogatanak

bizonyitasat nyerjik [17]. A GeoGebra 3D ennck szemléltetéséhez is alkalmazhato.

Legyen a H halmaz most maga a korkup, ami egy konvex idom, igy mérhetd. Legyen C a
korktp csucsa, az O pont az alaplap kozéppontja, u pedig az alaplapjanak egy pontja.
Ekkor [C, u] a C ¢és u pontokat 6sszekotd szakasz. Ekkor a H halmaz felirhat6 a kdvetkezo
Osszefiiggéssel:
H= U (C,u]
u€By(0)
B,(0) c xy sik, legyen a H? kérlap sugara p,. A TT; tavolsagot jeldlje z, a korkap

magassagat pedig m.

31



A 31. éabra alapjan a CP;0, és a CPO haromszogek hasonloak, mert szogeik paronként

egyenlok. ¢
fgy felirhato az aldbbi sszefiiggés: .
P, Mm—z
T m

Innen kifejezheto:

Pz =T"

31. abra: A kérkup térfogatanak bizonyitasa

Mivel megallapitottuk a bizonyitas elején, hogy a H halmaz mérhetd, ezért alkalmazzuk ra

a szekciokra vonatkozo tételt:

r rom 2 2 (m-231" r*m-m
-z T [-(m—-2z .
. . m 3 0

m 3

Az egyetemi ismereteim alapjan tovabbi fogalmak is kothetdk az eddig emlitett
kuppal kapcsolatos ismeretekhez. Verhoczki Laszlo eldadasjegyzete alapjan fogalmazom
meg a kovetkez6 definiciokat és tételt [22]. Ezek szemléltetéséhez szintén hasznaltam a

GeoGebra 3D funkciojat (32. és 33. abra).

efinicio: Adott a terben egy ¢ egyenes €s azon egy C pont, illetve egy ¢ (0 < ¢ < =) szog.
Definicié: Ad 2rb : C ill 0 ’ZT 5

Forgaskupnak nevezziikk a C ponton athalado, ¢ egyenessel ¢ szoget bezaré egyenesek
unidjat. Tengelye a ¢ egyenes, csucsa a C pont, félnyilasszoge a ¢ szdg. Alkotoknak nevezziik

azokat az egyeneseket, amelyeket a forgaskup tartalmaz.

Definicié: Legyen adott egy gombfeliillet a térben. A gombfeliilet érintokupja az a

forgaskup, amely 0sszes alkotdegyenese érinti a gombot.

Legyen adott a térben egy K forgaskupfeliilet és egy, K csucspontjan 4t nem mend o sik.
Ennek ismeretében értelmezziik a kovetkezd, specidlis gombfeliiletet, amely Germinal

Pierre Dandelin francia matematikus nevéhez fiizodik.

A K forgaskip és a o sik metszetéhez tartozo6 Dandelin-féle gombon egy olyan

gombfeliiletet értiink, amelyet €rint a o sik, és amelynek a K forgasktp az érintékupja.
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A forgaskup és a sik metszete tobbféle geometriai alakzatot is meghatarozhat. Ezzel

kapcsolatosan a kdvetkezo tétel fogalmazhaté meg:

Tétel: Adott egy ¢ tengelyti, C cstcspontu €s ¢ félnyilasszogl forgaskup, és egy sik, amely
metszi a ¢ tengelyt, de nem merdleges rd, illetve nem halad 4t a C cstcson. Jeldlje § a ¢

tengely ¢és a o sik altal bezart szoget. Ekkor igazak a kovetkezok:

1) Haf > ¢, akkor o0 N K egy ellipszis a o sikban.
2) Hapf < ¢, akkor o N K egy hiperbola.
3) Haf = ¢, akkor o N K egy parabola.

Ezen tétel bizonyitdsdhoz a korabban definidlt Dandelin-gombre lesz sziikség. A tétel 1)
pontjat bizonyitom, amelyhez egy kétdimenzios és egy haromdimenzios abrat is készitettem

szemléltetésként.

Bizonyitas (1) eset):

Nézziik azt az esetet, amikor f > ¢. Legyen u az a sik, amely merdleges a o sikra és
tartalmazza a t tengelyt. A u sik és a forgasktip metszeteként kapott alkotoegyeneseket jeldlje
eq és e,. Legyen u N g = s egyenes. Ebben az esetben a 3, azaz a o sik és a ¢ tengely altal

bezart sz0g éppen a ¢ €s az s egyenes hajlasszogével egyenlo.

A kupalkotok merdleges vetiiletei a pu sikon egy olyan cstcsszogtartomanyt képeznek,

amelyet az e; ¢s e, egyenesek hatarolnak.

A ¢ siknak minden alkotdval van metszéspontja, €s a 0 N K sikmetszet az egyik félkapon

helyezkedik el.

Legyen sNe; = A; és sNe, = A,. Az A;A,C haromszog beirt kore kq, kozéppontja 0,
rajta van a ¢ tengelyen. A haromszog A, 4, oldalat érintse F; pontban. Az A;A,C hadromszog
hozzairt kore k,, kozéppontja O, rajta van a ¢ tengelyen. A hdromszdg A4, oldalat érintse

F, pontban.

Forgassuk meg az e; alkotot a ¢ tengely koriil. Ekkor a K forgaskupot kapjuk. Vegyiik azt a
két gdbmbot, amelyek centrumai 04 és 0,, és amelyek p-beli fokorei kq és k,. Jelolje ezeket

G, és G,.

G, ¢és G, egy érintokupja K, illetve ezeket a gdbmboket a o sik az F; és F, pontokban érinti.

Tehat definicio6 szerint ezek a K forgaskup a o sik metszetéhez tartoz6 Dandelin-gombok.

33



Legyen h; és h, az a két gombi kor, amelyek mentén K a két gdombot érinti. Ezek u-re esé
meréleges vetliletei hy és h, szakaszok. A h; és h, kordk altal, az alkotokbol kimetszett

szakaszok hosszanak felét jeldlje a. Ezen szakaszok egyenld hosszuak.
Legyen az egyik alkotéegyenes g,ésgnNo =P, gN G, = E;,gN G, = E;.
Ekkor barmely g-re: E; E, = 2a.

Egy kiilsé pontbdl egy adott gdmbkoz huzott érintészakaszok hossza allando, ezért:

PF, = PE,, illetve hasonl6an PF, = PE,.

Teljesiil a kovetkezo:
PF1+PF2=PE1+PE2=E1P+PE2=E1E2=ZCI
Azaz o N K pontjai a ¢ sik azon pontjai, amelyek F;-tl és F,-t6]l mért tavolsagdsszege

megegyezik 2a-val. Definici6 szerint ezek a pontok egy F; és F, fokuszpontu ellipszist

adnak.

Megjegyzés: A sikbeli dbran (32. abra) egy adott alakzat u sikon vett merdleges vetiiletét

vesszovel jelolom, példaul P merdleges vetiilete P’.

32. abra: A K forgaskup és a o sik metszete ellipszis
(szemléltetés az alakzatok merdleges vetiileteivel)
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33. abra: A K forgaskup és a o sik metszete ellipszis
(szemléltetés haromdimenzioban)

(A 2) és 3) eset is hasonld moddszerrel igazolhato.)

2.8. A csonkagula és a csonkakup
Az elébbiekben targyalt guldbol és kiipbol szarmaztatva ijabb testeket nyerhetiink.
Ezen testek targyaldsara és tulajdonsagaik megvizsgalasara a kdzépiskolaban keriil sor.

A gulat az alaplapjaval parhuzamos sikkal elvagjuk. Az alaplap és a vagosik kozotti test a

csonkagula.

Tétel: Ha egy csonkagtla (34. abra) magassaga m, alaplapjanak

teriilete 7, feddlapjanak tertilete ¢, akkor térfogata ¢és felszine:
m
Vcsonkagﬁla = ? T+NT-t+10)

Acsonkagl’lla =T+t+ Tpalést

Megjegyzés: Ezen térfogatképlet bizonyitdsa csak az emelt szintii

34. abra: A csonkagula

érettségi kovetelményeiben szerepel [13].

Feladat: (Matematika Gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgyiijtemény III. [21] 1902.
feladata alapjan)

Egy vizgylijté medence lefelé¢ keskenyedd csonkagula alaka (35. abra). Felsé lapja 14 m,
alsé lapja 10 m oldali négyzet, mélysége 6 m. Mennyi viz fér bele? Mekkora a medence

felszine?

35



Megoldas:
Elészor a medence térfogatara vagyunk kivancsiak.
Ezt a fenti képlet segitségével, a megfeleld adatok behelyettesitésével tudjuk kiszdmolni.

Ttelss1ap = 196 m? és Taiss lap = 100 m?
V= 2 (196 - V196 - 100 - 100 = 872 m?, ami 872 000 dm® = 872 000 liter.

Ennyi viz fér a vizgylijté medencébe.

A4

35. dbra: A csonkagiilihoz tartozé feladat
dbrdja
Ezutan a felszinhez sziikséges hidnyz6 adatokat hatdrozzuk meg. A csonkagula palastjanak
meghatarozasdhoz szilikségilink van az oldallapjanak teriiletére. Az oldallapjai egybevagd
trapézok. A trapézok magassagat a Pitagorasz-tétel segitségével a PQR derékszogl
haromszogbdl fejezhetjiik ki:

X = 14;10 = 2m, igy 2% + 6> = m?, ahonnan m = 6,3 m

fgy a csonkagula palastjanak teriilete:

14 + 10

Tpalést =4- Ttrapéz =4- (

: 6,3) = 302,4 m?

Mivel most a csonkagula felsd lapjanak teriiletével nem kell szamolnunk:

A =100 m? + 302,4 m? = 402,4 m?

Tehat a vizgy(ijté medence felszine 402,4 m?.
A csonkaguldahoz hasonldan, kipbol szarmaztatott testet is tudunk konstrualni.

Egy kupot az alaplappal parhuzamos sikkal elmetssziik. Igy egy kisebb kuipot, illetve egy
csonkakupot kapunk (36. abra).
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36. abra: A csonkakup és paldstja

Tétel: Ha a csonkakup alaplapjanak sugara R, a feddlapjanak sugara r, és az alkotoja a, akkor

a térfogata ¢s felszine:
m-m
Vcsonkakﬁp = T (RZ + Rr + r2)

Acsonkakip = R*T + 12w + (R + 1) - ma, ahol Tpgis5e = (R +7) - ma

Megjegyzés: A csonkaguldhoz hasonloan ezen térfogatképlet bizonyitasa is csak emelt

szintll tananyag a kdzépiskolaban.

Feladat: (Egységes érettségi feladatgylijtemény, Matematika 1. [19] 2026. feladat)
Csonkakup alaku ldmpaerny6t készitiink ajandékba (37. abra).

Az adatok: R=7,5 cm, r =5 cm, az alkotéo a = 10 cm.

Mekkorara kell valasztani a korlap sugarat, amelybdl kivaghat6 a ldmpaerny6? Elég-e egy

negyed korlap az elkészitéshez?

Megoldas:

Az 0, P;M haromszog hasonl6 az 0, P, M haromszdghdz, mert szogeik paronként egyenlok.
Ezért a megfeleld oldalaik aranya egyenld, azaz % = ﬁ. A megfeleld adatokat
behelyettesitve:

X
— = , ahonnan x = 20 cm.
75  x+10

Tehat 10 cm + 20 cm, azaz 30 cm sugart korlapbdl lehet kivagni a lampaernyot.
Még meg kell vizsgalnunk a 37. abran a-val jeldlt kozépponti szdget. Legyen a a szog

radianban kifejezett értéke. Ekkor 2rm = i, = x - a. Atrendezéssel, és a megfeleld adatokat

, . 5 .
behelyettesitve: a = 25T
20 2

Ez pont 90°-kal egyenld, tehat elég egy negyed korlap a [ampaerny6 elkészitéséhez.
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37. abra: A csonkakuphoz tartozo feladat abrai

2.9. A gomb

Definicié: Adott egy O pont €s egy r pozitiv valos szam. A tér pontjait jelolje X. Az O

kozépponttal és r sugarral meghatarozott gombfeliilet a kovetkezd alakzat:
GO,r)={PEX| 0P =r}.

Azaz: azon pontok mértani helye a térben, amelyek tavolsaga

egy adott ponttol egyenld (38. abra). St

Tétel: Az r sugarti gdmb felszine

4r3m

V = 4r?m, térfogata A =
38. abra: A gémb

Megjegyzés:

Az O centrum, r sugaru zart gdmbtest a kdvetkez6 alakzat:
B(O,r)={PEX|0OP <r}.

Az O centrumu, » sugaru nyilt gdmbtest pedig az alabbi alakzat:

N(,7) ={P € X|OP <r}.

Nézziink néhany, a gomb részeivel kapcsolatos fogalmat. A goémb fokére a
kézépponton atmend sikmetszetet jelenti. A gdmbfeliiletet egy metszd sik két gombsiivegre,
a gombtestet két gombszeletre vagja szét. Ha egy gombsiiveg (gombszelet) alapkdrének
minden pontjat Osszekdtjik a gomb kozéppontjaval, akkor a kapott két résztestet
gombcikknek nevezzik. A gombfeliiletb6l két parhuzamos metszd sik gombovet, a

gdmbtestbdl pedig gombréteget metsz ki.
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Feladat: (Egységes érettségi feladatgylijtemény, Matematika 1. [19] 2036. feladat)
Egy gombot két parhuzamos, egymastdl 6 cm tavolsagra 1évo sik metsz. A sikmetszetek

sugara 24, illetve 32 cm. Mekkora a gdomb sugara?

Megoldas:
Két eset lehetséges: A két sikmetszet a gomb koézéppontjdra nézve egyezd iranyban
helyezkedik el, vagy ellentétes irdnyban (39. abra). Jel6lje R a gdbmb sugarat.
1. eset: egyezo iranyban
Ekkorr; =32 cm,r, = 24 cm, 0,0, = 6 cm, 00, = x cm
Az 00,4 és az 00,4, derékszogli haromszogekbdl a Pitagorasz-tétel segitségével
egyarant kifejezhetd az R2. A kétféleképpen kifejezett értékét egyenlévé téve adodik:
(x + 6)? + 242 = x? + 322, amib6l x = 34,3 cm. Az egyik Pitagorasz-tétellel felirt
Osszefliggésbe visszahelyettesitve R = 46,9 cm.
2. eset: kiilonbozo iranyban
Ekkorr; =32 cm,r, =24 cm, 00, = 6 —x cm, 00, = x cm
Ismét két pitagoraszi Osszefiiggés irhatod fel, szintén az 00,4, és az 00,4,
derékszogli haromszogekbdl, ahol az el6zd esethez hasonléan most a kovetkez6t
kapjuk: (6 — x)? + 24% = x? + 322, amibSl x ~ — 34,3 cm. Igy ez az eset nem

lehetséges.

o
o
S

=

J
|

1

1
-

1

]
=

39. abra: A gémbbel kapcsolatos feladat abrai

A kozépiskoldban is emlitésre keriild Cavalieri-elv egyik alkalmazasat hasznaltuk ki az
analizis tanulmdnyaim sordn a félgdmb, majd ebbdl kovetkezve a gdomb térfogatanak

bizonyitasahoz [17].

Cavalieri-elv:

A, B c R3 mérhetéek és tegyiik fel, hogy minden z-re t,(A%) = t,(B%). Ekkor t3(A) = t;(B).
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Alkalmazas: félgomb térfogatara vonatkozo képlet bizonyitasa

Vegyiink 2 mérhetd testet, A-t és B-t (40. abra).

A test: R sugaru félgémb

B test: R magassagu, R sugart kor alapti hengerbdl kivagunk egy ugyanilyen kor alapq, és
szintén R magassagu kapot.

Vizsgaljuk meg mindkét esetben a z-magassagu szekciok teriiletét!

Az A test esetében ez a szekcid egy 1, sugara kor, ahol a sugarra teljesiil a Pitagorasz-tételt

alkalmazva: r, = VR? — z2

A sugar segitségével felirhato a keresett szekcio teriilete: t(4%) = (R? — z¥)m

A B test esetén a szekciod egy korgytirti, ahol a belso kor sugara z, a kiilsé kor sugara R.

fgy a z-magassagu szekciora teljesiil: R?m — z?m = (R? — z9)1

Mivel a félgomb konvex alakzat, ezért mérhetd. Hasonloan mérhetd a B alakzat is, mivel a
henger ¢és a kup mérhetéek. Emellett az imént megallapitottuk, hogy barmely z esetén a z-

magassagu szekcidik egyez0 teriiletliek. Ekkor alkalmazhat6 a Cavalieri-elv:

t;(félgomb) = t3(A) = t3(B) = tg(henger) — t;(kip)

A térfogat additivitdsa miatt igaz az alabbi 0sszefliggés:

. R?m - R
t;(B) = t3(henger) — t;(kip) = R?7-R — —3
Tehat a félgomb térfogatéra felirhato:
o R3m 2R3m
t;(félgomb) = R3m — —— =
3 3
Ebbdl az kovetkezik, hogy az R sugaru gémb térfogata:
4R31
t;(gomb) =
3
5 : R
Z'l__;_’/ R
Q= (0.0) g;(O.O)R

40. abra: Cavalieri-elv alkalmazasanak bizonyitasa
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2.10. Egymasba irt testek

Legyen adva egy nem iires H ponthalmaz. Ezen alakzat konvex burkan a H-t
tartalmazo Osszes konvex alakzat metszetét értjiikk [15]. Jelolése: Konv(H).
Ha H egy konvex ponthalmaz, akkor a konvex burka énmaga. Ekkor Konv(H) a legsziikebb

konvex alakzat, amely tartalmazza H-t.
A mar korabban definialt konvex poliédert a konvex burka segitségével is definidlhatjuk.

Definiciéo: A konvex poliédernek nevezzik a térben véges sok, nem egysiki pont konvex
burkat.

Konstrudljunk szabalyos poliéderekbdl ujabb szabalyos poliédert. Ehhez vizsgaljuk
meg a hexaédert. Vegyiik azt a ponthalmazt, amelyet a kocka lapkézéppontjai alkotnak. Ezen
halmaz H = {Cy, C;,C3,C,,Cs, Cg}. Ezen halmaz konvex burka az a konvex poliéder,
amelynek lapjai szabalyos haromszdgek. Az is belathato, hogy az élekhez tartozo lapszogek
is egyenléek. Az élek, lapok €s csucsok szdmat megvizsgalva adodik, hogy a konvex burka

egy szabalyos poliéder, az oktaéder.

Az is megfigyelhetd, hogyha azt a ponthalmazt vizsgaljuk, amelynek elemei egy

oktaéder lapkdzéppontjai, akkor ezen halmaz konvex burka egy kocka.

Definiciéo: A P és a O konvex poliédert egymas dudlisanak mondjuk, ha élszamuk k6zos, és
az egyik poliéder lapjainak szdma megegyezik a masik poliéder csuicsainak szadmaval és

forditva.

Vizsgaljuk meg az 6t szabalyos test dualisat (41. abra).
A tetraéder dudlisa onmaga. A hexaéder ¢és az oktaéder egymas dudlisa, illetve a dodekaéder

¢s az ikozaéder is szintén egymads dudlisa.

Az emelt szinti matematikaérettségi kovetelményeihez tartozik a testek beirt és
koréirt gombjének ismerete €s az ehhez kapcsolédo feladatok megoldasi modjanak
elsajatitasa [13]. Ezen fogalmak elképzelése szintén nehézséget jelent a tanulok szamara.
Vannak olyan feladatok, ahol az adott gdmb sugaranak, vagy a tetraéder egyéb adatanak
kiszamitasa a kérdés. Ehhez segitségiil szolgal egy haromdimenzios abra, ahol az adatok

jelolésével konnyebben leolvashatok a szamolashoz sziikséges Osszefliggések.
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41. abra: Az 6t szabalyos poliéder és dudlisa

Definicio: Léteznek olyan testek, amelyekbe irhato a test mindegyik lapjat érinté gomb. Ezt
a gdmbot a test beirhato gombjének nevezziik. llletve 1éteznek olyan testek, amelyek koré
irhatd6 gomb a test minden csticsan atmegy. Ezt a gdmbdt a test koré irhato gombjének

nevezziik (42. dbra).

Megjegyzés: Nem minden testbe irthatdé gomb. Példaul, ha egy téglatestnek van két
kiilonbozé hosszu éle, akkor ebbe a testbe nem irhatd. Ez a koré irhatdo gombre is igaz,

példaul a paralelepipedon koré nem lehet gombot irni.

42. abra: A tetraéder beirt és koréirt gombje

Feladat: (Egységes érettségi feladatgyiijtemény, Matematika 1. [19] 2030. feladat)
Egy kocka alaku fadarabbol kifaragunk egy lehetd legnagyobb sugara gdmbot (43. dbra).
A fadarab hany szazaléka lesz hulladék?
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Megoldas:
Legyen a kocka éle a.
Ekkor a gdmb sugara a kocka ¢lének a felével egyenld, azaz R = %

ll3 a
i 4-R3-11 4'(—) - T 41— a3-m
— 3 — — 2 — 8
Vkocka =a”cs Vgﬁmb - 3 - 3 - 3

T
— —3.(1_2
Vhulladék = Vkocka — Vgsmp = @ (1 )

Ezek alapjan a hulladék aranya a kocka alaku fadarabhoz

viszonyitva:
3.(1-I
Viuttaase ¢ (1 6) T '
= 3 =1-—-=0,476 43. abra: Egymasba irt testekkel
Vkocka a 6

kapcsolatos feladat dbrdja

Tehat a hulladék a fadarab 47,6 %-a.
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3. TANITASI SEGEDLET

3.1. A digitalis segédlet otlete

A kozépiskolai matematikadérakon szamos kiilonbozd  szemléltetdeszkozt
hasznalunk. Ezek célja egyrészt, hogy segitsék a tanulds folyamatat, masrészt, hogy
felkeltsék a didkok érdeklddését a tananyag irant. Ez tobbféleképpen valosulhat meg. Az
egyik lehetdség, hogy készitlink egy abrat a fiizetbe egy feladat értelmezésekor, vagy példaul
bevisziink dobokockakat a valdszinliségszamitds témakdrénél. A térgeometria tanuldsakor
altalaban miianyagbdl vagy fabol késziilt testeket hasznalunk a térgeometriai fogalmak és
testek elképzelhetéségének segitéseként, az iskola eszkoztaratol fiiggéen. Osszefoglalva,
fizikai eszkozokkel modellezziik a matematikai Osszefliggéseket, szituaciokat. Egy masik
lehetdség a digitalis szemléltetdeszkozok alkalmazasa. Ide tartozik az 6ran lejatszott videotol
kezdve, a matematikai szimulacidkon keresztiil, a kiilonb6z0 4brazolo- és
modellezéprogramok hasznalata.

Sok tanulmany foglalkozik azzal a ténnyel, hogy a tanulds-tanitds folyamataban
egyre nagyobb szerepet kap a digitalis eszkdzok hasznélata. Szdmos elnevezése létezik
ennek a jelenségnek, az egyik ilyen a digitalis pedagogia. Egy megfogalmazas szerint a
digitalis pedagbgia ,,olyan eszkozok, technologiak, szervezési tevékenységek, innovativ
folyamatok Osszessége, amelyek az informacio-, és kommunikéaciokozlést, feldolgozast,
aramlast, tarolast, kodolast elsegitik, gyorsabba, konnyebbé és hatékonyabba teszik” [23].

A digitéalis segédanyagok koziil a tanarok szdmara mar nagyon sok elérhetd az
interneten, amit felhasznalhatunk, a sajat igénylink szerint formdlhatunk a felhasznélési
szandéktol fiiggden. Azonban ez sok 1dot és befektetett munkat igényel. Emellett a
mindennapokban érezhetd probléma, hogy a tanarok egy része kevéssé nyitott, ha a digitalis
eszk0zok és programok hasznélatardl, illetve a tanitas folyamatéba valo integraldsarol van
sz6. Ezzel ellentétben, a gyerekek nagyfoku jartassdga e téren ugy gondolom, hogy nagy
eldnyt jelenthet a tanulds megkonnyitése szempontjabol.

Célom az volt, hogy létrehozzak egy, a térgeometria témakorét feloleld tanari (és
egyben tanul6i) segédletet. A GeoGebra haromdimenzids funkcidjat egy mindenki szamara
konnyen kezelhetd, elérhetd és alkalmazhatod programnak tartom, igy ezért valasztottam ezt
az alkalmazast a megvalositashoz. Fontos azonban kiemelni, és a tanulok felé is kozvetiteni

a tandr részérdl, hogy a GeoGebra abrai nem bizonyitd jellegliek, azaz nem szabad a
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szemléltetdabrat semmilyen allitdsunk bizonyitdsaként értelmezni, hanem mindig

matematikai osszefliggésekkel is ala kell tdmasztani az allitdsainkat.

3.2. Megvalositas

A segédlet (1. melléklet) felépitését az aldbbiak szerint gondoltam végig.
Kivalasztottam egy internetes feliilletet, ami az 4ltalam készitett segédanyagok
rendszerezésére szolgdl. A valasztdsom a Padlet alkalmazésra esett, amelyet regisztracid
utan, ingyenesen korlatozott mértékben ugyan, de barki hasznalhat [24]. Ez tulajdonképpen
egy ,.falitijsadg”, amely az informaciok tobbféle csoportositasi modjara ad lehetdséget, ki
lehet valasztani a célunknak megfelelét. En az tgynevezett ,,polc” tipusi moédot
valasztottam. Egymds mellett, vizszintesen szerepelnek azok a térgeometriai fogalmak,
amelyek mentén épiil fel a térgeometria témakore a kozépiskolai tananyagban. Minden ilyen
fogalom alatt kiilon bejegyzés formajaban szerepel egyrészt, a GeoGebra 3D alkalmazassal
készitett segédanyag linkje az adott fogalom szemléltetése celjabol. Masrészt, a kiillonb6zo
testek esetén taldlhatd egy-egy feladat is az oszlopokban, amelyek az adott poliéderrel
kapcsolatos szdmitasokat igényelnek. A feladatok szdvege, illetve a megoldashoz
alkalmazhaté segédabra is szerepel a fogalomhoz tartozé oszlopban. Az itt megtalalhatéd
Osszes két- és haromdimenzids abrat én készitettem a segédanyaghoz. Az egyes oszlopok
jobb szélén talalhato csuszka lefelé mozgatasaval, illetve a feliilet aljan 1évo cstiszka jobbra
mozgatasaval valik lathatova a feliileten fellelhetd Osszes tananyagrész.

A segédanyag felhasznalasi modja tobbrétii. A tanar a tananyag minden egyes
részénél szemléltetésként, kivetitve hasznalhatja a tanoran. Ehhez hasonloan a mellékelt
feladat megoldasdhoz is megmutathatd az ahhoz tartozé dbra, amely segit a feladat
szovegének értelmezésében, illetve a térbeli test lerajzolasaban. Masrészt a gyerekek

szamara egy rendszerezett, osszesitett informacidforras a térgeometria témakdorében.

3.3. Szemléltetés egy példan keresztiil

A szakdolgozatom korabbi fejezetében targyalt felépités szerint hoztam létre a
segédletet. A korabban, a dolgozatomban részletezett és megoldasokkal egyiitt szerepld

feladatokat illesztettem be az egyes résztémakorokhoz példafeladatként.
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Ahhoz, hogy a tanari segédlet hasznalata egyértelmii legyen,
részletezek egy konkrét esetet a segédlet pontjai koziil. Az alabbi
példa a csonkakuppal kapcsolatos ismeretek tanuldsakor
hasznalhato fel.

A kozépiskolai tananyagban, a csonkaklp targyaladsdhoz érve
az alabbi moédon hasznédlhatdo. A segédlethez tartozo linkre
kattintva (1. melléklet) meg kell keresni azt az oszlopot, amelyben
a csonkakuphoz tartozo informaciok talalhatoak. Ehhez jobbra kell
mozditani az alul talalhat6 cstiszkat. Ezt ebben a konkrét esetben a
12. oszlopban taldljuk. A 44. abran lathat6 ez az oszlop a két
bejegyzéssel. Az elsé bejegyzésben lathato egy kép, amelyre, ha
rakattintunk, akkor kinagyitva is megjelenik ugyanez. Ezen a
képen a csonkakup térfogatanak és felszinének képlete, valamint a
csonkakup ¢és a palastjanak rajza taladlhaté. Ugyanebben a
bejegyzésben szerepel egy link, amely a GeoGebra 3D
alkalmazasra iranyit minket. A linkre kattintva a csonkakup térbeli

abrajat lathatjuk, amelyet korbe is tudunk forgatni, igy a test

r‘ A csonkakup J

|

Csonkakip

Tag m_reim
' i i ;
Y N

s e Loy
https: Awww geogebraorg /3d /nfu
tghub

| Feladat

Csonkakup alaki limpaerny6t
készitiink ajandékba. Az adatok: R =
15¢em, r =5 cm, az alkotd a = 10
cm,

Mekkorara kell valasztani a kérlap
sugarat, amelybdl kivaghato a
lampaernya? Elég-e egy negyed
korlap az elkésziteshez?

https./www geogebraorg /3d /v

wBcwsd
https: /www.geogebra.org /calcula

tor/gejgdhhu

44. abra: A csonkakuppal
kapcsolatos segédanyagok

részletes tanulmanyozasara is lehetdséget ad a GeoGebra 3D program.

Az oszlop masodik bejegyzésében taldlunk egy olyan feladatot, amelyben egy

csonkakup alaku testet kell elképzelniink, annak megfelelé adataival dolgoznunk ¢s

szamolnunk. A bejegyzésben szintén talalhat6 a felhasznaland6 &brardl egy kép, a feladat

szovege, illetve két link. A linkek koziil az els6 a térbeli dbrahoz iranyit minket, a masodik

pedig a palast abrajahoz. Ezeket tehat a feladat szovegének értelmezéséhez, elképzeléséhez

hasznalhatjuk fel.
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4. ALKALMAZAS

Vizsgalatom célja az el6z0 fejezetben bemutatott digitalis segédanyag érvényességének
kérdése a tanulas-tanitds folyamataban. Els6sorban a tanarok hozzaéllasara és véleményére
voltam kivancsi azzal kapcsolatosan, hogy milyen mértékben hasznalnak digitélis
eszkozoket, illetve szivesen alkalmaznédk-e a térgeometria tanitdsakor az altalam készitett
segédanyagot.

A tanarokon kiviil mésik szemszogbdl is érdemes megvizsgalni a kérdést, hiszen a cél
valojaban a tanulok valtozo igényeihez vald alkalmazkodas. Igy azt is megfigyeltem, hogy
mennyire nyitottak a didkok a digitdlis tananyag hasznalatéra, illetve milyen mértékben

szolgal szdmukra segitségként egy ilyen tipusu segédlet.

4.1. A vizsgalat terve

A vizsgalatom két részbdl all. Az egyik része egy, matematikatanarok altal kitoltott
kérddiv (2. melléklet), ahol azt kérdeztem meg tdliikk, hogy mennyire nyitottak a digitalis
tananyagok tanitds folyamatdba valo integralasaval kapcsolatban. A kérddivet probaltam
minél tobbféle iskola matematikatanaraihoz eljuttatni. Kit61totték a budapesti Teleki Blanka
Gimnazium, a paksi, régi kozépiskolam matematikatanarai, illetve az egyetemi
csoporttarsaim a sajat gyakorloiskolaikban is megosztottak. Emellett a kozosségi médiaban,
matematikatanarok alkotta Facebook csoportban is kitoltésre kértem a csoporttagokat. A
kitoltdk kozott altalanos-, illetve kozépiskolaban tanitd tanarok is szerepelnek. FOvarosi és
vidéki iskolakbol is érkeztek valaszok. Igy korosztaly és elhelyezkedés szempontjabol is
tobbféle réteget olel fel a valaszadok csoportja.

A vizsgalat masik részét a hosszugyakorlatom helyszinéiil szolgald, Budapest XIV.
Keriileti Teleki Blanka Gimnazium egyik 12. osztalyaval végeztem el. Az osztaly egyik fele
torténelem tagozatos, a masik fele bioldgia-kémia tagozatos, igy 6k alapvetden a kdzépszintii
érettségi kovetelményei szerint tanultak a matematikat a kozépiskoldban. Egy altalam tartott
matematikaoran vettek részt, amely a térgeometria t€émakdr ismétlésérdl szolt. Bemutattam
nekik a digitalis segédletet, illetve a kijeldlt feladatok koziil oldottunk meg példakat a
digitalis anyagok hasznalataval. Az ora utolsé részében egy kérddivet toltottek ki (3.
melléklet), ahol a véleményliket kérdeztem tobbek kozott a hagyomanyos, illetve a digitalis

eszkozokkel tamogatott térgeometria tanulas elonyeivel és hatranyaival kapcsolatban.
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4.2. Hipotézis

A vizsgélatom elsé részében matematikatanarok véleményére voltam kivancsi a
térgeometria oktatassal kapcsolatban. A kérddiv kérdéseinek Osszevalogatidsa sordn a
hipotézisembdl indultam ki. Alapvetden ugy gondolom, hogy a matematika az egyik olyan
tantargy, ahol nem konnyt a digitalis alkalmazasok integralasa a matematika tananyagba.
Foként akkor, ha a tanar kevéssé jartas ezen programok ismeretében. Azt feltételeztem, hogy
az 1d6sebb korosztaly kevésbé €l ezen lehetdségekkel, a nyitottsdg hidnya, vagy éppen a
tdjékozottsag hianya miatt. Az egyik legelterjedtebb alkalmazas a GeoGebra program a
matematika terén alkalmazott digitdlis lehetéségek koziil, ezért arra szamitottam, hogy a
legtobb tandr ismeri ¢€s talalkozott mar vele. Azonban a GeoGebra 3D funkcidjat mar
kevésbé elterjedtnek, ¢és kezelését nehezebben elsajatithatonak érzem, ezért ennek
ismertségére kevesebb tanartdl szdmitottam. Az egyik kérdés a tanordn az okostelefon
hasznalatara vonatkozik. Ugy gondoltam, hogy akik alkalmaznak kiilonféle digitalis
tananyagokat, jatékokat az o6ran, azok az okostelefon hasznalatat is jobban preferdljak a
feladatok elvégzéséhez. Ennek ellenére a telefon oran vald alkalmazdsa még mindig
megosztd téma, igy arra szamitottam, hogy a tanarok nagy része még kevéssé nyitott ezen a
téren.

A vizsgéalat masodik része a didkok szemszogére vonatkozik. A térgeometria
témakorét Osszefoglalo, digitalis segédletet bemutatd oram, illetve a kérddiv kitoltésének
idépontjaban az osztdly mar a térgeometria témakorének tanuldsat befejezte. Ezért olyan
kérdéseket is belefoglaltam a kérdéivbe, amellyel felmérem, hogy milyen szemléltetési
modszerekkel talalkoztak ennek sordn. Arra szdmitottam, hogy foként fizikai modelleket
hasznaltak erre a célra. Mivel a szakdolgozatom f6 hipotézise, hogy a térbeli gondolkodas,
térbeli abrazolds nehézségeket okoz a tanulds sordn, igy ezen kérddéiv vélaszaiban is erre
szamitottam. Ugy gondolom, hogy ennek a genericionak természetes az internetes
alkalmazasok hasznalata, valamint a hasznalatuk elsajatitasa egyszert feladat szdmukra, és
nem ¢érzik kihivasnak. Ebbdl adddoan nagyrészt pozitiv értékelésekre szamitottam a

tanuloktol a segédlettel kapcsolatosan.
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4.3. Eredmények

4.3.1. Tanari kérdéiv eredményei

A kérdobivet 29 matematikatanar toltotte ki. A kitoltok 80%-a nd, és 20%-a férfi. Az
¢letkort tekintve a legnagyobb mennyiségii valasz a 46-55 év kozottiektdl érkezett. A tanarok
nagyrésze kdzépiskolas korosztalyt tanit, de voltak altalanos iskolasokat tanit6 pedagdgusok
is, illetve olyan is volt, aki mindkét lehetéséget bejelolte.

A kérdéiv alapjan a tanarok 70%-ara igaz, hogy matematikadran hasznal valamilyen
tanitast segitd alkalmazast vagy jatékot. 20 tanar meg is jelolte az altala hasznalt
alkalmazasokat. Az ilyen digitalis programok koziil a legtobben a GeoGebra alapfunkcidjat
nevezték meg. De ezen kiviil még szamos alkalmazast megemlitettek. Ilyen példaul a
GeoGebra 3D, amellyel a szakdolgozatomban alapvetden foglalkozom. Az NKP (Nemzeti
Koznevelési Portal) tankonyveiben talalhato digitalis feladatok, a LearningApps és az
Okosdoboz feladatai, a Kahoot alkalmazasa is elokeriilt. A Wordwall, a Phet Interaktiv
Szimuléciok oldala, a WolframAlpha és a Robocompass digitalis szerkesztdfeliilet, illetve a
Genially széles felhasznalasi korrel rendelkezd oldala is a felsoroltak kozott szerepelt. Ezek
mellett az EduBase oktatdsi platform hasznalata, a Redmenta alkalmazasa, a Desmos
fliggvényabrazol6 funkcidja szintén megjelent. Az egyik tanar a Cabri 2D ¢és 3D feliiletét
nevezte meg a geometria tanitdshoz segitségiil szolgalo programként. Néhanyan a Zanza.tv
¢s YouTube videdk integralasat is alkalmazzék a tanorakon.

A tandrok 60%-a azt jelolte be a kérddivben, hogy az 4ltala alkalmazott digitalis
alkalmazasokhoz a didkok hasznaljak az okostelefonjukat is.

A térgeometria témakorének tanitasakor hasznalt szemléltetdeszkdzok is tobbfélék a
tanarok vélaszai alapjan. Altalanosan a tablarajz mellett a kiilonféle fizikai modelleket
alkalmazzak. Ezek sokrétiiek, vannak milanyagbol, fémbdl, fabol, vagy éppen papirbol
hajtogatott modellek a testek szemléltetésére. Emellett élvazak, geometriai épitékészletek,
Geomag ¢épitdjaték, gyurmabol és hurkapalcikabdl épitett modellek, papirbol készitett
testhalok, illetve a kornyezetbdl vett targyak segitik a didkok térbeli gondolkodasat ezen
témakorben.

A kézzel foghat6, legtobbszor szertari vagy otthoni eszk6zok mellett kevesebb
szamban, de emlitették a digitalis alkalmazéasokat is. A GeoGebra 3D alkalmazas kertilt elo,
illetve a mar emlitett Cabri 3D valtozata, amely szintén testek szemléltetésére alkalmas.

A klasszikus GeoGebra alkalmazést a kitolté tanarok 80%-a hasznalta mér. Az alébbi

témakorok tanitdsa soran alkalmaztak: fiiggvények, sikgeometria, térgeometria, geometriai
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transzforméciok, koordinatageometria, trigonometria, analizis, grafikus egyenletmegoldas,
egyenldtlenségek, grafok szemléltetése, kombinatorika, sorozatok, statisztika.

Az egyik kérdés arra iranyult, hogy a GeoGebra 3D alkalmazast hasznaltdk-e mar a
matematikaordn. Erre a kit6lt6 tanarok kicsit kevesebb, mint 40%-a valaszolt csak igennel.
Azok koziil, akik mar taldlkoztak az alkalmazassal, egyesek bonyolultnak talaltdk a
hasznalatat, mig masok konnyen megtanulhatonak gondoljdk, ha mar valaki eldtte a
GeoGebra Classic eredeti valtozat alkalmazésaban jartas volt. Abban egyetértést
tapasztaltam a valaszadok kozott, hogy nagyon szép és szemléletes dbrakat lehet késziteni
vele, gyorsitja az o6rai magyarazatot ¢és segiti a szemléltetést. A program telefonon valo
alkalmazési lehetdségét is kiemelte pozitivumként egy valaszadd tanar a visszajelzések
kozott. Emellett konnyebbséget jelent, hogy aki nem sajatitotta el a program kezelését
maximalisan, lehet0ség van arra, hogy a madasok altal mar elkészitett fajlok kozott
keresgéljiink, igy azok kozott lehet talalni altalunk felhasznalhat6 segédanyagot.

A matematikatanarok szerint kiilonds nehézséget okoz a didkok szamdra a térbeli
alakzatok elképzelése. Ezen problémanak orvosldsardl azonban megoszlanak a vélemények.
A kérddivben megkérdeztem, hogy szivesen hasznalnak-e digitalis tananyagokat
matematikadran, amire vegyesen ¢érkeztek pozitiv, illetve negativ eredmények, de
Osszességében a pozitiv felé dol el a mérleg nyelve. A visszajelzések alapjan a legtobb
helyen van lehetdsége a pedagogusoknak a kiilonb6z06 digitalis programok ¢€s alkalmazasok
hasznalatira az iskoldkban. Osszességében sokan jartasnak is érzik magukat ezek
kezelésében, bar néhanyan még bizonytalanok ezen a téren. Az 55-65 éves korosztaly esetén
jott a legtdbb arra irdnyuld visszajelzés, hogy nem olyan szivesen alkalmaznak digitalis
anyagokat a tanitashoz, és nem is ismernek ilyen alkalmazasokat (igy legtobb esetben a
GeoGebrat sem), ebbdl kifolyolag nem is jartasok ebben a témaban.

A dontd tobbség relevansnak tartja a GeoGebra 3D funkciojanak alkalmazasat a
térgeometria tanitdsakor. Abban a kérdésben, hogy ez az alkalmazas helyettesiteni tudja-e a
fizikai szemléltetéeszkdzoket, megoszlottak a vélemények. A valaszadok tobbsége ugy
gondolja, hogy inkéabb a kézzel foghato szemléltetdeszkozok és a digitalis eszk6zok egylittes
alkalmazasa a legoptimalisabb a tanitas soran.

A tandrokat az altalam készitett tanari segédletrdl is kérdeztem. Erthetének talaltik a
segédlet elkésziilésének céljat és relevansnak véltek az alkalmazasi oOtletet. A tanulok
térlatasanak fejlesztésére is alkalmasnak taldlta a kitoltok tobbsége. Otthoni tanulasra
alkalmazhatonak itélték, a térgeometriai fogalmak elképzelésének ¢és megértésének

megkonnyitését szolgalja a tanarok szerint.
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A digitalis segédletben talalhatoak az adott témakdrhoz kapcesoldddan feladatok is,
amelyekhez szintén tartoznak hiromdimenzidés GeoGebra abrak. A szoveges feladatok
értelmezéséhez vald felhaszndldsra vonatkozo kérdésnél egy kissé megoszlottak a
vélemények, de 0sszességében itt is igenld a valasz erre a kérdésre.

A tandrok a feliiletet konnyen kezelhetdnek talaltdk, és a legtobben szivesen
alkalmaznak a térgeometria témakorének tanitasakor.

Kértem a kitoltoket, hogy osszak meg velem, ha van barmilyen javaslatuk az altalam
készitett digitalis segédanyaggal kapcsolatosan, vagy mi az, amit valtoztatnanak rajta a
konnyebb, illetve hatékonyabb alkalmazhatdsag érdekében. A tanarok egy része azt jelezte
vissza, hogy megfelelének talalja, nincs Gtlete vagy nem sziikséges a tovabbi kiegészités.
Masok tartalmilag egészitenék ki, felsoroltak egyéb, matematikadran eldkeriild eseteket,
példaul egyéb egymasba irt testek esetét, amelyek tanitasakor hasznos lenne hasonlo6 digitalis
abra, ami hidnyzik a megadott digitalis segédletbdl. Emellett tovabbi, dsszetettebb feladatok
megjelenitését is javasoltdk. Masok azt jelezték vissza, hogy az adott csoporttol fiigg, hogy
mivel kellene még kiegésziteni. Van olyan, aki a gyakorlati alkalmazast kovetden tudna csak

javaslatot tenni, hogy mire lenne még sziikség a segédletben.

4.3.2. Tanuléi kérddiv eredményei

A tanul6i kérddivet 25 diak toltotte ki. A kérddivet kitoltd osztalynak 12. osztalyban
heti 3 matematikadrdja van. A kérddivben adott valaszaikbol kideriilt, hogy a
matematikaoraikon alkalmazott digitalis programok szédma elég csekély. A tanuldk a
GeoGebra alkalmazason kiviil a Photomath alkalmazast irtdk még, mint a tanulds soran
hasznalt program. A GeoGebra alkalmazassal valaki mar altalanos iskoléban talalkozott, de
a tobbség kozépiskolaban, matematikadran ismerte meg. Akad olyan, aki kiilonéran
hasznalta a matematikatanaraval, illetve olyan is, aki az interneten talalt rd. A GeoGebra
telefonos alkalmazasanak hasznalatat is emlitették.

A valaszadok tobbsége a fliggvényabrazolds ¢€s jellemzés, illetve a sikgeometria
témakorénél talalkozott a GeoGebraval. A 45. abran lathat6 az ezzel kapcsolatos kérdésre
adott valaszok eloszlasa. Tobb valaszlehetdség bejelolésére is volt lehetdség, illetve sajat

valaszt 1s irhattak a diakok.
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Sikgeometria 13 (52%)

Térgeometria

Algebra 3 (12%)
Flgavények abrazolasa 17 (68%)
Fuggvények jellemzése —7 (28%)
Nem talalkoztam vele —1 (4%)
nem tudom 1(4%)

0 5 10 15 20

45. abra: A diakok valaszai a GeoGebra alkalamzasdanak temakorérdl

A térgeometria tanulasakor a testek szemléltetéseként tablarajzot készitettek, illetve
fizikai modellek segitették szamukra a térbeli testek elképzelését.

A tanuldk nagy része nehéznek tartja a térgeometria témakorét. A térbeli testek
lerajzolasanak nehézsége kapcsdn megoszlottak a vélemények, koriilbeliil ugyanannyian
talaljak ezt a feladatot nehéznek, mint konnytinek.

A valaszokbdl az dertilt ki, hogy szivesen hasznal digitalis eszkdzoket a tanulashoz a
diakok tobbsége, ahogy az iskolaban, szintigy az otthoni tanulas soran is. Am ennek ellenre
matematikaoran kevés alkalom adédik, amikor az okostelefonjuk hasznalatba keriil.

A kérdoéiv kitoltése elott megmutattam a digitalis segédletet a tanuldknak, illetve
alkalmaztuk néhany feladat megoldasa soran. Igy ezzel kapcsolatban is tettem fel kérdéseket
nekik, ¢és jorészt pozitiv visszajelzés érkezett. Hasznosnak érezték a térgeometria
Osszefoglalasahoz, ¢és a tobbség szivesen hasznalna a segédletet egy térgeometria feladat
megoldasa soran. Abban megoszlottak a vélemények, hogy a digitélis, vagy a kézzel foghato
modell hasznosabb a szemléltetés céljabol, koriilbelill azonos ardnyban szavaztak az egyik,
illetve a masik opciora a didkok. A kitoltok nagy része az otthoni €s az iskolai tanulashoz is
felhasznalhatonak tartja a segédletet. A segédlet atlathatdsagara és konnyen kezelhetoségére
is jorészt pozitiv visszajelzés érkezett.

A tanuldok véleményét arrdl is megkérdeztem, hogy mit gondolnak Gsszességében a
GeoGebra 3D oktatasban valo alkalmazasarél. Ugy gondoljak, hogy a térlatas javitasat
szolgalja, hasznos és jo alkalmazasnak tartjak, a matematika tanulas megkonnyitésére
alkalmasnak érzik. Néhanyan kissé bonyolultnak talaltak.

frtak javaslatokat is azzal kapcsolatosan, hogy miben érzik hidnyosnak a segédletet.

Tobben emlitették a kiilonb6zo testekhez tartozd feladatok megoldasdnak hianyat, ami
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segitség lehet az ellendrzésben szamukra. Illetve tovabbi, més tipusu szamolasi modszereket

igénylo feladatok megjelenését hianyoltak a segédletbol.

4.4. Eredmények értelmezése

A hipotézisemet ¢és a kérddivek eredményeit Gsszevetve négy szempontot vizsgalok
meg az eredmények értelmezése soran. Az els6 a kérddivet kitoltd tanarok és didkok altal
hasznalt alkalmazasokra vonatkozik altalanosan a matematikadrakon, majd a kovetkezo
pontban, konkrétan a térgeometria témakorére sziikitve, hogyan alakul mindez. A harmadik
szempont az altalam készitett segédanyagra érkezett vélemények megvizsgalasa, majd végiil

ezt kdveti az ezzel kapcsolatos javaslatok értelmezése és atgondolésa.

4.4.1. Matematikaoran hasznalt alkalmazasok

Szamos konyv és tanulmany, példaul Kiszelak Zsofia tanulmanya [25] szl arrdl,
hogy a rohamosan fejldddé informacios tarsadalomhoz képest az oktatdsi modszerek nem
fejlddnek megfeleld mértékben. A mai iskolasokra sokszor haszndljak a digitalis bennsziilott
kifejezést. Ez azt jelenti, hogy bar nem tekinthetd veliik sziiletett tuddsnak, de az Oket
koriilvevé digitalis eszk6zok hasznalatara és kezelésére joval fogékonyabbak, mint az
idésebb generacid.

Toth-Mozer Szilvia és Misley Helga irasdban foglaltak szerint megfogalmazhatok
alapszabalyok, amelyek szerint eldonthetd, hogy mikor indokolt a digitalis eszkdzok
integralasa az oktatasba [26]. Az egyik ilyen szabaly, hogy ne jutalmazasként hasznaljuk fel
ezeket az eszkozoket, hanem legyen megszokott, hogy ezek a tanulas kellékei. Masrészt,
mindig talaljuk ki, hogy mi a tanulasi célunk, és aszerint hasznaljunk digitalis eszkozoket,
de feleslegesen ne erdltessiik ra a tananyagra. Emellett ne csak otthoni munkara tlizziink ki
olyan feladatokat, amelyek ezen eszkdzok hasznalatat igénylik. Végiil ne informatikai
feladatokként adjunk ki egy-egy példat, hanem prébaljuk gondolkodést igényld, szaktargyi
problémakkal foglalkoztatni a tanuldkat.

A kérddivben adott valaszokbol az dertilt ki szamomra, hogy a tanarok nagyrésze
nyitott a kiilénb6z0, tanulast segitd, digitalis alkalmazasok hasznalatdra a tanoran.
Hipotézisemmel ellentétben meglepden sokan, és sokféle ilyen alkalmazast neveztek meg.

Viszont beigazolodott a kitoltdk valaszaibol, hogy valoban az idésebb korosztily az, aki
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kevéssé foglalkozik ezekkel a fejlesztésekkel, és inkdbb a megszokott, hagyoményos
oratartasi modszereket preferalja.

Az Erint6 — Elektronikus Matematikai Lapok egyik szamaban olvashat6, miszerint
altalanos tévhit, hogy a mai generacid tagjai kifogastalan telefonhasznalok [27]. A
gyerekeket ugyanis meg kell tanitani az okostelefonjukat megfeleléen kezelni. Ennek els6
Iépése a telefonhasznalat illemszabalyainak ismerete. Ezutan a kovetkez6 fokozat, hogy
valamilyen gyljtdomunkat adunk feladatként a tanuloknak, példadul egy adott témaval
kapcsolatos informéciok interneten vald keresése. Majd, ha ezt a feladatot is biztonsaggal
oldja meg a didk, akkor érdemes tovabblépni a telefon drai hasznalatara, példaul valamilyen
kviz (pl. Kahoot) alkalmazasa soran.

Mivel tobb, mint a matematikatanarok fele azt jelolte a kérdéivben, hogy az 6rain az
okostelefonok hasznalatara sor szokott keriilni, igy arra kovetkeztetek, hogy aki digitalis

tananyagokat alkalmaz az 6rdkon, az nem zarkozik el a telefonok orai hasznalatatdl sem.

4.4.2. Térgeometria oktatasa

A térgeometria tanitasakor hasznalt szemléltetési eszkozok koziil a kitdltdk
véleménye alapjan a legelterjedtebb a fizikai eszk6zokkel valé modellezés. Ennek mindsége
¢s milyensége elsdsorban az adott iskola szertarallomanyatol fligg.

A GeoGebra Classic a matematikdban hasznalt alkalmazasok koziil az egyik
legelterjedtebb. Ezzel ellentétben, a hdromdimenzids valtozatit mar joval kevesebben
ismerik. Egy korabbi kutatas szerint [28], amelyben szintén matematikatanarok véleményét
vizsgaltdk a GeoGebra 3D alkalmazasaval kapcsolatban, megallapitottak, hogy a szoftver
megkdnnyiti a haromdimenzids objektumok ismertetését. Felkelti a tanulok érdeklddését a
matematika irant, illetve magasabb tudasszintre tesznek szert, mint a hasznalata nélkiil.
Megallapitottak, hogy a legtobb dinamikus szoftverbdl hidnyzik a haromdimenzids

objektumok abrazolasanak képessége, a GeoGebra alkalmazas ezért is hianypotlo.

4.4.3. Az altalam készitett segédlet hasznalata

Az eredményekbdl az lathatd, hogy a tanarok nagyrésze nyitott és befogadd a
digitalis tananyagok haszndlatara. Ellenkezé esetben, sokszor az akadalyozd tényezd
egyrészt, hogy nem kap elég informaciot a tandr a digitalis lehetdségekrdl, vagy azok
megfeleld alkalmazasdnak modjarol. Masrészt, ha ismertek is ezek a feliiletek, a tananyagok

elkészitése sok id6t vesz igénybe. Ezért rendkiviil hasznos, ha a mar elkésziilt, és jol
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hasznalhat6 digitalis segédletek mas matematikatanarok szamara is elérhetévé valnak, hogy
az el6zdékben felsoroltak ne jelentsenek akadalyt.

A kérdoiv kitoltése elott a sajat telefonjarol minden tanuldé megnyitotta a padlet
feltiletét. A feliilet gyorsan betoltott, jol kezelhetd volt okostelefonrol is. A GeoGebra 3D
alkalmazassal készitett abrak koziil is megnyitottak néhanyat a gyerekek. Nagyrészt ezek is
konnyen betoltottek a telefonokrdl, de volt, akinél kissé¢ akadozott az abrak forgatasi,
mozgatasi lehetdsége. Az okostelefon mindsége, gyorsasaga is befolyasolta, hogy mennyire
konnyen toltott be az alkalmazaés.

A didkok valaszaibdl, és az oran veliik folytatott beszélgetés alapjan az deriilt ki
szamomra, hogy sziikségesnek érzik az ilyen tipusu Osszefoglald segédanyagokat. A
kozépiskolai tanulméanyok alatt az ismeretanyag minden tantargybol, igy matematikabol is
hatalmas mennyiségili. Az érettségire vald késziilés sordn nagy konnyebbséget jelent, és az
informaciohalmaz atlathatosadgat konnyiti meg egy ilyen tipusu, rendszerezett dsszefoglald

segédanyag.

4.4.4. Javaslatok

A didkok koziil legtobben a segédletben szerepld feladatok megoldasaval valo
kiegészitést emlitették meg javaslatként. Az eredeti elképzelésemben azért nem szerepelnek
a megoldasok, mert a tanul6i alkalmazas soran az volt a célom, hogy ne egybdl a megoldast
tudja megnézni a didk, hanem az elméleti ismeretek atismétlése utan a feladathoz csak egy
kiindulasi abrat, egy kis segitséget kapjon, és a tovabbi megoldasi 1épésekre magatdl j6jjon
rd. Ellenben, a didk és a tanari oldalrdl is megvizsgélva, a tanuld sajat munkdja
ellendrzéseként, illetve a tanar munkdjanak megkonnyitése végett szintén hasznos, ha
konnyen elérhetd az adott feladat megoldésa is.

A tanari visszajelzések a segédlet tovabbi kiegészitésének sziikségességét foként
attol tették fliggévé, hogy milyen csoportnal alkalmazzuk. Erre megoldést jelenthet, ha
példaul valamilyen modon elkiilonitjiik a segédletben (pl. bejegyzések adott szinnel valo
elkiilonitése) a kiillonb6zo nehézségl szintli elméleti részeket, illetve feladattipusokat.

A térgeometria feladatok tipusainak tdrhdza hatalmas, a segédletbe ezek koziil csak
néhany tipus kapott helyet. A késdbbiekben célom tovabbi feladatokkal, és a javaslatok

tikkrében megoldasokkal kiegésziteni.
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5. OSSZEGZES

A tarsadalom szadmos tagjat valamilyen formaban érinté kérdés, hogy az egyre
gyorsabban valtozo vilag szerepl6i, szemben az alig valtozo iskolarendszerrel hogyan tudnak
mégis alkalmazkodni egymdashoz. Ezen rendkiviil dsszetett kérdés egyik aspektusa, hogy
probaljuk meg integralni az 0 lehetdségeket az iskola falai kozé¢ az igényeknek és
lehetéségeknek megfeleléen. A Nemzeti alaptantervben is megjelenik, hogy a tanulok az
iskolai tanulmanyaik alatt tanuljdk meg a digitalis eszkozoket a tanulast segité célokra
hasznalni.

A szakdolgozatom témdjanak vizsgédlata sordn is ezen célok vezéreltek. A
matematika megannyi témakorét lesziikitve a térgeometridra, arra voltam kivancsi, hogy
miként lehetne a tanarok €s didkok altal is konnyen alkalmazhaté segitséget 1étrehozni a
tanitdshoz €s a tanuldshoz, mindezt az online vilag bevonasaval.

A legalkalmasabbnak ¢és legkézenfekvobbnek erre a célra a GeoGebra program
bizonyult. Szamos mas alkalmazéssal is taladlkozhatunk az interneten, amely hasonlo
funkciokat lat el, de a kezelhetdség, elérhetdség és alkalmazasi lehetdségek szempontjabol
a GeoGebra a legoptimélisabb. A program alapfunkcidja széles korben elterjedt, viszont a
térgeometriai fogalmak ¢s feladatok szemléltetéséhez a haromdimenzios tovabbfejlesztésére
van szilikség. A dolgozatom elején egy rovid osszefoglalast tettem ezek hasznalatarol.

A kozépiskolai térgeometriaoktatds elemeit végiggondolva, szamos olyan
meghatdrozasba {itkdziink, amelynek megértése a didkok szamdra nehézséget okozhat.
Példaul nem olyan egyértelmii, hogy hogyan képzeljiink el egy csonkagulat, vagy milyen
sikidomokbol tevddik Ossze egy test palastja.

A hosszigyakorlatom alatt egyre erdsebben tapasztalhattam, hogy minden tanuld
mas és mas. Vannak, akik rogton tudjak értelmezni az atadott informaciot, és mar tovabb is
gondoljék, illetve még Gjabb kérdéseket is felvetnek. Persze a tanulok nagy része nem ilyen.
Az abrék készitése sokat segit egy-egy fogalom megértésében, de vannak, akiknek ez sem
oldja meg a problémat. A sokféle modszer kiprobaldsaval (példaul digitalis eszkdzok
integraldsa) lehetésége nyilik a tanuloknak felfedezni, hogy mi az, ami szdmukra a legjobban
hozzajarul a tanulds megkonnyitéséhez.

Sok iskolabol olyan visszajelzéseket hallani, hogy a tanarok ragaszkodnak a régi,
megszokott modszerekhez, és kevéssé nyitottak az 0j lehetdségek alkalmazasara. Az altalam,

a kérddéivben megkérdezett matematikatanarok visszajelzésiik alapjan megcéfoltdk ezt az
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elképzelést. Ebbdl azt a kdvetkeztetést tudom levonni, hogy alapvetden nyitottak a digitélis
alkalmazasok hasznalatara, csak kevés lehetdségiik adodik 1) programok megismerésére,
illetve a konkrét témakhoz megfelelden illeszkedd alkalmazasok megtalalésara.

A didkokkal kapcsolatosan az altalanos elképzelés, hogy mivel a telefonjuk folyton
a kezik iigyében van, biztosan konnyen eligazodnak barmiféle digitdlis tananyag
hasznalataban is. Az valdban igaz, hogy rendkiviil nyitottak és érdeklédéek, ha tanulési
célra is, de az oran legalisan eldvehetik a telefonjukat, de a helyes hasznélatra meg kell
tanitani Oket, csak akkor lehet hatékony a tanulési folyamat.

Az altalam végzett, rovid vizsgalatot kovetden, az elkészitett tanitasi segédletet — a
javaslatok atgondoldsa utdn kissé¢ tovabbfejlesztve — ki fogom probalni élesben is. A
térgeometria témakorének tanitdsa sordn a tananyagrészeket a digitalis szemléltetéssel
alatamasztva megvizsgalom, hogy milyen hatast gyakorol a tanulok tanulési folyamatara. A
didkok visszajelzései alapjan mas témakorokkel kapcesolatosan is hasznos lenne szamukra
hasonl6 6sszefoglal¢ feliilet hasznalata, igy ennek megvaldsitasa is a jovobeli terveim kozott
szerepel.

Osszefoglalva, a cél az lenne véleményem szerint, hogy a matematikatanarok
kozossége megossza egymassal a digitalis alkalmazéasokkal kapcsolatos tapasztalatait és
tudasat, az elkésziilt €s jol bevalt tananyagaikat, hogy minél inkabb segitsék egymast ezen a
téren. Ilyen tipust parbeszédek ¢és oOtletmegosztasok utjan juthatunk legegyszeriibben
konnyen és jol hasznalhato alkalmazasi lehet6ségekhez, lekiizdve ezzel az ismeretlentdl vald

félelmet.
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LA
»® 2 ] Tee ~ o
-1 ' I~ Gula
»” [}
https: /www.geogebra.org/3d /yvdzqbfr
xr
Talap T m
V=——"F7+—
3

4'4 1 ()C T B A = Tarap + Tpatsst

A henger

Egyenes korhenger

https: /www.geogebra.org /3d /hketuugw
https: /www.geogebra.org /3d /m5Swgfx7k

Specialis gula: szabalyos tetraéder
https: /www.geogebra.org/3d /dk862hyv



https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2487077791
https://www.geogebra.org/3d/fzvmvhbq
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2487080344
https://www.geogebra.org/3d/hketuugw
https://www.geogebra.org/3d/m5wgfx7k
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2487109834
https://www.geogebra.org/3d/dbgkxqg9
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2487216795
https://www.geogebra.org/3d/yvdzqbfr
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2487445135
https://www.geogebra.org/3d/dk862hyv

Tap ™ _ vim-m
y = T ™ _

3 3 C /

A= Talap + Tpalést = /7

2 i t =
=r*m+nra=nr(r+a) ol \
‘._’.- ‘~.,.: //,«
X [
i-a 2rm-a \/ e
Tpa]a’st Sie—==5 =rnra g

2 2

Feladat

Egy haromszog harom oldala 3 cm, 4 cm és 5 cm. Megforgatjuk a
leghosszabb oldala mentén. Mekkora a keletkezett test felszine
és térfogata?

https: /www.geogebra.org/3d /b6qfmguv

Feladat

Egy szabalyos hatoldalt gila alapéle 9 cm, magassaga 15 cm.
mekkora a felszine és a térfogata?

https: /www.geogebra.org /3d /wrjufnxn

M

A csonkagula

Csonkagtila
https: /www.geogebra.org /3d /rsewwvaf

AN

m
VCSanagl'lla — ? (T + VT -t+ t) 'ﬂ‘

Acsonkagl’lla =T+1t+ Tpalést ﬂ\

A kap

Egyenes korkup Feladat
https: /www.geogebra.org /3d /r2knrnrx Egy vizgyiijt6 medence lefelé keskenyed csonkagla alakd.

Fels6 lapja 14 m, also lapja 10 m oldalt négyzet, mélysége 6 m.
Mennyi viz fér bele? Mekkora a medence felszine?


https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2487485354
https://www.geogebra.org/3d/wrjufnxn
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2487465412
https://www.geogebra.org/3d/r2knrnrx
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2495348691
https://www.geogebra.org/3d/b6qfmguv
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2495400465
https://www.geogebra.org/3d/rsewwvaf
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2496428601

https: /www.geogebra.org /3d /eqtwi8ex

A csonkakup

Csonkakup

https: /www.geogebra.org /3d /nfutg5ub

v Tap "M 7w - M P
3 3

A= Talap + Tpalést =

=r’m + nra = ar(r + a)

Feladat

Csonkakup alakt lampaerny6t készitiink ajandékba. Az adatok: R
=75cm, r=5cm, az alkot6 a =10 cm.

Mekkorara kell valasztani a korlap sugarat, amelybél kivaghat6 a
lampaerny6? Elég-e egy negyed korlap az elkészitéshez?

https: /www.geogebra.org /3d /vrw8cws9
https: //www.geogebra.org /calculator/gejg4hhu

M

A gomb

A gomb

https: //www.geogebra.org/3d /uqjffram

<
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4mtr
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Feladat

Egy gombot két parhuzamos, egymastél 6 cm tavolsagra 1évo sik
metsz. A sikmetszetek sugara 24, illetve 32 cm. Mekkora a gomb
sugara?

https: //www.geogebra.org/3d /epwhscrq
https: /www.geogebra.org /3d /b2bmpbra
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Egymasba irt testek

Tetraéder dualisa tetraéder

https: /www.geogebra.org /3d /spf74ycq



https://www.geogebra.org/3d/eqtwf8ex
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2496445673
https://www.geogebra.org/3d/nfutg5u6
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2496454064
https://www.geogebra.org/3d/vrw8cws9
https://www.geogebra.org/calculator/gejq4hhu
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2496454231
https://www.geogebra.org/3d/uqjffram
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2495424115
https://www.geogebra.org/3d/epwhscrq
https://www.geogebra.org/3d/b2bmpbra
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2495425483
https://www.geogebra.org/3d/spf74ycq

Tetraéder beirt és koréirt kore
https: /www.geogebra.org/3d /umwgwybb

Kocka és oktaéder egymas dualisa

https: /www.geogebra.org/3d /b2enmada
https: /www.geogebra.org/3d /vitcfqrs

Feladat

Egy kocka alakt fadarabbol kifaragunk egy lehet6 legnagyobb
sugarti gombot. A fadarab hany szazaléka lesz hulladék?

https: /www.geogebra.org/3d /w3fdwsgm

Dodekaéder és ikozaéder egymas dualisa

https: /www.geogebra.org/3d/j3ewgf3u
https: /www.geogebra.org /3d /xjrshhf7



https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2496594727
https://www.geogebra.org/3d/b2enmada
https://www.geogebra.org/3d/v7tcfqr5
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2496614658
https://www.geogebra.org/3d/j3ewgf3u
https://www.geogebra.org/3d/xjrshhf7
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2498302863
https://www.geogebra.org/3d/umwgwybb
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2531135838
https://www.geogebra.org/3d/w3fdwsgm
https://padlet.com/vitezkata05/t-rgeometria-62pqoo1kavp02zjr/wish/2503998709

A segédlet bejegyzéseiben talalhato linkek elérhetdoségei:

Térelemek GeoGebra abrak elérhetdsége:

(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

- parhuzamos egyenesek: https://www.geogebra.org/3d/cypgwu3v

- metsz6 egyenesek: https://www.geogebra.org/3d/suas9he6

- kitérd egyenesek: https://www.geogebra.org/3d/ykbShbuv

- parhuzamos sikok: https://www.geogebra.org/3d/yzhnd4zz

- metsz0 sikok: https://www.geogebra.org/3d/pfbedezx

- egyenes illeszkedik a sikra: https://www.geogebra.org/3d/qcvfexv9

- asikot egy pontban metszd egyenes: https://www.geogebra.org/3d/fctpqgmzq

- azegyenes parhuzamos a sikkal: https://www.geogebra.org/3d/jh8wtakk

- egyenes ¢s sik hajlasszoge: https://www.geogebra.org/3d/cfgkjg2x

- két sik hajlasszoge: https://www.geogebra.org/3d/hkjwdudp

- pont és sik tavolsaga: https://www.geogebra.org/3d/hygxmqgp8

- sik és vele parhuzamos egyenes tavolsaga: https://www.geogebra.org/3d/tkv7nxc6

- két parhuzamos sik tavolsaga: https:// www.geogebra.org/3d/q8smjez9

Térelemek

Pérhuzamos egyenesek

Parhuzamos sikok

Egyenes illeszkedik a sikra

Egyenes és sik hajlasszoge Pont és sik tavolsaga
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Szabalyos testek GeoGebra abrak elérhetdsége:

(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

- tetraéder: https://www.geogebra.org/3d/ezjxxbnw

- hexaéder: https://www.geogebra.org/3d/vhy9ppyv

- oktaéder: https://www.geogebra.org/3d/x6qyy9pg




- dodekaéder: https://www.geogebra.org/3d/a9im5gde

- i1kozaéder: https://www.geogebra.org/3d/b6r6gsyg

Szabalyos testek Oktaéder Ikozaéder

Tetraéder

https.//www. org/3d/x6q https: //www.geogebra.org /3d /b6
https Swww geogebra.org /3d fezix o Sasvg
- I 4 L 4
Dad 4
Hexaéder

hittps: /www.greogebra.org/3d fyhy
Sppyv
L

Sikidomok keriilete, Paralelogramma Deltoid
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A téglatest GeoGebra abra elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

- atéglatest: https://www.geogebra.org/m/emt3hkve

A téglatest

A téglatest

b.

Veabe
A 2ega e+ b

https: #www.gcogebra.org/m /emt
Ahkve

o 4

Feladat

Egy teglatest eleinek aranyal:3:5.
Afelszinének és Lérfogatinak
méroszama megegyezik. Mekkorak
az élei?

|

A kocka GeoGebra abrak elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)
- akocka: https://www.geogebra.org/3d/hgekgk7g

- feladat: https://www.geogebra.org/3d/prgwquyy

Feladat
AP =3 cm

= |

..:.:. Milyen hosszi annak a kockanak az
PR éle, amelynek a csticsai a rajuk nem

illeszkedo testatlotol 3 cm

https: /www.geogebra.org /3d/hqe tavolsagra vannak?

A https: //www.geogebra.org/3d /prq
Wouyy

A hasab GeoGebra abrak elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

- ahasab: https://www.geogebra.org/3d/kgjriwvv

- feladat: https://www.geogebra.org/3d/fzvmvhbg




A hasab

A hasab

D
<

V= Tatapterites ™

A = Zynpeerites + Tyatioe

https: Z/www.geogebra.org/3d /kqj
WYV

=

Feladat

20em

e
mmsgmas=malan=g

.
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~ o

A 10cm B
Egy egyenes hasab alapéle 10 cm,
magassaga 20 cm. Mekkora a
felszine és a térfogata, ha az alapja
egy szabdlyos otszog?

https: /www.geogebra.org /3d/fzv
mvhbg

A henger GeoGebra abrak elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

egyenes korhenger:

https://www.geogebra.org/3d/hketuugw

https://www.geogebra.org/3d/m5Swefx7k

feladat: https://www.geogebra.org/3d/dbgkxqg9

A henger

Egyenes korhenger

[

Azr,_,r,_.,z +2ormom 2w (e m)

https: #/www.geogebra.org /3d /hke
tuugw
https: /www.geogebra.org /3d /m5
wgfx7k

B

=

Feladat

Egy vizszintesen fekvé, henger
alaku tartalyban 1,25 m magasan all
aviz. Hany liter viz van a
hengerben, ha alapkérének sugara
80 cm, hossza pedig 2,5 m.

https: /www.geogebra.org/3d /dbg
kxqg9

<l

A gula GeoGebra abrak elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

gula: https://www.geogebra.org/3d/yvdzqgbfr

specialis gula: szabalyos tetraéder: https://www.geogebra.org/3d/dk862hyv

feladat: https://www.geogebra.org/3d/wrjufnxn




https: #/www.geogebra.org /3d /yvd

zgbfr

[

Speciilis gila: szabalyos
tetraéder
D

A=Vi-a®

https: //www.geogebra.org /3d /dk8

A ktip GeoGebra abrak elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

Feladat

Egy szabalyos hatoldala gila alapéle
9 em, magassaga 15 cm. mekkora a
felszine és a térfogata?

https: #/www. geogebra.org /3d /wrj

ufnxn

- egyenes korkup: https://www.geogebra.org/3d/r2knrnrx

- feladat: https://www.geogebra.org/3d/b6gfmguv

Egyenes korkup

yalips dea

A= Ty + Tyt =
=rm+mra=ar(r+a)

N
SUNIRCTI

Feladat

b

https: /www.geogebra.org /3d /r2k

nrorx

Egy haromszég harom oldala 3 cm,
4 cm és 5 cm. Megforgatjuk a
leghosszabb oldala mentén.
Mekkora a keletkezett test felszine
és térfogata?

https: #/www.geogebra.org /3d /b6q
fmguv

i

A csonkagula GeoGebra abrak elérhetdsége:

(Utols

0 letoltes: 2023. 04. 30.)

csonkagula: https://www.geogebra.org/3d/rsewwvaf

feladat: https://www.geogebra.org/3d/eqtwi{8ex




7
A csonkagila 3 Feladat

Csonkagiila

gt =§(T+\/r-t+t)

Acsonkagita = T + € + Tpauimt

Egy vizgyiijté medence lefelé

MPS; ﬁwwwlge_ogebra_org /3d/rse keskenvedo csonkagila alaki. Felso

lapja 14 m, also lapja 10 m oldali
négyzet, mélysége 6 m. Mennyi viz
L A fér bele? Mekkora a medence
felszine?

https: /www.geogebra.org /3d /eqt
wiBex J
[ =

A csonkakup GeoGebra abrak elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)
- csonkakup: https://www.geogebra.org/3d/nfutg5ub

- feladat:

https://www.geogebra.org/3d/vrw8cws9

https://www.geogebra.org/calculator/gejg4dhhu

" . & m |
A csonkakup E Feladat :

Csonkakup

y T _Puom 3
3 3

A= Tty # Tyt =

=r'm+mra=mrir+a) bt

https: /www.geogebra.org /3d /nfu
tg5ub

Csonkakup alakt lampaerny6t
készitiink ajandékba. Az adatok: R =
7,5 cm, r =5 cm, az alkoto a = 10 cm.
Mekkorara kell valasztani a korlap
sugarat, amelybdl kivaghato a
lampaernyG? Elég-e egy negyed
korlap az elkészitéshez?

https: //www.geogebra.org /3d /vrw
ws9

hitps: //www.geogebra.org /calculat

or/gejgdhhu

A gomb GeoGebra dbrak elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

- a gOmb: https://www.geogebra.org/3d/ugjffram




- feladat:

https://www.geogebra.org/3d/epwhscrq

https://www.geogebra.org/3d/b2bmpbra

[

Egy gombét két parhuzamos,
egymastol 6 cm tavolsagra lévo sik
metsz. A sikmetszetek sugara 24,
illetve 32 cm. Mekkora a gomb

https: /www.geogebra.org /3d fugj sugara?

ffram

htips: Zwww.geodebra.org /3d fep
whserg
https: //www.geogebra.org/3d/b2b
mpbra

Egymasba irt testek GeoGebra abrak elérhetdsége:
(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)
- tetraéder dualisa tetraéder: https://www.geogebra.org/3d/spf74ycq

- kocka ¢és oktaéder egymas dualisa:

https://www.geogebra.org/3d/b2enmada

https://www.geogebra.org/3d/v7tcfqrs

- dodekaéder ¢és ikozaéder egymas dualisa:

https://www.geogebra.org/3d/j3ewgf3u

https://www.geogebra.org/3d/xjrshhf7

- tetraéder beirt és koréirt kore: https:// www.geogebra.org/3d/umwgwybb

- feladat: https://www.geogebra.org/3d/w3fdwsem

7

Egymasba irt testek Kocka és oktaéder egymas | |7
duélisa Dodekaéder és ikozaéder

egymas dudlisa

Tetraéder dualisa tetraéder °

hitps: #www.geogebra.org /3d /h2e https: /www.geogebra.org/3d /j3e
nmada wegf3u
https: #/www.geogebra.org /3d /spl https: /www.geogebra.org /3d /vt https: //www.geogebra.org /3d /xjrs
Tdyeg cfgrs hhf7

[N | 58




Tetraéder beirt és kéréirt  :
kore

Egy kocka alaki fadarabbdl
kifaragunk egy lehet6 legnagyobb
sugar( gombot. A fadarab hany
szazaléka lesz hulladek?
wgwybb dwsgm




2. melléklet: Tanari kérdoiv

Elérhetdsége: https://forms.gle/pvdwcetUYxDQgUzU6

(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

Haigen, mik a tapaszlatai?

Safil vilasz

Tanitasi segédlet a térgeometria témakéréhez

Terge_o metrla Oktatasa d'gltalls A kivetkezd kérdések az alabbi,
eszkozokkel Kapesulatossc

katad 1k p24)t
Kedves matematikatandrok!

Ennek célja a térg hasznalt &
Vitéz Kata vagyok, az Eotvis Lordnd i hatodeves, ke lehetdségek kigésaitése
tandrszakos hallgatsja témajaa Ktatasa digitalis
eazkeszisk haszndlotéval. Az aldbbi kérddivben matematikatandrok véleményére vagyok Alinkre kattintva megjelend fellleten eay ayi sldlhans,
kivancsi a 1émaval kapcsolatban ami a kdzépiskolai 1érgeometriaokiatds eqyes fejezetel mentén halad végig.
A kérddiv kitoitése anonim, kéiriiibeldl 15 percet vesz igénybe. Segitség a2 értelmezésher

Afinkre kattintva megnyilé felilet jobbra mozdithatd a towibbi bejeqyzések elérdséhez. Az
Ktisztindm a segliségeétt oszlopokban taléthetdak s térgeometria tananyag egységei Az egyes bejegyzésekben

szerepelnek képek, illeive linkek, amelyekre kattiniva megjelenik a GeoGebra3D alkalmazdssal
készitett hiromaimenzids bra, ahol az Sbedk mozgathatdk, korbe fargathatdk. emellet! egyes

vitezkatadS@gmall.com Fidkvalids @ aszlopokban lathatok feladatok is, amelyekhez tartoza linkek vezetnek

B3 Nincs megosziva
Az alibbi kérdések a digitdlis segédlet matekoran vald alkalmazasdra vanatkoznak.
* Kateioz6 kibreids

Minél inkabb igaznak érzi az allitdst, annal nagyobb szamot jelélién be!

Az On neme: *
1 2 3 4
QO Féim
(@R} Tapasztalataim alapian
Kukings nehdzsiget

okoza tanuloknak a 9] @] (8] O

terneli alakzatok

elképrelése.
Az On életkora: *

Van leherdséger a

Q 25& matematikadrsn
digitalis eszkezok O Q) (@] Q
O 25358 bevondséra a tanulasi
folyamatba,
(@RI
Relevansnak tanom a
O dessty GeoGebrad
alkalmazas
QO ssesw térgeometria o O Q &}
2 tanitdsakor vals
0w hasznalatit

Nem lgazan ismerek

matekdrdn
alkaimazhats digitalis ®) o] @] (@]

alkaimazasokat.

Milyen korosztalyt tanit? (15bb is bejeldlhets)

[ Altakinos iskolés korosz1dly
(] Kozépiskolss korosztaly

Szlvesen haszndlok o o o o
[ Egyet:

digitdlis tananyagokat

Hehezen ismerem ki

‘magam a digitdlis
Szemléitetoeszkozok hasznilata a matematikadrén i (] o} ®] o]

nasznalataban

A kevethezd kérdések a alkalmazott & digitalis
programoikal kapesolatosak A GeoGebrall
alkalmazassal vald
szemiéiietés
nelyrtesient s 3 ) O ®) o
Haszndl valamilyen digitélis, tanulést segitd alkalmazdst/programot/jdtékot " fizikai
matemalikadrdn? szemléltetbeszidiziket
© tgen A& szemiéherds digitalis
médja kennyen O O @ o
O Nem Kivitelezhetd a tancran
A fenti dighdlis
segédiet felépitése és
5 odfja érthetd és o e} O O
Ha igen, melyik az/melyek azok? .
relevans,
Sajét valasz A fenti digitdlis
segédlet alkalmas a
tanuik tédstasanak &} O O 2]
feflesztésdre.
jak a tanulok ehhez az
A fenti digitalis
O lgen segadier
megkonnyitheti 8 (@] O &) O
O Nem tanulgk otthani
tanuldsat

A fenii digitdlis
hasznal a térg smakiré dsikor? > segidlel
megkBnnyitheti az
térgeometriai fogalmak ®) O @] O
slképzeldser és
megénését

Milyen

Saijit

A fent digi
Hasznélts mér a GeoGebra alkalmazast? * segadiel
megkonnyitheti egyes. &1 O (i) e
Q mgen szoveges feladatok
érteimezesét
QO wem

A Tenti digi

segédlet kannyen (5) (®) Q &)

kezelhetd
ssandl?
Ha igen; melyik témakar tanitasandl A ot igitdis
segadieet s2ivesen

Sajat valasz alkalmaznim a (%) (@) O O

térgeomelria
tanitésakor,

Haszndlta mdr a GeoGebra3D alkalmezist? * Mi az, amivel kiegészitené még a fent tanari segédletet? Mit valtoztatna rajta? *

Q igen sajét
(O Nem




3. melléklet: Tanuloi kérdaoiv

Elérhetdsége: https://forms.gle/krDzrVpgvceWd8YDS8

(Utolso letoltés: 2023. 04. 30.)

Térgeometria tanulasa digitalis
eszkdzokkel

Kedves 12. osztdlyos Tanulok!

Az aldbbi kérddiv a A kitaités

anonim, a vélaszokat a szakdolgozatomban végzett vizsgalathoz haszndiom fel
Kérlek, valaszolj az alabbi kérdésehre!

vitezkata0s@gmall.com Fidkvltds @
3 Win

megs:

* Kotelezd keércés

Heti hany malemalikadrad van 12 osztélyban? *

0000

Hasznaltok valamilyen digitélis, tanuldst segitd alkalmazast/programot/jatékot =
matematikadran? Ha igen, melyek azak?

Talalkoztal mar ezelGtt a GeoGebra alkalmazassal? *

QO 1gen
O nem

Ha igen, hol talalkeztd! vele? (toob valaszlehetdséget is bejelsinets?) *
[ watematikardn haszndhuk

[O) Kulén tanamal haszndltuk

[) Rétaisiam az interneten

[ hem salalkoziam vele.

O eaveb:

Milyen (émakorne! talalkozlal vele? (labb valaszlehelosegel is bejeldlhetsz) *
[ sikgeometria

[ Térgeometria

[ Algebrs

[ Faggvények dbrazoidsa

[] Fuggvenyek jellemzese.

[ Mem taldlkoztarm vele

[ Fgpe:

Milyen i kadran a 16 “
tanuldsakor? i segitette a térbiel testek elképzeléset?

Az alébbiakban pozitiv llitasokat 13tsz felsorolva. Minél inkabb igaznak érzed  *
magadra az allitést, annal nagyobb szamot jeldi bet

Konnylinek
tartam

ttrgeomelria (@] (@] O (@]

témakare,

Konnyt
szamomia

leraizolni egy o 0 o o

térbelitestet

Konnyen el tudok

képzelni egy O O 0] 0]

térbel feladaton

Szivesen

nalok 7

iskaldiban a

anulgshoz o © o o
digialis

eszktizthket

has

Salvesen

hasznaiok az

otthoni

sanulshoz o o o o
digitalis

eszkoziket

Matematikadrén

vannak clyan

feladatok,

amelyekhez ¢ o Q o
hasznaljuk a

telefonunkat

A kivetkezd dllitasok a mai drénkra és ez bsszefoglald segédletre vonatkoznak.  *

Minél inkabb igaznak érzed az allitast, anndl nagyobb szémol jelolj bet

Hasznosnak érzem

atérgeomelria (5] O O [@]

sszefoglalisdhoz.

Nagyobb segitség

egy kézzel foghats

modell, mint a

GeoGebra3 o o o ]
alkalmazésban

lanot modellezés.

Szivesen

haszndinam a

segécetet, ha

talilkozok eqy 0
rgeametria

feladattal

Matematikadran
falhasznalhatonak

tartom (©) O o} @]

segedietet.

Az otthori
Tanuldshoz

felnasznsihaanak )] (&) O {0}

tartom a
segédletet

A segédieter
tlathatonak,

Konnyen @) ® o) @]
kezelhetfnek
1artom.

Mi a véleményed & GeoGebradD iral @ té i brében a
latottak/tapasztalataid alapjan?

Sajit vilasz



