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1. Bevezetés

Tanari palyafutasunk alatt el6fordulhat, hogy talalkozunk egy olyan feladattal, ami
megmozgatja a fantaziankat, szeretnénk rola minél tobbet megtudni. Kivancsiak vagyunk
arra, hogy milyen médszerekkel tudunk hasonlo6 feladatok gyartani, esetlegesen milyen
érdekes modositasokat tudunk rajta végezni. Szamomra az ebben a dolgozatban szerepld
feladat pontosan ilyen érzelmeket keltett és ezért dontdttem gy, hogy szeretnék minél
tobbet megtudni az ilyen tipusu problémakrol. A szakdolgozatom kiindulasi pontja egy, az
Arany Daniel Matematikai Tanuldéverseny 1997/98. évi kiadasaban megjelent feladat.

Ennek szovege a kdvetkezoképpen hangzik:

Egy szabalyos sokszog csucsaihoz tetszés szerint 1-et vagy -1-et irunk. Egy ,,lépésben”
barmely harom egymast kovetoé csucshoz irt szam eldjelét az ellenkezdjére valtoztatjuk.

(Példaul az 1; 1, -1 hdarmast a -1; -1, 1 harmasra cserélhetjiik.)

a.) Elérheté-e ilyen ,,lépésekkel” tetszéleges kiindulasi helyzet esetén, hogy a
csucsokhoz irt 100 szam osszege 0 legyen?
b.) Elérheti-e tetszéleges kiinduldsi helyzet esetén, hogy mindegyik csucshoz az 1-

es szam tartozzon?

A feladat hivatalos megoldasat az egyik Orszagos Kozoktatasi Szolgaltato Iroda altal
1999-ben kiadott szamban talaljuk, és igy hangzik:

a.) A szaz darab csiicshoz irt szam 25 darab egymdst kovetd, kozos elem
nélkiiliszamnégyesre tagolhato.
Megmutatjuk, hogy barmelyik szamnégyes szamainak osszege lefeljebb két
., lépéssel” 0-vd tehetd. Igy pedig nyilvanvald, hogy a 25 szamnégyes ,, 6sszege” 0-
vd teheto.
Egy szamnégyesben a -1-esek szama 0, 1, 2, 3, 4 lehet.
Ha a -1-esek szama ketto, akkor készen vagyunk.
Ha nincs -1-es a négyes tagjai kozott, akkor az (1;1; 1; 1) négyesbdl az elsé harom
tag eldjelvaltasa utan a (-1; -1; -1; 1) négyes adodik. Ha most az utols6 harom tag
eléjelét valtoztatjuk meg, akkor a szamunkra megfelel6 (-1; 1; 1; -1) négyest
kapjuk.
Ha egy darab -1-es van a szamnégyes tagjai kozott, akkor a -1-es valamelyik sz¢ls6é

szam, vagy a két kiilonboz6 szam egyike lehet, azaz a szamnégyes (1; 1; 1; -1)



vagy (1; 1; -1; 1) alakt. Mindkét esetben (és a szimmetrikus esetekben is) egyetlen
»lépésben” — most az utolsé harom tag eldjelvaltasaval — a kivant eredményhez
jutunk.

Az 1-esek ¢és a -1-esek szerepe felcserélhetd egy négyesben beliil, igy allitasunk
minden lehetséges esetben igaz.

b.) Szamozzuk meg a csucsokat példaul pozitiv kériiljaras szerint 1-t61 100-ig!
Hajtsuk végre a feladat feltételeinek megfelelo ,,lépéseket” az elso csucstol kezdve
a 98-adik csuccsal bezaroan a kovetkezoképpen:

Ha az i-edik csucshoz irt szam 1, akkor menjiink tovabb a feladat feltételeinek
megfeleld ,,lépéssel” addig a csucsig, amelyikhez a -1 szam tartozik (i=1, 2, 3, ...
98).

Ha ilyen csucs nincs, akkor megallunk.

Ha -1-es csucshoz jutunk, akkor i=1, 2, ..., 98 esetén ehhez és a kovetkezo két
csucshoz irt szam -1-szeresét vessziik.

Az igy kapott uj szamszdzasra az iménti eljarast annyiszor ismételjiik meg, mig a
98-adik csuicsig nem jutunk. (A 99-edik és a 100-adik csiicsra mar nem alkalmazzuk
az eljarast.)

Ekkoraz 1.; 2.; ...; 98. sorszamu csucsok mindegyikéhez nyilvanvaloan az 1-eS
szdm tartozik.

A 99-edik és a 100-adik csucshoz irt szam pedig az eljards befejezése utan rendre
(1; 1), (1; -1), (-1; 1), (-1; -1) lehet.

Ha mindkét szam [-es, akkor készen vagyunk.

Ha mindkettd -1-es, akkor az (1; 1; -1; -1) négyesbdl (ilyen van, mert két
szomszédos -1-esen kiviil a tébbi csucshoz az 1-es szam tartozik) kiindulva az elso
harom tag eldjelvaltasaval a (-1; 1, 1; 1) négyeshez jutunk. Tehat a két ,,-1-es
esete” visszavezetheto az ,,egy darab -1-es esetére”. Ekkor viszont az egy darab -1-
esen kiviil 99 darab 1-es van, amelyek 33 darab harmas csoportba oszthatok.
Mindegyik csoport egyszeri ,, felvaltasaval ” mind a szdz csucshoz irt szam ujra -1
lesz.

Hamost az 1., 2., 3. jelii csucshoz irt szamokat -1-el szorozzuk (ami egy ,,lépés”),
majd az ujonnan kapott szamszdazas 2., 3., 4. csucsahoz irt szamok eldjelét
valtoztatjiuk meg, utana ezt az eljarast folytatjuk tovabb a 3., 4., 5. csucshoz

alkalmazva a jelvaltast (tehat dsszesen 100 darab ,,lépést” hajtunk végre), akkor



mindegyik csucshoz az 1-es szam fog tartozni, hiszen barmely csucshoz (az
eredetileg) irt -1-es pontosan haromszor valtott eldjelet.
Tehat elérheto tetszoleges kiindulasi helyzet esetén, hogy mindegyik csucshoz az 1-

€S szam tartozzon.

A dolgozatban ennek a feladatnak az altalanositasait és kiterjesztéseit fogom vizsgalni. Az
érthetéség és a kozépiskolasok kedvéért atfogalmazom az eredeti feladatot piros és kék
korongokra az 1 és -1 szamok helyett és az alabbi kérdéseket vizsgalom: hogyha a
kiindulasi helyzetben csak a korongok piros oldala van feliil, akkor elérhet6-e az a két
allapot, hogy pontosan 1 kék korong lesz, illetve, hogy a folyamat végére az 6sszes korong
kék lesz. Emellett altaldnosan azt is vizsgalom, hogy elérhetd-e egy kiindulasi helyzetbdl
minden masik helyzet. Amikor egy kézépiskolas tanar szeretne ilyen feladatokat
megoldani, akkor kell a kezébe egy olyan eszkdz, amivel ezt megteheti. A mi eszkoziink a
linearis algebra lesz. A szakdolgozatban elhangz6 0sszes algebrai kifejezés és definicio
forrasa Kis Emil Bevezetés az Algebrdba és Freud Robert Linedris Algebra cimii konyve.
Leforditom a korongokat a 0, 1 maradékosztalyok nyelvére modulo 2, és leforditom a
korok korberakésat a vektorok nyelvére. Egy ligyes megfeleltetéssel az alabbi feladatokhoz

jutunk. A legéltalanosabb esetben a kérdés igy hangzik:

Adott az n dimenzids vektortérben n db vektorunk, amelyikben mindig k db szomszédos 1-
es van ciklikusan. lgaz-e, hogy ez az n db vektor generdlja a vektorteret? Ha nem, akkor

milyen alteret general?

A dolgozat modszertani részében elvégeztem egy kisérletet, amiben a kiindulasi
feladatokat bevittem néhany osztalyba, ahol a diakoknak adott id6 alatt kellett
foglalkozniuk a feladatokat. Ezalatt az volt az elvaras, hogy minden gondolatukat irjak le a
feladattal kapcsolatban, hogy minél tobb informaciohoz jussak a kiértékelés soran. A
kozépiskolak rangsoran az els6é 10-be tartozo kdzépiskolak egyikében végeztem el, ahol a
hosszu gyakorlatomat keretein beliil tanitok. Itt elére egyeztettem a tanarokkal arrdl, hogy
szerintiik a didkok szamara elvégezhetdek-e a feladatok, de valoszinii, hogy egy altalanos
kozépiskolai osztalyban ilyen problémakkal nem fognak talalkozni a didkok. Az elemzés
alatt bemutatok kiilonféle probalkozasokat és 9sszegezni is fogom a csoportok

teljesitményét. A dolgozatban kiértékelem néhany didk megoldasat.



2. A kiindulasi feladat

Ennek a szakdolgozatnak az elkésziiltét egy olyan versenyfeladat ihlette, ami a 1997/98. évi
Arany Daniel Matematikaversenyen jelent meg a Halado kategoria I. és 1. forduldjaban a

nem specialis feladatok kozott. A feladat szovege igy szol:

Egy szabalyos szdzszog csucsaihoz tetszés szerint 1-et vagy -1-et irunk. Egy ,,1épésben”
barmely harom egymast kdvetd csucshoz irt szam eldjelét az ellenkezdjére valtoztatjuk.
(Példaul az 1; 1; -1 harmast a -1; ~-1; 1 harmasra cserélhetjiik.)
a.) Elérheté-e ilyen ,lépésekkel” tetszéleges kiinduldsi helyzet esetén, hogy a
csucsokhoz irt 100 szam 6sszege 0 legyen?
b.) Elérhet6-e tetszbleges kiindulasi helyzet esetén, hogy mindegyik csucshoz az 1-

es szam tartozzon?
2.1.A feladat kozépiskolas megoldasa

A kozépiskolai megoldas alapdtlete abban rejlik, hogy a 100 csticsot fel tudjuk bontani 25db
4-4 csucsbol allo részre. Ha az ilyen négyesekben meg tudjuk mutatni azt, hogy barmilyen
allasbol elérhetd, hogy az 6sszeg 0 legyen, vagyis két 1- es és két -1-es szerepeljen, akkor
ebbdl mar kovetkezik, hogy a 100 csucshoz tartozd szamok Osszege is 0 lesz. A minta
megoldas viszonylag egyszerli és konnyen feldolgozhato, viszont egy elég specifikus Otletet
igényel az elején, a rovidebb ciklusokra valo felbontast. Felmertiil a kérdés, hogy mi van
akkor, ha a csticsok szama nem bonthat6 hasonloan kisebb részekre. Ezért mikor egy ilyen
feladatra gyakorolunk egy iskolai kdrnyezetben, akkor fontos, hogy tobbféle valtozatot is
megmutassunk a diakoknak. A fenti feladat leirva konnytinek tiinhet, de természetes modon
elindit egy gondolatmenetet, melyben eszilinkbe juthatnak kiilonbzd altalanositasok, illetve
kiterjesztések. Példaul, hogy mi van akkor, ha nem 100, hanem t6bb csucsunk van, vagy
éppen akkor, ha egyszerre nem harom, hanem t6bb korongot forgathatunk egyszerre. Ezek
a kérdések a didkjainkban is felmeriilhetnek, és tanarként készen kell allnunk ezek

megvalaszolasara is.
3. Miért is korongok

Véleményem szerint egy didkot eléggé meg tudnak ijeszteni egy feladatban az olyan
kifejezések, mint ,,szabalyos szazszog” és a csucsokra irt 1, és -1-esek. Ezért amikor
bevezetiink egy ilyen feladattipust, érdemesebb egy kicsit baratsdgosabb megfogalmazassal

kezdeni. Ezért a feladatokban a sokszoget korben elhelyezett korongokra fogjuk cserélni, a



1 és -1-es jelolést pedig szinekre egy korong két oldalan. Ezért a feladatok a kovetkezd

moddon fognak kezddédni:

100 korongot lehelyeziink egymas mellé egy korben. Minden korongnak 2 oldala van,
egy piros és egy kék. Minden lépésiinkben megforditunk 3 egymas melletti korongot,
ezzel megvaltoztatva a sziniiket. (Tehat ha egy piros, piros, kék hdarmast forditunk

meg, abbol egy kek, kék, piros harmas lesz.)
Ebben a részben a kovetkezd feladatokat fogjuk részletesebben targyalni.

A feladat:

Legyen az a kiindulohelyzet, hogy mind a 100 korongunknak a piros oldala van feliil.
a.) Elérheto-e a megengedett lépéseinkkel, hogy 1 kivételével minden

korongnak a piros fele legyen feliil?

b.) Elérhetd-e a megengedett lépéseinkkel, hogy minden korongnak a kék fele
legyen feliil?

3.1.Az uj feladat megoldasa

3.1.1. A feladat a.) részének megoldasa kozépiskolai modszerrel

Az konnyen lathato, hogy ahhoz, hogy egy piros korong a forgatasok utan is piros maradjon,
ahhoz péros sokszor kell 6t megforgatni, ha pedig azt szeretnénk, hogy kék legyen, akkor

paratlan sokszor.

Tehat ahhoz, hogy a 1épéseink utan csak 1 kék korongunk legyen egy olyan 1€péssorozatot
kell megadnunk, amiben 1 kivételével az Gsszes korongot paros sokszor forgattuk meg.
Ahhoz, hogy konnyebben le tudjuk irni a feladatot szamozzuk meg a korongokat 1-t61 100-
ig. Mivel a korongok korben vannak, és mindegyikiik ugyanolyan szinii, ezért barmelyiktol
kezdhetjiik a sorszamozast. Els§ 1épésként forgassuk meg az 1.; 2.; 3. korongharmast. gy
lesz 3 kék és 97 piros korongunk. Ezt a harmast nem szeretnénk 0jra megforditani, igy eggyel
elcstisztatva forgassuk meg a 2.; 3.; 4. korongharmast. Ekkor az els6 korong kék marad, a 2.
¢és 3. ujra piros lesz, mig a 4. kékké valtozik, vagyis az elsé 3 korong mar olyan allapotban
van, amiben mi szeretnénk. A 4. korongot meg kell forditani még egyszer, hogy piros legyen,
tehat legyen a kovetkezd forgatandd harmas a 4.; 5. és 6. korong. igy mar a 4. korongot is
megforditottuk kétszer, tehat vele mar nem kell foglalkoznunk. A kovetkezd harmas legyen

az 5. koronggal kezd6d6 és igy haladjunk tovabb. Ezt a forgatasi modszert addig tudjuk



folytatni, mig meg nem forditottuk a 98.; 99. és 100. korongokat is. Ha ezt megtessziik, akkor
egy olyan allashoz jutunk, amiben a 100. és 1. korongok kékek, a tobbi pedig piros.

100, 1 2. 3
99 [ N o .
98. . '

o7 @ .5
9% ® 6
o5.@ o’
9.@ ®:

@ .. 9

92.. o® 10.

L ]
g @ @ *°
90. 89,

1. ébra

Eddig a pontig tigy dolgoztunk, hogy kozben arra torekedtiink, hogy az els6 korong legyen
az, ami a végén kék marad, de itt latszik, hogy talan nem ez lesz a megfelel6 megoldas.
Mivel a feladat nem tiizte ki, hogy melyik korongunk legyen kék ezért ez nem is baj. Utoljara
megforditva tehat a 100., 1., és 2. korongokat elérjik azt, hogy a 2. korongon kiviil
mindegyik piros legyen, mig a 2. korong kék. Ezzel megoldottuk a kitlizott feladatot. Ha
esetleg olyan megfogalmazasban kapjuk meg a feladatot, amiben ki van tiizve, hogy melyik
korongok kell kékké, akkor sem kell megijedni. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a
célallapot eldall az elébb kapott allapot elforgatasaként, vagyis a kivant végallapot elérhetd

olyan modon, hogyha a megfeleld 1épéseinket elforgatva hajtjuk végre.
3.1.2. A feladat b.) részének megoldasa kozépiskolai médszerrel

A feladat masodik részére is konnyen lehet modszert taldlni. Ebben az esetben ugy
szeretnénk forgatni, hogy a folyamat végére minden korong paratlan sokszor legyen
megforditva. Vegyiik észre, hogy egy korong pontosan harom darab harmasban szerepel,
igy, ha ezek koziil az 6sszeset megforgatjuk, akkor a kivalasztott korongot haromszor, vagyis
paratlan sokszor forgattuk meg. Tehat ha az 0sszes lehetséges harmast megforditjuk, akkor
el tudjuk érni, hogy az 6sszes korong kék legyen. Ennek talan a legegyszeriibb modja, ha
elindulunk az els6 harmastol, és ezutan mindig eggyel eltolva a kezdd korongot

megforgatjuk az dsszeset.
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3.1.3. A feladat megoldasa vektorterekkel

Az eddigi feladatokban rovid gondolkodas utan mindig taldltunk egy moddszert, amivel el
tudjuk érni a kitlizott célt. Félmertl a kérdés, hogy milyen célokat tudunk kitiizni, azaz, ha
kiindulunk egy alapallapotbdl, akkor milyen allapotokba tudunk eljutni. Az alapfeladatban
az els6 részben egy tetszbleges allapotbol kellett egy olyanba eljutni, ahol a fele -1, a fele
pedig 1, a masodik feladatrészben pedig egy olyan allapotba kellett eljutni, ahol minden
egyforma eldjeli. Ezzel szemben a korongos feladatban egy konkrét megadott alapallapotbol
kellett eléallitani azt, ahol minden korong piros egy kivételével, illetve a csupa kék allapotot.
Latni fogjuk késébb, hogy ezek mind visszavezethetok ugyanarra a tipusfeladatra. Nézziik
meg, hogyha a szaktanar, vagy akar a diakok koziil valaki altalanositja a feladatot, és feltesz
maganak kérdéseket, akkor hogyan lehet biztosan eldonteni, hogy az egyik allapotbol el

tudunk-e jutni a masikba.

A feladatot at fogjuk irni a vektorterek nyelvére. Ehhez keresniink kell egy megfeleltetést az
allapotok ¢és a vektorok kozott. Mivel 100 korongunk van kdrbe, amiket be tudunk szamozni,
fel tudjuk irni a korongok allasait, mint 100 hosszl oszlopvektorok. A kérdés mar csak az,
hogy mik legyenek a vektorok koordinatai. A korongoknak két kiilonboz6 szinii oldala van,
ezért érdemes modulo 2-ben gondolkodnunk. A korong piros oldalat feleltessiik meg a 0-
nak, a kék oldalat pedig feleltessiik meg az 1-nek. Ha f6liil van a piros oldal, akkor irjunk O-
s koordinatat a vektor megfeleld helyére, ha pedig a kék oldal van feliil, akkor irjunk 1-est.
Ha ezt megtessziik, akkor a korongok 0sszes lehetséges allasa felirhatd olyan 100 hossz
oszlopvektorként, amiben csak 1-esek és 0-ak vannak. Tehdt az Osszes lehetséges allapot
megadja a Z3%° vektortér dsszes vektorat. Ebben a felallasban vizsgaljuk meg, hogy mit
jelentenek a forgatasok. Z,-ben. Ha 1-hez 1-et adunk, akkor 0-at kapunk, ha 0-hoz 1-et
adunk, akkor 1-et kapunk, tehat egy atforgatasnal a ,,pirosbol kék lesz” azt jelenti, hogy O-
bol 1, ha a ,,kékbdl piros” pedig azt, hogy 1-bél 0 lesz. Tehat egy korong megforgatasa azzal
egyenld, hogy a megfelelé koordinatakhoz hozzaadunk 1-et. Akkor, hogyha 3 szomszédos
korongot forgatunk meg, akkor az azt jelenti, amikor az eredeti allapotot leiré vektorhoz
hozzaadunk egy olyan 100 hosszi oszlopvektort, melynek harom egymas melletti
koordinataja 1, a tobbi pedig 0. Ezeket a vektorokat atforgatasvektoroknak fogjuk nevezni.

Az atforgatasvektorok a kovetkezdképpen néznek Ki:
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Vannak olyan atforgatasvektorok is, amelyek ,,atlognak” a kezddpontunkon, amelyek az
utols6 két koordinataban kezdddnek ¢€s az els6 koordinatakban lesz a folytatasa, mert a kort
mesterségesen elvagtuk. Konnyen latszik, hogy 100db atforgatasvektor van, mivel a kor

minden koordinatajaban kezd6dik egy harmas, ami egy lehetséges atforgatasnak felel meg.

Ezeket figyelembe véve az a.) kérdés leforditasa a vektorok nyelvére a kovetkezOképpen
hangzik: Eléallithato-e az dtforgatasvektorok linedaris kombindciojaként egy olyan vektor,
amiben egy koordindta 1, a tobbi pedig 0? Ilyenkor a kiindulasi helyzetiink a csupa piros
kor, vagyis a csupa 0 vektor. Mint a kozépiskolai megoldas felirdsanal, itt is arra szeretnénk
torekedni, hogy ugy irjuk fel a linearis kombinaciot, hogy az abban szereplé vektorokban
minden helyen paros sokszor szerepeljen az 1-es, kivéve az egyik koordinatdban. Tehat ha
példaul fel akarjuk hasznalni a linearis kombinacioban azt a két atforgatasvektort, amiben az
elsé harom, illetve a 2.; 3. és 4. koordinata 1-es, akkor azt a vektort mar nem szeretném
belevenni, amiben a 3-4-5. helyen talalhat6 koordinata 1-es, mivel akkor mar a 3. koordinata
helyén paratlan sokszor szerepelne az 1-es. Vagyis a kovetkez6 vektor, amit hasznalni
fogunk a kombinacioban az lesz, amiben az 1-esek a 4. koordinataban kezd6dnek és igy
folytatjuk a gondolatmenetet tovabb. Latszik, hogy ez pontosan a fentiekben leirt algoritmus
leforditasa a vektorokra. Ha ezt a modszert alkalmazzuk végig, akkor a kovetkezd egyenletet

kapjuk:
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A vektorok szimmetridi miatt, ha ezt az allast eld tudtuk allitani, akkor barmelyik olyan
vektor eléallithato, amiben csak 1db 1-es szerepel, mivel, ha el tudom érni, hogy az elsé
helyen legyen csak 1-es, és a tobbi helyen 0, akkor, ha azt a vektort szeretném elballitani,
amiben a k. helyen van az 1-es, akkor ahhoz nem kell mast tenniink, minthogy eltoljuk az
Osszes kombinacioban szerepld atforgatasvektort k — 1-gyel. Vagyis az alabbi allapotok

biztos, hogy eldallithatok lesznek.

17 107 107 1071 107 (07 (07 [O7 [O]
o| |1| [o] [o] [o o| [o] [o] [o
o| |o]| [1] [o] [o o| [o] [o] [0
o| |o]| [o] [1] [o o| [o] [o] [0
o| [o] [o] [o] [1 o| [o] [o] [o
o| [o] [o] [o] [o|] o] |of |o] |o
o[’lo]’[o][o]’[o]"""|o|’|o|’|o]’]0
o| |o| [o] [o] [o 1| |o| o] |o
o| |o]| [o] [o] [o o| [1] [o] [o
o| |o| [o] [o] [o o [o] [1] [o
ol Lol Lol Lol Lol Lol Lol LoJ L4

Ha megnézziik ezeket a vektorokat, akkor lathatjuk, hogy ezek pont a Z3°° standart bazisat
alkotjak, vagyis generaljak az egész vektorteret. Ez szamunkra azért hasznos, mert hogyha
ezeket a bazisvektorokat el6 tudjuk allitani, akkor ezek linearis kombinacioit is. Ugyanis ha
az egyik éallapotba valo eljutds utdn elvégezziik egy masik eljutdsba vald korongok
forgatasait, akkor a két allapot vektortérbeli 6sszegét kapjuk. A bazisvektorok segitségével
pedig el tudjuk allitani az egész vektorteret, ami pedig azt jelenti, hogy ebben az esetben
minden helyzet eldallithato forgatasokkal, vagyis a feladat b.) részét mar nem is kell kiilon
vizsgalni, mert arrél is tudjuk, hogy megoldhato lesz. Igy, ha nem is tudjuk pontosan, hogy
hogyan, de azt lathatjuk, hogy minden helyzethez van konstrukcid, és ha a didkjainknak
feladjuk a feladatot, akkor nem hiaba fognak megoldast keresni.
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3.2. Felmeriil6 kérdések, megjegyzések

Ezt a megoldast olvasva azt gondolhatja az ember, hogy ez egy konnyen athalhato és logikus
feladat. Igy akarmilyen modon ki tudjuk terjeszteni egy masik feladatra, sokfajta 1j feladatot
tudunk gyartani és ezek mindig megoldhatéak lesznek. Igy az esetleges problémat csak az
algoritmus bonyolultsaga jelentheti. Egyszerre két dologra gondolhatunk, amikor ezt a
feladatot természetesen modositjuk. Az egyik az az, hogyha azt az altalanositast hasznaljuk,
hogyha nem 100, hanem tetsz6leges szamt korong van koérbe rakva. A masik valtozat az az,
hogy mi torténik akkor, hogyha nem szomszédos 3, hanem szomszédos k db korongot
forditunk meg egyszerre. Eldszor az elsé kérdést fogom részletesebben targyalni. A
megoldas kulcsa a 100-nak a 3-mal vald oszthatdsagi maradéka lesz. Lathato, hogy a 100
3k+1 alakban irhatd fel, és a megoldasbdl is lattuk, hogy a végén 1 korong maradt ki.
Egyszerti megfigyeléssel megallapithatd, hogyha az el6z6 feladatmegoldasban a 100-at
lecseréljiik egy barmelyik 3k+1 alaku szamra, akkor a 98. atforgatas helyett a 3k-1. forgatas
fog kulcsszerepet jatszani a megoldasban ¢és a megoldas analég mdédon fog miikddni a 100
esetére. Tehat ez azt jelenti, hogyha a korongok szama 1-et ad maradékul harommal osztva,
akkor a modszeriink miikodni fog. Most megvizsgaljuk azon eseteket, amire n =
2 (3),illetve n = 0 (3), ahol n a korongok kezdeti szama. Kezdjiik a 3k+2 alak szammal,

azon beliil is egy konkrét esettel.

3.3. Az a.) feladat megoldasa 101 korong esetén

3.3.1. Kozépiskolai modszer

Legyen itt is az az elsO célunk, hogy elérjiik azt, hogy a 1épések utan csak 1 kék korongunk
maradjon. Ezt a problémat egy kicsit mashogyan kell megkdzeliteniink, mint az el6z6
esetben. Annyira, hogy teljesen az ellenkez6jét fogjuk annak csinalni, amit kéne, és az elején
annyi korongot forgatunk kékre, amennyit csak tudunk. Ezt persze ugy a legegyszeriibb
megtenni, ha elindulunk az elején és egymas melletti harmasokat forgatunk addig, mig ezt
atlogas nélkiil meg tudjuk tenni, vagyis jelen esetiinkben 33-szor. Ezen 1épések utan a koriink

a kovetkezdképpen fog kinézni:
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101. .1 2. 3
100
o ® ® .
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91. 90.
2. dbra

Vagyis marad 2 piros korongunk, és mellette 99 kék. Forditsuk meg most azt a kimaradt 2

korongot és veliik egyiitt az els6t is. Az igy kapott allas a kovetkezo:

101. .1 2. 3
100
99 @ @ .

v @ ®.:
® @
7.9 ®°
%.@ @’
9. @:s
2. @ @
93’. .... 10.

92. ® ® "’
91. 90.
3. dbra

fgy most elértiik, hogy legyen 1 piros és 100 kék korongunk. Innen a megoldas mér nagyon
egyszerl. Még 99 kék korongot kell atforgatnunk pirosra, hogy elérjiik, amit szeretnénk, és
mivel a 99 3-mal oszthato, igy a 101-es melletti 99 korongot harmasaval megforditjuk, és
igy a 33 forgatas utan a 101 korongbol a 101.-sel jeldlt kék lesz, az 6sszes tobbi pedig piros.
Tehat elértiik azt, hogy pontosan 1db kék korongunk van. Akkor, ha egy tanar a didkoknak
ezt a megoldast el szeretné mondani, akkor célszerli ugy mondani, hogy sorban indulunk el

az elejétdl és ugy forgatunk, bar mi tudjuk, hogy a forgatasok sorrendje nem szamit.
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A b.) feladatrész megoldasahoz ugyanazt a modszert tudjuk hasznalni, mint a 100 korong
esetében, mivel még mindig nem valtozott az a tény, hogy egy korong pontosan 3 harmasban

szerepel, igy az 6sszes harmas megforgatasa utan az 6sszes korongunk kék oldala lesz feliil.
3.3.2. Megoldas vektorterekkel

Az alapmegfeleltetéseink itt is azok, mint az el6zd esetben, azzal a kiilonbséggel, hogy itt
az oszlopvektorok 101 hossztak 100 helyett, mivel ennyi koronggal dolgozunk. Ugyanigy
atforgatasvektorbol is 101 db lesz, mivel 1étezik 1 minden koronggal kezdédéen. Ha az a.)
rész megoldasat szeretnénk leforditani, akkor az elsé 1épés az, hogy minden 3k + 1-dik
koronggal kezd6éddé héarmashoz tartozd atforgatasvektort belevennénk a linedris
kombinacidba, ahol k € Z*, k < 33. Ezzel érjiik el azt az allast, mikor csak az els6 helyen
allo korongunk piros, a tobbi pedig kék. Ekkor mar csak annyi dolgunk van, hogy ehhez
hozzaadjuk azokat az elforgatasvektorokat, amik azoknak a harmasoknak felelnek meg,
amik kezd6 korongja 3k alaku, ahol k € Z*és k < 33. Ha ezt megtettiik, akkor el8all az az
allapotvektor, amiben csak a mésodik helyen koordinata 1- es, a tobbi pedig 0. Ismét csak,
mint a 100 korong esetén, a periodikussag miatt, ha ez a vektor eldallithatd, akkor minden
masik olyan vektor is, amiben csak egy db 1-es van. Ez pedig pont azt jelenti, hogy jelen
esetben el6 tudtunk allitani egy bazisat a Zi%! vektortérnek, pontosan ugy, mint az el6zé
esetben a Z2%0-nak. Ez itt sem jelent mast, minthogy az ezek altal generalt altérben 1év6
osszes allapot el6allithatd a megengedett 1épéseinkkel. Am mivel itt egy bazisrol beszéliink,
¢és 0k az egész vektorteret generaljak, minden allas eldallithaté lesz a 101 korong esetében
Is. Ezért az is igaz lesz, hogy nem kell kiilon vizsgalnunk a 101 kék korong esetét, mivel

ebbdl mar biztosan tudjuk, hogy el6 fog allni.
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Ezen kiviil lathatjuk azt is, hogy a 101 korong esete is altalanosithat6 az dsszes olyan esetre,
amiben a korongok szama 3k + 2 alaku, mivel az algoritmusunk sehol sem hasznalja ki,
hogy pontosan 101 db korongunk van. Ahogy a 100 korongra bemutatott algoritmust
altalanositottuk 3k + 1 db korongra, ugyantiigy a most 101 db korongra felirt modszert lehet
altalanositani 3k + 2 db korongra. El6szor sorban addig forgatgatjuk meg a korongokat,
amig 2 pirosunk nem marad, majd ezt megforditva egy olyan allapothoz jutunk, hogy 1db
pirosunk van és a maradék 3k + 1 db kék. Ha 3k db kéket megforditunk harmaséaval sorban,
akkor egy olyan allapothoz jutunk, ahol 1 db kék korongunk van, mig a tobbi piros, és
pontosan ez volt a cél. Vagyis most mar lathatd, hogy ha a korongjaink szama 3-mal osztva
1 vagy 2 maradékot ad és mindig 3 egyméas melletti korongot forgatunk, akkor akdrmilyen
allast eld tudunk allitani. Ez szdmunkra tanarként rengeteg lehetdséget ad arra, hogy
kiilonboz6 feladatokat gyartsunk a didkjainknak. Persze, itt figyelembe kell venni azt is,
hogyha egy helyzet el6allithatd az nem azt jelenti, hogy konny az eldallitasara algoritmust
adnunk kozépiskolai eszkozokkel. Ezért nem annyira egyszert a dolgunk, hogy kitalalunk

egy esetet, amirdl tudjuk, hogy el6 fog allni, majd bizunk a didkjaink képességeiben, hogy

......

3.4. A feladat megoldasa 102 korong esetén

Az utolso eset, amit meg kell vizsgalni az, mikor a korongok szama oszthat6 3-mal. Az el6z6
két feladat mintdjat folytatva nézziik most a 102 korong esetét. Elég konny( latni, hogy az
alapfeladatunk b.) része nagyon kénnyen megoldhatd, mivel, ha harmasokat forgatunk,
akkor annyi a dolgunk, hogy minden olyat megforgassunk ezek koziil, amelynek els6
korongja 3k + 1 alaku, ahol k € Z* és k < 33.

Viszont az a.) feladatrészben mar problémakba iitkozhetiink. Akar az 100, akar a 101 korong
esetére megvizsgalt modszereket probaljuk ki, sajnos nem jutunk megoldasra. Sokszori
probalkozas utan felmeriil az emberben a gyant, hogy lehet, hogy ez a feladat, az el6z6ktol

kiilonbdzden, nem lesz megoldhato.
3.4.1. A 102 korong esetének leirasa a vektortérben

Az alaphelyzet ismét nagyon hasonl6 ahhoz, amit az el6z6 két esetben. Még akkor is, ha az
ember otthonosan mozog a vektorterek vildgaban annak is meggyiilne a baja azzal, ha 102
hosszu vektortokkal kéne dolgoznia. Ezért ehelyett probaljunk meg el6szor egy olyan esettel
dolgozni, ahol a korongok szamara ugyanitigy igaz, hogy 3-mal oszthato. igy nézziik az n =

6 esetét.
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3.5. Az a.) feladatrész megoldasa 6 korong esetén vektorokkal

6 korong esetén 6 hosszu vektoraink vannak, amik megfeleltethetdek a Z$ elemeinek. Itt is

igaz lesz az, hogy az atforgatasvektorok linearis kombinacioit kell vizsgalnunk. A

felhasznalhato atforgatasvektorok a kovetkezoek:

ORr PR OO

R PR OOO

mPR OO O

CoOoOR R
I = 1
cCoORr R PO

,O OO Rk

Az elézé esetekben mar lathattuk, hogyha el6édll egy olyan vektor a fentiek linearis

kombinaciojaként, amelyben csak egy 1-es van, akkor az 6sszes olyan vektor is el6allithato,

ami ugyanezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezik. Nézziik meg, hogy a

o O OO

_1_

ni

vektort eld

tudjuk-e allitani, vagyis eldall-e az atforgatasvektorok linearis kombinaciojaként, ahol a; €

{1;2},i=1;2;3;4;5;6

SR PR OO

R PR O OO

CooRr R,
CoRr R, RO

R

_,O OO R

coococor

Vegyiik észre, hogy ez egy 6 egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer, ami a kovetkezd

modon irhato fel:

a;-1+a,"1+a3:0+a,-0+ag
a;-1+a,"1+a3-1+a,-0+ag
a;'0+a"1+az1+a,-1+as

(a1 +a,-0+a3-0+a,-0+as-
0+ ag
0+ ag
0+ ag
a;'0+a,"0+az-1+a,-1+as:
\at; -0+ a, 0+a3-0+a,-1+as-

1+ aq

1+ aq
1+0(6

1=1
1=0
0=0
0=0
0=0
1=0

Ennek az egyenletrendszernek keressiik innent6l a megoldasait. Erre a legegyszeriibb

modszer a Gauss-eleminacid. Elsé 1épésben vonjuk ki a masodik egyenletbdl a harmadikat.
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(1 +a,-0+a3-0+ay
a1 0+a,"0+az-1+ay
a;'l+a,"1+az-1+ay
a;'0+a,"1+az-1+ay
a;'0+a,"0+az-1+ay
\at; -0+, 0+a3 -0+ a,

‘O+as-1+ag:1=1
"0+as-0+ag-1=
‘0+as:0+ag-0=
"1+as-0+a,-0=0
"1+as-1+a5:0=0
'1+a5'1+0{6'1=

Kovetkezo 1€épésként vonjuk ki az els6bdl a harmadikat.

Ezutén vegylik el az els6bdl a negyediket.

Majd utolsonak a hatodikat vonjuk ki az elsébdl

a;'0+a,"0+az 0+ ay
a;'0+a,"0+az 1+ay
a;l+ay 1+az3-1+a,
a;'0+ay 1+az-1+a,
a;'0+a,"0+az 1+ay
a;'0+a,"0+az 0+ ay

(a1 0+a,-1+az-1+a,-0+as-1+ag-1=1
a;1'0+a,"0+az1+a,°0+as-0+ag-1=
a;'1l+a,"1+az1+a,°0+as-0+ag-0=
a;'0+a,"1+az1+a,-1+as:-0+ag-0=0
a;1'0+a,"0+az-1+as,-1+as-1+a5-0=0
\a;-0+a,"0+a3-0+a,-1+as-1+a5 1=

(¢ 0+a,-0+a3-0+ay-1+as-1+ag-1=1
a;1'0+a,"0+az3-1+a,:0+as:0+ag-1=0
ar'1+a,"1+az3-1+a,:0+as:0+ag-0=0
a;'0+a,"1+az1+a,-1+as:-0+ag-0=0
a;'0+a,"0+az-1+as,-1+as-1+a5-0=0
\a@; ' 0+a,-0+a3-0+a,"1+as-1+a,-1=0

. Az igy kapott egyenletrendszer:

‘0+as-0+as-0=1
‘0+as-0+ag-1=0
‘0+as-0+ag-0=0
"1+a5-0+ag-0=0
"1+as-1+as-0=0
‘1+as-1+ag:-1=0

Lathato, hogy kaptunk egy olyan sort, amiben minden egyiitthat6 0, de a jobb oldalon 1-es

talalhatd. Ez nem lehetséges, tehat az egyenletrendszeriinknek nincsen megoldéasa. Ez azt

jelenti, hogy a 6 korongnal nem fog el6allni a

_1_

0
0
0
0

ni

vektor. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a 6

korong esetében biztos nem lesz igaz az, hogy minden lehet6ség el6 fog allni. Ekkor felmertil

az a kérdés, hogy akkor mennyi és melyik kombinaciok lesznek azok, amik benne vannak

az atforgatasvektorok altal generalt altérben.

19



Ezeket a vektorokat tobbféleképpen is leirhatjuk. Nézziikk meg, hogy az el6z6 Gauss-

eleminacios modszerrel hogyan juthatunk megoldasra. Pontosan azok a vektorok fognak

eléallni, amelyek eldallnak az elforgatisvektorok linearis kombinaciojaként. A Gauss-

eliminacids 1épésekbdl lathato, hogy az

_1_

1
0
0
0

1

ésa

_1_

[ 1

vektorok fiiggenek a masik 4-t61. Ezek

o o O

a vektorok eldallnak a maradék négy vektor linearis kombinéciojaként az alabbi médon:

ORrRP,r R OO

R R P OOO

cCooRrRr,Rr

_,O OO R

és

cCooRr R

R PR OOO

PR OOoOR

CoRr R RO

A maradék négy vektor mar fiiggetlen lesz, ezekkel fogunk innentdl dolgozni. Nézziik, hogy

a négy vektor segitségével mely vektorok allithatok eld:

SO R PR PO

SRR PR PRk OO

A matrix oszlopai altal generalt alteret nézziik, tehat nem valtozik meg ez az altér, hogyha a

Gauss-eleminacio 1épéseit végezziik az oszlopokra. Ezt a tudast fogjuk most kihasznalni.

Els6 1épésként vonjuk ki a masodik oszlopot az elsébol:

SO R OO

Majd a harmadikat a masodikbol

SO RrOoOOoORr

SO R Rk PO

SR OO RO
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Es utols6 1épésként a negyediket a harmadikbol:

_ oo R
oOrRrocOoOR O
RO OoOR OO
PP R, OOO

\

A most kapott vektorok lineéaris kombinaciojaként az alabbi tipusu vektorok allithatok eld:

a; 07 (07 07 [ @
0 0 c o | c

a+0+0+d_|a+d
0 b 0 d b+d
0 101 Led L4 lC+dJ

Jelen esetben ezeket a vektorokat konnyii felsorolni, mivel a valtozok helyébe 0-t vagy 1-et

irva a kovetkezd 16 vektort kapjuk:

R

SRR, R OO

R R PO OO

corRroO R
oOrRrOR KL
(LN
R OO O KK
CoOOoO R R R
O RrRLr OO KO
T = 1
R R OR RO
===
Sorrmkermo
===
coococoo
T = 1
RO R ROk
OROROR

Ez a médszer mindig mitkddni fog, de elég konnyti latni, hogy a 100-101-102 korong esetén
a moédszer koriilményessé, hossziva és bonyolultta tud valni.100 db egyenlettel elvégezni
egy Gauss-eleminacidét nem egy egyszeri dolog. Ezért szeretnénk, ha lenne egy masik,
kényelmesebb modszer. Szerencsénkre van is ilyen. Ehhez pedig be kell vezetniink a

merdleges fogalmat.
4. Merdoleges altér keresés

Ez a masik modszer az, hogy megkeressiik az atforgatasvektoraink altal generalt altér
mer6legesét. Ebbe pontosan azok a vektorok fognak beletartozni, amikre igaz, hogy ha az
atforgatasvektorok altal generalt altér barmelyik vektorat tekintjiik, akkor az ezekkel vett
skalarszorzata 0. A merdleges altérnek az a tulajdonsaga, hogy az 6sszes vektorra merdleges,
ami eldall az atforgatasok segitségével. Tehat tigy fogjuk tudni majd eldonteni, hogy egy
lehetséges allapot eldall-e az atforgatasvektorok linearis kombinacidjaként, hogy
megnézziik, hogy a merdleges vektoraira merdlegesek-e. Rdadasul elég megkeresni ennek a

merdleges altérnek egy bazisat, mivel, ha egy bazis minden elemére merdleges egy vektor,
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akkor a vektortér 0sszes elemére is az és pontosan azok a vektorok vannak benne, amik

merdlegesek a merdlegesre.

Els6 1épésként vizsgaljuk azt, hogy hogyan tudjuk a meréleges vektorokat megadni az n=6
esetén. Ehhez azt az egyenletrendszert kell megoldani, ahol az egyenlet egyiitthatéi az
elforgatasvektorok koordinatai, és minden egyenlet eredménye 0, tehat az

atforgatasvektorok altal képzett matrix oszlopvektorai szerepelnek a sorokban €s a végén 0

all. Ez pont meg fogja adni azokat az vektorokat, amelynek barmelyik

elforgatasvektorral vett skaldris szorzata 0. Ekkor az aldbbi linearis egyenletrendszert

kapjuk:

(a1 1+a,-1+az3-1+a,°0+as-0+ag-0=
a;'0+a,"1+az1+a,-1+a5:-0+a5-0=
a;1'0+a,"0+az-1+as,-1+as-1+a5-0=
a1 0+a,"0+a3:0+a,-1+as-1+ag:1=
a;'1+a,0+a3:0+a,"0+as-1+ag-1=
\a; - 1+a,"1+a;-0+a,0+as-0+ag-1=

Elso 1épésként vonjuk ki az els6 egyenletet a hatodikbol:

a;'1l+a,"1+az1+a,°0+as:-0+ag-0=
a;'0+a"1+az:1+a,-1+as:-0+ag-0=
a;'0+a,"0+az-1+as,-1+as-1+ag-0=
a;1'0+a,"0+az0+ay-1+as-1+ag-1=
a;'1+a,0+az0+a,"0+as-1+ag-1=
a;'0+a,"0+az:1+a,°0+as-0+ag-1=

Majd az 6t6dikbdl az elsét:

(a1 1+a,"1+az3-1+a,°0+as-0+a,-0=
a;'0+a"1+az:1+a,-1+a5-0+ag-0=
a;1'0+a,"0+az-1+as,-1+as-1+ag-0=
a;1'0+a,"0+az0+ay-1+as-1+ag-1=
a;'0+a,"1+az1+a,°0+as-1+ag-1=
\a;-0+a,-0+as-1+a,-0+as-0+ag-1=

Ezutan vonjuk ki az 6todik egyenletbdl most a masodikat:
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(- 1+a,-1+a3-1+a,-0+as-0+ag-0=0
a;1'0+a,"1+az1+a,-1+as:0+a:-0=0
a;1'0+a,"0+az-1+a,-1+as-1+a5:-0=0
a;'0+a,"0+az:0+as-1+as-1+ag-1=0
a;1'0+a,0+az:0+as-1+as-1+ag-1=0
\a; 0+a,"0+a3-1+a,0+a5-0+ag-1=0

Majd az 6t6dikbdl a negyediket, ezzel egy csupa 0 sort képezve:

(- 1+a,-1+a3-1+a,-0+as-0+ag-0=0
a;'0+a,"1+az1+a,°1+as:0+ag-0=0
a;1'0+a,"0+az1+a,-1+as-1+a5-0=0
a;1'0+a,"0+az:0+as-1+as-1+ag-1=0
a;1'0+a,0+az:'0+a,-0+as-0+ag-0=0
\a;-0+a,"0+a3-1+a,0+a5-0+ag-1=0

Kovetkezd 1€pésként vonjuk ki a hatodik egyenletbdl a harmadikat:

(- 1+a,-1+a3-1+a,-0+as-0+ag-0=0
a1 0+a,"1+az3-1+a,-1+as:0+ag-0=0
a;1'0+a,"0+az-1+a,-1+as:-1+ag-0=0
a;'0+a,"0+az'0+as-1+as-1+ag-1=0
a;'0+a,"0+az'0+a,-0+as:0+ag-0=0
\a@; ' 0+a,-0+a3-0+a,"1+as-1+a,-1=0

Ezutan, ha kivonjuk a hatodik egyenletbdl most a negyedik egyenletet, akkor egy ijabb 0

sort fogunk kapni:

(a1 1+a,"1+az3-1+a,°0+as-0+a,-0=0
a;'0+a"1+az:1+a,-1+a5:0+ag-0=0
a;'0+a,"0+az-1+a,-1+as-1+ag-0=0
a;1'0+a,"0+az'0+as-1+as-1+ag-1=0
a;1'0+a,0+a3'0+a,°0+as0+ag-0=0
\a;-0+a,-0+a3-0+a,0+a5-0+a,-0=0

Ha ezt elvégeztiik, akkor kovetkezd 1épésként vonjuk el a masodik egyenletet az els6bol:

(a1 1+a,"0+a3-0+a,"1+as-0+as-0=0
a;'0+a,"1+az:1+a,-1+a5:0+ag-0=0
a;'0+a,"0+az-1+a,-1+as-1+ag-0=0
a;1'0+a,"0+az'0+ay-1+as-1+ag:-1=0
a;1'0+a,0+a3'0+a,°0+as:0+ag-0=0
\a;-0+a,-0+a3-0+a,0+as-0+a,-0=0

Most pedig a masodikbol a harmadikat:
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(¢ 1+a,-0+a3-0+a,-1+as-0+ag-0=0
a;1'0+a,"1+a3'0+a,-0+as-1+a5-0=0
a;1'0+a,"0+az-1+a,-1+as-1+a5:-0=0
a;'0+a,"0+az:0+as-1+as-1+ag-1=0
a;'0+a,0+az'0+a,-0+as-0+ag-0=0
\a; ' 0+a,-0+a3-0+a,0+as-0+a,-0=0

Ezutan ezt a mintat kdvetve most vonjuk ki a negyedik egyenletet a harmadikbol:

(a1 +a,-0+a3-0+ay,-1+as-0+ag-0=0
a;1'0+a,"1+a3:0+a,-0+as-1+a5-0=0
a;1'0+a,"0+az1+a,:0+as:0+ag-1=0
a;1'0+a,"0+az:0+as-1+as-1+ag-1=0
a;1'0+a,0+az:'0+a,-0+as-0+ag-0=0
\a; 0+a,-0+a3-0+a,0+a5-0+a,-0=0

Majd utols6 Iépésként a negyediket az els6bdl:

(a1 1+a,-0+a3:0+a,-0+as-1+ag-1=0
a;'0+a,"1+a3:0+a,:0+as-1+ag-0=0
a;'0+a,"0+az3-1+a,:0+as:0+ag-1=0
a;'0+a,"0+az'0+as-1+as-1+ag-1=0
a;'0+a,"0+az'0+a,-0+as:0+ag-0=0
\a;-0+a,"0+a3-0+a,0+a5-0+a,-0=0

Ebben az alakban a két szabadvaltoz6 as és ag, amit tetszélegesen meg tudunk valasztani,

példaul legyen as =a és ag =b. EKkor a merdleges altér a kovetkezé alaka

ra + b
a
b
a+b|
a
b

atforgatasvektorokbol all eld:

Kovetkezd lépésként keressiik meg az ilyen alaku vektorok bazisat. A lehet6ségeink a
kovetkezok: a=1,b=0; a=0,b=1;, a=0,b=0 és a=1,b =1. Ezek kozil a
harmadik a csupa 0 vektort adja, a masik 3 esethez tartoz6 vektorok pedig a

kovetkezok:

OR R OR R
RO R Rk OR
R R ORRO
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Ezek kozil viszont nem fog mind a harom szerepelni a bazisban, mivel a harmadik

vektor el6all az els6 kett6 linearis kombinacidjaként a kovetkezd mdédon:

O R PR OR R
+

R OR RO R
Il

R RO R Rk o

Tehat a merdleges 2-dimenzios, vagyis pontosan azok a helyzetek lesznek
el6allithatoak az atforgatasvektorokbol, amelyek leiré vektoraira igaz az, hogy

merdlegesek a bazis vektoraira.

Az atforgatasvektorok altal generalt altér merdélegesével azt is megallapithatjuk, hogy
a lehetséges allapotok koziil ténylegesen mennyi all el6 az atforgatasvektorok linedris
kombinaci6jaként. Ezt pedig ugy tudjuk megadni, hogy felhasznaljuk azt a tudast,
hogy egy V vektortér esetén, ahol U € V egy altér, akkor fennall a kovetkezd

Osszefiiggés:
dimU + dimUt = dimV

A 6 korong estében a merdleges dimenzidja 2 €s mar azt is megadtuk, hogy az el6alld
helyzetek alterének dimenzi6ja 4, tehat pontosan 2* = 16 olyan éllapot lesz, amit elé tudunk

allitani. Ez ugyanaz az eredmény, amit el6bb, a masik modszer segitségével is megkaptunk.

Most mar lathattuk, hogy miért nagyon hasznos dolog az, hogy meg tudjuk adni egy
vektortér vagy annak egy alterének a merdlegesét. Mégis, a fenti levezetésben ugyantgy a
Gauss-eleminacidhoz fordultunk, mint az elsd esetben, igy ez a mddszer sem egyszeriibb
tobb korong esetén. Ezért szeretnénk egy modszert, amivel ugyanerre a megoldasra

juthatunk kevesebb 1épés segitségével.
4.1.Meroleges keresés sok korongra

Keressiik meg a merdleges altér bazisat. 100 folotti korongszam esetén nagyon bonyolult
lenne egy olyan szamolast végig vinni, amiben az Gsszes atforgatasvektornak egyszerre
keressilk a merdleges vektorait. llyen esetekben konnyebb megkeresni egyesével a
megfeleld vektorokat. Nézziik azt a konkrét esetet, ahol 102 korong van korben. Elsdként
egy olyan vektort szeretnénk megtalalni, ami merdleges a

[T 1 1 0 0 0 ... 0 0 0] vektorra, vagyis a vele vett skalaris szorzata O.
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Ehhez arra van sziikség, hogy az els6 harom koordinata koziil pontosan kettdé helyen
szerepeljen az 1l-es, és egy helyen a 0, innent6l a tobbi koordinatat Sszabadon
megvalaszthatjuk. ElsOként nézziik azt az esetet, amikor az elsé két helyen 4allo tagot
valasztjuk 1-nek és a harmadikat 0-nak. Ha csak az els¢ atforgatasvektorra kéne, hogy
merdleges legyen a késziild6 vektor, akkor a tobbi koordinatat szabadon tudnank
megvalasztani. Itt kell figyelembe venni, hogy egy olyan vektorra van sziikség, ami nem
csak egy, hanem az Gsszes atforgatasvektorra meréleges. Ez azt jelenti, hogy a masodikra,
vagyisal[0o 1 1 1 0 0 .. 0 O O0]"-rais. Ennél a vektornal a kényes elemek a
masodik, harmadik és negyedik koordinatak. Mivel a meréleges vektornak megadtuk mar az
els6 harom elemét, ezért ugy kell melléjiik igazitanunk a negyedik elemet, hogy a
merdlegesség megmaradjon mindkét vektorra. A masodik helyen 4ll6 1-es és a harmadik
helyen allé 0 miatt a negyedik helyen mar csak egy 1-es lehet, hogy megfeleljen annak a
feltételiinknek, hogy a kiilon vizsgalt 3 hely koziil pontosan 2-n legyen 1-es. Ha bevessziik
a harmadik atforgatasvektort is, ahol a harmadik, negyedik és 6tddik koordinatara kell
figyelniink, akkor itt is azt latjuk, hogy ezek koziil az elsd kettd helyen 1évo elem mar meg
van hatarozva, ¢és ezek mar kijelolik azt, hogy pontosan melyik szamnak kell lennie a
harmadik helyen. igy, ha a merdleges vektornak meghatarozzuk az elsé 3 koordinatajat,
akkor a tovabbi koordinatakat mar csak egyféleképpen valaszthatom meg, hogy rendre a
tobbi atforgatasvektorra is merdleges legyen. Tehat egy olyan vektort mar taldltunk, ami bele
fog tartozni a merdlegesbe, és ez a kovetkezOképpen fog  kinézni:

1 10110 .. 1 1 o]

Nézziik meg, hogy milyen merdéleges vektort kapunk akkor, ha az els6 harom
koordinatat mashogy valasztjuk meg. Vegyilik most 0-nak az elsé koordinatat, a
masodik kett6t pedig 1-nek. Ekkor az el6z6 gondolatmenetet kdvetve a negyedik
koordinata helyén mar csak O allhat, hogy megmaradjon a mero6legesség, majd ezt
ujabb két 1-es fogja kovetni, és ez a minta folytatodik egészen a vektor utolso

koordinatajaig. Igy mar két merélegesvektorunk is van. A kérdés az, hogy van-e tobb.

Az els6 harom koordinata kivalasztasara mar csak egy lehetdségiink van, mikor az els6
és harmadik koordinata 1 és a masodik 0. Itt is tudjuk ugyanazt a logikat kovetni, mint
az el6zo két esetben, és igy a negyedik koordinata 1-es, az 6todik 0 majd a hatodik és
hetedik 1-es, és 1igy tovabb, mig a kovetkezd vektort nem kapjuk:
[T 01 1 0 1 .. 1 0 1]%. Mashogy mar nem tudjuk kivalasztani az els§

elemeket igy mar csak az a feladatunk maradt, hogy megkeressiik a kapott merdleges
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altér egy bazisat. Az utoljara megkapott vektorunk eldall a masik kett6 6sszegeként a

kovetkezd mddon:

17 107 117
1l |1 0
ol |1 1
1l |0 1
1| |1 0
of, |1 1
1|t o] |1
ol |1 1
1| |o 1
1l |1 0
ol L1 Lq

Tehat a bazisunk csak 2 elemii és ebbdl kovetkezve a merdleges 2 dimenzids. Ebbdl
tehat konnyen meg tudjuk mondani, hogy a megoldasvektorok altal alkotott altér 100
dimenzi6s. Tehat az 6sszes lehetséges 2192 4ll4s koziil pontosan 2190 db allapot fog

el6allni az atforgatasvektorok segitségével.

5. Mélyebb algebrai értelmezés

5.1. 3|n esetén

A kovetkez6 fejezetben a 102 korong esetét nézzilk meg mélyebb algebrai
értelmezésben. Amikor azt keressiik, hany allapot fog eldallni, akkor azt kell
megnézniink, hogy az atforgatasvektorokbdl képzett matrixnak mennyi a rangja. Ez
meg fog egyezni a linearis transzformacié képterének dimenziéjaval. Egy nagy matrix
esetében ez nem olyan egyszer(i, ezért felhasznaljuk azt a tudast, hogy a magtér
dimenzidjanak megadasa egy konnyebb folyamat. Mivel egy ¢:V — V linearis
transzformacional dim Ker(¢) + dim Im(p) = dimV, igy, ha megvan a magtér
dimenzidja, akkor konnyen kiszamithat6 a képtér dimenzidja is. A magtérben pedig
pontosan azok a vektorok vannak benne, mint amik az el6allithat6 allasok alterének

merolegesében.

Egy ilyen, az atforgatasvektorokbol allo6 matrixnak sajatvektorai a komplex test folott
az [1, & &2, .. 100 ¢101] glaka vektorok, ahol az &€ barmelyik komplex 102.
egységgyok lehet. A sajatvektorokhoz tartoz6 sajatértékek megadasahoz el6szor
megnézziik hogyan viselkedik egy olyan matrix, amiben a sorvektorok ciklikusan

kovetik egymast. Egy ilyen matrix az alabbi médon fog kinézni:
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Ao a; a, - dp—q

ap-1 Ao a, - Qdp_3
ap-2 QAp—q1 Qo = Qp-3
a a, as - ay

Ha ezt megszorozzuk a hozza tartoz6 egyik sajatvektorral, akkor a kovetkezd matrixot

fogjuk kapni:
a a; Ay v Ay 1 apt+as-etay et +-+a,q-e"?!
p-1 Qo Az " Qp £ Qp1t+ag-eta et ++a, et
2 _ _
Ap-2 Qp-1 Qo an-3 £ = an—2+an—1'€+a0'£2+"'+an—3'£n 1
n-1 ) -
Qi Gz 43 Qo € a;+a;-e+az-et+-+ay-e"?

A keletkez6 matrixban az egymdas utan kovetkez6 sorok egymds e-szeresei, vagyis a
sajatvektorhoz tartozd sajatérték az ag+a;-e+a, €2+ -+ a,_ "1 Osszeg.

Mivel az atforgatasvektorok egy ciklikus matrixot alkotnak, igy fel tudunk irni az alabbi

szorzatot:
1 1 1 0 0 0 0 O 1 14+ e+ &?
0 1 1 1 0 0 0 0 € e+e? 4¢3
0 0 1 1 1 0 0 0 || € |=]¢e2+e3+¢
1 1 0 0 0 .. 0 0 1 en1 e"l414¢

Az itteni sajatvektorhoz tartozé sajatértékek éppen a 1 + & + €2 dsszegek lesznek. Ez
az 0sszeg értelmezhetd Ugy is, mint egy olyan mértani sorozat els6 harom tagjanak

Osszege, aminek els6 tagja 1, kvociense pedig ¢, és ily mdédon felirhatjuk rd a mértani
3_
sorozatokra vonatkozé 6sszegképletet. Ekkor a sajatérték: a, = %11 .A gondolatmenet

folytatasa el6tt zarjuk ki azt az esetet, amikor ¢ = 1, amikor a tort nevezdje nem
értelmes. Behelyettesitve az 6sszeg alakba azt kapjuk, hogy a sajatérték 1+14+1=3.A 3
sajatértékhez tartozo sajatvektor pedig a csupa 1 vektor lesz, és ha ezzel megszorzom
a matrixot, akkor a keletkezd vektor minden koordinataja 3, amire teljestl 3 = 1 (2),
tehat a csupa 1-es vektort kapom és ehhez az esethez biztosan nem fog tartozni Z,-ben

magtérbeli vektor.

, .. . 3.1
Ha € # 1, akkor azokat a komplex szamokat keressiik, amire a, = ng = 0 lesz. Ezt az

egyenletet dtrendezve a €3 = 1 egyenletet kapjuk. Ennek a komplex szamok kérében

pontosan 3 megoldasa lesz, de ebbdl az egyik az € = 1, és ezt mar az el6bb kizartuk. Le
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kell ellenérizniink, hogy ez a harom megoldas, vagyis a primitiv 3. egységgyokok
léteznek-e Z,-ben, és ott szerepelnek-e az n. egységgyokok kozott. A harmadik
egységgyokok szerepelnek Z, algebrai lezartjaban, és ugyanugy, ahogy a komplex test
esetén, egy harmadik egységgyok pontosan akkor lesz n. egységgyok is, ha 3|n. Mivel
3|102, a 0 kétszeres sajatérték lesz, a mag tehat kétdimenzids, és ezért 21°° db helyzet

fog el6allni.
5.2. 3In esetén

Ha az n nem oszthatd 3-mal, akkor ugyanezzel a gondolatmenettel az &3 =1
megoldasait kell keresni. Ebben az esetben sosem fog teljestilni ez az egyenl6ség, mert
n nem oszthaté 3-mal, igy egy harmadik egységgyok soha nem n. egységgyok. Egy
érdekes példa, han = 101, akkor a 101 prim léte miatt az 6sszes elem 101 renddi lesz.
Ez azt jelenti, hogy a magban csak a csupa 0 vektor fog szerepelni, vagyis a matrixunk
invertalhat6 és igy az O0sszes lehetséges allapotvektor benne lesz a képtérben, azaz

forgatasokkal minden lehetséges eset el64ll, ahogy az elemi konstrukcional is lattuk.
6. 3 helyett tetszoleges k db korong forgatasa

Eddig minden olyan esetet megnéztiink, amiben egyszerre 3 egymas melletti korongot
fogatunk, és megkiilonboztettiink harom kiilonb6zd esetet, amikor n = 0 (3), mikor
n =1 (3) és mikor n = 2 (3), ahol n az 6sszes korong szamat jeloli. Akkor, hogyha
egyszerre szomszédos k db korongot forgatunk, akkor a maradékosztalyokra vald
bontas nagyon korilményes lenne. hiszen egyesével kéne végig nézni k esetet,
altalanos esetben pedig nem hasznalhatd. Ezért szeretnénk egy altalanosabb modszert
mutatni. Erre alkalmasak lesznek az egységgyokok. A kovetkezd fejezetben olyan
eseteket vizsgalok, amiben kiindulasként tetszéleges n db korongbdl indulunk ki
mindegyiknek a piros oldalaval felil és egyszerre k db egymas melletti korongot
forgatunk. Ugyanugy, mint az el6z6 esetekben itt is felirhat6 a megfeleld

atforgatasvektorokbol allé matrix. A ciklusmatrix a kovetkezdképpen fog kinézni:

1 1 1 1 1 .. 0 O O
o0 1 1 1 1 .. 0 O O
o o1 11 .. 0 O O
1 1 1 1 0 0 0 1
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Ebben a matrixban minden sorban pontosan k db 1-es szerepel. Az ehhez tartozd
sajatvektorok tovabbrais[1, & €2, .. &"2, g™ 1]alakdak,aholazée-k pontosan

az n. egységgyokok a komplex szamok felett, mig az ezekhez tartozo sajatértékek itt is

k_
l+e+e?+-+ekt= %alakban lesznek felirhatok. Az elsé eset, amit vizsgalnunk

kell az a € = 1 esete. Az ehhez tartozo sajatérték az 1+1+1+...+1=k. Akkor, hogyha ez
a k szam paratlan, akkor ez modulo2 felett nem 0 lesz. Az
[1, & €%, .. &™2, ¢&" 1] alakd vektorok linearisan fiiggetlenek a komplex
szamtest folott, ezért van egy sajatvektorokbdl all6 bazis, a matrix diagonizalhato6.
Ezért a példaul, ha 131 korong esetén 5-6ket forgatunk, akkor mindenféle szamolas
nélkil meg tudjuk mondani, hogy a sajatértékek mind nem 0-ak, vagyis minden

lehetséges allapot el6 fog allni.

Akkor, hogyha ezt a Z, folott szeretnénk értelmezni, akkor az egységgyokok a Z,
algebrai lezartja folott vannak. Az el6z6 gondolatmenet akkor érvényes, ha az
[1, & €%, .. &™2 ¢&" 1] vektorok linedrisan fliggetlenek Z, folott is. A
Vandermonde-determinans miatt, ha ezek az e-ok mind kiilonb6z6ek, akkor ez teljestil
is. Igen am, de Z, folott tudjuk-e biztosan, hogy két n. egységgyok megegyezik-e. Sajnos
nem mindig, mert példaul paros n esetén az egységgyokoket gy hatarozzuk meg, hogy

megnézziik a x™ — 1 polinom gyokeit. Ezzel a komplex szamok felett nincs is probléma,

n 2
de modulo 2- ben ezt at tudjuk alakitani a kovetkezé médon: x™ — 1 = (xE - 1) . S6t,

ha példaul vessziik 96 korong esetét, akkor a x°¢ — 1 kifejezés felirhato (x*® — 1)?
alakban, de ugy is, mint (x?* — 1)* vagy (x3 — 1)32. Ez pedig azt jelenti, hogy a
sajatértékek nem lesznek kiilonb6z6ek. Akkor, ha ez all fenn, akkor nem tudjuk, hogy a
matrixok diagonizdlhat6ak-e, és ekkor mar nem tudjuk, hogy a magtér dimenzidja
megegyezik-e a 0 sajatérték multiplicitasaval. Erdekes szamolasok mutatjak példaul,
hogyha n =6 és k = 2 vagy k = 4, akkor az (n; k) ugyanaz, mégis a két magtér
dimenzidja kiilonb6z6. Ezeknek a tisztazasa nagyon bonyolult algebrai eszkoézoket
igényelne, de a vektorterek elemi tulajdonsagainak segitségével meg tudjuk vizsgalni
azt az esetet, mikor n és k egyszerre paratlan. A 100, 102 korong esetére tudtunk
konkrét megoldast adni, de paros n esetére nem tudtunk altalanos kovetkeztetések
levonni. Igy tanarként, ha szeretnénk olyan feladatot gyartani, amiben az korongok
szama paros, akkor fontos, hogy el6re végezziink el vizsgalatokat. Egy masik lehetdség,

hogy csak akkor hasznalunk paros korongszamot, ha az még kezelhetd nagysagu, és
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konnyen ellendrizhet6 vagy a merdlegesek vizsgalasaval, vagy a Gauss-eleminacio

segitségével.
Az utolsé eset, amit vizsgalni kell, az az, mikor n paratlan. Ebben az esetben biztosak

k_
lehetiink benne, hogy a % kifejezésnek mind kiilonb6zd6ek lesznek, vagyis a Z, folotti

karakterisztikus polinomjanak nem lesznek tobbszoros gyokei Z, algebrai lezartjaban.
Azt kell megmondanunk, hogy milyen esetekben teljesiil az € = 1 egyenléség, ami
pontosan azzal a kérdéssel egyezik meg, hogy hany olyan elem van az n. egységgyokok
koézott, aminek a rendje i, ahol i| k. Tudjuk, hogy ebben az esetben, hax™ = 1 ésx* =1,
akkor ebbdl kovetkezik az az dsszefiiggés, hogy x(%%) =1, ahol (n;k) a két szam
legnagyobb ko6zos osztéjat jeloli. Vagyis ezeknek a feltételeknek pontosan az (n; k)-dik
egységgyokok fognak megfelelni. Ezek koziil az egyik biztosan az 1 lesz, de errdl
megallapitottuk, hogy nem lesz benne a magban, mivel a csupa 1 vektor lesz a hozza
tartozé sajatvektor. Tehat a mer6leges dimenziéja pontosan (n; k) — 1 lesz. Igy ha
vesziink egy olyan feladatot, amiben 143 korongot rakunk kérbe és egyszerre 6 egymas
melletti korongot forgatunk, akkor konnyen megmondhatd, hogy a merdleges
dimenzidja (147;9) — 1, vagyis 3 — 1 = 2 dimenzids lesz. Ebbdl pedig mar konnyen
megallapithato, hogy az ehhez az alaphelyzethez tartozé képtér dimenzidja 147 — 2 =

2145

145 lesz, ami azt is jelenti, hogy pontosan olyan helyzet lesz, ami el6 fog allni az

elforgatasvektorok segitségével.

k_
Egy specidlis eset az, ha (n; k) = 1. EKkor az % kifejezés soha nem lesz egyenld 0-val,

mivel nincsenek olyan n. egységgyokok, amik a k.-ra emelve 1-et adnak. Tehat az
egyetlen vizsgalandé eset az, amikor € = 1. Ha a k szam is pdaratlan, akkor az 1 + ¢ +
g% + -+ k"1 6sszeg 1-et fog adni mod2, vagyis a hozza tartozo sajatvektor nem a
nullvektor lesz, és igy lesz n db kiilonb6z6 nem 0 sajatértékiink, tehat a vektorok
generaljak az egész vektorteret és minden lehetséges allapot el6 fog allni. Ezért a
példaul, ha 131 korong esetén 5-oket forgatunk, akkor mindenféle szamolas nélkiil

meg tudjuk mondani, hogy az 6sszes lehetséges kimenetel megoldhato lesz.

Ha viszont a n paratlan, de a forgatott korongok k szama paros, akkor mivela 1 + ¢ +
g2 + .-+ k71 sszegben paros szamu 1-est adunk dssze, tehat 0 lesz a maradék
modulo 2. Ebbdl az kovetkezik, hogy a mag pontosan 1 dimenzids lesz, az altérben azok

a vektorok lesznek benne, amiknek a csupa 1 vektorral vett skalaris szorzata 0, és a
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generalt altér merdlegese a csupa 1 vektorbol fog allni. Ez akkor teljestil, ha a tagok
dsszege a vektoron beliil 0, vagyis paros sok 1-es szerepel benne. igy, ha a 131
korongnal négyeseket forgatunk, akkor meg tudjuk mondani, hogy pontosan azok az

allapotok allnak el6, amiben paros sok az 1-esek szama.

Osszegezve a fentieket, azt lathatjuk, hogy ha a feladatot 4ltalanositjuk, hogy paratlan
n esetén tudjuk kezelni az 6sszes lehetséges esetet, és mindig egyszerti linearis algebrai
modszerekkel meg tudjuk mondani, hogy melyek azok a helyzetek, amik el6allnak. A
paros n esetén, ahogy az egyik fentebb leirt feladatban is lathatjuk, a mi altalunk
alkalmazott linedris algebrai m6dszerek nem miikodnek, s6t a megallapitasok, amit
paratlan korongszam esetén tesziink nem is igazak, s igy, ha kozépiskolasnak adjuk ki
a feladatokat, akkor mas modszerekhez kell folyamodni, mas megoldasi modszereket
kell keresni. Az egyik ilyen lehetséges megoldasi médszer az az, amit az Arany Déniel

versenyben megjelent feladatnal lathatunk.
6.1. Rovid kitekintés a paros n esetére

Az eddigiekben lattuk, hogy a linearis algebrai moédszerek akkor alkalmazhatdak
kénnyen, ha van n db fiiggetlen sajatvektorunk. Ezt mindig garantalni tudjuk azzal,
hogy van n kiilonb6z6 sajatértékiink. Akkor nem kiilonb6zdéek a sajatértékek, ha a
karakterisztikus polinomnak van tdbbszoros gyoke. Esetiinkben a sajatértékek akkor
lesznek egyenldk, ha két kiilonb6z6 egységgyok megegyezik a Z, algebrai lezartjaban,
tehat pontosan akkor, ha x™ — 1 polinomnak van tébbszoros gyoke. A tobbszoros
gyokoket a derivalt teszttel tudjuk ellendrizni. Akkor, ha van a polinomnak egy
tobbszoros gyoke, az a derivaltnak is gyoke. Ezt algebra el6adasokon ugy tanultuk,
hogy ami a polinomnak n-szeres gyoke, az a derivaltban a gyok n — 1-szeres, de ott
kihasznaltuk, hogy a komplex szamtestben vagyunk. Az x™ — 1 derivéltja n - x" 1. Z,
folott ez a polinom a 0 polinom, ha n paros. Ilyenkor a matrixunknak van t6bbszoros
sajatértéke, és els6 ranézésre nem tudhatjuk, hogy a sajatértékhez tartozo sajataltér
hany dimenzi6s. Legyen n = ¢ - 2¢, ahol ¢ paratlan. Ekkor Z, félott x™ — 1 = (x€ — 1)2t.
Lathat6, hogy itt minden gyék 2° multiplicitdssal van jelen. Forgassunk most k
szomszédos korongot. Ahogy eddig is irtuk, az ¥ = 1 megoldasit keressiik, ahol € egy
n. egységgyok. A polinomfelbontasbdl lathato, hogy ugyanekkor € egy c. egységgyok is.

Tehat keressiik az €€ = 1 és ¥ = 1 egyenletek megoldasait egyszerre. Ez, szokas
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szerint, akkor teljesiil, ha e%¢) = 1. Tehat (k; c) db megoldasa van az egyenletnek és

minden gy6k multiplicitasa 2%. Ez az a pont, ahol a jelenlegi tudasunk elfogy.

Most nézziink meg két esetet elemi eszkozokkel. Az altalanos esetet is kezelhetnénk
ugy, hogy minden sorbdl kivonom a folotte 1évd sort. Ekkor az els6 sorunk megmarad
ugy ahogy van, a tobbi sorban pedig mindegyikben 2 db 1-es lesz. Amikor az i + 1.
sorb6l kivonom az i.-et, akkor egy olyan vektort kapok, aminek az i. és i+ k.
koordinataja 0. Vizsgaljuk meg most az n = 6 és k = 4, illetve k = 2 helyzeteket. Az
elsd esetben azt kapjuk a kivonasok utan, hogy az els6 sorban van 4 db 1-es, a tobbiben
pedig négyeséve elcstsztatva 2 db 1-es. Ha ugyanezt megcsinaljuk k = 2 esetén, akkor
az els6 sorban megmarad két szomszédos 1-es, a tobbiben pedig 2 db 1-es kettesével

elcstsztatva. Igy a két matrix a kovetkezé:

1111 00 110 0 0 O
/100010\/101000\
01 0 0 0 1}10 1 0 1 0 0}
I101000"'001010I
\010100/\000101/
0 01 01O 1 0 0010

Mivel mindkét matrixunk ciklikus, ezért a kettével vald elcstisztatas ugyanazt jelenti,
mint a néggyel val6 elcsisztatds a masik irdnyba. Tehat 2 olyan matrixot kaptunk, amik
lényegében csak az elsd sorban kiilonbdznek, mert a maradék 5 sor, igaz permutalva,
de megegyeznek. Az els6 matrixban, hogyha a masodik és harmadik sort 6sszeadjuk,
akkor a matrix els6 sorat kapjuk és a matrix rangja megegyezik az utolso 5 sorbdl allo
matrix rangjaval, ami esetiinkben 4. Ezzel ellentétben a masodik matrix els6 sora nem
all el6 az utols6 5 sor linearis kombinacidjaként. Ezt le lehet ellenérizni Gauss-
eleminacioval is, de a dolgozatban ismertetett moddszerek koziil egyszerlibb azt
mondani, hogy a métrix utols6 5 sora merélegesaz[1 0 1 0 1 0] vektorra, az
els6 sora pedig nem. Megallapithatjuk tehat, hogy a (6;2) = (6;4) = 2 és a két matrix
rangja mégis kiillonbozik Z, folott. Ezért egészen biztos, hogy nem bizonyithaté olyan

Osszefliggés paros n esetére, mint a paratlan n esetére.
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7. A feladat kézépiskolaban

A szakdolgozat irasanak részeként elvégeztem egy kutatast, amiben azt szerettem
volna megtudni, hogy hogyan kezelik ezeket a feladatokat olyan diakok, akik most
latjak 6ket el6szor. Abban az iskoldban adtam oda két csoportnak a feladatokat, ahol
jelenleg is a hosszu gyakorlatomat végzem. Ez egy elég neves iskola Budapest
kiilkertiletében, ahol kétfajta képzés valaszthaté. Két olyan osztaly van, akik 8 osztalyos
képzésen vesznek részt és egy olyan, ahova a gyerekek négyéves képzésre
jelentkezhetnek. Az iskola didkjai rendszeresen vesznek részt matematika
versenyeken és szerepelnek jol, az elmult években tobb didk keriilt be az orszagos
dontébe OKTV-n vagy mas matematikaversenyen. T6bbek kézott évek 6ta nyerik meg
a didkok a legeredményesebb iskola cimet a Zrinyi matematikaversenyen. Emellett az
5. és 6. évfolyamba jaroknak heti kétszer délutani matematika 6rakon kell részt vennie,
ahol egy szaktanar segitségével az éppen aktualis versenyekre késziilnek fel. Utdna mar
kotelez6 szinten nincsen hasonlé 6ra, de minden évfolyamnak indul valaszthat6
matematika szakkor, ahol hasonlé tevékenységet végeznek a didkok. A jelenlegi
helyzetben én két csoportba vittem be a feladatlapot, amin a kévetkez6 két feladat

szerepelt:

1. Bélanak van otthon 100 olyan korongja, aminek egyik oldala kék, a masik pedig
piros. Mind a 100 korongot elhelyezi egy korben ugy, hogy mindegyiknek a
piros oldala legyen feliil. Csak olyan lépéseket hajt végre, ahol harom egymas
melletti korongot atfordit a masik oldaldra. (tehat pl.: a piros-kék-kék
korongharmasbdl kék-piros-piros harmast csinal)

a. Csak ilyen lépések segitségével elérheti-e azt az allapotot a csupa
pirosbol, hogy pontosan egy korongnak lesz a kék oldala feliil:
b. Elérheti-e azt, hogy mindegyik korongnak a kék oldala legyen feliil?

2. Egy szabalyos szdzszog csucsaihoz tetszés szerint 1-et vagy -1-et irunk. Egy
sépésben” barmely harom egymast koveté csicshoz irt szam eldjelét az
ellenkezdbjére valtoztatjuk. (Példaul az 1; 1; -1 harmast a -1; -1; 1 harmasra

cserélhetjiik.)
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a. Elérhet6-e ilyen ,lépésekkel” tetszbleges kiindulasi helyzet esetén, hogy
a csucsokhoz irt 100 szam osszege 0 legyen?
b. Elérhet6-e tetszdleges Kkiindulasi helyzet esetén, hogy mindegyik

csucshoz az 1-es szam tartozzon?

Az elsd csoport, aki megirta a feladatokat az iskola 12.c osztalyanak emelt fakultacios
csoportja volt. Az itt 1évé didkok 4 éve jarnak ebbe az iskolaba és jelenleg arra
késziilnek, hogy 1 honapon beliil emelt érettségit tegyenek le. A csoport 13 didkjanak
fél 6raja volt arra, hogy dolgozzanak a feladatokon, amiben arra kértem 6ket, hogy
akkor is irjak le az 6sszes gondolatukat, hogyha nem sikeriilt megoldani a feladatot,
vagy rajonnek utkozben, hogy hibaztak. Beszedtem és kiértékeltem a feladatokat, és az
lattam, hogy nagyon kiilonb6z6 valaszok sziilettek, de mégis voltak olyan motivumok,
amik tobbszor megjelentek. Ebben a részben arra szeretnék koncentralni, hogy az elsé,
korongokkal megfogalmazott feladattal hogyan boldogultak a didkok. Miel6tt
Osszegezném a csoport Osszteljesitményét szeretnék kiemelni par megoldast, illetve

prébalkozast a csoportbol.

5 ébra

Az elsd diak, akit szeretnék kiemelni majdnem sikeresen oldotta meg a feladatot. J6 volt

a kiindulas, miszerint az elején minél tobb korongot forditsunk kékre, igy ezt meg is
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teszi 99 koronggal. Innen még jdl folytatja azzal a gondolattal, hogy azt a harmast kell
megforditani, amiben megtalalhat6 az 1db piros korong. Ha ezt a gondolatot jol tovabb
viszi, akkor a feladat megoldhat6é par nagyon konnyd 1épéssel. Megforditva azt a
harmast, aminek a k6zéps6 eleme piros, majd azt a harmast, aminek els6 eleme az a
korong, ami az elején az egyediil maradt piros, akkor kapunk egy olyan négyest, amiben
pontosan 3 piros és 1 kék korong van. Mivel emellett a maradék 96 korong kék, ket
konny pirossa visszaforditani, és készen vagyunk a feladattal. Ezt a gondolatmenetet

a kovetkez6 abra mutatja:

@ @ @ ® @ @

6. Gbra

Ezzel ellentétben sajnos a didk az els6 forgatas utdn egy madsik mddszert valaszt,
amiben mindkét oldalon egyszerre indul el szimmetrikus forgatasokkal. Ezutan a
masik hiba az, hogy azt mondja, hogy a kivant allapot azért nem érhetd el mert sosem
keletkezik egymas mellett annyi piros korong, amik szama oszthat6 3-mal. Ez azért baj,
mert ha ilyen szamu korong maradna akkor ezeket visszaforditva azt kapnank, hogy
minden korong kék, ahelyett, hogy 1 kék és minden masik piros. Ez a magyarazat tehat
csak a feladat b.) részéhez lenne megfeleld. A didk algoritmusat hasznalva egy olyan
allapotnak kéne el6allnia a feladat a.) részének megoldasahoz, ahol keletkezik két piros
korong, és koztiikk 1 db kék, mivel ebbdl az allapotbdl mar a fenti abra értelmében
elérhetd a célallapot. Igy latszik, hogy a didknak voltak j6 gondolatai, és szépen is tudta
abrazolni azokat, de utana sajnos rossz iranyba indult és rossz kovetkeztetéseket vont

le.
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7 dbra

A kovetkez6 diak is egy nagyon j6 mddszert hasznal. Megnézi, hogy mi térténik 10
korong esetén és ezt terjeszti ki 100 korongra, ami egy miikdd6 gondolatmenet, mivel
mindkét szadmnak ugyanaz a 3-sal vett maradéka. Ehhez persze szivem szerint
elvartam volna még egy kis magyarazatot, hogy miért is elég az, ha egy kisebb
korongszdmra mikodik a kigondolt stratégiank, de ettél egy kozépiskolds didk
esetében eltekinthetiink. Két olyan hibat kovet el a didk, ami nagyban befolyasolja a
megoldas helyességét. Az els6 az, hogy igaz, hogy j6 kovetkeztetéseket von le, de a 10
korong esetén egy rossz forgatassal jut el az elvart dllapothoz, mivel az egyik 1épésben
egy piros korongot elfelejt kékké valtoztatni. Igy sajnos az 4ltala talalt eljaras nem
helyes. A masik hiba az, hogy a szép gondolatmenet utan az a.) részben nem veszi észre,
hogy a b.) szorosan dsszefiigg ezzel, mivel, de ennek ellenére a b.)-t kiilon feladatként

kezeli, és nem jut j6 végeredményhez.
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8 dbra

A kovetkezd didk, akinek a megoldasardl szeretnék beszélni a mintamegoldasban
megjelend mddszert szerette volna felhaszndlni az elsé feladatban. A 100 korongot
25db négyesre bontotta, és azt vizsgalta, hogy egy ilyen négyesen beliil elérhet6-e a 3
piros - 1 kék felallas. Ez viszont nem sikertil, és igy a megoldasa sem, viszont az 6
szemében a feladat befejezett, és levonja a neki helyesnek tlind kovetkeztetést. Ezutan
a b.) részben is ugyanezzel a modszerrel prébalkozik, ahol mar tobb forgatasi hibat is
elkovet, emiatt pedig egy olyan eredményhez jut, ami nem igaz, miszerint egy négyesen
beliil elérhetd, hogy a 4db piros korongb6l 4db kék korong legyen. Ennek
kovetkeztében a valasza technikailag jo, miszerint elérhetd, hogy az 6sszes korong kék
legyen, de az ut, amin odajut nagyon hibas. Emellett az egyik hibas forgatas
kovetkeztében el6all egy olyan allapot a négyesen beliil, ahol a 3 piros mellett egyetlen
kék korong van, ami arra 0sztonzi a didkot, hogy megvaltoztassa az a.) részre adott
valaszat. Igy az a.) részre is habar a végsé valasz helyes, ezt a didk tobb hiba

elkovetésével éri el.
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9 dbra

Az utols6 ,megoldas” egy olyan diaké, aki sajnos fél 6ra utan se tudott egy szénal tébbet
irni a papirjara, majd ezt is kihuzta. Ez azért meglepd, mivel rajta kiviil mindenki mas
el tudott indulni valamilyen gondolatmenettel. Persze, nem tudhaté, hogy tényleg
ennyire nem volt 6tlete a feladathoz, vagy csak nem irta le azokat a gondolatait, amik
felmeriiltek annak ellenére, hogy erre mindenki meg lett kérve. En is talalkoztam mar
olyan didkkal a révid palyafutasom soran, aki nem szerette kimutatni azt, hogy valamit

nem tud és ezért nem irt le addig egy megoldast, amig abban biztos nem volt.

A kovetkezd részben értékelem a csoport Osszteljesitményét. Ot olyan didk volt a
csoportbdl, aki teljesen vagy majdnem teljesen meg tudta oldani a feladatot. Két helyen
nagyon szépen megjelent az a gondolat, hogy mi a kiilonbség akkor, hogyha egy
korongot paros vagy paratlan sokszor forgatunk meg. Egy didk konkrétan azt az
algoritmust irta le, amit én is megfogalmaztam fentebb ebben a dolgozatban. Sokan azt
a gondolatmenetet kovették, amiben el6szor elérjiik azt az allapotot, hogy 1 piros
korong maradjon 99 kék mellett. Ezutan a piros melletti egyik kéket ,rogzitjiik”, mint
kék, és a maradék 33 egymas melletti harmast megforditjdk megint. Igy, ami eddig
piros volt az kék lesz, a tobbi pedig piros, vagyis 6sszesen két egymas melletti korong
marad kék. Ezutan utolso 1épésként megforditjak azt a hdrmast, amiben ez a két elem
szerepel, ezzel pontosan 1 db kék korongot kapva a végére. Nem mindenkinek sikertilt
viszont ezt a gondolatmenetet teljesen végig vinni. Voltak, akik miutan 1 piros
koronggal maradtak utdna rosszul indultak tovabb, illetve olyan is el6fordult, hogy egy

ponton hibat kovettek el a korongok forgatasaval, és ezért nem tudtak helyes
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kovetkeztetéseket levonni. Masok azzal probalkoztak, hogy megnézik tudnak-e
algoritmust gyartani 10 korong esetére, majd ezt az esetet terjesztik ki 100 korongra

sikeresen a megegyez6 maradékok miatt.

Amit nagyon érdekesnek talaltam, hogy sok diak, aki helyesen megallapitotta azt, hogy
az a.) rész megoldhat6é nem vette észre, hogy ebbdl mar megoldhat6 a feladat b.) fele
is, mivel, ha el tudjuk érni azt, hogy 100 korong koéziil pontosan 1 legyen kék, és mellette
99 piros, akkor azokat a pirosokat nagyon kénnyen kékre lehet forditani. Igy 6k
teljesen kiilon feladatként tekintettek erre, és kiilon algoritmust akartak megadni ra,
ami az esetek tobbségében nem sikeriilt. Ezt a problémat lattuk a masodik kiemelt didk
megoldasaban is. Voltak olyan didkok is, akik észrevették az 0sszefliggést. Koziiliik
voltak, akiknek az a.) rész is sikertlt, de olyanok is, akik nem boldogultak az elsé

résszel, de megmagyaraztak, hogyha az a helyzet el6all, akkor a b.)-beli is.

Sokan ugy kezdtek neki a feladatnak, hogy prébalkoztak kiilonféle algoritmusokkal,
amiket sajnos nem tudtak sikeresen végig vezetni, vagy hibasnak bizonyultak és ez
megrekesztette 6ket, nem mentek tovabb. Ebben a csoportban is voltak, akik 10
korongra szerették volna el6szor megtalalni az algoritmust, de sajnos a levezetések
hibasak voltak. Két olyan didk volt a csoportbdl, aki a feladat els6 részét teljen
mértékben félreértette, és arra a kérdésre valaszoltak, hogy hogyan érhet6 el, hogy 1
piros és 99 kék korong legyen a csupa pirosbdl kiindulva. Ezzel nagyon
megkonnyitették a feladatot, és igy ilyen szempontbdl nem értékelhetd a valaszuk. Egy
olyan diadk volt, aki a masodik feladatban rajott arra, hogy segit, ha a 100 korongot 25
db 4 hosszl részre bontjuk és ezért az els6 feladatban is ezt szerette volna alkalmazni,
de nem sikertilt, és a forgatassal is voltak problémak, illetve 1 olyan ember is volt, aki
egyik feladatot se tudta megvalaszolni, és nem irt szinte semmit egyik részhez sem,
mint ahogy a fenti, részletesebb leirasban is lattuk. Nagyon meglep6nek tartottam az
elején, hogy mennyi olyan didk volt, aki nagyon sok logikai hibat kovetett el a
forgatasok soran, még akkor is, ha egy 1épésben be is karikaztak azt a harom korongot,

amivel dolgozni szeretnének.

A masik csoport, aki dolgozott ugyanezen a két feladaton egy olyan csoport volt, akik a
matematika szakkor tagjai a 11. évfolyamon. Ez a csapat a harom osztalybdl tevédik
0ssze, a tagjai pedig mint maguk valasztottak a szakkort az év elején. Ezeken az

alkalmon vagy versenyekre késziilnek a tanarukkal, vagy nehezebb és magasabb szinti
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matematikai feladatokat oldanak meg. A tanaruk f6 érdekl6dési kore a geometria
kilonboz6 teriiletei, ezért gyakran foglalkoznak a szakkor keretein belill ilyen jellegii
problémakkal. Vannak olyan alkalmak is, amikor olyan témakorok is el6kertilnek,
amikkel normalis esetben csak egyetemen taldlkozhatna egy didk. Mikor az altalam
kitlizott feladatokat oldottak meg, akkor 23 {6 volt jelen és ebben az esetben is 30 perc
volt arra, hogy dolgozzanak a kérdéseken. J6 érzés volt latni, hogy ezek a didkok milyen
lelkesedéssel fogtak neki a feladatoknak, és azt is, hogy mindenki ki tudta tolteni az id6
egészét a feladatmegoldéassal, s6t, ez néhany esetben kevésnek is bizonyult. Volt olyan,
aki a masodik feladatot épphogy csak el tudta kezdeni mikor be kellett adni a lapokat.
Paran elvitték magukkal a feladatokat, hogy még otthon tudjanak rajta gondolkodni, de
elmondasuk szerint az elsé feladathoz sikeriilt minden gondolatukat leirni az
id6kereten beliil. Elsének itt is szeretnék két megoldast kiilon, részletesebben

szemléltetni.
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A kovetkez6 megoldasban egy nagyon érdekes maédszer kertiil el6 és tisztdn a szamok
nyelvére forditodik le a feladat. Megjelenik, hogy egy ,kornyi” forgatas utan egy olyan
allapotba jutunk, ahol 99 kék korong mellett 1 db piros lesz. Innentdl érdekes a
gondolatmenet, mert azt csinalja a diak, hogy Ujra megfordit 33 darab egymas melletti
harmast méghozza ugy, hogy az els6 megforditandé6 harmas a pirosan maradt
koronggal kezd6dik. Ezutan a kér utan 98 piros korong mellett 2 kék koronghoz jutunk.
Egy kovetkez6 kor utan 97 kék és 3 piros koronghoz, a negyedik kor utan pedig 96
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piros és 4 kék koronghoz jut. A 4 kék koziil 3-at pirosra forgatva a kivant allashoz
jutunk. Ez a megoldas j6, bar itt is elvarhato lenne egy vilagosabb leirasa annak, hogy
mit jelent egy kor és az egyes 1épéseknél melyik korongharmassal kezdddik a forgatas.
Ez a megoldas sokkal tobb forgatast igényel, mint a masok altal megfogalmazott
algoritmusok, bar ez nem probléma, mivel sehol sem kérte a feladat, hogy minél
kevesebb 1épésbél kéne eljutni a kivant allapotig. Osszetett gondolkodasmédot sugall
az, hogy ezt a mddszert fejben at tudta gondolni, és latta, hogy melyik 1épés utan melyik
szinbdl hany darab marad. Ezutan hogyha a b.) rész megoldasat megnézziik, akkor
latszik, hogy a 3 kor végig vitele 1 1épés hijan pontosan azt jelenti, hogy az 6sszes
korongot pontosan haromszor forditjuk meg, vagyis megfelel a dolgozat els6 részében
leirt algoritmusnak.
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Az utolsé diak, akit kiemelnék azt a modszert valasztotta, mikor kevesebb korongra
vizsgalja az eseteket, és ezt probalja kiterjeszteni. Annak megvalasztasanal, hogy hany
koronggal szeretne dolgozni az elején hibat kdvet el, mivel az 5-6t valasztotta. Ezzel az
a probléma, hogy az 5-nek és a 100-nak a 3-mal vett maradéka mas. Igy abban az
esetben is, ha talal mddszert arra, hogy az 5 korong esetén elérje a kivant allapotokat,
azokat akkor sem tudna a 100 korong esetére altaldnositani, maximum csak a 101
korongra. A b.) részben azt valasztja a didk, hogy leirja mind a 100 korongot és ezzel
prébal dolgozni. A probléma ezzel az, hogy a sorok és oszlopok 6sszezavar6ak lehetnek
abban, hogy tulajdonképpen melyik elem melyik mellett van. Igy az a forgatassorozat,
amit elvégzett nem is teljesen érthetd, és nem megfelel6 a kérben 1évé korongok

megforditasara.

Most dsszefoglalom, hogy a csoport, mint egész hogyan birkézott meg a feladatokkal.
Ebbdl a csapatbdl 6 {6 volt az, aki hibatlan megoldast tudott megadni az elsé feladat a.),
vagyis az 1 kék és 99 piros korong esetére. Koziilik ketten voltak azok, akik a
dolgozatban szereplé algoritmust adtak meg, és ebben a csoportban is voltak olyan
diakok, akik a 99 db kék és 1 piros mintazatbol indultak tovabb. Akik ezt tették, azok
kozil volt olyan is, aki sajnos nem jutott helyes megoldasra. J6 volt 1atni, hogy aki ebbdl
a csoportbdl boldogult az a.) feladatrésszel, annak nem volt semmilyen problémaja sem
a b.)-vel és rogton latta az osszefliggést a két feladat kozott. S6t, olyan didkok is
hivatkoztak erre, akik az elsd résznél nem jutottak sikerre és kiemelték, hogy ha az

el6bbi megoldhatd, akkor nem lesz probléma az utobbival.

Ez volt az egyik legnagyobb kiilonbség a két csoport megoldasai kdzott meglepé médon
az volt, hogy a 11. osztalyosok megoldasaiban sehol sem jelent meg a 10-es szam és az
Osszefliggés a maradékosztalyokkal, mindenki magabiztosan dolgozott a nagyobb
értékkel is. Ez alol kivétel volt az az egy didk, aki 5 korongra vezette vissza a feladatot,
akinek megoldasat az el6bb részleteztem. Meggondolandd, hogy azok a didkok, akik
versenyfeladatokat oldanak minden héten mennyire jobban hozza vannak szokva
ahhoz, hogy nagy szamokra talaljanak ki algoritmusokat azokkal szemben, akik ,,csak”
az emelt érettségire késziilnek. Egy masik nagy kiilonbség egy 1j modszer megjelenése
volt. Négy olyan diak is volt, akik ugy alltak neki a feladatnak, hogy nem 99, csak 96
korongot forditottak at az elején kékre, és azt probaltak belatni, hogy 4 piros korongnal

tudunk ugy forgatni, hogy azok koziil csak 1 legyen kék, majd azzal fejezték volna be az
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algoritmust, hogy a felforditott 96 korongot visszaforditjak. Voltak olyan, aki
probalkozas utan rajott, hogy ez nem sikertlhet és ezzel arra a kovetkeztetésre jutott,
hogy a feladat nem megoldhaté. Masok megoldottak valahogy, hogy az altaluk remélt
allapot tényleg elérhetd legyen. Erre a végeredményre tobbféleképpen jutottak el.
Valaki egyszertien hibat kovetett el a forditasokban, mig valaki elfelejtette azt a tényt,
hogy csak az egymas melletti hArmasokat lehet megforditani és kivalasztotta azt a 3
korongot, amit meg szeretne forditani, nem térdédve azzal, hogy nincsenek egymas
mellett. Egy masik didk ugy kezelte a 4 kimaradé elemet, mintha 6k magukban is egy
kilon, kisebb kort alkotnanak, és ez az elhelyezés olyan hibas gondolatmenetekhez,

mint a kovetkezs:

® O ® O ® O ® O

12 ébra

Ez a megoldas azért tlinik jonak, mert akarmelyik harom korongot valasztjuk, azok
egymdas mellett vannak, de ha a 100 korong egészét nézziik, akkor latszik, hogy az
utolso forditads a fent lathaté moédon nem lehetséges, mivel a 3 korong nem egymas

mellett helyezkedik el.

13 ébra

Sajnos az ilyen kovetkeztetések miatt az egyik ilyen elindulas sem vezetett egy ujfajta
megoldasi algoritmus kitalalasahoz. Mig az el6z6 csoportnal arra a kovetkeztetésre
jutottam, hogy lehet, hogy a masodik feladat megoldasa miatt gondoltak arra, hogy az
els6ével is hasonl6 modon prébalkozzanak, ebben az esetben ezt nem hiszem, mivel
majdnem az 6sszes olyan diak, aki ezzel prébalkozott el se jutott a masodik problémaig,
illetve nem 25db 4-es csoportra osztjak fel a korongokat, hanem csak egy kivalasztott

négyest emelnek ki.

Voltak olyanok a csoportbél, akik j6 gondolatokkal kezdték a feladatok megoldasat,
viszont a kés6bbiekben vagy rossz kovetkeztetéseket hoztak, vagy elindultak egy

rosszabb irdnyba és a 23 didkbdl 6sszesen 6 olyan volt, aki sajnos nem jutott semmire.
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Az 6 kiindulasi gondolataik sajnos nem jutottak messzebb, mint egyszer(
probalkozasok. Ezekben a megoldasokban nem jelentek meg olyan otletek, hogy
amennyit tudunk forgassunk meg az elején, hanem legtobbszor az elejérdl, egy harmas
megforditdsabdl szerettek volna kiindulni és igy 1épésrdl 1épésre tovabb haladni, de
sajnos senkinek se jutott eszébe a megfelel6 forgatasi sorrend. Viszont pozitivum az,
hogy itt nem tortént meg az a félreértelmezés, mint az el6z6 didkoknal, és senki se

cserélte Ossze az 1 kék és 99 piros esetet az 1 piros 99 kék esettel.

Kiemelendé még, hogy tobben a b.) feladatrész megoldasanal hivatkoztak arra a
nagyon fontos kovetkeztetésre, hogy ha az a.) részt el tudjuk érni, akkor barmilyen
allast el6 tudunk majd allitani, mivel, ha el tudjuk érni, hogy a korongok koziil pontosan
csak egyet forditsunk meg, akkor ezt akarmelyik korongra el lehet érni, és igy
akarmelyik allas elSallithaté lesz a megfelel6 korongok ,egyesével” vald
megforgatasaval. Akkor is, mikor ennek a magyarazata vagy beldtdsa nem is volt
tokéletesen megfogalmazva, akkor is nagyon fontos az, hogy ezt az Osszefliggést

észrevették.

Osszegezve a két csoport teljesitményét, a masodik csapat megoldasaiban sokkal
inkabb latszott az, hogy van rutinuk hasonlé jellegli feladatokban, és a megfogalmazas
és leiras stilusa is sokkal 6sszeszedettebb és atlathatébb volt, mint az elsé csoport
esetében. Ennek ellenére az emelt fakultacion résztvevok is szépen meg tudtak
birkézni a feltett kérdésekkel, és szazalékosan nézve mindkét csoportbol
ugyanannyian tudtak j6é végeredményre jutni hiba nélkiil. A feladat nagyon j6 példa
arra, hogy megmutassuk a didkjainknak hogyan kell egy megfeleltetést késziteniiik két
kiilén gondolat k6zott, jelen esetben a korongok forgatasa és a paros-paratlan szamok
kozott. Ezt nagyon sokan kihasznaltdk a megoldasaik soran, de kevesen voltak azok,
akik ezt tudatosan hajtottak végre. Ezért érdemes lehet tanarként idét szanni arra,
hogy akar tablanal a feladat megoldasa utan beszélgessiink egy kicsit a didkjainkkal
arrdl, hogy mi all a dolgok hatterében. A feladat megoldasa és az utana megtorténd
elemzés arra is jo példa lehet, hogy milyen problémaknal fordul el6 az, hogy tudatt alatt
matematikai 6sszefiiggéseket és gondolatmenetet alkalmazunk, és bizonyiték lehet a
diakok szamara, hogy a matematika, mint tantargy nem csupan képleteket tanit meg,
hanem gondolkodasi mddszereket is, amit kiilonb6z6 élethelyzetekben tudunk majd

hasznalni.
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