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1. fejezet

Bevezetés

A gbémbi geometridval az egyetemi tanulmanyaim soran talalkoztam elGszor és rogton
megtetszettek az eltérd sajatossagai az Euklideszi geometridhoz képest. Azért is talal-
tam érdekesebbnek ezt a fajta geometriat, mivel mi magunk is egy gémbhoz hasonlo
bolygon éliink, aminek koszonheten a mindennapi életiinkre is nagy hatéassal van a
szerepe. Mind a hajozasban, mind pedig a repiilésben jelent&s szerepet tolt be az tut-
vonalak meghatarozasidban. Mivel én is szeretek sokat utazni, ezért mindig is érdekelt,
milyen matematika, szabélyok alnak annak hatterében, hogy meghatarozzuk merre
jarunk, hol is vagyunk a foldfelszinen. Az érdekl6désembdl fakadd motivacionak ko-
szonhetd, hogy ezt a témat valasztottam a szakdolgozatomhoz. A szakdolgozatomban
ki fogok térni arra, hogy milyen ismereteken, szdmitasokon alapszik a helymeghatéro-
zas matematikija a foldfelszinen illetve, hogy a technolégiai fejlédésének koszonhetGen
milyen moddszereket hasznaltak az egyes korokban a fold adatainak megbecsiilésére, az

azon vald navigacioban.



2. fejezet

A gombi geometria alapfogalmai

Ebben a fejezetben bemutatom a sziikséges szférikus geometriai alapokat. az [1] a [2]

a [3] és [] jegyzetek alapjan.

2.1. Definici6. Vegyiink eqy O kézépponti R sugari gombfeliletet. A gombfeliilet

pontjait a gdmbi geometria pontjainak nevezzik.

2.2. Definicid. A gombfelilet és egy tetszdleges (az O kozépponton nem dtmend) sik

metszetét gombi kornek nevezziik.

2.3. Definici6é. A gombfelilet és eqy az O kidzépponton dtmend sik metszetét gombi
egyenesnek vagy masnéven f6kornek nevezziik. Két eqyenesnek mindig két metszéspont-

ja van.

2.4. Definicié. Ha A és B a gombfeliilet nem dtellenes pontjai, akkor az AB gdombi

szakasz alatt a rajtuk dtmend fokor rovidebb iwét értjik. Eqy ilyen van.

2.5. Definicié. Ha A és B a gombfeliilet dtellenes pontjai, akkor az AB gémbi szakasz

alatt az dket dsszekdtd barmelyik félkorivet értjik. Végtelen sok van.

2.6. Definici6. A és B pontok tavolsagat az OA és az OB szakaszok dltal bezdrt
szdggel értelmezhetjik. Jeldlje ezt a szdget a abrdn o.

2.7. Definicié. Két gombi egyenes (f6kor) szoge alatt az egyik metszéspontjaban vett

érintok szogét értyiik.
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2.1. abra. Gombi szakasz hossza. Forras [11]

2.8. Definicié. Hdrom pont nem kollinearis a gombfeliileten, ha nincsenek eqy foko-

TON.

2.9. Definicié. Hdrom gémbi értelemben nem kollinedris pontot dsszekotd gombi sza-
kasz gombhéaromszoget alkot. A gombhdromszog oldalai a gombi szakaszok, dltaldnos
jelolésiik: a, b, c,

O0<a,bye<m

2.10. Definici6é. A gombhdromszog két oldala dltal bezdrt szog a gémbhdromszog eqyik
szdge. Minden gombhdromszognek hdarom szége van, dltaldnos jelolésiik: ., 3,

O<a,B,y<m

2

2.11. Definicid. Adott eqy fokor. Vegyiik a fokor sikjara merdleges egyenest a gomb
kézéppontjiban. Ez az eqyenes a gombot két pontban metszi, amelyeket a fokor polus-

pontjainak neveziink.

2.12. Definici6. Adott A, B,C' gémbhdromszog. Az a oldalegyenes két félgombre osztja
a gombot. Az a oldalegyenes poluspontjai kozil az lesz az A, B,C gémbhdromszdéghdz
tartozo poldarhdromszdg eqyik csicsa, amelyik eqy félgombon van az A csuccesal. Jeldlje
ezt a csiucsot: A'. Hasonloan definidlhaté az eredeti hdaromszog mdsik két oladaldval és
cstcsaval B' és C'. A gombon az A',B',C" csicsok dltal alkotott haromszog, az A, B,C

gombhdromszoghoz tartozé polarharomszog. Ldsd a dbra.
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2.2. dbra. Polarharomszog. Forras [12]

2.13. Allitas. Legyen adott eqy A, B, C' hdromszog a gombfeliileten, és a hozzdtartozo
A B',C" poldarhdromszdg, ldsd a[2.9 dbra. Ekkor igazak a kivetkezd Gsszefiiggések:

Bizonyitds: a [3] bizonyitas alapjan. Vegyiink egy egység sugart gdmbot és rajta az
A, B, C haromszdget, valamint a hozzatartozé A, B', C' polarharomszoget. Lasd a[2.2]
abra. Az AB és az AC f6korok D és E pontban metszik a B'C” egyenest. Mind az AB,
mind az AC {6kor merdleges a B'C” egyenesre, ezért o = DE. Mive D az AB {6koron

™

van ezért a C'-t6l vett tavolsaga 7. Hasonléan az I tavolsiga B’ cstcstol szintén 7.



Emiatt o' = B'C" = B'E+ DC' — DE = 5+ 5 — DE = 7 — a. Tehat o' = 7 — a.
Hasonléan bizonyithaté barmelyik masik oldalra.

A BC fékor F' pontban metszi az A’B’ és G pontban metszi az A'C’ f6kort. o =
FG. A C cstics 5 tavolsagra van mind az A’, mind pedig a B’ csticst6l a polarharomszog
tulajdonsaga miatt. Emiatt § tavolsagra van az A’B’ f6kér minden pontjatol, tehat F-
t6l is. Emiatt az F'C' tavolsag 7. Hasonl6 indoklassal a BG tavolsag szintén 7. Tehét
o =FG=FC+BG—-BC=%5+7%—a=m—a, vagyis & = m — a. Hasonl6an

bizonyithaté barmelyik mésik szogre. U
2.14. Allitas. Az R sugari gombre illeszkedd gombhdromszig teriilete:

Rm(a+ B+ — 180°)
180° ’

ahol a, B, a gombhdromszdg szdgei fokban mérve.

T =

2.15. Allitas. Legyen adott eqy hdromszog a gombfeliileten az ABC' csicsokkal, ahol

a C csucsndl évd szog derékszog. Ekkor igaz az aldbbi eqyenldség:

cos(c) = cos(a) cos(b), (2.1)

ahol a,b,c a gombhdromszog oldalas.

2.3. abra. Forras [4]
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Bizonyitds: a [4] jegyzet alapjan. Tekintsiik a abrat. Vegyiink egy egység su-
gart gombot és az ezen fekvs A, B,C gombharomszoget. Legyen O a gémb kozép-
pontja. Tegyiik fel, hogy Descartes-féle derékszogi koordindta-rendszerben abrazolva
az O koordinatai (0,0,0). A haromszoget elforgathatjuk tugy, hogy az A pont koor-
dinatai (1,0,0) legyenek, C csucs pedig az xy sikban legyen. Ebbdl tudjuk, hogy
az 0—121 = (1,0,0). Egy z tengely koriili 8 = AOC szogi forgatéas az A csicsot a
C cstcsba viszi. A forgatas sorédn a O—/Zl az xy sikban fordul el [ szoggel, ezaltal:
O = (cos(3),sin(/3),0). Mivel a C' cstcsnal derékszog van ezért az OBC pontokra
illeszkedd sik merdleges az O AC pontokra illeszkedd sikra. Az O BC' pontokra illeszke-
d6 stk tartalmazza a z tengelyt. Egy ortonormalt bazisa az O BC' pontokra illeszkedd
siknak megadhato az 0C = (cos(p),sin(f),0) illetve az 07 — (0,0,1) vektorokkal.
Ebben a sikban egy @ = BOC' szogi forgatas a C' csiicsot a B cstcsba viszi, ezal-
tal: OB = COS(O&)O? + sin(oz)O? = (cos(a) cos(), cos(a) sin(B), sin(ar)). Vegyiik a
v = AOB szoget. cos(y) = OA- OB = cos(a)cos(). A gombi haromszog oldalai:
a, b, c. Tudjuk, hogy: c=~v, b=, a = a.
Igy:

cos(c) = cos(a) cos(b).
Ezt akartuk belatni. d

2.16. Allitas. Legyen adott eqy hdromszig a gombfeliileten az ABC' csicsokkal, ahol

a C csucsndl 1évd szoq derékszog. Ekkor igazak az aldbbi eqyenldségek:

sin(a) — 21;8 (2.2)
cos(a) = Ezigg ) (2.3)

ahol a,b,c a gombhdromszdg oldalai, o pedig a hdromszog A csucsdandl lévd belsd

szoge.

Bizonyitds: a 4] jegyzet alapjan. Tekintsiik a abrat. Vegyiink egy egység sugari
gombot, és az ezen fekvs A, B, C' gébmbharomszoget az a, b, ¢ oldalakkal. Legyen O a

goémb kozéppontja. Tegyiik fel, hogy Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben



TC(0,0.1)

-y

2.4. abra. Forras [4]

abrazolva az O koordinatéi(0,0,0). Forgassuk el a haromszoget ugy, hogy a C' cstcs

koordinatai (0,0, 1) legyen, az A cstics az xz sikba a B cstcs pedig az yz sikban legyen,

erdltal: OC' — (0,0,1). Vegyiink egy forgatast az xz sikban a O pont koril b = AOC
—

szoggel. Ez a forgatas az C csicsot az A csticsba viszi. Ezaltal OA = (sin(b), 0, cos(b)).

Egy hasonldé O pont koriili forgatas az yz sikban a = BOC' szoggel a C csiicsot a B

cstcsba viszi, ezaltal: OB = (0,sin(a), cos(a)). Vegyiik az OA x OB és az OA x O

vektorokat. Ezen vektorok altal bezéart szog a. A kifejtési tétel alapjan:

OA X O@ — sin(a) cos(b), — sin(b) cos(a), sin(a) sin(b)),

OA x OC' = (0, —sin(b), 0).

A vektorialis szorzat tulajdonsiga miatt:

(OA x OB) x (OA x OC)| = |04 x OB| x |04 x OC| - sin(a)



A bal oldal:

(— sin(a) cos(b), — sin(b) cos(a), sin(a) sin(b)) x (0, —sin(b),0) =

= (sin(a) sin*(b), 0, sin(a) sin(b) cos(b)) = \/sin2(a) sin(b) + sin?(a) sin?(b) cos?(b) =

— sin(a) sin(b)y/sin?(b) + cos(5) = sin(a) sin(b),

felhazsnalva, hogy: +/sin®(b) + cos2(b) = 1.

A jobb oldal: sin(b)sin(c)sin(«), felhasznalva, hogy: |()—z>4 X O?| — OA. 0B
sin(c) = sin(c) és |OA x O?] —0A.0C. sin(b) = sin(b). A bal és a jobb oldalt egytitt
nézve kapjuk, hogy

sin(a) sin(b) = sin(b) sin(c) sin(a).

Ezt leosztva sin(b)-vel

sin(a) = sin(c) sin(«).
Majd osztva sin(c)-vel kapjuk az els6 bizonyitand6 egyenletet

sin(a)

sin(a) = Sn(0)

A masodik egyenlet bizonyitasahoz vegyiik:

(OA x OB) - (OA x OC) = |OA x OB| - |0A x OC|cos(a).

Behelyettesitve:

sin?(b) cos(a) = sin(c) sin(b) cos(a).
Atrendezve:

coslar) — sin(b) - cos(a)
(@) sin(c)

A jobb oldalon a szamlalot és a nevezét cos(b), cos(c)-vel bévitve kapjuk:



sin(b) cos(a) cos(b) cos(c) ‘

cos(a) = sin(c) cos(b) cos(c)

A tangens definiciojabol kovetkezik, hogy

_ tan(b) cos(a) cos(b)
cos(@) = tan(c) cos(c)

Felhasznélva, hogy cos(c) = cos(a) cos(b) kapjuk a bizonyitand6 allitést.

_ tan(b)
cos(ar) = ran(c)

Es ezt akartuk belatni. O

2.17. Allitas. (Gombi szinusztétel): A gombhdromszog oldalainak szinuszai gy

ardnylanak eqgymdshoz, mint a szemkézti szogek szinuszas.

sin(«) _ sin(3) _ sin(y)
sin(a) sin(b) sin(c)”’

ahol a,b,c a gombhdromszdg oldalai, o a hdromszog A csucsandl,  a B csiucsdndl, ~y

pedig C' cstcsdndl lévd belsd szdge.

A bl B 1 bg '

2.5. abra. Forras [4]

Bizonyitds: a [4] jegyzet alapjan. Tekintsiik a abran lathato ABC' tetszéleges ha-
romszoget. A haromszoghen a h szakasz két darab derékszogi haromszogre osztja fel
a haromszoget. Alkalmazzuk a 2.2 allitast az ABB; derékszogld haromszoghen. Esze-

rint: sin(a) = Sslllrll((};)), amit atrendezve kapjuk, hogy: sin(h) = sin(«) sin(c). Hasonloan a

CBB; derékszogi haromszogben: sin(h) = sin(7y) sin(a). Ezek alapjan:
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sin(7y) sin(a) = sin(a) sin(c).

Ezt sin(a) és sin(c)-vel osztva kapjuk, hogy:

sin(«) _ sin(7y)
sin(a)  sin(c)’

Hasonléan bizonyithaté barmely két szogre, igy:

sin(a) _ sin(8) _ sin(y)

sin(a)  sin(b)  sin(c)

és ezt akartuk bizonyitani. O

2.18. Allitas. (Gombi koszinusztétel oldalakra): A gémbhdromszog barmely oldala

meghatdrozhato a mdsik két oldal és az daltaluk kozbe zart szog segitségével:

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a),

ahol a,b,c a gombhdromszdg oldalai, o a hdromszog A csucsdndl , B a B csucsdndl, ~y

pedig C' csticsandl lévd belsd szoge.

Bizonyitds: a [4] jegyzet alapjan. Tekintsiik a abran lathato ABC' tetszéle-
ges haromszoget. Alkalmazzuk a osszefiiggést a BB;C héaromszogben: cos(a) =
cos(by) cos(h). Tudjuk, hogy by = b — by ezt behelyettesitve az el6bbi Gsszefiiggésbe és
felhasznélva, hogy cos(z — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y) kapjuk, hogy

cos(a) = cos(b) cos(by) cos(h) + sin(b) sin(by) cos(h),

felhasznalva a Osszefiiggést a BB;A derékszogii haromszogben kapjuk, hogy

cos(c) = cos(by) cos(h). Ezt atrendezve kapjuk, hogy: cos(h) = C(fss((bi) A cos(a) =
cos(b)cos(by) cos(h) + sin(b) sin(by ) cos(h) egyenlSségben a cos(h)-kat helyettesithetjiik
cos(c)
cos(b1)

-el, igy kapjuk, hogy

cos(c)

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(bl)m,

sin(c)
sin(c)

= 1-gyel, illetve a tangens definici6jat felhasznalva adodik, hogy
11
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tan(by)
tan(c)

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c)

tan(c)

Végiil hasznalva aésszefiiggést a BB1 A derékszogii haromszogben: cos(a) = tan(bi)
Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(a).
Ezt akartuk belatni. d

2.19. Allitas. (Gombi koszinusztétel szogekre): A gombhdromszig barmely szige meg-

hatdrozhato a masik két szoq €s a keresett szoggel szemkozti oldal segitségével:

cos(a) = — cos() cos(y) + sin(p) sin(7) cos(a),

ahol a,b, c a gémbhdromszég oldalai, o a hdromszog A csiucsdndl , f a B csicsdndl,

v pedig C' csicsdndl 1évd belsd szoge.

Bizonyitds: a [4] jegyzet alapjan. Tekintsiik a abran lathato ABC' tetszéleges
haromszoget. Vegyiink azt az A’ B’C’ polar haromszoget, melynek oldalai a [2.13] allités

alapjan: @' = (m— ),V = (1 —f), ¢ = (1 —7), szogei pedig o’ = (7 —a), ' = (7 —b),

7' = (7 — ¢). Irjuk fel a gombi koszinusztételt az A'B'C’ haromszdgben.

cos(a’) = cos(b') cos(c') + sin(b') sin(c’) cos(a),

behelyettesitve

cos(m — a) = cos(m — B) cos(m — v) + sin(m — §) sin(m — 7) cos(m — a),

felhasznalva, hogy cos(m — x) = — cos(z) és sin(m — z) = sin(x) kapjuk, hogy

— cos(a) = — cos(B)(— cos(y)) + sin(8) sin(7)(— cos(a)).

megszorozva (—1) -el kapjuk az eredeti allitast.

cos(a) = — cos(f3) cos(y) + sin(B) sin(7y) cos(a),
12



ezt akartuk bebizonyitani. U

2.20. Allitas. (Felezémerdleges tétel) Legyenek adottak a gombfelilleten az A és B
pontok, illetve az ket 0sszekdtd gombi szakasz. Fzt a szakaszt merdlegesen felezd fokor

pontjai az A és B pontoktol egyenld gombi tdvolsagra vannak.

Bizonyitds: a [2] jegyzet alapjan.

2.6. abra. Forras [2]

Tekintsiik a [2.6] abrat. Kossiik Gssze az A és B pontokat egy egyenes szakasszal,
majd vegyiik a felez6merdleges sikjat. Tegyiik fel, hogy a C' pont nincsen rajta a sikon,
hiszen ha rajta lenne, akkor egyenld lenne az A, illetve B pontoktol vett tavolsaga.
Tegyiik fel, hogy C' az A-t tartalmazo6 féltér egy bels6 pontja, tehat C'B metszi a
felez6merdleges sikot a D pontban. D a felez6merdleges sikon van tehat az ABD ha-
romszog egyenld szara, vagyis a DAB/ és a DBA/ megegyeznek. Mivel az AD szakasz
a CABZ bels6jében halad, ezért a DABZ < CABZ, tehat az ABC haromszgben a
CBAZ < CABZ, ezéltal CA < CB. A hurok (térben vett tavolsagok), és a hozzajuk
tartozo korivek (gombi tavolsagok) kapcsolatara hivatkozva gdmbon is érvényes lesz a
kimondott tétel. O

2.21. Allitas. Egy gombhdromszigben két oldal, és az ezekkel szemkizti szogek vagy

paronként eqyenldk, vagy nem, és ekkor a nagyobb oldallal szemben van a nagyobb szog.
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Bizonyitds: a [2] jegyzet alapjan. Tekintsiik a abrat. Tekintsiik az ABC' gémb-
haromszog A és B csicsanal elhelyezked§ szogeit és az azokkal szemkozti oldalakat.
Ha a C cstcs rajta van az AB oldalt merdlegesen felezd f6koron, akkor a f6kor sik-
jara vonatkozo szimmetriabol kévetkezik, hogy a vizsgalt szogek és oldalak egyenldk.
Tegyiik fel, hogy a C' pont az A pontot tartalmazé félgdbmb belsejében van, ekkor az
elézd tétel szerint BC' > AC, tehat a CABZ > CBAZ-t kell bizonyitani. Mivel C
az A-t tartalmazo félgombon van, a BC' oldal az AB gémbi szakasz felez6meréleges
fokorét egy D pontban metszi. Az AD szakasz kettévagja a C ABZ-et. A mar emlitett
szimmetriabol kévetkezik, hogy CBAZ egyenlé a BAD /-el, tehat az 6t részeként tar-
talmaz6 C'AB/Z-nél kisebb. Vagyis: BC > AC esetén CABZ > CBA/Z, és ezt akartuk

bizonyitani. U

2.22. Allitas. (Gombi hdromszdgegyenldtlenség) Egy gombhdromszdg barmely két ol-

daldanak d6sszege nagyobb a harmadik oldalndl.

2.7. abra. Gombi haromszog egyenlétlenség. Forras [2]

Bizonyitds: a [2] jegyzet alapjan. Ha két oldal 6sszege nagyobb, mint 7, akkor egyértel-
mten igaz, hiszen egy gombharomszog oldalanak hossza 0 és 7 kozott mozog. Ellenkezé

esetben tekintsiik a abrat. Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy AB + BC > AC.
14



Hosszabbitsuk meg az AB oldalt BD szakasszal. Legyen BD = BC. Ezéltal a BCD
héromszog D és C' csticsanél 1év6 szogek egyenls nagysiguak, tehat az AC'D harom-
szoghben a C' cstuicsnal nagyobb szég van, mint a D cstucsnédl. Az el6z§ tétel miatt
AC < AD = AB+ BD = AB + BC. Azaz: AC' < AB + BC, és ezt akartuk bebizo-
nyitani. U
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3. fejezet
Az Eggémb

A kovetkez6 fejezetben bemutatom az Eggémbét és a hozza kapcesolodo legfontosabb
fogalmakat az [5] és a [I8] ismeretek alapjan. Ezekkel a fogalmakkal a csillagaszati je-
lenségeket, konnyen szimpla matematikai nyelvre fordithatjuk, tovabba ezek a fogalmak

nagy segitségiinkre lesznek a [0] részben a foldrajzi pozicionk meghatéarozaséban.

3.1. abra. Eggomb. Forras [5]

A foldi tajékozodasban a csillagok / bolygok dllasa nagyon nagy segitségiinkre van.
A csillagok / bolygok helyzetét ugy képzelhetjiik el, mintha egy gémbfeliileten helyez-
kednének el a Fold koriil. Ezt nevezziik Eggombnek, lasd a abra. A foldi gombfeliilet
és az Eggomb kozott létrehozhatunk egy kolesonosen egyértelmd megfeleltetést. Ez a
megfeleltetés nem més, mint egy kézéppontos vetités a fold kozéppontjat centrumként
hasznalva. Ezaltal az Eggomb minden pontjahoz egyértelmten hozzarendelhets egy,

a foldi gombfeliileten talalhatd pont. Hasonloan a foldfeliilet hosszisagi és szélességi
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koreihez, az Eggombnek is meg tudunk feleltetni egy koordinata rendszert. Ennek a
koordinata rendszernek a segitségével minden csillaghoz /bolygohoz hozzarendelhetk
koordinatak az Eggombon. A két adat, amely egyértelmten meghatarozza az égitest
helyzetét az Eggombon a Deklinacio és a GHA. Legfontosabb fogalmak az Eg-
gombbel kapcsolatban:

3.1. Definici6. Azt a fékort az Eqgombon, amelyet o foldi gombre vetitve a foldi
Egyenlitot kapjuk, égi Egyenlitének nevezziik.

3.2. Definicio. Azt a két pontot az Eggombin, amelyet a foldi gombre vetitve a foldi
északi/déli sarkpontokat kapjuk, égi Sarkpontnak nevezziik.

3.3. Definici6. A vizsgalo pozicidja egy pont a gimbfelileten egy adott iddpillanatban.

3.4. Definici6. Az égitest pozicidja, vagy “égitest” az égitest kézéppontos vetiileti képe

az Eggombre, eqy adott iddpillanatban.

3.5. Definici6. Vegyiik azt a sikot, amely illeszkedik a fold kozéppontjdra O, az égitest-
re G, illetve az égitesttel megeqyezd félgombon taldlhato Sarkpontra Z. Ennek a siknak
két metszéspontja van az égi eqyenlitdvel Ay és Ay. Vegyiik a GOAy és a GOAy szdgek

™

kozil azt amelyik kisebb, mint 3, ezt a szdget nevezziik az égitest deklinaciojanak, ldsd

3.9 dbra. (a foldi szélességi kornek felel meg)

3.2. abra. Deklinacio. Forras [5]
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3.6. Definicio. Az égi Egyenlitére merdleges, Sarkpontokat metszd gombi egyeneseket
merididnnak (hosszisdgi kornek) nevezzik.

3.3. abra. Meridian. Forras [5]

3.7. Definicié. Az Eggombon azt o merididnt, melyet a foldi gombre vetitve a 0

hosszisdgi kort kapjuk, els6dleges merididnnak nevezziik.

3.8. Definici6. Az a szig, amelyet az Eggombion az elsédleges merididn és az égitestre
illeszkedd égi hosszisdgi kor bezdr, a GHA: (Greenwich hour angle). Mig a foldi
hosszisagi kéroket keleti €s nyugati irdnyba nézzik 0°-tol 180°-ig, addig a GHA-t mindig
nyugati iranyba meryik, értéke 0° és 360° kozott terjedhet.

3.4. abra. GHA. Forras [5]
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3.5. abra. LHA. Forras [5]

3.9. Definici6. Az a szdg, amelyet a megfigyeld poziciojdra illeszthetd égi merididn és
a vizsgdlt égitestre illeszkedd égi merididn zdr be, az LHA: (Local hour angle).

3.10. Definicié. A Nap pdlydja egy év alatt spirdlis-szerd, Lissajous-gorbéhez (ldsd
dbra) hasonld pdlydt fut be. A pdlya E-D és K-Ny irdnyi mozgdsdinak ardnya %,
vagyis az Eggombon nézve a Nap 365-sz61 kerili meg o Foldet, mire visszajut o kiinduld
pontjdba. A teljes pdlya (1 év alatt) kétszer metszi az égi egyenlitdt, ezeknek a pontoknak
a neve: a NapéjegyenlGség pontjai vagy més néven equinox. Ezekben a pontokban a Nap

deklinacioja 0.

A piros vonal jelélje az egyenlitét.

A fekete vonalak pedig a nap Lissajou
Gorbéhez hasonlé palyajat.

3.6. abra. Lisajou gorbe.

3.11. Definicié. Az adott évben az equinoxokra illeszkedd égi merididn neve: Prime

hour circle. Ismert, hogy az equinoxok a gomb két dtellenes pontjaz.

3.12. Definicid. Az elsddleges merididn és az adott évre vonatkozd Prime hour circle
dltal bezart szog neve: GHA of Aries. Nevét onnan kapta, hogy az dkori gorodoknél a

tavaszi Napéjegyenldség pontja a Kos csillagképbe esett.
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3.13. Definicid. Egy adott csillagra illeszthetd égi merididn €s az adott évre vonatkozo
prime hour circle dltal bezdrt szog neve: SHA (Siderial hour angle). Ertéke rendkiviil

keveset (kb 1 szogpercnyit) vdltozik egy év alatt, igy az egyszeriiség kedvéért tekintsik
dllandonak. [3.7

3.7. dbra. SHA Forras [5]

3.14. Definicié. Az a pont az Eggombin, amely a horizonthoz képest pont 90°-0s szog-
ben ldtszik abbdl a pontbdl, ahol éppen dllunk a Foldon, a Zenit.

3.8. abra. Zenit. Forras [5]

3.15. Definicié. A horizont és az égitestet veliink dsszekitd egyenes dltal bezdrt szoget
nevezziik az égitest latoszogének.
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3.16. Definici6. Az égitestek Eggombin vett koordindtdit a GHA és a deklindcio dltal
tudjuk meghatdrozni, ezt nevezziik GP-nek. A GHA és a deklindcio barmely égitest ese-
tén konnyedén fellelhetd barmelyik hajozdsi vagy repilési Almanachban. Az Eqgémbin
vett GHA érték a foldi hosszisdgi kornek, az Eggombion vett deklindcio érték pedig a

foldi szélességi kornek feleltethetd meg.

gy kaphatjuk meg a GP (geographic position) pontjat egy égitestnek. Ez a GP pont
barmely égitest esetében az a pont a Foldon, ahonnan az égitest 90°-os szogben latszik.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy égitestet vizsgalva pontosan 90°-ot mériink, akkor az
Almanachbdl régton kiolvashato lenne a pozicionk. Ennek a valoszintisége rendkiviil

kicsi, ezért tovabbi szamitasok is sziikségesek.

3.17. Allitas. (Tengelyes tikrézések kompozitcidja) Legyen adott a sikban két nem
pdrhuzamos fix egyenes (tikor). Tikrozzink egy az elsd egyenessel nem pdrhuzamos
(e) egyenest (fénysugdr) eldbb az elsé egyenesre, majd pedig az igy kapott tikéorképet
a mdsodik egyenesre is. Ekkor a kiinduldsi (e) egyenes és a mdsodik tikrozés utdn
kapott tikorkép egyenes dltal bezdrt szdg (w), kétszerese a fix egyenesek dltal bezart (7y)

szognek.

w =2y
\.
A SO
\.
/o M
(>
B
W N 0
Vv
B
3.9. abra.

21



Bizonyitds: a [0] jegyzet alapjan. Tekintsiik a abrat. El6szor vizsgaljuk meg az
NOM héaromszoget. Konnyen lathato, hogy az N csiicsnal 16v6 kiilsé szog= 23. Mivel
a haromszog egyik kiils§ szoge egyenld a masik két bels szog Osszegével igy adodik:
20 = w—+2a, M csicsnél 16vs belss szog 2, a valtoszogek tulajdonsiga miatt. Hasonlo
adottsagot vehetiink észre az N BM haromszogben is: az N csiicsnél 16v6 kiils6 szog .
Ugyanazon okbdl, mint az el6z6 haromszoghen adodik, hogy 5 = a+y, ezt szorozva 2-
vel kapjuk, hogy: 28 = 2a+2~. A két kapott egyenletiink: 25 = 2a+27v és 20 = w+2a.
Ezekbdl adodik, hogy 2a+ 27 = w+ 2a.. Vonjunk ki mindkét oldalboél 2a-t, igy kapjuk,

hogy
2v=w

és ezt szerettik volna belatni. O
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4. fejezet

A Fold keruletének Eratoszthenész

féle meghatarozasa

Ebben a fejezetben bemutatom a [7] forras alapjan, hogy az idészamitésunk eltt par
szaz évvel élt Eratoszthenész, hogyan sejtette meg a Fold valodi alakjat és annak
méreteit.

A legtébb tudés mér az idGszamitasunk elstti 200 — 300-as években tisztaban volt
azzal a ténnyel, hogy foldfelszin nem lapos, hanem gombhoz hasonlo alakot 6lt. Erre
a tényre a Holdat és a Napot vizsgalva kovetkeztettek. Vizsgalataik alapjaul a teljes
napfogyatkozas szolgalt. Teljes napfogyatkozas esetén a Fold a Hold és a Nap egy egye-
nesen helyezkedik el. Lasd a[4.1]abra. Ennek koszonhetSen a Hold arnyékot vet a foldre.
A korabeli tudosok arra kovetkeztettek, hogy hasonléd jelenségnek kell megtorténnie,
amikor a Fold és a Hold egyméshoz képest helyet cserél, és a Fold vet arnyékot a
Holdra. Megfigyelhets, hogy amint a bolygok egymashoz képest elmozdulnak, a Hold-
ra vetett arnyék gémb alakd, lasd a arba. Ezaltal arra a kdvetkeztetésre jutottak,
hogy a Foldnek is gomb alakinak kell lennie.

Ezutén a tudodsok arra voltak kivancsiak, hogy mennyire nagy is ez a bolygo6, amin
éliink. Ennek megallapitasa meglehet&sen nehézkesnek tiint akkoriban, hiszen semmi-
lyen hagyoményos hossztusagmérs eszkéz nem volt alkalmas a kérdés megvélaszolésara.

A probléméra els6k kozott Eratoszthenész gorog tudos adott véalaszt, aki a kdvetkezs
otletet alkalmazta, amikor a napsugarak beesési szogét vizsgalta egy Alexandria nevi

egyiptomi varosban tavaszi napéjegyenlGség idején. Egy kitban az arnyékképzodést
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Teljes napfogyatkozas
Részleges napfogyatkozds

4.1. abra. Teljes napfogyatkozas. Forras [13]

4.2. abra. Holdallasok. Forras [14]

vizsgalva azt taldlta, hogy még délben is van a kut vizének egy része, amelyet arnyék
borit, lasd a abra. Feltételezve, hogy a nap sugarai parhuzamosak egymassal, arra
a kovetkeztetésre jutott, hogy a napsugarak tavaszi napéjegyenldség idején (amikor
a leghosszabbak a nappalok az északi félgombon) még dél idején sem merdlegesek a
foldfelszinre.

4.3. abra. Alexandriai kutba beess fénysugarak. Forras [7]
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Szerette volna megéllapitani tavaszi napéjegyenldség idején pontosan délben (Ale-
xandridban) hany fokos szoget zarnak be a beérkezd napsugarak a foldfelszinnel. Ennek
megallapitasdhoz fogott egy botot és leszurta a foldbe a féldfelszinre merélegesen, majd
megmérte, hogy a vizsgalt id6pontban milyen hosszta a bot arnyéka.

Matematikai nyelvre leforditva a kovetkez haromszoget kapta,(lasd a abra)
melyben a (8 szoget szerette volna megéllapitani. Mivel ismert az arnyék és a bot hossza,
illetve tudjuk, hogy a botot merdSlegesen szurtuk le, igy a szinusztétel segitségével ki

tudjuk szamitani a 8 sz0g nagysagat. Eredményiil § = 7.12°-ot kapott.

A harmadik oldal
Pitagorasz tétellel:

=e

B-7,120 >

\_— o

=k

¢ =a?+b? >
o

wn

(%)

N

Q

b=Arnyék hossza

4.4. abra.

Evekkel késobb értesiilt rola, hogy egy Sziiéné nevii telepiilésen, amely a Raktéri-
t6 mentén talalhato, tavaszi napéjegyenléségkor délben egy kut belsejében egyaltalan
nem latszik arnyék. Ez azt jelentette, hogy ez utobbi telepiilésen a vizsgalt id6Gpontban
a foldfelszinre merélegesen érkeztek be napsugarak. Ez az eltérés megerdsitette abban,
hogy a foldfelszin nem lapos, hanem feltehetGen gémb alakt. Ezutdan mar csak az volt
a kérdés a szamara, hogy mekkora. Ahhoz, hogy ezt meghatirozhassa sziiksége volt
még egy fontos informéaciora, mégpedig az Alexandria és Sziiéné kozotti tavolségra.
Azt, hogy ezt hogyan é&llapitotta meg nem teljesen tisztazott. FeltehetSen a teve ka-
ravanok altali ismeretekre hagyatkozott. Ami a lényeg, tisztaban volt vele, hogy a két
telepiilés kozotti tavolsag nagyjabol 5000 sztadium (korabeli mértékegység). Tegyiik
fel, hogy egy sztadium =~ 185m. Mivel a sztadium mértékegység nem pontosan ismert,
ezért a végeredmény pontossagat sem ismerjiik. Feltételezve, hogy ezekkel az adatokkal
szamolt a kovetkezs eredményre juthatott. A két telepiilés kozotti tavolsag (lasd a

abra):
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4.5. abra. A két varos tavolsaga. Forras [7]

5000 - 185 & 925925(m) ~ 925(km).

A két telepiilés kozotti kozépponti szog:

B~ 7.12°.
Jelolje K a Fold egy fékorének keriiletét, igy

360° K
7,120 7 925
Ezt az egyenletet K-ra rendezve kapjuk, hogy

K ~ 46769(km).

Ez lehetett Eratoszthenész megoldasa, amellyel feltehetGen rendkiviil kozel jart a va-
l6saghoz.

A modern méréseknek koszonheten méar tudjuk, hogy a pontos adat 40075km.
Figyelembe véve, hogy Eratoszthenész idgszamitasunk elstt 200 — 300 évvel végezte
a szamitasait, az akkori lehetdségekhez mérten meglepSen kozel jarthatott a valodi
adathoz.
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5. fejezet

A szextans

A kévetkezs fejezetben bemutatom a [8], a [9], a [10] forras alapjan azt, hogy a szextans
feltalaldsa miben hozott Gjat a hajozasi navigacioban. Kitérek emelett arra is, hogy mi-
lyen matematika all a miikodése hatterében és milyen kovetkeztetéseket tudunk levonni

az szextéansal mért értékbdl, a pozicionkra vonatkozoan.

5.1. A szextans rovid torténete

A csillagokat mar idészamitasunk el6tt hasznaltdk tengeri helymeghatarozéasra. Méar
az Okori arabok birtokdban voltak annak a matematikai tudasnak, hogy a csillagok
allasabol hogyan lehet helymeghatarozast végezni. Az évszazadok soran a kiilénbo6zé
népek kiilonb6z6 eszkdzoket és szamitasi modszereket fejlesztettek ki annak érdekében,
hogy a csillagok allasabol meghatérozzak, merre jarnak a nyilt vizeken. Kezdetekben az
Eszaki / Déli sarkesillagra hagyatkoztak, hiszen az mindig az Eszaki/ Déli polus folott
helyezkedik el. Megmeérve, hogy milyen szogben latszik az Eszaki / Déli sarkesillag
a horizonthoz képest a pillanatnyi tartézkodési poziciojukbol meg tudtak hatarozni,
hogy milyen messze vannak az Eszaki / Déli polustol, ezaltal észak-dél iranyban meg
tudtak hatarozni, hogy merre is jarnak.

Hozza kell tenni, hogy a tengerészeti navigacié korabeli eszkozeivel rendkiviil pon-
tatlanul lehetett mérni. A horizont fixen tartésa bonyodalmat jelentett a korabeli eszko-
zokkel. Legtobbszor a horizontot csak talalomra sikeriilt beléni. Az oktans és a szextans

feltaldlasa nagy mértékben javitott a mérések pontossagan. Ezek az eszkozok lehet6vé
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tették, hogy egyazon pillanatban egyszerre lassuk a vizsgélt égitestet és a horizontot
is, ennek koszonhetSen sokkal pontosabb méréseket lehetett végezni, mint a korabbi
eszkozokkel.

A szextanst a 18. szazadtol kezdve egészen a modern technologiai forradalomig, a
GPS rendszer megalkotasaig, elGszeretettel hasznaltak hosszabb hajoutak soran. Fel-
taldloja John Campbell kapitany, aki 1757-ben allt el6 talalmanyaval. A szextédns nem
szamitott teljesen 1j talalmanynak, hiszen el6djét, az oktanst mar 1731-ben feltalal-
tak és hasznaltdk a hajozasok sordn. Ezen eszkozokkel konnyedén meg lehet allapitani,
hogy egy adott égitest milyen szdgben latszik a pillanatnyi pozicionkbdl a horizonthoz
képest, ebbdl pedig kiilonb6z6 szamitasokat végezve megallapithato, hogy koriilbeliil
hol helyezkediink el a foldfelszinen. A szextans annyiban hozott jdonsagot, hogy még
elédje, az oktans csupan 90°-os latoszogben tudott mérni, addig a szextanssal mar

120°-0s latoszoget is tudtak mérni a tengerészek.

5.2. A szextans felépitése

5.1. Allitas. Szextdns torvény:
Tétel: Amikor a fénysugdr két eqymds utdani tikron reflektdloik, akkor a beesd és a
tikrozott fénysugdr hajlasszoge (w), kétszerese a tikrok dltal bezdrt szognek ().
(w=2y)

Ez az éllitas a tétel kovetkezmeénye.

A szextans nevét a kerete alakjarol kapta, lasd az abra. A kerete 60° os szoget
forméaz. A keret aljan egy skéla taldlhato, amely 0° — 120°-ig van beosztva. A szextans
torvény az oka annak, hogy bar a keret 60°-os szoget formal az aljan 1év6 beosztés
120°-ig, azaz a kétszereséig terjed. Tekintsiik az abrat. A keretre csatlakozik egy
index kar (1). Ez a kar az eszkoz tetején rogzitett, és elfordul a keret sikja mentén.
A kar rogzitett végén talalhato egy mozgathatod tiikor (2), amely merdleges a keret
sikjara és parhuzamos a karral. A kar elforditasaval maga a tiikor is elfordul. A kar
altal a tiikor 0° — 60°-ig forgathato. A kar maéasik vége végig fut a skalan (3), amely
érték megadja, hogy mekkora latoszogben latunk egy adott égitestet. Az eszkdzon még
fontos szerepet tolt be a masik (rogzitett) titkor (4), illetve a tavesd (5), amelybe

fizikailag belenéziink. Ez a rogzitett tiikor, illetve a tavess a keret két ellentétes szérara
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5.1. abra. A szextans kerete. Forras [0]

van rogzitve. Amennyiben az index kart 0 allasba allitjuk a két tiikdr parhuzamos
egymassal. A rogzitett tiikor, melyet egy fliggSleges egyenes valaszt ketté, két kiillonbo6zs
anyagu livegbdl készil. A bal oldali fele olyan iiveg, amelyen atlatunk, a jobb oldali
fele pedig olyan, amely visszatiikrozi a forgathaté tiikorbdl érkezé fényt. Ennek azért
van jelent&sége, hogy egyszerre lassuk a tavcs6ben a horizontot, illetve az altalunk
vizsgalt égitestet — ezzel megoldva a szogmérések egyik korabbi f§ problémajat. A

taves6 merdleges a keret vizszintes és hosszanti sikjara is.

5.2. dbra. A szexténs részei. Forras [9]
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5.3. Az eszkoz hasznalata

A szextans hasznalata a kovetkezdkon alapszik. A szextanssal meg tudjuk allapitani,
hogy egy altalunk kiszemelt égitest mekkora szoget zar be a horizonttal. A mért szog
megegyezik a latoszoggel, lasd a definici6. Ehhez a szextans tavcsovén keresztiil
keressiik meg a kivalasztott égitestet. Az eszkozt ugy kell mozgatni, hogy a horizontot
lassuk az egyik felén, mindekozben az index kart toljuk elére, annak érdekében, hogy az
égitest is lathaté maradjon a tavess masik felében. Amikor egyszerre latjuk a horizontot
és a kivalasztott égitestet a tavesovon keresztiil (lasd az [5.3 dbra), akkor leolvashatjuk

a skalarol, hogy az adott égitest milyen széget zar be a horizonttal.

5.3. dbra. A szexténs tavcsovén keresztiil lathato két kép. A bal oldalon a horizont,
jobb oldalon pedig a vizsgalt égitest lathato. Forras [10]

5.4. A szextans jelentGsége és miikodése

A szextéans elédjeihez képest két dologban hozott jelentés tjdonsagot. Egyfelsl a ko-
rabeli eszk6zokhoz képest joval pontosabban lehetett vele méréseket végezni. Ennek
a pontossagnak az az oka, hogy a dupla tiikor lehet6vé teszi, hogy egyszerre lassuk
a tavesovon keresztiil a vizsgdlt égitestet, illetve a horizontot. Mas részrél a 120°-os
megvizsgaljuk.

A mikodési elve megértéséhez tekintsiik az abrat. A szexténs tavcsovében két
képet latunk megjelenni, hiszen két kiilonb6z6 iranybol érkezik be fény. Egyszer a
horizont felsl (piros vonal) masfelsl az égitestrdl a két titkron keresztiil (kék vonal).
A kék fénysugar kétszer tiikkrozodik: elGszor a mozgathatod tiikkron, majd a rogzitett

tiikkron, igy jut el a taves6be. A rogzitett tiikron a fénysugar beesési szoge koriilbeliil
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5.4. dbra. 0 foku allas. Forras [9]

15°. A piros fénysugar nem tiikrézddik, hanem athatolva a rogzitett tiikkron kozvetleniil
a tavesSbe jut. Az index kart 0 allasba helyezve a két tiikkor parhuzamos egyméssal,

ekkor a tavesGben lathatod két kép megegyezik egymassal.

A forgd tiikér sikja
0 allasban

5.5. dbra. Amikor az index kart elmozditjuk. Forréas [9)

Az index kart vy-szoggel el6re tolva a mozgathatoé tiikor elfordul a vizszintes tengelye
mentén szintén vy szognyit, lasd az[5.5 abra. Az index kar elmozditasat kovetGen v lesz a
két tiikor altal bezart szog is. (A képen lathato y-k valtoszogek) Az abran lathato w szog
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lesz az a szog (1at0szog), amely alatt az égitest a mi pozicionkbol latszik a horizonthoz
képest. Ezt a szoget tudjuk leolvasni a skédla beosztasarol. A skalarol leolvasott érték

legyen w. A szextans torvény miatt tudjuk, hogy

w =2y

A szextéanssal mért w érték a kovetkezd jelentGséggel bir, lasd az[5.6]abra. Szeretnénk
megallapitani, hogy a foldfelszinen (gémbi értelemben) milyen messze vannak a P és
a B pontok, masszoval a ( értéket. Legyenek:

P: helyzetiink a fold felszinén.

O: a fold geometriai kozéppontja.

B: A szextanssal vizsgalt égitest GP-je.

5.6. dbra. w jelentGsége

Tudjuk, hogy a szexténssal (w) szoget mértiink. OP szakasz illeszkedik a P-ben
felvett zenith egyenesre, ami merdéleges a horizontra. OP a gdmb egy sugara is egyben.

OR-re illeszkedd egyene parhuzamos a P-hez huzott érintével (horizont). Igy OR me-
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réleges OP. Vegyiik észre, hogy a RBO szdg megegyezik w- val, valamint ROP = 90°,
ezaltal: § =90° —w
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6. fejezet

Tajékozodas a gombfeliileten

A kovetkezs részben azt fogjuk megnézni, hogy a szextanst, valamint az altala kinyert
adatokat hogyan hasznalhatjuk a helyzetiink meghatarozésara a Foéldon. Magaval az
eszkozzel egyetlen dolgot tudunk csinalni: megallapitani egy égitestrdl (bolygok, csilla-
gok), hogy milyen latoszogben latszik a mi pozicionkbol. Ezt kovetSen tobb lehetséges
modja is van annak, hogy meghatarozzuk, hol van a poziciénk a gémb feliiletén. A két
legfébb a horizont rendszer és az intercept modszer. Ehhez a fejezethez az [5] és a [18)]

forrasokat hasznaltam fel.

6.1. Horizont rendszer

Ez a szamitasi rendszer azon alapszik, hogy ha egy égitestet vizsgalva megkapjuk, hogy
milyen latoszogben latszik a mi pozicionkbol, akkor meg tudjuk mondani, hogy milyen
messze vagyunk az adott égitest GP-jétél. Az, hogy milyen messze vagyunk az égi-
test GP-jétdl, az pont azt jelenti, hogy rajta vagyunk egy az els§ égitesthez tartozo
G P, kozéppontt, r sugara kéron a gombfelszinen. Mivel ez még végtelen sok pontot
jelent, ezért meg kell vizsgalnunk egy mésik égitestet is, amelybdl azt kapjuk, hogy
rajta vagyunk a mésodik égitesthez tartozé G P, kozéppontu s sugart korén. Ennek a
két kornek altalaban ketts metszéspontja lesz, ezaltal még mindig két lehetGsége van a
helyzetiinknek. Amiatt, hogy egyértelmitien megallapithato legyen, hogy a két lehetGség
koziil melyik a valodi helyzetiink, egy harmadik mérést is el kell végezniink. Ez a har-

madik mérés mar egyértelmiien meg fogja hatarozni, hogy a két lehet&ség koziil melyik
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van rajta a harmadik koron is, azaz melyik a valodi helyzetiink. Ezek a korok konnyen
lerajzolhatoak egy sikbeli 2D-s térképen is, igy egyszert korozéssel meghatarozhatod a
pozicionk. Ugyanakkor, mivel nincsen tavolsag tartod leképezés a gombrél a stk térképre
ezért, ezt a modszert akkor szeretik alkalmazni, amikor a helyzetiink a vizsgalt égitest
GP-éhez képest 300 tengeri mérfoldon beliil van. Més széval a szextanssal mért szog
85°¢s 90° kozott van.

Egy fontos ismeret még a Zenith tévolsag. Ez a tavolsag megadja az Eggémbon
a sajat helyzetiink és a vizsgalt égitest kozotti tavolsagot fokban mérve. Jeloljiikk H-
val azt a szoget, amit a szexténssal mertiink. A valésdgban megkiilonboztetiink H-t
és H,-t. El6bbi a szextanssal mért szog, utébbi pedig ennek a korrekcidja, amely az
eszkOz és a mérés hibait kiiszoboli ki. Az egyszertiség kedvéért mi most eltekintiink ettsl
a korrekciotol és feltessziik, hogy hibatlan eszkozzel és tokéletes koriilmények kozott

mértiink. A Zenit tavolsidg a kévetkezd moédon adodik.

Zenit tavolsag = 90° — H,

Ez azért igaz, mert minél kozelebb vagyunk az égitest GP-éhez, annél nagyobb
szogben latjuk az égitestet, és forditva: minél messzebb vagyunk téle, annal kisebb
szogben latszik. Ha pont a GP-n allunk, akkor 90°-os szoget mériink, igy 90° —90° = 0
adodik a tavolsdgra. Amikor pont a horizontunk vonaldban van a vizsgalt égitest,
akkor 0°-ot mértink. Ekkor 90° — 0° = 90° adodik, és ez a legnagyobb tavolsag, amit
mérhetiink, hiszen ha a horizont alatt van az égitest, akkor nem lathato a szextanssal.

Most térjiink ki arra, hogy milyen megfeleltetés lehetséges a szextanssal mért szog
és a tengeri mérfoldek kozott. Ismert tény, hogy az egyenlit6tsl az Eszaki sarkig egy
adott meridiAn mentén 5400 tengeri mérfold a megtett tavolsidg. Ugyanezen tavolsag
szogben kifejezve 90°. Ezen ardnyokkal dolgozva allapithatdé meg, hogy ha egy égitest
a szog alatt latszik a szextanssal, akkor az égitest GP- je milyen messze van téliink.

Nézziink most erre egy példat: tegyiik fel, hogy a szextanssal a napot vizsgaljuk
2025 marcius 5- én, 13:00-kor Greenwichi id§ szerint. Ekkor azt kapjuk, hogy 87°-o0s
szOgben latjuk a Napot. Az Almanacbol tudjuk, hogy a Nap koordinatai (GP) ekkor

az Eggombon:

GHA : 12°09.1
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Deklinacié : $50°49.8

Jelolje R, a tavolsagunkat ettsl a ponttol. Tudjuk, hogy a téavolsagunk fokban mérve:

90° — 87° = 3° A fent emlitett aranyokat hasznalva azt kapjuk, hogy

3° T

90° 5400

Ebbél kapjuk, hogy

x = 180 tengeri mérfold.

Azaz 180 tengeri mérfold tavolsagra vagyunk a fent emlitett GP-t6l.

Ezt a modszert akkor érdemes hasznélni, ha tudjuk, hogy a vizsgalt égitest GP-jétsl
koriilbeliil 300 tengeri mérfoldes tavolsagon beliil vagyunk. Ha ez nem &ll fenn, akkor
is miikodik a modszer, viszont ekkor térképészeti okok miatt pontatlan eredményt kap-
nank. Ebben az esetben az altalunk rajzolt korok valojaban nem koérok lennének, ezért
ilyenkor egy masik médszert, az intercept modszer-t szokas alkalmazni helyzetiink meg-
hatarozéasara. Mindkét modszer esetében azt vizsgaljuk, hogy egy adott ponttol milyen
messze vagyunk (milyen r sugara kéron vagyunk rajta), azonban még a horizont rend-
szernél a sik térképen dolgozunk, addig az intercept modszer esetében a gombfeliileten

szamolunk.

6.2. Intercept moédszer

Amennyiben egy adott égitestet vizsgéilva azt kapjuk, hogy a GP-je messzebb van
300 tengeri mérfoldnél, vagyis a fenti formula alapjan a szextanssal mért szog kisebb,
mint 85°, ez a szamolasi metdodus a célravezetébb. Ez a metodus gombi hdromszogek-
ben toérténd oldal és szogszamitason alapszik. Ezt a gombi haromszoget az Eggombon
fogjuk meghatarozni. Ehhez a gémbi haromszoghtz harom pontra lesz sziikségiink az
Eggémbon. Ez a harom pont a kovetkezék lesznek:

AP(Assumed position): Feltessziik, hogy ismerjiik helyzetiinket és annak koordiné-
tait az Eggémbon.

GP: A vizsgalt égitest GP-e.
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Py: Az Eszaki/Déli sark az Eggdmbon.

6.1. abra. Forras [5]

Ez a 3 pont egy haromszoget alkot az Eggombon, lasd a abra. Vegyiik észre,
hogy ebben a haromszogben meg tudjuk hatarozni a GP — Py szakasz hosszat, illetve
az AP — Py szakasz hosszat is. Mivel tudjuk a GP, illetve AP deklinaciojat.

GP-Py szakasz hossza = 90° — GP deklinacidja

AP-Py szakasz hossza = 90° — AP deklinécidja

Tovabba meg tudjuk hatarozni a Py-nél 16v6 belss szoget is. LHA (Local Hour Angle):
A Py cstesnal 16v6 belsd szoge a haromszognek. Az LHA meghatarozasahoz a kdvetkezé
adatok ismeretére van sziikségiink: GHA (GP) és GHA (AP).

Ezekbdl az adatokbdl mar kdnnyedén meghatéarozhatdé a LHA szog nagysaga. Ha
rendelkezésiinkre allnak ezek az informaciok (a navigacios almanach tartalmazza eze-
ket), akkor meg tudjuk allapitani a Zenith téavolsdgot az AP és a GP pontok kozott. A
Zenith tavolsagbol meghatarozhato a H,. (kiszamitott 1atoszog feltéve, hogy az AP a
pozicionk) értéket, amelyet a végén Gsszevetiink a szextanssal mért Ho-val, hogy meg-
allapitsuk mekkora az eltérés a AP és a tényleges helyzetiink kozott. Nézziik most meg,
hogy az el6bb emlitett adatokbol, hogyan is lehet meghatarozni a Zenith tavolsagot,
azaz hogy a vélt helyzetliink AP és a vizsgélt égitest GP-je kozott mekkora a tavolsag.

Ehhez fogjuk felhasznélnia gombi koszinusztételt:
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cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(7y)

A mi esetiinkben:
¢ = Zenith tavolsag = 90° — H,
b = 90°-GP deklinacioja (GP — Py szakasz hossza)
a = 90°-AP deklinacioja (AP — Py szakasz hossza)
~v=LHA
Behelyettesitve a koszinusz tétel képletébe:

cos (Zenith tavolsag) = cos(90° — (AP deklinacidja) cos(90° — GP deklinécioja)+

+sin(90° — (AP deklinacioja) sin(90° — GP deklinécioja) cos(LH A)

Felhasznélva a kovetkezs trigonometrikus azonossagokat:

cos(90° — «) = sin(«)
sin(90° — «v) = cos(«)

A jobb oldalon behelyettesitve kapjuk,hogy

cos (Zenith tavolsag) = sin (AP deklinacioja) sin (GP deklinacidja)+
+ cos (AP deklinacioja) cos (GP deklinécioja) cos(LH A) (6.1)

Ami egy fontos képlet lesz a késgbbi feladatmegoldasoknal. Ezutan a baloldalon is

behelyettesitve kapjuk, hogy

sin(H.) = sin (AP deklinacioja) sin (GP deklinacioja)+

+ cos (AP deklinécioja) cos (GP deklinacioja) cos(LH A)

(H,) = sin”!(sin (AP deklinicioja) sin (GP deklinaci6ja)+

+ cos (AP deklinacioja) cos (GP deklinacioja) cos(LH A))
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Az igy kapott H -t kell 6sszevetni a mért Ho-val. Ekkor két eset lehetséges:

H. nagyobb, mintH,
H, nagyobb, mintH.

Ahogy azt mar korabban targyaltuk, minél nagyobb ez a szamitott vagy mért érték an-
nal kozelebb vagyunk a GP-jéhez az adott égitestnek. Amennyiben a H. nagyobb, mint
H,, akkor a pozicionk kiviil esik egy GP kozept, GP — AP sugart kéréon. Amennyiben
H, nagyobb, mint H., akkor a pozicionk beliil esik egy GP kozept, GP — AP sugaru
koron. Ennél a modszernél is harom mérés sziikséges a konkrét pozitcié6 meghataroza-

séhoz.
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7. fejezet

A GPS

A kovetkezd részben bemutatom a [15] és a [16] forrasok alapjan, hogy a szamitogépek
megjelenésével hogyan alakult at a navigacio. Mivel a szamitogépek gyorsabb szamo-
last tesznek lehetévé igy a helymeghatarozas sokkal pontosabb lett mint korabban.
Masrészrél a mogotte megbijo tudomany is joval komplikaltabb, igy ebben a részben

csak a GPS rendszer matematikajanak alapjaira fogok kitérni.

7.1. GPS torténete

A szextans a 20. szazad mésodik feléig maradt hasznélatban a légi és a hajozasi koz-
lekedésben. Ezt kovetGen a GPS rendszerek kezdtek elterjedni a technologia gyors
fejlédésének koszonhetGen. A GPS eszkozokbe épitett szamitdogépek még gyorsabb és
pontosabb szamitasokat tettek lehetévé a korabbi eszk6zokhoz képest. Még a szextans-
sal akar kilométereket is lehetett tévedni egy esetleges pontatlan szamolés soréan, addig
a GPS 5 — 10 méteres pontossidggal meghatarozza helyzetiinket. A pontossag mellett
az emberi hibat is kikiiszoboli a szamitasi rendszerbsl. A GPS mai napig a legmegha-

tarozobb tajékozodasi eszkoz mind a civil, mind pedig a hadészati tajékozodésban.

7.2. A GPS mikodési elve

A ma ismert GPS rendszernek két meghatarozé része van:
A fold koriil keringd GPS mitholdrendszer.
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A GPS navigécios eszkozok, melyek folyamatos kapcsolatban vannak a mthold-
rendszerrel.

A miiholdrendszer tagjai a GPS vev6khoz radidhullamokat kiilldenek, melyek kozel
fénysebességgel terjednek. A miiholdak a folfelszin f6lott koriilbelidl 20000km magasan
koroznek, sebességiik pedig nagysagrendileg 14000’%”. Ennek koszonhetSen egy nap
alatt kétszer keriilik meg a bolygot. Jelenleg 24 miihold (+6 — 8 tartalék) kering a
Fold koriil hat kiilonbo6z6 palyan, palyankként négy mitholddal. Ez az elrendezés teszi
lehetévé, hogy barhol is legyiink a foldfelszinen legaldbb négy miiholddal kommunikalni
tudjon a GPS eszkoziink.

7.3. A GPS rendszer matematikaja

Amikor a GPS vevénk egy mitholddal kommunikél két fontos informéacio atadas zajlik.

A tavolsag a vevs egység és a miihold kozott.

A kommunikacié idépontja.

Mivel tudjuk, hogy milyen messze vagyunk egy adott M; miiholdtol, igy tudjuk,
hogy rajta vagyunk egy M; kozépponti R; sugaru gombfeliilleten. A mérést megis-
mételve egy az el6z6tdl kiillonb6z6 My miitholddal, szintén tudjuk, hogy rajta vagyunk
egy Msy kézéppontit Ry sugart gombfeliileten is. A két gdmbfeliilet metszete egy kor
(jelolje ezt a kort: K'). Ezaltal a két mérés soran lesztikitettiik a lehetgségeket, de még
mindig végtelen sok pontban lehetiink. Egy harmadik mérést végezve egy M3 miihold-
dal kapjuk, hogy rajta vagyunk egy M; kozéppontu Rz sugarid gombfeliileten is. Ez az
M3 kozépponti Rz sugari gomb a K kort legfeljebb 2 pontban metszi. Ezaltal még
mindig van két opcié arra, hogy hol is vagyunk. Egy negyedik mérést végezve egy M,
miitholddal tudjuk, hogy rajta vagyunk egy M, koézéppontu R4 sugaru gombfeliileten
is, ami az eddigi két lehet&séget egyre redukalja. A fentiek alapjan négy mriiholddal
kell egyid6ben kommunikalnia a GPS vevénknek ahhoz, hogy meg tudja hatarozni a

pontos pozicidonkat.
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8. fejezet

A téma atultetése a kozépiskolai

tanitasba

A téma akar a kozépiskolasok szamara is érdekes és hasznos lehet. Természetesen az
érettségihez kozel alloknél szakkor formajaban lehet elképzelni a fentebbi ismeretek
felvazolasat. Ugy vélem 6t-hat alkalom soran megfelels mértékben elsajatithatoak a
gémbi tajékozodas matematikai ismeretei és alkalmazasai. Ez a témakor nem csak a
matematikabol tehetségesek szamara lehetne érdekes, hanem azok szamaéra is, akiket
vonz a hajozasi, repiilési kozlekedés vilaga. Ez a téma nekik is egy djfajta megkozelitést
adhatna, amelyel b6vithetik ismereteiket a mindennapi élettel kapcsolatban.

Lehetséges tematika:

1. A gombi alapismeretek elsajatitasa, Osszehasonlitasa az altalanosan hasznalt

Euklideszi geometriai ismeretekkel.

2. A szextans, mint téajékozodasi eszkdz bemutatasa, hasznalatdanak matematikai

héttere, a gobmbon valo tajékozodas matematikaja.
3. Fold adatainak megmeérése.

4. GPS rendszerek miikodési elve.

Mindenképpen az alapismeretek atadasaval érdemes kezdeni, hiszen fontos, hogy

a didkok megértsék a gombi geometria sajatossagait és racsodalkozzanak azokra a
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tényekre, amelyek az addigi Fuklideszi geometriai tanulményaik sorén eltérd volt, pél-
déul egyenesek parhuzamossaga vagy a tavolsag fogalma. Ahhoz, hogy a didkok jobban
megértsék a gombi geometria miikodését egy-két bevezets feladatot is érdemes feladni
nekik gondolkodasra.

[lyenek lehetnek a kovetkezdk:

Hérom kiilonbo6z6 egyenes hany pontban metszheti egymast az Euklideszi stkon?

Hérom kiilonboz6 f6kor/ gombi egyenes hany pontban metszheti egymaéast?

Milyen tartomanyokra bontja szét harom egyenes vonal a sikot és harom f6kor a
gombfeliiletet?

Megoldas:

Az Fuklideszi sikon négy kiilonb6z6 eset allhat els:

Nincs metszéspont: Ekkor a harom egyenes parhuzamos és négy tartomény kelet-
kezik.

Egy metszéspont van: Egy pontban metszik egymast az egyenesek és hat tartomany
keletkezik.

Két metszéspont van: Ekkor két egyenes parhuzamos egymaéssal a harmadiknak pe-
dig egy-egy metszéspontja van a parhuzamos egyenesekkel. Hat tartomany keletkezik.

Héarom metszéspont van: Ekkor a harom egyenes koziil semelyik kett6 nem parhu-
zamos egymassal és nincs a harom egyenesnek egy kozos metszéspontja. Hét tartomany
keletkezik.

A gombfeliileten két esetet kiilonboztetiink meg:

Két metszéspont van: A gombfeliileten barmely két egyenesnek van két metszés-
pontja, ekkor a hdrom egyenes ugyanabban a két atellenes pontokban metszik egymaést.
Hat tartomany keletkezik.

Hat metszéspont van: Két egyenes a gombon két pontban metszik egymaést, a har-
madik egyenes pedig, ha ezektdl kiilonb6zé pontokban metszi a mésik két egyenest,
akkor mindkét egyenest kétszer metszi. Ez még négy metszéspont, igy jon ki a hat
metszéspont Osszesen. Nyolc tartomany keletkezik.

Ha ezen ismeretek elsajatitasa megtortént, akkor lehet felvezetni a szexténs hasz-
nalatat és a f6ldgéombon vald tajékozodas matematikai alapjait. Ennél a résznél szintén
hasonlosagok fedezhetGek fel az Euklideszi geometria, illetve a gombi geometria kdzott,
példaul szinusztétel vagy koszinusztétel hasonlo logikan alapszik mind a sikban, mind

pedig a gombfeliileten. Az elméleti tudas elsajatitasa utan elsGdlegesen altalanos gémbi
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geometriai feladatot, majd pedig ehhez hasonlé gombi tajékozodasi feladatot érdemes
megoldani.

Egy R = 18m sugaru gémb felszinén 1év6 gombharomszog egyik oldala a = 127
(m), két szoge o = 110°, f = 70°. Mekkora a gémbharomszog keriilete, ha tertilete
t = 1087wm?? Forras az [1] jegyzet.

Megoldas:

A haromszog tertiletképletét kihasznalva meghatarozhatjuk a harmadik szoget:

R*r(a+ 4~ —180°)

T =
180°
1 2 o o _ o
Lo — 1T(110° 4 70° + 5 — 180°)
180°
v = 60°

Az a oldal méterben van megadva, ezt érdemes radianba megadni: R = 18m ebbdl

tudjuk, hogy a gémb egy f6korének keriilete:

K=2-18 -7 = 367

Arényossag miatt:

127 _a
36w 360°
a = 120°

Szinusztétel segitségével meghatarozhatjuk az ismeretlen oldalait (b és ¢) a haromszog-

nek:
sin(a)  sin(a)
sin(b)  sin(3)
sin(120°)  sin(110°)
sin(b)  sin(70°)
b = 60°
Hasonloan:
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sin(a)  sin(a)

sin(c)  sin(7)

sin(120°)  sin(110°)
sin(c)  sin(60°)

c=53°
A b és a c oldalt méterbe atvaltva:

b 60°
36w 360°
b= 6m(m)
¥
36m  360°
¢ =5.3m(m)

A haromszog keriilete:

K=a+4+b+c=121r+ 67 + 531 = 23.371(m) = 73.2(m).

Milyen messze van egymaéstol a foldgombon Budapest és Caracas varosa? Forras
a [I7] jegyzet.

Megoldas:

Budapest koordinatai (BP):E 47°30' és K 19°

Caracas (CA): E 10°30" = 10, 5° és Ny 66°55' = —66.92°

A két varos tavolsagat a[6.1] képlet segitségével szamithatjuk ki:

cos(c) = sin (BP deklinacioja) sin (CA deklinacioja)+
+ cos (BP deklinécioja) cos (CA deklinacioja) cos(7y)

Jelolje ¢ a két varost Osszekotd szakaszt a gombon. Jelolje () a két varos LHA szogét:
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v =19° — (—66.92°) = 85.92°
cos(c) = sin(47.5°) sin(10, 5°) 4 cos(47.5°) cos(10,5°) cos(85.92°)
c="79.52°
A f6ld sugara: 6371(km), a f6ld keriilete pedig: 127427 (km) = 40030(km)

¢ 79.53°
40030  360°

¢ = 8843.3(km)

MegkozelitSleg 8843(km) a két varos tavolsaga.
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