
Eötvös Loránd Tudományegyetem

Természettudományi Kar

Szakdolgozat

Matematikai füllentések a középiskolai

fizikaoktatásban
Az analízis néhány gyakorlati alkalmazása

Józsa Kornél

Osztatlan tanárképzés

matematika tanár - fizika tanár

Konzulens:
Sikolya Eszter, PhD.

Adjunktus
Eötvös Loránd Tudományegyetem



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 2

2. Fonálinga 3

2.1. Középiskolai helyzet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2. Matematikai valóság . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.3. Tanári elemzés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3. Nehézségi gyorsulás 13

3.1. Középiskolai helyzet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2. Matematikai valóság . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.3. Tanári elemzés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4. Hőtágulás 22

4.1. Középiskolai helyzet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.2. Matematikai valóság . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.3. Tanári elemzés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5. Summázat 31

6. Irodalomjegyzék 33

A. Runge - Kutta módszer Python kódja 34

B. Eredetiségi nyilatkozat 37

1



1. Bevezetés
„Fourier úr úgy véli, hogy a

matematika alapvető célja annak

társadalmi hasznosítása és a

természet jelenségeinek

elmagyarázása. Azonban egy

filozófusnak, mint neki, tudni illene,

hogy a tudományok egyedüli célja

tiszteletadás az emberi szellem előtt.”

Carl Gustav Jacob Jacobi

Vizsgálatom tárgya olyan fizikai jelenségek matematikai leírása, melyeket annyira alapvetőnek tartunk,

hogy a középiskolai fizikaórán alaposan tárgyaljuk őket, azonban kénytelenek vagyunk matematikai egysze-

rűsítéseket alkalmazni, mivel az egzakt leíráshoz nem áll rendelkezésünkre a szükséges matematikai eszköz-

tár. A hiányzó eszközök gyakorta a differenciálszámításra, integrálszámításra, és az analízis egyéb módszereire

épülnek, ezért a diákoknak egy könnyebbség, hogy nincs elvárva ez a tudás tőlük.

Azonban érdemes megvizsgálnunk, miben, és hogyan egyszerűsítünk. Tanárként fel kell tudnunk mérni,

mit mondjunk el a diákoknak, és milyen mélységig nyúljunk a matematika eszközeihez. Amit vizsgálok: mi-

lyen pontatlanságokat engedhetünk meg magunknak anékül, hogy a végeredményben kapott modell túlsá-

gosan messze kerülne a leírni kívánt valóságtól. Ilyen kompromisszumokkal a fizika még tárgyalható, leírható

középiskolás szinten a matematikaoktatás jelentős kibővítése nélkül.

Vizsgálni fogom a matematikai, vagy fonálinga lengését, a nehézségi gyorsulást, és a hőtágulás jelenségét.

2



2. Fonálinga

A fonálinga vagy matematikai inga a legegyszerűbb inga: egy nyújthatatlannak definiált szálon lógó tö-

meg, melyet lengésbe hozunk nehézségi erőtérben. Középiskolában azért kedveljük nagyon, azért hasznos

eszköz, mert nagyon egyszerűen és olcsón elkészíthető akár tantermi körülmények között, akár otthoni diák-

kísérletek során. Dolgozatomban a lengés idejét leíró matematikai formulát fogom alaposabban vizsgálni.

2.1. Középiskolai helyzet

Középiskolában a periódusidőt egyszerűen a

T = 2π

s
l
g

(2.1.1.)

képlettel írjuk le, ahol l a fonál hossza, és g a nehézségi gyorsulás értéke. Ezt a képletet alkalmazzuk például a

következő feladat megoldása közben is:

[8] 23. oldal:"89. (1384.) A vízszintes, sík asztallapra helyezett golyó elvileg rezgőmozgást végezhet,

hiszen a Föld középpontjához legközelebb eső pontban lehet csak egyensúlyban. Számítsuk ki a rezgésidőt!"

Megoldás:

Értelmezés: A vízszintesen, a feladat megoldása során, a Föld kérgére érintő irányú síkot értem, mert csak

ilyen értelmezésben van értelme a Föld középpontjához legközelebb lévő pontról beszélni. Emellett a feladat

megoldása során a golyó és az asztallap közötti súrlódást elhanyagolom.

Ábra:

1. Ábra. A 89. (1384.) feladat vázlata
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Számolás: Ahogy az 1 ábrán látható, a golyóra ható erő a sugárirányú

Fg = γ �
m �MF

R2 ,

Newton féle nehézségi erő [12] 137. oldal alapján. Itt γ a gravitációs állandó, m a golyó tömege, MF a Föld

tömege. Fg erőből a golyót az asztallappal párhuzamos komponens (Fg, tan) gyorsítja. Az ilyen irányú gyorsu-

lásnak (atan) a nagysága:

Fg, tan = Fg � sin
�
φ„t”

�
m � atan = γ �

m �MF

R2 � sin
�
φ„t”

�
atan = γ �

MF

R2 � sin
�
φ„t”

�
sin

�
φ„t”

�
=

d„t”p
R2 ‚ d„t”2

� d„t”
R

(2.1.2.)

atan = γ �
MF

R2 �
d„t”
R

atan =
γ � MF

R2

R
� d„t” (2.1.3.)

A levezetés közben a 2.1.2. sorban elvégzett közelítés indokolt, mivel 1m � d � R = 6371 km. Dolgoza-

tomban nem részletezem ezt alaposabban, de ez is egy általánosan használt közelítés a középiskolai fizikában,

a tg„x” = sin„x”, matematikai hátterét ennek is a később mélyebben tárgyalt Taylor-sor adja.

2.1.3. alapján a golyó úgy viselkedik, mintha a test egy R hosszúságú fonálingán lengene, vagyis a rezgés-

ideje

T = 2π

s
l
g
, l = R

T = 2π
s

R
γ � MF

R2

= 5070, 215 s

2.2. Matematikai valóság

A 2.1.1. képlet levezetése közben a sin„x” = x egyszerűsítésre támaszkodunk, így ez a képlet kis szögek

esetén alig észrevehetően, nagy szögek esetén azonban jelentősen eltér a valóságtól. A közelítés matematikai
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alapját az adja, hogy a sin(x) 0 körüli Taylor-sora az alábbi:

sin„x” =
1Õ
n=0
„�1”n � x2n‚1

„2n ‚ 1”! ,

és ennek az első tagja az x. A Taylor-sor, vagy Taylor-formula egy alkalmazott természettudományokban

gyakran használt közelítésre lehetőséget biztosító matematikai eszköz. A sin„x” függvény Taylor-sora pedig

előáll a [4] 284. oldalának 11.8-as tétele alapján:

Tétel: Ha f egy tetszőlegesen sokszor differenciálható függvény I intervallumon,

és 9K 2 R, amire
���f „n” „x”�� � K �

8x 2 I ; 8n 2 N,

akkor

f „x” = lim
n!1

nÕ
k=0

f „k” „a”
k!
„x � a”k 8a, x 2 I. (2.2.1.)

Az így előálló sorösszeg az f „x” függvény Taylor-sora. A sin„x” függvény tetszőlegesen sokszor differen-

ciálható, a teljes valós számok halmazán értelmezett, és a K = 2 jó felső korlát a tétel alkalmazásához, így a

függvény Taylor-sorba fejthető. Az itt említett közelítés tehát pontosítható lenne a Taylor-sor további tagja-

inak hozzávételével, ezt dolgozatom során később szintén vizsgálni fogom.

Az inga mozgását le tudjuk írni egy differenciálegyenlettel, melynek a megoldását meg lehet valósítani

analitikai eszközökkel, vagy lehet numerikusan közelíteni.

2. Ábra. Fonálinga
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Az m tömegű l hosszúságú, kezdősebesség nélkül elindított inga mozgásegyenlete így áll elő:

�F = m � a

Ftan = m � atan ,

ahol az első sor Newton II. egyenlete [12] 127-130. oldalak alapján. A második sor, ahogy az a 2 ábrán látszik,

a mozgás érintő irányú komponense.

�Fg � sin
�
φ„t”

�
= m � l � β„t”

�m � g � sin
�
φ„t”

�
= m � l � ¥φ„t” ,

Mivel β„t”, a szöggyorsulás - idő függvény, aφ„t” függvény második időderiváltja. Vagyis az inga szögkitérés -

idő függvényét leíró differenciálegyenlet az alábbi:

¥φ„t” = �
g
l
� sin

�
φ„t”

�
Ez az egyenlet analitikai eszközökkel megoldható, ám a megoldás menete és eredménye is túlmutat komp-

lexitásban a dolgozatomon, az eredmény az irodalomban jól dokumentált, az interneten elérhető [1] és [14]

források alapján:

φ„t” = 2am

 p
2g ‚ lc1„t ‚ c2”

2
p
l

,
4g

2g ‚ lc1

!
,

ahol "am" a Jacobi - féle amplitúdó függvény. Ebből sajnos nem tudunk új periódusidő összefüggést nyerni.

Ehelyett a függvény helyett közelíthetünk:

- Taylor-polinommal nagyobb fokszámig

- numerikusan, Runge - Kutta módszerrel

Közelítés Taylor-polinommal

Ahogy azt már korábban írtam, a fonálinga kitérés - idő függvényét az alábbi differenciálegyenlet adja:

¥φ„t” = �
g
l
� sin

�
φ„t”

�
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Emelett asin(x) Taylor-sorát is felírtam már:

sin¹xº =
1Õ

n=0

¹� 1ºn �
x2n¸ 1

¹2n ¸ 1º!

Ilyen módon a di�erenciálegyenlet felírható ilyen alakban is:

¥' ¹tº = �
g
l

�
1Õ

n=0

¹� 1ºn �
' ¹tº2n¸ 1

¹2n ¸ 1º!

Ebb®l az els® taggal való közelítéssel kapjuk a korábban, 2.1.1. egyenletben már említettT = 2�
q

l
g perió-

dusid®t.

¥' ¹tº = �
g
l

� sin
�
' ¹tº

�
; aholsin

�
' ¹tº

�
� ' ¹tº

¥' ¹tº = �
g
l
' ¹tº (2.2.2.)

A 2.2.2. típusú mozgásegyenlettel rendelkez® mozgásokatharmonikus rezg®mozgásoknaknevezzük a �zi-

kában [12] 146. oldal alapján. Ott azt találjuk, hogy a mozgásokat teljes mértékben leírhatjuk a mozgást2

jellemz®vel, ezeketD-vel, ésm-mel jelöljük,D a direkciós-, vagy rugóállandó,m pedig a test tömege. A har-

monikus rezg®mozgásra legjellemz®bb példa egy rugóra akasztott, majd nyugalmi helyzetéb®l kitérített test

mozgása.

Matematikailag a keresett függvény második deriváltja arányos a függvény ellentettjével, ilyenek asin,

és acosfüggvények. Ezek szerint' ¹tº ennek a két függvénynek valamilyen lineárkombinációja lesz, és más

megoldást nem kell keresnünk az unicitás tétel miatt, [11] 2.4. fejezete, 20. Tétel.

' ¹tº � c1sin¹tº ¸ c2 cos¹tº ;

azonban azt is tudjuk, hogy a második derivált és a függvény közötti arányossági tényez® ag
l , ami a kétszer

deriváláskor kerül oda, így

' ¹tº = c3 sin

 r
g
l
t

!

¸ c4 cos

 r
g
l
t

!

Ez a két tagú összeg szebb, �zikailag jobban átlátható jelentéstartalmú alakra hozható:

c3 := ' 0 cos� 0; ésc4 := ' 0 sin� 0
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ekkor

' 0 =
q

c2
3 ¸ c2

4 ; és� 0 = arctg
�
c4
c3

�

' ¹tº = ' 0 sin

 r
g
l
t ¸ � 0

!

(2.2.3.)

Itt ' 0 �zikailag a fonálinga maximális kitérésének mértéke, azamplitúdója, matematikailag a' ¹tº maximu-

ma,� 0 2 »0; � ¼pedig az úgynevezettfázisszög, az inga helye at = 0 id®pillanatban. Mivel én a kezd®sebesség

nélküli ingával foglalkoztam, a fázisszög biztosan� 0 = 0.

Ennek a 2.2.3. megoldásnak a periódusa valóban a korábban már többször leírt

T = 2�

s
l
g

;

mivel asin¹tº függvény periódusa2� , és az argmentumban lév® változó együtthatójának reciprokszorosára

(jelen esetben
q

l
g) változik a periódus.

Ha a közelítést nem az Taylor-sor els® tagjával tesszük meg, a megoldásunk is közelebb lehetne a valóság-

hoz. Vizsgáljuk meg, mi történik, ha1helyett2 taggal közelítjüksinfüggvényt!

¥' ¹tº = �
g
l

�
1Õ

n=0

¹� 1ºn �
' ¹tº2n¸ 1

¹2n ¸ 1º!
� �

g
l

�
�
' ¹tº �

' ¹tº3

3!

�

tehát a megoldandó di�erenciálegyenlet egy másodrend¶, függvényben harmadfokú di�erenciálegyenlet:

¥' ¹tº = �
g
l

�
�
' ¹tº �

' ¹tº3

3!

�

mindkét oldalt¤' ¹tº-vel megszorozva

¤' ¹tº¥' ¹tº = �
g
l

¤' ¹tº �
�
' ¹tº �

' ¹tº3

3!

�

ezeket id® szerint integrálva els®rend¶re redukáljuk az egyenletünket:
¹

¤' ¹tº¥' ¹tº dt = �
g
l

¹
¤' ¹tº �

�
' ¹tº �

' ¹tº3

3!

�
dt

1
2

�
¤' ¹tº

� 2 = �
g
l

�
�
� c1 ¸

' ¹tº2

2!
�

' ¹tº4

4!

�

¤' ¹tº = �

s

�
g
l

�
�
� c1 ¸

' ¹tº2

2!
�

' ¹tº4

4!

�
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Azonban innen a tanulmányaimon túlmutat a megoldás menete, a kapott függvény:

' ¹tº = �

p
2sn¹ujvº

r
1

3�
p

9g� 3c1l
p g

, v :=
3p g�

p
9g� 3c1l

3p g¸
p

9g� 3c1l

u :=

q p
3p gt2

p
3g� c1l ¸ 2

p
3c2

p gt
p

3g� c1l ¸
p

3c22p g
p

3g� c1l ¸ 3gt2 ¸ 6c2gt ¸ 3c22g
p

6
p

l
Itt az "sn" egy Jacobi-féle elliptikus integrál, a [9] forrás alapján. A2 taggal való közelítés tehátlényegesen

összetettebb eredményre jutott, mint az1taggal való. A rokon tulajdonságuk, hogy itt is2 paraméter kerül

az egyenletbe a megoldás során. Ezen matematikailag nem lep®dünk meg, mivel a di�erenciálegyenletünk

másodrend¶, így2dimenziós függvénytérreszámítunkmegoldáshalmazként. Viszont �zikailagamozgásunk

továbbra is leírható2 jellemz®vel, ami szerencsés a permanenciaelv szempontjából. Sajnos az eredményb®l

még a keresett periódusid®t sem tudom meghatározni. Érdemesebb volna átláthatóbb módszer után nézni.

Numerikus módszerek

A numerikus módszerek nem csak di�erenciálegyenletek megoldása során kerülhetnek el®. A napi hasz-

nálatú számológépeink irracionális számok (például�; e) helyett biztosan véges pontosságú tizedestörtekkel

számolnak, ez is egyfajta numerikus közelítés.
p

2 értéke tetsz®leges pontossággal meghatározható az alábbi

kifejezés kitartó számolásával:

p
2 = 1¸

1

2 ¸
1

2 ¸
1

2 ¸
1

2 ¸
:::

A di�erenciálegyenletek világában gyakorta találjuk magunkat numerikus közelítésekre hagyatkozva. A nu-

merikus közelítések lényege, hogy a rendelkezésünkre álló számítási kapacitásra hagyatkozunk az analízis mel-

lett - helyett, és ezzel egy adott feladathoz elégséges pontosságú eredményhez jutunk, az egzakt pontosság

oltárán. Elcseréljük az analitikus megoldásunkat a körülöttünk lév® technikai eszközök képességeire.

A Runge - Kutta módszer során egy di�erenciálegyenlet megoldását közelítjük a kiindulási állapotból

id®lépésenként. Egy id®lépésen belül kiszámítjuk az elején, a végén, és köztük is néhány helyen a keresett
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függvény deriváltjának értékét. Ezeket súlyozva átlagoljuk, és így kapjuk a közelítésünket. A szakdolgoza-

tomban a legelterjedtebb, negyedrend¶ Runge - Kutta módszerrel dolgoztam, a Python kódom megtalál-

ható dolgozatom A Mellékletében. Az algoritmus abban az értelemben negyedrend¶, hogy ha az id®lépés

hosszát1� -szorosára változtatjuk, akkor a közelítésünk pontossága� 4-szeresre n®. Emellett a rend száma spe-

ciálisan negyedrendig azzal is egybe esik, hány helyen számolom ki egy id®lépésen belül a közelítést. A szak-

dolgozatom céljait �gyelembe véve az így el®állt adatok e�ektíve a valóságot írják le. A módszerrel produkált

eredményekr®l készült gra�konok a 3 ábrámon láthatóak.

(a) Eltérés�36 kezdeti szög esetén,t = 10s (b) Eltérés�6 kezdeti szög esetén,t = 10s

(c) Eltérés�12 kezdeti szög esetén,t = 3s (d) Eltérés�6 kezdeti szög esetén,t = 3s

(e) Eltérés�3 kezdeti szög esetén,t = 3s (f) Eltérés�2 kezdeti szög esetén,t = 3s

(g) Eltérés� kezdeti szög esetén,t = 3s

3. Ábra. Eltérések a Runge - Kutta numerikus közelítés, és a 2.1.1. által el®rejelzett között
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