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1. Bevezetés

»Fourier iir iigy velz, hogy a
matematika alapvetd célja annak
tdrsadalmi basznositdsa és a
természet jelenségeinek
elmagyarizdsa. Azonban egy
filozdfusnak, mint neki, tudni illene,
hogy a tudomdnyok egyediili célja

tiszteletadds az emberi szellem eldtt.”

Carl Gustav Jacob Jacobi

Vizsgélatom tdrgya olyan fizikai jelenségek matematikai lefrdsa, melyeket annyira alapvetének tartunk,
hogy a kozépiskolai fizikaérdn alaposan tirgyaljuk Sket, azonban kénytelenek vagyunk matematikai egysze-
risitéseket alkalmazni, mivel az egzakt leirishoz nem 4ll rendelkezésiinkre a szitkséges matematikai eszkoz-
tir. A hidnyz6 eszk6z0k gyakorta a differencidlszdmitisra, integrélszimitdsra, és az analizis egyéb mddszereire
épiilnek, ezért a didkoknak egy konnyebbség, hogy nincs elvirva ez a tudds t8lik.

Azonban érdemes megvizsgdlnunk, miben, és hogyan egyszertsitiink. Tandrként fel kell tudnunk mérni,
mit mondjunk el a didkoknak, és milyen mélységig nytljunk a matematika eszkézeihez. Amit vizsgalok: mi-
lyen pontatlansigokat engedhetiink meg magunknak anékiil, hogy a végeredményben kapott modell talsi-
gosan messze kertilne a lefrni kivint valésdgtdl. Ilyen kompromisszumokkal a fizika még tirgyalhat6, leirhat6
kozépiskolds szinten a matematikaoktatis jelentés kibSvitése nélkdl.

Vizsgilni fogom a matematikai, vagy fondlinga lengését, a nehézségi gyorsuldst, és a h8tdgulds jelenségét.



2. Fonilinga

A fonilinga vagy matematikai inga a legegyszertibb inga: egy nyudjthatatlannak definidlt szdlon 16gé t6-
meg, melyet lengésbe hozunk nehézségi er6térben. Kozépiskoldban azért kedveljitk nagyon, azért hasznos
eszkdz, mert nagyon egyszertien és olcsdn elkészithetd akdr tantermi koriilmények kozote, akdr otthoni didk-

kisérletek sordn. Dolgozatomban a lengés idejét leiré matematikai formuldt fogom alaposabban vizsgdlni.

2.1. Ko6zépiskolai helyzet
Kézépiskoliban a periédusiddt egyszertien a
S_

T=2x £ (2.1.1.)
g

képlettel irjuk le, ahol / a fondl hossza, és ¢ a nehézségi gyorsulds értéke. Ezt a képletet alkalmazzuk példdul a
kovetkezd feladat megolddsa kézben is:
[8] 23. oldal:"89. (1384.) A vizszintes, sik asztallapra helyezett golyé elvileg rezgémozgist végezhet,
hiszen a Fold kézéppontjdhoz legkdzelebb esé pontban lehet csak egyenstlyban. Szidmitsuk ki a rezgésidSt!”
Megoldais:
Ertelmezés: A vizszintesen, a feladat megolddsa sordn, a Fold kérgére érintd irdnyd sikot értem, mert csak
ilyen értelmezésben van értelme a Féld kézéppontjdhoz legkozelebb 1év6 pontrdl beszélni. Emellett a feladat

megolddsa sordn a golyé és az asztallap kozotti sarlédést elhanyagolom.

Abra:

th d asztal
\—

1. Abra. A 89. (1384.) feladat vizlata



Szdmolds: Ahogy az dbrdn ldthatd, a golydra haté er a sugdririnya

_ m Mrp
Fg_7 R2

Newton féle nehézségi erd [12] 137. oldal alapjén. Itt y a gravitdcids dllandd, m a goly6 témege, MF a Fold
tomege. F, er6bél a golydt az asztallappal pirhuzamos komponens (Fy 1,,) gyorsitja. Az ilyen irdnyu gyorsu-

lasnak (4/,,) a nagysdga:

Fytan = Fy sin 9,2

m Mg | "
M Ay =Y = sin @,,¢
Mp . "
Atan =Y F sin @2
d"t” d”t”
sin @,t" = P——= (2.1.2.)
R .d.r2 R
_ MFp d,,l‘”
S
Mg
Argp = 7TRZ d,t’ (2.1.3.)

A levezetés kdzben a sorban elvégzett kozelités indokolt, mivel 1 d R = 6371 km. Dolgoza-
tomban nem részletezem ezt alaposabban, de ez is egy dltalinosan haszndlt kozelités a kozépiskolai fizikdban,
atg,x” = sin,x”, matematikai hdtterét ennek is a késébb mélyebben térgyalt Taylor-sor adja.

alapjdn a goly6 agy viselkedik, mintha a test egy R hosszisdgt fondlingdn lengene, vagyis a rezgés-

ideje
S_
/
T=2r -, /=R
g
s
R
T =27 sy 5070, 215 s
F
Y Rz

2.2. Matematikai valésig

A képlet levezetése kozben a sin,x” = x egyszer(sitésre timaszkodunk, igy ez a képlet kis szogek

esetén alig észrevehet8en, nagy szogek esetén azonban jelentSsen eltér a valésigtdl. A kozelités matematikai



alapjit az adja, hogy a sin(x) 0 koriili Taylor-sora az aldbbi:

1
xZn,l

sin " =, 1" T
=0 wln 5 17!

és ennek az elsd tagja az x. A Taylor-sor, vagy Taylor-formula egy alkalmazott természettudomanyokban
gyakran hasznilt kozelitésre lehet8séget biztosité matematikai eszkoz. A sin,x” fiiggvény Taylor-sora pedig

eldll a [4] 284. oldaldnak 11.8-as tétele alapjdn:

Tétel: Ha f egy tetsz8legesen sokszor differencilhaté figgvény 7 intervallumon,
és9K 2 R, amire f“”",,x” K 8x21; 822N,
akkor

n f"k" ”ﬂ" ”k

X = nli!rr}L o X 4 84,x2 I (2.2.1.)

k=0
Az igy el84ll6 sordsszeg az f,x" fuiggvény Taylor-sora. A sin,x” fiiggvény tetsz8legesen sokszor differen-
cidlhatd, a teljes valés szimok halmazdn értelmezett, és a K = 2 jé felsd korlit a tétel alkalmazdsihoz, igy a
fiiggvény Taylor-sorba fejthetd. Azfict emlitetdkdzelités tehdt pontosithatd lenne a Taylor-sor tovébbi tagja-
inak hozzévételével, ezt dolgozatom sordn késébb szintén vizsgilni fogom.
Az inga mozgdsit le tudjuk irni egy differencidlegyenlettel, melynek a megolddsit meg lehet valésitani

analitikai eszkozokkel, vagy lehet numerikusan kézeliteni.

2. Abra. Fonilinga



Az m tomegli [ hossztsigu, kezdSsebesség nélkiil elinditott inga mozgdsegyenlete igy 4ll el6:

F=m a
Fian =m  an,

ahol az els6 sor Newton II. egyenlete [12] 127-130. oldalak alapjdn. A misodik sor, ahogy az a@ dbrdn ldtszik,

a mozgds érintd irdinyd komponense.

F, sin o,t" =m I B,t"

m g sin " =m [ $,t",

Mivel 8,,¢", a szoggyorsulds - id6 figgvény, a @,,¢” figgvény mésodik id8derivéltja. Vagyis az inga szogkitérés -

id8 fuggvényét leiré differencidlegyenlet az alibbi:

b= & o

Ez az egyenlet analitikai eszk6zokkel megoldhat, 4m a megoldds menete és eredménye is tilmutat komp-
lexitdsban a dolgozatomon, az eredmény az irodalomban jél dokumentilt, az interneten elérhetd [x] és [14]

forrdsok alapjan: D I
2g , leput 00" 4g
ZPZ ’ 2¢ , I

@ut” = 2am

ahol "am" a Jacobi - féle amplitadé fiiggvény. Ebbdl sajnos nem tudunk 6j periédusidd osszefiiggést nyerni.

Ehelyett a figgvény helyett kozelithetiink:
- Taylor-polinommal nagyobb fokszimig

- numerikusan, Runge - Kutta médszerrel

Kozelités Taylor-polinommal

Ahogy azt mér kordbban irtam, a fonilinga kitérés - id6 fiiggvényét az alibbi differencidlegyenlet adja:

$ot" = ‘% sin @,



Emelett &in(x) Taylor-sorat is felirtam mar:

¢) w20, 1
) _ on
Sintx® = 11 on Dl
n=0 ®

llyen modon a di erencialegyenlet felirhato ilyen alakban is:

o ' 1t02n, 1

0 — on
o= Pt 12n, 11

—lQ

n=0

(o
Ebb®I az els® taggal val6 kozelitéssel kapjuk a kordbban, 2.1.1. egyenletbeil mézemg’tmarié-
dusid®t.

% sin' 1t° ; aholsin' t°® ' 1t°

?' 110 (2.2.2)

Y1t0 =

Y1t0 =

A 2.2.2. tipusu mozgasegyenlettel rendelkez® mozgasukaikus rezg®mozgasokeakzzik a zi-
kadban [12] 146. oldal alapjan. Ott azt taléljuk, hogy a mozgasokat teljes mértékben leirhatj@k a mozgé:
jellemz®vel, ezekevel, ém-mel jeldljukD a direkcids-, vagy rugoalland@edig a test tomege. A har-
monikus rezg®mozgasra legjellemz®bb példa egy rugdra akasztott, majd nyugalmi helyzetéb®I kitéritet
mozgéasa.

Matematikailag a keresett fliggvény masodik derivaltja aranyos a fiiggveny ellentettjésh ilyenek a
és aosfuggvenyek. Ezek szetift® ennek a két fliggvénynek valamilyen linearkombinéacidja lesz, és mas

megoldast nem kell keresnlink az unicitas tétel miatt, [11] 2.4. fejezete, 20. Tétel.
"% gsint®, gcoste;

azonban azt is tudjuk, hogy a masodik derivalt és a fliggvény kdzotti arényossééi Emyed@iszer

derivalaskor keril oda, igy

r_! r_ !

gt . 4 COS ?t

' 1t°=038in l—

Ez a kéttagu 6sszeg szebb, zikailag jobban atlathaté jelentéstartalmu alakra hozhato:

G :='gCOS; ésy ="' gsin g



ekkor
49— G
'0= G, G; ésg=arcty —
! %
t. o (2.2.3)

5

r
"0 =" 5sin

—l«l

Itt ' o zikailag a fonalinga maximalis kiterésének meértékepktfiddja matematikailag &t® maximu-
ma, o 2 »0; Ypedig az Ugynevedéitissz§@z inga helyd & 0id®pillanatban. Mivel én a kezd®sebesség
nélkuli ingaval foglalkoztam, a fazisszdg biztpsah

Ennek a 2.2.3. megoldasnak a periédusa valéban a korabban mar tébbszor leirt
s _

mivel asintt® fliggveny perioduga, és az argmentumban lév® valtozo egyultthatojanak reciprokszorosara

(jelen esetbeng) valtozik a periddus.

Ha a kdzelitést nem az Taylor-sor els® tagjaval tessziilk meg, a megoldasunk is kbzelebb lehetne a va

hoz. Vizsgaljuk meg, mi térténik lielyet? taggal kozelitjisinfuggvenyt!

o v 14020, 1 ' 1103
¥1t0 = 9 1 10n t— 9 ' 1t0 t
I 12n, 10 I 3!
n=0
tehat a megoldandé di erencialegyenlet egy masodrendd], fliggvényben harmadfoku di erencialegyenlet:
g ! 1t03
110 — = ' 140
¥it t 3
mindkét oldaltet®-vel megszorozva
' 1403
'gltoY1{0 = g-mto ' 1t0 't
3!
ezeketid® szerint integralva els®rendfre redukéljuk az egyenletinket:
! gl ! 1t03
'nLtO¥LO dt = e e — dt
1 2_ g 1oz agod
— 'Qlto = > C
|2 41
S
g ! 1t02 ' 1t°4
'alto = = G
I 2 41



Azonban innen a tanulmanyaimon tulmutat a megoldas menete, a kapott fuggveny:

_ P
- pZSnluij _ Py 99 3
t° = T—T , V.= 3p_ pm
3—F’= ;’Cll g, g !
q — — — — —
P§p§t2p39 al, 2P3Czp§tp3g al, p3022p§P 39 al, 3gt?, 600t, 3029
v P

Itt az "sn" egy Jacobi-féle elliptikus integral, a [9] forras alagjémggal valo kozelités telgéatyegesen
0sszetettebb eredményre jutott, midttaggal val6. A rokon tulajdonsaguk, hogy2tparaméter kerdl

az egyenletbe a megoldas soran. Ezen matematikailag nem lep®diink meg, mivel a di erencialegyenle
masodrendT, i¢gdimenzids fuggvenyterre szamitunk megoldashalmazként. Viszont zikailagamozgasun
tovabbra is leirha®jellemz®vel, ami szerencsés a permanenciaelv szempontjabdl. Sajnos az eredmény

még a keresett periddusid®t sem tudom meghatarozni. Erdemesebb volna atlathatobb modszer utan né

Numerikus moédszerek

A numerikus modszerek nem csak di erencialegyenletek megoldasa soran kerilhetnek el®. A napi he
nalatl szamoldgépeink irracionalis szamok (pétdelyett biztosan véges pontossagu tizedestortekkel
szamolnak, ez is egyfajta numerikus kbzpeﬁtéséke tetsz®leges pontossaggal meghatarozhaté az alabbi

kifejezés kitarté szamolasaval:

NI
1
=

2,
A di erencialegyenletek vilagadban gyakorta talaljuk magunkat numerikus kozelitésekre hagyatkozva. Ar

merikus kdzelitések lényege, hogy arendelkezéstinkre allé szamitasi kapacitasra hagyatkozunk az analiz
lett - helyett, és ezzel egy adott feladathoz elégséges pontossagu eredményhez jutunk, az egzakt pont
oltaran. Elcseréljuk az analitikus megoldasunkat a kortlottink |év® technikai eszkdzok képességeire.

A Runge - Kutta mddszer soran egy di erencidlegyenlet megoldasat kozelitjik a kiindulasi allapotbd

id®lépésenként. Egy id®lépésen belll kiszamitjuk az elején, a vegeén, és koztik is néhany helyen a ke

9



flggveény derivaltjanak értékét. Ezeket sulyozva atlagoljuk, és igy kapjuk a kdzelitéstinket. A szakdolg
tomban a legelterjedtebb, negyedrendy Runge - Kutta mddszerrel dolgoztam, a Python kddom megtal:
hat6 dolgozatom A Mellékletében. Az algoritmus abban az értelemben negyedrendq], hogy ha az id®Ié
hossz&t-szorosara valtoztatjuk, akkor a kdzelitésiink pontdssagi@sre n®. Emellett a rend szama spe-

cialisan negyedrendig azzal is egybe esik, hany helyen szamolom ki egy id®lépésen belll a kdzelitést. A
dolgozatom céljait gyelembe véve az igy el®allt adatok e ektive a valésagot irjak le. A médszerrel produk

eredményekr®I| készlilt gra konok a 3 abramon lathatdak.

(a) Eltéregg kezdeti szog eseter, 1G5 (b) Eltérésg; kezdeti sz0g eseter, 1
(c) Eltérés, kezdeti sz0g eseter, 3s (d) Eltéres; kezdeti szog eseter, 3s
(e) Eltérég kezdeti szog eseter, 3s (f) Eltéres; kezdeti szog eseter, 3s

(g) Eltérés kezdeti szog esetér, 3s

3. Abra. Eltérések a Runge - Kutta numerikus kozelités, és a 2.1.1. altal el®rejelzett kozott

10
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