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1. Bevezetés

»Fourier iir iigy velz, hogy a
matematika alapvetd célja annak
tdrsadalmi basznositdsa és a
természet jelenségeinek
elmagyarizdsa. Azonban egy
filozdfusnak, mint neki, tudni illene,
hogy a tudomdnyok egyediili célja

tiszteletadds az emberi szellem eldtt.”

Carl Gustav Jacob Jacobi

Vizsgélatom tdrgya olyan fizikai jelenségek matematikai lefrdsa, melyeket annyira alapvetének tartunk,
hogy a kozépiskolai fizikaérdn alaposan tirgyaljuk Sket, azonban kénytelenek vagyunk matematikai egysze-
risitéseket alkalmazni, mivel az egzakt leirishoz nem 4ll rendelkezésiinkre a szitkséges matematikai eszkoz-
tir. A hidnyz6 eszk6z0k gyakorta a differencidlszdmitisra, integrélszimitdsra, és az analizis egyéb mddszereire
épiilnek, ezért a didkoknak egy konnyebbség, hogy nincs elvirva ez a tudds t8lik.

Azonban érdemes megvizsgdlnunk, miben, és hogyan egyszertsitiink. Tandrként fel kell tudnunk mérni,
mit mondjunk el a didkoknak, és milyen mélységig nytljunk a matematika eszkézeihez. Amit vizsgalok: mi-
lyen pontatlansigokat engedhetiink meg magunknak anékiil, hogy a végeredményben kapott modell talsi-
gosan messze kertilne a lefrni kivint valésdgtdl. Ilyen kompromisszumokkal a fizika még tirgyalhat6, leirhat6
kozépiskolds szinten a matematikaoktatis jelentés kibSvitése nélkdl.

Vizsgilni fogom a matematikai, vagy fondlinga lengését, a nehézségi gyorsuldst, és a h8tdgulds jelenségét.



2. Fonilinga

A fonilinga vagy matematikai inga a legegyszertibb inga: egy nyudjthatatlannak definidlt szdlon 16gé t6-
meg, melyet lengésbe hozunk nehézségi er6térben. Kozépiskoldban azért kedveljitk nagyon, azért hasznos
eszkdz, mert nagyon egyszertien és olcsdn elkészithetd akdr tantermi koriilmények kozote, akdr otthoni didk-

kisérletek sordn. Dolgozatomban a lengés idejét leiré matematikai formuldt fogom alaposabban vizsgdlni.

2.1. Ko6zépiskolai helyzet

Kézépiskoliban a periédusiddt egyszertien a

T = 27r\/z (2.1.1.)
g

képlettel irjuk le, ahol / a fondl hossza, és ¢ a nehézségi gyorsulds értéke. Ezt a képletet alkalmazzuk példdul a
kovetkezd feladat megolddsa kézben is:
[8] 23. oldal:"89. (1384.) A vizszintes, sik asztallapra helyezett golyé elvileg rezgémozgist végezhet,
hiszen a Fold kézéppontjdhoz legkdzelebb esé pontban lehet csak egyenstlyban. Szidmitsuk ki a rezgésidSt!”
Megoldais:
Ertelmezés: A vizszintesen, a feladat megolddsa sordn, a Fold kérgére érintd irdnyd sikot értem, mert csak
ilyen értelmezésben van értelme a Féld kézéppontjdhoz legkozelebb 1év6 pontrdl beszélni. Emellett a feladat

megolddsa sordn a golyé és az asztallap kozotti sarlédést elhanyagolom.

Abra:

th d asztal
\—

1. Abra. A 89. (1384.) feladat vizlata



Szdmolds: Ahogy az dbrdn ldthatd, a golydra haté er a sugdririnya

m-Mrg
ngy' R7~ >

Newton féle nehézségi erd [12] 137. oldal alapjén. Itt y a gravitdcids dllandd, m a goly6 témege, MF a Fold
tomege. F, er6bél a golydt az asztallappal pirhuzamos komponens (Fy 1,,) gyorsitja. Az ilyen irdnyu gyorsu-

lasnak (4/,,) a nagysdga:

Fg, tan = P;q : Sin(¢(t))

m-M

M gy =Y - TF . sin(@(t))

M
Atan =V - R—ZF . sin(g)(t))

. __dl  _d
sin(@(2)) = m 8= (2.1.2.)
Mg d(r)
“wn =Y m R
. Mr
aun =L (0 (213)

A levezetés kozben a sorban elvégzett kozelités indokolt, mivel 1 ~ d < R = 6371 km. Dolgoza-
tomban nem részletezem ezt alaposabban, de ez is egy dltalinosan haszndlt kozelités a kozépiskolai fizikdban,
atg(x) = sin(x), matematikai hdtterét ennek is a késébb mélyebben térgyalt Taylor-sor adja.

alapjdn a goly6 agy viselkedik, mintha a test egy R hosszisdgt fondlingdn lengene, vagyis a rezgés-
ideje

7 5070, 215 s

I
2.2. Matematikai valésig

A képlet levezetése kozben a sin(x) = x egyszer(sitésre timaszkodunk, igy ez a képlet kis szogek

esetén alig észrevehet8en, nagy szogek esetén azonban jelentSsen eltér a valésigtdl. A kozelités matematikai



alapjit az adja, hogy a sin(x) 0 koriili Taylor-sora az aldbbi:

2n+1

X
2n+1)°

sin(x) = i(—l)” .
n=0

és ennek az elsd tagja az x. A Taylor-sor, vagy Taylor-formula egy alkalmazott természettudomanyokban
gyakran hasznilt kozelitésre lehet8séget biztosité matematikai eszkoz. A sin(x) fiiggvény Taylor-sora pedig

eldll a [4] 284. oldaldnak 11.8-as tétele alapjdn:

Tétel: Ha f egy tetsz8legesen sokszor differencilhaté figgvény 7 intervallumon,
¢s K € R, amire (If(”)(x)| < K) Vx e€l; Vn €N,
akkor

n b
f) = lim Zf k'(“) (x—a) Vaxel (2.2.1)
k=0 )

Az igy el84ll6 sordsszeg az f'(x) fuggvény Taylor-sora. A sin(x) fiiggvény tetsz8legesen sokszor differen-
cidlhatd, a teljes valés szimok halmazdn értelmezett, és a K = 2 j6 felsd korlit a tétel alkalmazisihoz, igy a
fiiggvény Taylor-sorba fejthetd. Azfict emlitetdkdzelités tehdt pontosithatd lenne a Taylor-sor tovébbi tagja-
inak hozzévételével, ezt dolgozatom sordn késébb szintén vizsgilni fogom.

Az inga mozgdsit le tudjuk irni egy differencidlegyenlettel, melynek a megolddsit meg lehet valésitani

analitikai eszkozokkel, vagy lehet numerikusan kézeliteni.

2. Abra. Fonilinga



Az m tomegli [ hossztsigu, kezdSsebesség nélkiil elinditott inga mozgdsegyenlete igy 4ll el6:

XF=m-a
an:m'ﬂm;z)

ahol az els6 sor Newton II. egyenlete [12] 127-130. oldalak alapjdn. A misodik sor, ahogy az a@ dbrdn ldtszik,

a mozgds érintd irdinyd komponense.

—F,-sin(p(2) = m - - B(¢)

—m-g-sin(p(t)) =m-1-3(2),

Mivel A(), a szoggyorsulds - id8 fliggvény, a p(#) figgvény mésodik id8derivéltja. Vagyis az inga szogkitérés -

id8 fuggvényét leiré differencidlegyenlet az alibbi:
B(t) = —% sin(p(2))

Ez az egyenlet analitikai eszk6zokkel megoldhat, 4m a megoldds menete és eredménye is tilmutat komp-
lexitdsban a dolgozatomon, az eredmény az irodalomban jél dokumentilt, az interneten elérhetd [x] és [14]

forrdsok alapjan:

N2+l (t+c)  4g
241 ’ 2¢+ e ’

ahol "am" a Jacobi - féle amplitadé fiiggvény. Ebbdl sajnos nem tudunk 6j periédusidd osszefiiggést nyerni.

o(t) = 2am

Ehelyett a figgvény helyett kozelithetiink:
- Taylor-polinommal nagyobb fokszimig

- numerikusan, Runge - Kutta médszerrel

Kozelités Taylor-polinommal

Ahogy azt mér kordbban irtam, a fonilinga kitérés - id6 fiiggvényét az alibbi differencidlegyenlet adja:

p(6) = =5 -sin(p(@)



Emelett a sin (x) Taylor-sorét is felirtam mar:

x2n+l

“@:;“thﬂn

Ilyen médon a differencidlegyenlet felirhaté ilyen alakban is:

) ~ g 0 . ¢(lL)2n+1
(’D(t)__?';(_l) " (2n+1)!

=

Ebbdl az els6 taggal valé kozelitéssel kapjuk a kordbban, [2.1.1.| egyenletben mér emlitett 7" = Zﬂ\/g perié-

dusiddét.

o(r) = —‘% . sin(@(t)), ahol sin(@(t)) ~ o(t)

¢u):—§¢u) (2.2.2)

A tipust mozgisegyenlettel rendelkez8 mozgisokat harmonikus rezgdmozgdsoknak nevezziik a fizi-
kdban [12] 146. oldal alapjin. Ott azt taldljuk, hogy a mozgisokat teljes mértékben leirhatjuk a mozgést 2
jellemzdvel, ezeket D-vel, és m-mel jeloljik, D a direkcids-, vagy rugéillandé, 7 pedig a test tomege. A har-
monikus rezgmozgdsra legjellemzébb példa egy rugdra akasztott, majd nyugalmi helyzetébdl kitéritett test
mozgdsa.

Matematikailag a keresett fiiggvény médsodik deriviltja ardnyos a fiiggvény ellentettjével, ilyenek a sin,
és a cos fuggvények. Ezek szerint ¢(#) ennek a két fiiggvénynek valamilyen linedrkombindcidja lesz, és mds

megolddst nem kell keresniink az unicitds tétel miatt, [11] 2.4. fejezete, 20. Tétel.

@(t) ~ cysin(z) + ¢ cos(2),

azonban azt is tudjuk, hogy a masodik derivilt és a fiiggvény kozotti ardnyossigi tényezs a ‘%, ami a kétszer

o(t) = ¢3sin (\/%l‘) + ¢4 cOs (\/%Z)

Ez a két tagt Gsszeg szebb, fizikailag jobban 4tlithatd jelentéstartalma alakra hozhato:

derivéldskor keriil oda, igy

€3 1= @ €os dp, €s ¢4 = @ sin dy



ekkor

B ¢4
= + 5 5 =
@0 64 és 0 arctg ( o )
o(t) = posin (\/%t + 50) (2.2.3.)

Ite @g fizikailag a fondlinga maximdlis kitérésének méreéke, az amplitiiddja, matematikailag a ¢(#) maximu-
ma, dy € [0, 7] pedig az igynevezett fizisszig, azinga helye ar = 0 idSpillanatban. Mivel én a kezd8sebesség
nélkili ingdval foglalkoztam, a fizisszog biztosan dp = 0.

Ennek a megolddsnak a periédusa valéban a kordbban mér t3bbszor leirt

T:27r\/z,
g

mivel a sin(#) fiiggvény periédusa 27, és az argmentumban 1év6 véltozé egytitthatdjdnak reciprokszorosira
(jelen esetben \/g ) valtozik a periédus.
Ha a kozelitést nem az Taylor-sor elsé tagjdval tessziik meg, a megolddsunk is kozelebb lehetne a valésag-

hoz. Vizsgéljuk meg, mi torténik, ha 1 helyett 2 taggal kozelitjik sin figgvényt!

N . P g o(2)®
5 = - Z( - B0 = (e - 2

tehdt a megoldandé differencidlegyenlet egy mdsodrendd, fiiggvényben harmadfoku differencidlegyenlet:

B(1) = - (¢<r> Pl )3)
mindkét oldalt ¢(#)-vel megszorozva
030 =550 (pt0 - £
ezcket id6 szerint integrdlva elsérendfire redukdljuk az egyenletiinket
[ ewprai=-5 [ o0 ( Py )dt
5(¢<r>)2=—§(—a+ (2?2— (4?4)

. g p(1)*  p()*
¢(“):i\/_?'(_c“' 2 Al )



Azonban innen a tanulmdnyaimon tdlmutat a megoldds menete, a kapott fiiggvény:

V2sn (u|v) 33g — \/9¢ — 3l
——— V=
;giw 3\g ++/9¢ — 3all
Vg
\/Vg\/th\Bg -l + Zﬁcz\/gt\/fig —al+ \/3622\/5\/3({ — a1l + 3g% + 6eogt + 302%g
U=
VeVl

Itt az "sn" egy Jacobi-féle elliptikus integrdl, a [9] forrds alapjin. A 2 taggal val6 kozelités tehdt lényegesen

o(r) =

3—

osszetettebb eredményre jutott, mint az 1 taggal valé. A rokon tulajdonsiguk, hogy itt is 2 paraméter keriil
az egyenletbe a megoldds sordn. Ezen matematikailag nem lep8diink meg, mivel a differencidlegyenletiink
mésodrendd, igy 2 dimenziés fiiggvénytérre szimitunk megolddshalmazként. Viszont fizikailag a mozgdsunk
tovdbbra is lefrhaté 2 jellemzével, ami szerencsés a permanenciaelv szempontjdbdl. Sajnos az eredménybdl

még a keresett periédusidét sem tudom meghatdrozni. Erdemesebb volna 4tldthatébb médszer utin nézni.

Numerikus médszerek

A numerikus médszerek nem csak differencidlegyenletek megolddsa sordn kertilhetnek el8. A napi hasz-
ndlatd szimoldgépeink irraciondlis szimok (példdul 7, ¢) helyett biztosan véges pontossdgu tizedestortekkel
szdmolnak, ez is egyfajta numerikus kozelités. V2 éreéke tetszSleges pontossdggal meghatdrozhaté az alibbi

kifejezés kitart6 szdmoldsdval:

\/§:1+

2+

2+

1
2+

24+ .
A differencidlegyenletek viligiban gyakorta taldljuk magunkat numerikus kézelitésekre hagyatkozva. A nu-

merikus kozelitések Iényege, hogy a rendelkezésiinkre dll6 szimitdsi kapacitisra hagyatkozunk az analizis mel-
lett - helyett, és ezzel egy adott feladathoz elégséges pontossigu eredményhez jutunk, az egzakt pontossig
oltdrin. Elcseréljiik az analitikus megolddsunkat a kortlttiink 1évd technikai eszk6z6k képességeire.

A Runge - Kutta médszer sordn egy differencidlegyenlet megolddsit kozelitjitk a kiindulési dllapotbdl

id8lépésenként. Egy idélépésen belil kiszdmitjuk az elején, a végén, és koztiik is néhdny helyen a keresett



tiggvény derivéltjinak éreékét. Ezeket stlyozva dtlagoljuk, és igy kapjuk a kézelitéstinket. A szakdolgoza-
tomban a legelterjedtebb, negyedrendit Runge - Kutta médszerrel dolgoztam, a Python kédom megtaldl-
haté dolgozatom @Mellékletében. Az algoritmus abban az értelemben negyedrendd, hogy ha az idélépés
hossz4t %—szoroséra valtoztatjuk, akkor a kézelitésiink pontossiga A¥-szeresre n8. Emellett a rend széma spe-
cidlisan negyedrendig azzal is egybe esik, hdny helyen szimolom ki egy id6lépésen beliil a kozelitést. A szak-
dolgozatom céljait figyelembe véve az igy el64llt adatok effektive a val6sdgot irjék le. A médszerrel produkalt

eredményekrdl késziilt grafikonok a dbrimon l4thatdak.

A két fiiggvény kozotti kilonbség, go = 5° A két figgvény kozotti kiilonbség, o = 30° —
R )
0.075 A " ,"ﬁ“\ “/\\ —— szinusos oa \ Szinusos
0.050 ‘ “ ‘J“ \ [ \ [
| | [ | 02
5 0025 | T R 3
£ | I T | | =
g 0.000 /A TR O T $ 00
2 I Y g
¥ -0025 T T ¥ o2
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36 6
Kezdeti kitérés szoge: 15.0° Kezdeti kitérés szoge: 30.0°
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Kezdeti kitérés szége: 60.0° Kezdeti kitérés szoge: 90.0°
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3 —— RK_1.047 5, —— RK_1.570
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g g
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g° —— RK_3.140
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£
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<
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1d6 (s)

(g) Eltérés 7 kezdeti sz6g esetén, £ = 3s

3. Abra. Eltérések a Runge - Kutta numerikus kézelités, és aj.1.1.|dltal elérejelzett kozote

10



Eltérés a két modell kézott kilonbozé eltelt idék utan

—— Eltérés 1.0s utan

6 1 Eltérés 3.0s utan
—— Eltérés 10.0s utan

4 -

2 /

Eltérés (rad)
o

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Kezdeti kitérés (rad)

4. Abra. Eltérés a két modell kdzote, kiilonbozd kezd8szogek, és eltelt id8 esetén

A dbrdm nem hibds, az litszik rajta, mennyire pontos a el8relejzés kis szogek esetén. Itt a kezdeti
kitérés 5 °, és a szinuszos és Runge - Kutta grafikonok takardsban vannak. A ibrin viszont mdr l4tszik,
hogy egy teljesen dtlagos kitérés, 30 ° esetén mekkora eltérés lesz a és a Runge - Kutta kézott.

A—ébrékat megvizsgdlva lithatjuk, hogy ahogy névekszik a kezdeti kitérés szoge, elképesztéen meg-
novekszik Ap. Kiemelem, hogy a felirt differencidlegyenletiink felteszi, hogy a pendulumot csak érint& irdny-
ba mozdul el, tehdt nem eshet a felftiggesztés irdnydba. Természetesen az utolsé, 3g/dbran lithaté helyzet a
tanteremben csak akkor fordulhatna el6, ha a fonalunk nem csak nydjthatatlan, hanem tékéletesen merev is
- mondjuk egy hurkapilca, ha nem t6rik el. A pilca tomege viszont ismét véltoztatna a mozgést leiré difte-
rencidlegyenleten, tomeggel rendelkezd felfiiggesztés esetében mar nem matematikai, hanem frzikaz ingdrol
beszélink. Emellett matematika szempontbdl itt nem a 7 radidnnyi kezdeti kitérés van modellezve, hanem
a7 — 0.001-nyi, mivel matematikailag - és fizikailag is - a figg6legesen feldllitott inga egyensilyban van, nem

kezd el lengni, amig valamilyen perturbicié nem éri azt.

2.3. Tandri elemzés

A kozépiskolai levezetés sordn, ahogy azlithatd egy kozépiskolds konyvben, a [7] 27. oldaldn is kiemeljiik,
hogy csak kis sz6gekre helyes a végeredmény. Azt, hogy kis sz6gekre a kozépiskoldban tanitott képlet pontos,

littuk igazolédni a dbrdn. A nagyobb szogekre az eltérések a ibrin lithatdak.

II



Az egyéb megolddsok sordn sok probléméba titkoziink:

- apontos analitikus megoldds, ahogy a [1] forrds alapjin ldttuk, elliptikus integralra vezet. Az elliptikus
integrélok tanitisa még az egyetemi matematika anyagot is meghaladja, legaldbbis kdzépiskolai tani-
ris hallgatdk szdmdra biztosan. Legjobb tudomdsom szerint nem foglalkoznak vele behatébban sem

matematikus alapképzésen, sem a kiilonb6z8 mesterképzések nagy részén.

- a sin fuggvényt, ha Taylor-sora alapjdn mdr csak 2 taggal kozelitjiik, a megoldds ismét ellipikus integ-
rilokra vezet, rdaddsul még kozelitentink is kellett az eredmény eléréséhez, igy ez a mddszer, ez az Gt

megldtisom szerint hanyagolandé.

- az dltalam numerikus médszerrel meghatdrozott kiilonbségek nem lépnek fel gimndziumi kortlmé-
nyek kozott, vagy elhanyagolhatéak, mert a kezdeti kitéréseket apré szogekre korlitozzuk (@ < 10 °),
vagy mert a didkok 4ltal a rendszerbe vitt mérési hibdk (rossz reakciéidd, pontatlan stopper, nem kell4

mennyiségli periédus mérése, ... ) jelentdsen nagyobbak.

A téma elején bemutatott feladatban a kitérés sz6ge becstilhetd a szoveg alapjin: @y ~ arctg (6317%) =
1,570 - 10 77ad = 0, 03238 (sz6gmdsodperc). Ez alapjin a kézelités nem viltoztatnd meg a szimolds végén
kapott éreéket.

Osszességében a fondlinga lengésidejének képletét lehetdségeinkhez mérten pontosan mutatjuk be a di-
dkoknak. Erdemesnek tartom azonban hangsulyozni azt, hogy milyen kozelitések esetén alkalmas a model-
liink a valésig elSrejelzésére. Ezen feliil egy szakos, fakultdcids osztdlynak vagy szakkéron be lehet mutatni
esetleg egy szimuldcidval, vagy merev, nagyjibdl sulytalan rudas demonstrécidval az eltérés méreékét nagyobb

szOgek esetén. J6 tanulsdg lehet ez, amivel tapasztalatot szerezhetnek a valésig lefrdsinak Gsszetettségében.

12



3. Nehézségi gyorsulis

A legiltalinosabban megtapasztalt fizikai jelenség a gravitdcié. A Foldon ha elejtiink egy tirgyat, arra
nehézségi er hat, és ez az elejtett tirgyat gyorsitja. Epp ezért a kozépiskoldban és egyetemen is alapvetd ter-

mészeti torvényként kezeljiik, és az els6k kozote foglalkozunk vele.

3.1. Ko6zépiskolai helyzet

Esés kozben a Foldon a testre hat6 erék vizsgdlatom tdrgya, a nehézségi erd, és - amig a légkor tart - a
levegd dltal kifejtett kozegellendllds. Ezek koztl dolgozatomban a kézegellendllist elhanyagolom. Tipiku-
san a kozegellendllds figyelembevétele nélkiili, kizdrélag a nehézségi erd hatdsdra torténd esést szabadesésnek
szoktuk hivni.

Kétegymdstdl 7 tévolsigra 1évs test (1215 mo) kozotti nehézségi erd képlete a [12]] konyv 137. oldala alapjin
a Newtoni (klasszikus) mechanikdban:

my - My

Fo=y e (3.n.1.)

—

Itty = 6,674 - IO_HkZ% a gravitdciés dllando. 3.1.1,

egyenletbdl kozépiskoldban a nehézségi gyorsuldst

Newton II. torvényének segitségével kapjuk.

>F=m-a
Fo=m-a
m - Mp
y—a =ma
MF _
YRz T4
ahol M a Fold tomege, és R a Fold sugara.
y% =g Ez a szabadon es6 test gyorsuldsa. (3.1.2.)
Mg om 5,972-10% kg m
=7 =6,674-10 o -~ ~ 9,82,
r kg s> (6,371 -10° m) s
vagyis
m
g~ 9,825,
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A magassigfiggetlen g-t alkalmazzuk péld4ul az aldbbi feladat megolddsa kézben is.

[3] 18. oldal: "F. 19. Egy hosszd, a vizszinteshez képest a hajlisszogt lejtére bizonyos magassigbdl rd-
ejtiink egy kicsiny, rugalmas labddt. Milyen szabélyszer(iséget taldlhatunk a labda egymdst kovet pattandsi
helyeinek tévolsiga kozote? (Az titkozéseket tekintsiik tokéletesen rugalmasnak, és a kozegellendlldst hanya-
goljuk el!)"

Megoldis: A megoldisom gondolatmenete a [3] 188. oldaldn taldlhatdt veszi alapul.

Ertelmezés: A feladatot legegyszertibben tgy lehet elképzelni, mintha egy gumilabdit ejtenénk le a Iép-
csén, azzal a nagyon lényeges kiilonbséggel, hogy a 1épcsd fokaival ellentétben a lejtd nem vizszintes, és a
visszaver8dés és a becsapddds szoge meg fog egyezni. Emellett a feladat ttmutatdsai szerint elhanyagolt ko-
zegellenillds mellett nem foglalkozom azzal sem, hogy a labda elkezd-e forogni a sajit tomegkdzéppontja
koril.

Abra:

dag = h - sinac = IX3p

5. Abra. A F. 19. feladatban leirt helyzet

Szdmolds: Az dbrdn lithat6, hogy a koordindtarendszeremet gy veszem fel, hogy az X tengely pérhu-
zamos legyen a lejtével, az Y pedig merdleges rd. Ennek oka az, hogy az igy felvett koordindtarendszerben
vizsgdlédva gy ldtszédik, mintha a labddnak 4,, = cos(a) - g nagysigt lenne a lejt8re merdleges irinyt
gyorsuldsa, emellett pedig van neki egy lejtével pirhuzamos irdnyd, 2, = sin(«) - g nagysdgt gyorsuldsa is.

A leejtett labda Az id8 alatt éri el a lejtdt, ennek meghatdrozdsa nem szitkséges a feladat megolddsa ér-

dekében. Ezen id§ alatt a lejtdvel pirhuzamos elmozdulésa a lejtére merdleges vettiletének (4 pont), és a
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fuggdleges vetiiletének (B pont) tdvolsiga:
d AB = b sina

Az elsé pattandstdl kezdve minden pattands kozote 2 - Az id6 telik el, mivel Az ideig emelkedik, majd ugyan-

ennyi ideig esik a labda az energiamegmaradds miatt. Ez azt jelenti, hogy a labda akkor pattan, mikor az

elengedéstdl kezdve a Az id8tartam pératlanszor teltel: #; = At, 15 = 3At, 13 = SAL,..., 1, = (21 = 1) - Az,
A labda, ahogy azt mdr lefrtam kordbban, Y irdnyba a, = g - sina nagysigu gyorsuldssal fog gyorsulni.

A 2 - Ar id8tartamok alatt igy a négyzetes Gttérvény alapjin meghatérozhaték.

a
5:L@-At+§-(Aﬂ2,
ahol v a test kezdsebessége, jelen esetben vy = 0, tehdt az i. mdsodpercig a lejtével pirhuzamosan megtett
s; at:
5=
As; =5, — 501
As; = [(21’+ 1)% - (2i - 1)2] -hsina

As; =8i-bh-sina

Vagyis a pattandsok helye a B ponttdl 8, 16, . . .-szor b - sin a-nként vannak.

3.2. Matematikai valésig

Azonban af3.1.2]egyenletben a bal oldal lithatdan fiigg a két tomeg tévolsigitol, vagyis van jelentSsége a
test felszin feletti magassdginak is. Ennek ellenére a kézépiskoldban egydltalin nem, az egyetemen pedig csak

érintélegesen foglalkozunk ezzel a tavolsdgfiiggéssel.

M
ﬂﬂzyﬂF

A nehézségi gyorsulds tdvolsigfiiggése hatdssal kell legyen a nehézségi gyorsuldsban érintett feladatok
megolddsaira. mentén a nehézségi gyorsulds forrdsa a témegvonzds. A gyorsulds miatt kialakuld sebes-

ségvéltozds az energiamegmaradds miatt, [12]] alapjin, valamilyen egyéb energidt kell, hogy mozgisi energidva
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alakitson. A mozgdsi energia megviltozisa, szintén [12] alapjin:
AE,, = lm (vz - 02)
m 2 2 1) >

ahol 7 a mozgé test tomege, vy, vo pedig a sebességei a vizsgdle pillanatokban. A munkatétel alapjin a g

gyorsuldst kialakité nehézségi er§ munkdja:

INLEDWT
a mozgo test palydjit oo sok elemre bontva a szumma integrilld lesz:
w = / F(r) - dr
W,= / F,(r) - dr

F, (r) pedig eloall kiegészitésével, miszerint az ervektor mindig a két tomegkdzéppontot Ssszekotd r-ral

egyirdnyu, az m;-re hatd erd m; irdnydba, és vice versa, tehdt:

mimyr
F,(r) = - -
g(r) 7 }"2 ,
mimy r
W:q:/—y 2 ;-dr

W, L
g~ —7/7}?17}12 ﬁ - ar
és mivel a vektormez$ gombszimmetrikus, igy az integral csak a tdvolsdgoktdl fgg, az irdnyoktdl nem,

V(r) = —}’mz; (3.2.1.)

Itt a negativ el8jel fizikai jelentése, hogy a tomeg kétésben van ebben a térben, ezért a potencidlja negativ,

rajta munkdt kell végezni, hogy szabad legyen. Ellendrzésképpen az el8z8 sort m;-el megszorozva, derivilva

, 1
(my - V(r)) = ymmy

ami pont a Ha tehdt egy 2 tomeg( test 4 pontbdl B pontba mozog a térben, akkor a nehézségi eré

dltal rajta végzett munka
Wasp=my- (V(B) - V(A4))
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Ezek szerint a nehézségi erStérben a vonalintegril plyafiiggetlen, a munka csak a kezdeti és a végponttdl
figg. Azilyen tereket [5] so1-so2. oldala alapjin konzervativnak nevezziik, a tér primitivfiiggvényét potenci-
dlnak. [2] mo. oldala alapjin az ilyen alakti potencidlokat "szokds Newton-potencidlnak nevezni”.

A V (r) parcidlis derivaltjaibdl 4116 vektornak, vagyis grad 7' (r)-nek pedig vissza kell adnia az eredeti erd-

teret, koordindtinként:

Iy V (r)
VV(I‘) = 8}/ V(r)
0,V (r)

.X'_Z

VV(I‘) =ymy - }/_2

Z_2

Ami a [12] 132. oldalon leirt szuperpozicié elve miatt megfelel a kordbban, egyenletben leirt térvénynek.

Fontos kiemelni, a potencidl gombszimmetrikus, elég a két test tomegkdzéppontjdnak tévolsdganak is-
merete V' (r) értékének meghatirozdsihoz: V'(r) = V' (r), ha|r| = ».

Fizikai szempontbdl a konzervativ tereknek kiemelt szerepiik van. Ezekben a terekben kényelmes al-
kalmazni az erengiamegmaradds t6vényét, nem kell a disszipativ hatdsokkal foglalkoznunk, nincs sarlédds,
héveszteség, .. .Eppen ezért 3 matematikai definicidt is kotiink ezekhez a terekhez:

Definicié: F: R> — R3, F(r) vektortér konzervativ pontosan akkor, ha az alibbi feltételek koziil

barmelyik teljestil:
1. atérben a vonalintergrél pélyaftiggetlen, csak a kezdeti és a végponttdl fiigg
2. a tér potencidlos, vagyis 3U(r) : VU(r) = F(r)
3. a tér érvénymentes, vagyis V X F(r) = 0

Ezeknek a matematikai jelentését szeretném most bévebben kifejteni. Ahogy azt littuk, a nehézségi tér
konzervativ, a vonalintegrdl pdlyafiiggetlen, és 3U(r) = V' (r), ami kielégfti a feltételt, ezt a potencidl taldl-

tuk meg a egyenletben. Vizsgdljuk meg a tér rotdcidjit!
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Egy egyszer differencidlhaté R> — R3, F(r) tér roticidja

dF, - O,F,
V X F(r) := 0.F, — 0.F,
0xF), - (%,Fx

Itc Fy; F); F, az F(r) fiiggvény koordindtaftiggvényei. Vizsgdljuk meg a kordbban leirt F, roticiéjat!

VXF, =VXymy-|y2

z—2

x2 Gyz_z - 6zy_2

0
VXymy-|y2|=yma-| 05— 02 |=yma-|0—
0

-2

z Bxy_z — Oy

-2

(=) o o
I
(=X

Vagyis szerencsére azt kaptuk vissza, amit reméltiink, a nehézségi er8tér 6rvénymentes, V X F, = 0. Vizsgil-
juk meg alaposabban a konzervativ tér definiciéjaban kimondott feltételek egymasnak megfeleltethetSségét!
Ehhez definidlnom kell, mit értek kétszeresen differencidlhatésdgon az R? — R? fiiggvényeken beldl.
Definicié: Egy /' : R? — R fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy k-szor differencidlbatd az a € int Dy(3 < k)
pontban, ha k£ — 1-szer differencidlhaté az 2 pont egy kornyezetében, tovabbd minden & — 1-edrend parcidlis
derivéltja differencidlhaté z-ban. [10] 308. oldal 15.65.

Vegytink most egy tetszSleges @ (r) skaldrteret, amely a tér minden pontjihoz rendel egy szimot! Ez a

tér akkor irja le egy konzervativ er6tér potencidljit a definiciénk alapjin, ha

V x (VO(r)) = 0
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Ahhozhogy ezeknek a miveleteknek legyen értelme, a skalérteriinknek differencidlhaténak kell lennie, hogy
legyen értelme a gradiensének, és a kapott térnek ismét differencidlhaténak kell lennie, hogy legyen értelme a

rotdciéjénak. Tegytk fel tehdt, hogy @ (r) legaldbb kétszer differencidlbatd, a fenti definiciénak megtelelSen.

0, D(r)
VO(r) = | 0,d(r)
9,P(r)
8.0(r)| (8. [8.®@) [8,.D(r)-a,0(r)
Vx|3,0(r) | =8, || 8,®(r) | =] 0.®(r) - 8, P(r)
o0 \a.] \g@m| \0,0(r) - d,.0(r)

Mivel kordbban a muveletek értelmezésének érdekében feltettiik, hogy @(r) legalibb kétszer differencidlha-
t6, igy tudjuk alkalmazni a Young-tételt, a killonbo6z8 viltozdk szerinti derivildsok sorrendje felcserélhetd.
Young-tétel: Ha / kétszer differencidlhat6 az 2 € R? pontban,

akkor 0;f (a) = 0;;f (a)Vi,j = 1,..., p-re. [s] 386. oldal 19.84.

ayzq)(r) - azyq)(r) ayz¢(r) - ayzq)(r)
0 ®(r) — 0, ®(r) | = | 9. ®(r) — 0, D(r) | = 0
0xy(l)(r) — aqu)(r) Bxycb(r) - ax},q)(r)

Ennek értelmében minden legaldbb kétszer differencidlhaté skaldrfiiggvény leirhat egy konzervativ eréteret,

mert minden ilyen @ (r)-re igaz, hogy V X (V®(r)) = 0.

3.3. Tanari elemzés

Erthetd médon a kozépiskolai matematikaoktatds nincs felkésziilve arra, hogy a didkokkal parcidlis deri-
valtakat szimoljunk fizikadrin. Ennek ellenére tanulunk egy mdsik potencidlrél. Az elektrosztatika témako-
rén beliil az elektromos térben mozgé toltéseken a tér ltal végzett munkdta tér potencidljinak kiszdmitdsval
végezzik. Mivel a potencidl skalirmezd, igy a didkok szdmdra egyszeri médon szimolhat6 a munka, ha is-
mert a potencidl, valamint egyszer(i elrendezésii terekben a potencidlnak a kiszimitdsdt is megtanuljuk: a

keziikbe adjuk a képletet, amit integréldssal kapndnk.
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A nehézségi er6térben, amirdl a kordbbiakban sz6 volt, azért nem tanitjuk meg a potenciil fogalmét
mert a szimoldsi feladatokban a kiilonbségek elhanyagolhatéak. A Fold sugara R = 6371 km, a szimitési
feladatokban maximum a Kdrmdn-vonal magasségébél ejtiink le dolgokat, vagyis b, = 100 km. Ekkora

magassdgkiilonbség esetén a potencidlkiilonbség:

A felszini potencidl

1
V(R) = —}/MF . E

V(R) = —6,674-107" m 5,972 10% kg
’ kg s> 6,371-10°m

mz

V(R) = =62:532.117, 41—

Potencidl a Kirmdn-vonal magassigdban

1

V(R + byas) = —yMp - ————
(R+ ) = —yMrp Rih

3 5972-10%%
V(R + hyp) = 6,674 - 1071 g
kg-s*  6,471-10°m
mZ
V(R + hyax) = —61.565.773, 45—
K)

Vagyis a kiilonbség a kett8 kozott:

2
V(R) = V(R + hyp) = 966343, 96’”—2
K)

Ha ezt megszorozzuk egy térben mozgé test témegével, akkor megkapjuk a Kdrman-vonalrdl esd testen a tér

dltal végzett munkdt. Ez a munka a test mozgdsi energidjédv4 alakul a munkatétel miatt, igy:
1
my - (V(R) - V(R + bmax)) = Eml(vg - U%)
my-el egyszerGsitve, v; = 0-t behelyettesitve, ha a test 4116 helyzetbdl indult

V(R) — V(R + hyaz) = %vg

m? m
2-966.343, 96—~ = vy ~ 1390, 211 —
5 $

'A potencidl sz6 elhangozhat fizikaérdn a nehézségi er6 munkdja, vagy az annak ellenében végzett emelési munka kapcsin, de

annak kiszdmitdsdra a ¢ magassigfiggetlen formdjit haszndljuk: Wemelesi = mgbh.

*A Kérmdn-vonal Kdrmdn Tédor magyar fizikus 4ltal meghatdrozott magassdg. A legmagasabb fizikai értelemmel bird hatdr a

foldi 1égkor és vildgtir kozott.
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mig ha magassdgfiiggetlen g-vel szimoltunk volna ugyanerre a helyzetre:
§= é—zl(At)2 +09Ar  (négyzetes uttdrvény), Av = alAt (sebesség megviltozdsa)
dtrendezve, behelyettesitve:
m
vy = /2sg ~ 1401, 428 —
s

Ennek a kettének a kiilonbsége, a relativ eltérés:

11, 2172

1a01, a8z~ 800

m m m
1401, 428— — 1390, 211— =11, 217 —,
s $ s

El8szor érdemes belegondolni, azt kaptuk-e amire virtunk: a Fold felszinét8l szimitott 100 k7 magassdgban
valéban gyengébb a nehézségi erd, és ahogy esik a test, er6sodik, ezért a magassdgfiiggs alakkal szimolva
tényleg kisebb értéket kellett kapjunk. A szdmitott kiilonbség azonban ebben az extrém helyzetben sem
szdmottevs, nem ¢ri el az 1%-ot sem. Nem vettiik figyelembe a légellendlldst, az ardnyos a sebességgel, egy
ilyen magassigbdl leejtett test biztosan eléri emiatt a végsebességét.

Egy érdekl6d6 osztilynak érdemes lehet megmutatni, hogy nincs szimottevd kiilonbség a két érték ko-
zottsemmilyen kériilmények kozote, de a potenciil fogalmaval hamarabb megismerkedhetnek, mintaz Eleke-
rosztatika témakore. Emellett nem tekintek el attdl a ténytdl sem, hogy a nehézségi erd ellenében végzett eme-
lési munka, vagy éppen a tér dltal végzett munka gyorsitd hatdsa tirgyaldsra keriil az Energetika témakorén
beltil, valamint még a szokési energidkat is kiszimitjuk egy - egy osztdllyal, ha id8nk engedi. Am itt mind-
végig a magassdgfiiggetlen g-t haszndljuk, aminek szimtanilag semmi jelentSsége, de ha ugyis elmondjuk az
Elektrosztatikdban, el lehet esetleg kordbban is venni.

Matematikailag a kettd koncepcid kozott jelentds kiilonbség van, a potencidl megel6z6 bevezetése nélkiil
egy didkot ricsoddlkoztathatunk a Zéndn paradoxon Vilégéra, esetleg felkelthetjiik érdekl6dését a hatdréreék

szamitds irdnt, ez pedig kifejezetten szép cél.

3A Zénén paradoxonok kozote szerepel Akhilleusz és a tekn8s paradoxonja, amely szerint Akhilleusz nem tudja leel8zni futé-
verseny k6zben a tekndst, hiszen ahhoz el6bb meg kell tennie a tekndsig az it felét, de ennyi id§ alatt a teknds el6rébb megy, majd

ujra meg kell tennie a tévolsdg felét Akhilleusznak, ...
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4. Hétagulas

A hétégulds hatdsait a mindennapokban is megtapasztaljuk: az tjaink eroddldsa nagymértékben a téli
fagyoknak koszonhetd, a vizvezetékeinket fel kell készitentink rd. Hasznositjuk is azonban ezt a jelenséget,

példdul gépészetben - alkatrészek Gsszeillesztéséhez, termosztitokban, vagy horddkésziténél.

4.1. Kozépiskolai helyzet

A hétégulds a tér 3 irdnydba linedris kiilon-klon. Ennél fogva viszont a térfogati hétdgulds nem linedris,
viszont mégis igy kezeljik.

A vonalmenti h8tdgulds az aldbbi térvényt koveti, a kozépiskoldban elmondottak szerint, [6]:

Al=1y-a- AT

Lh=ly-(1+a-AT) (4.1.1.)

ahol /y a kezdeti hossz, /; a hétdgulds utdni hossz, AT a h8mérsékletviltozds °C-ban, vagy K-ben, és « egy
anyagra jellemzd dllando.

A térfogati hétiguldsra pedig az aldbbi modellt haszndljuk kézépsikoldban, [6] 26-29. oldal alapjin:
Vi=Vo(1+£-AT), (4.1.2.)

ahol 7 a kezdeti térfogat, és 8 = 3 - a, a vonalmenti anyagi 4llandé 3-szorosa. A tankonyvek egy része, az
dltalam referencidnak haszndlt s, kifejti, hogy itt a harmadik hatvinyra valé emelésnél egyszertsitést végziink,
vizsgdlatom célja, hogy lissuk, mekkora hibédval jir ez.

[8] 31. oldal:"135. (2.) Uvegpalack belsd térfogata 80 cm>. Az tivegpalackban 12 cm? térfogatt vasdarab

fekszik és az tiveg pontosan tele van t6ltve alkohollal. Mindez 0 °C-on érvényes. Mennyi alkohol folyik ki az

iivegbél, ha a hmérséklet 65 °C-ra emelkedik? Az iiveg linedris hékiterjedési egyiitthatdja 9 - 1076 2, a vas

1 »n

linedris hékiterjedési egytitthatéja 11 - 107¢ OLC, az alkohol kébos hékiterjedési egytitthatéja 1, 1 - 1073 C

Megoldais:
Ertelmezés: A feladat sordn a palack, a vasdarab, és az alkohol is tigulni fog, mind a neki megfelel§ mér-

tékben. Az iivegpalackban 1év8 hely tgy fog tigulni, mintha iiveg lenne, ldsd [6]. Erdekesség, hogy mivel az
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tiveg kezdeti térfogata jelent8sen nagyobb, mint a vasdarabé, és a hétdguldsi egytitthatéjuk nagyjabdl meg-
egyezik, igy a h6mérséklet viltozds utdn az tivegben tobb hely lesz, mint azel6tt volt. Ennek ellenére, mivel
az alkohol hétigulisi egyiitthatdja mindkettd masik anyagénal sokkal nagyobb (~ 1000-szeres), ki fog folyni
bdven folyadék az tivegbdl. Emellett az tiveg kristélyos szerkezete miatt eltéréen viselkedik bizonyos formd-
ban a fémekhez képest. A feladatban leirt palack valészintleg amorf tivegbdl késziilne a valésdgban, ennek a
viselkedése matematikailag nagyon kozel 4ll a fémekéhez.

Szimolds:

1
iveg = 91070 — = g =2,7-107—
Fiiveg o 18 8 o

1
Qyas = 1,1+ 10_5_ = funs=33" 10_5—
= L

Balkohol = 1,1 10‘30—6
ahol #, 8 a jellemz8 anyagi dllanddk, és alkalmazzuk a 8 = 3a kozelitést,

amit kordbban emlitettem.

V0,iiveg = 80 om’

Voyas =12 om’

3 3
Vi 0,alkohol = VO,iiveg - VO,vas =80cm” — 12 cm

Vas’dafab

_ 3
Vo,alkohol = 68 cm

AT =65°C

6. Abra. Hevités el8tti allapot
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alapjdn tehdt:

Viiveg = Vojiiveg(1 + Biwveg - AT) = 80, 140cm’
Vinas = Vorvas(1+ Buas - AT) = 12, 026¢m°
Vihey = Viiiveg = Vivas = 68, 114cm’
Vialkohol = Vojalkohol (1 + Balkohol * AT) = 72, 862cm’
Vixif = Vialkohol = Vihely = 72, 862cm> — 68, 114cm®

Vikif = 4 748cm>

A kifolyt alkohol ardnya az eredeti alkoholmennyiséghez képest:

Vike 4 748cm’

= =0,0698 ~ 7%
Voalkohol ~ 68cm3 ’

Ez utébbit nem kérdezte a feladat ugyan, de viszonyitdsi alapnak érdemes

kiszdmitani.

Az eddigi szerkezettel ellentétben most szeretnék egy médsodik feladatot is
bemutatni, szerintem mindkett8bdl tudunk értékes tanulsigokat levon-
ni.

[8] 31. oldal:"140. (2507.) Két egyforma kockdt kiilonb6z8 hémérséklettire melegitiink. A vizszintes
asztallapon 4ll6 77 h8mérsékletl kockdra rahelyezzik a 75 hémérsékletd mésik testet. Hogyan véltozik a
kockdkbdl 4116 rendszer helyzeti energidja, mikézben a hdmérsékletek kiegyenlitddnek? (Tételezziik fel, hogy
csak a kockdk kozott torténik hbcsere!)”

Megoldis:
Ertelmezés: A feladat sordn a két kocka egy vizszintes asztallapon nyugszik, a Fold nehézségi erSterében.

Ahogy hét cserélnek, kezdetben a hidegebb melegszik, igy tigul, a melegebb pedig hil, igy csokken a tér-

fogata. A térfogati vdltozdsok sordn a két kocka tomegkdzéppontja siillyed, illetve emelkedik, igy a helyzeti
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energidjuk is véltozik. Nem tudjuk, melyik test hémerséklete nagyobb a hevités utin, az eredmény nagyban fog

ettdl figgni.

Abra:

(a) Hevités el6tti dllapot

.
: oK2
Tk
oKZ
TW
oK‘l Ty
oKW
(b) Hevités utdni dllapot (c) Egyensulyi dllapot

6. Abra. 140. (2507.)

Szdmolds: A kockdk kezdeti élhossza legyen 4, a kezdeti hémérsékletiik 75, ekkor a két kocka hevités
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utdni térfogata alapjn:

Vi=a(1+8(T1 - Tp))
Vo =a’(1+8(T> - Toy))
Akétkockakozotti hékiegyenlités végén 77 = T = T}, mert ha nem igy lenne, a kiegyenlit6dés még nem ért

volna véget. Ezek alapjdn a testek térfogata kiilon-kiilon Vo = 2318l V, = 23 (1 + B( T}, — Tp))-ra viltozott.

A by, by magassigt tomegkozéppontok mozgésa igy alakul:

1
bl,kiind = Eﬂ

3
bz,kiind = Eﬂ

b = 57 = a0+ (T = Ty)
oz, =i+ 3472 = a (3/(1 (T = To)) + 50+ BT - To)))

b = 337 = 530+ (T = To))
o, = 3N = Say 0+ (T~ T)

Vagyis ahogy kiegyenlit6dnek a kockdk, a témegkozéppontjuk magassiga igy véltozik:

A =y, = i, = 5a (3/(1 +B(Ti =~ To)) = (L+4(T) - To)))

Abs = bz hur, =a (S0 BCT = T+ 38T = Tu) - 37 - To)))

Ezeknek a magassdgvéltozdsoknak az eljele fogja eldonteni, hogyan viltozik a kockdk helyzeti energidja
kalon-kilon. Nekiink azonban a teljes rendszer energiaviltozdsa kell: a 2-es, felsé kockit jellemz8 egyen-
let magéba foglalja, hogy ha az elsd kocka tigul (melegszik), vagy zsugorodik (htl), akkor az emelni, vagy

ereszteni fogja a mdsodik kockdt. A 2-es kocka 6nélléan nem tud annyit melegedni, hogy ezt korrigilja, mert
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nincs hécsere a kiilviliggal = (A/oz - Ab < ATIOI) Ezért elég csak by-et vizsgdlni:

Aby >0 — %4 (3/(1 +B(Ty - To)) — \3/(1 +A(T; - To))) >0

a > 0, tehdt egyszerGsithetiink vele, és nem véltozik a relici6 =

éd (\3/(1 +[8(T/e - To)) - \3/(1 +(8(T1 - TO))) >0 &

— (3/(1 +(Ti = To)) = 3 (1 +B(Ti - To))) >0

(3/(1 +B(T, = Ty)) = J(L+ (T - To))) >0 = JU+A(T - To) > (1 +4(T; - Ty))

1+[8(T/€ - To) > 1+[@(T1 - T())
B > 0, tehit egyszertsithetiink vele, és nem véltozik a relici6 =

Tk > T1

Ne felejtsiik el, hogy a felsé kockdt az alsé implicit mozgatja! Ezeknek értelmében a rendszer helyzeti energidja
nd, ha az als6 kocka melegszik, tehdt ha kezdetben az volt a hidegebb, mivel csak a felsé kockdtdl kaphatta a
hét. Azt kaptuk tehdt, hogy a kockak élhosszdtdl, anyagitdl, és kezdeti hémérsékletétdl mind fiiggetlen az

eredmény, kizdrdlag az szdmit, melyik kocka volt a hevités utdni pillanatban a melegebb.

4.2. Matematikai valosig

A kozépiskoldban hasznilt térfogati modellben a £ = 3 - « kézelitést alkalmazzuk, ennek ellenére a tér-
fogati hétdgulds mindhdrom irdnyba a vonal menti hétiguldst koveti. Altalinos esetben egy téglatestrd] be-

széliink:

Vlzdl'bl'q

Vi=ao(l+a-AT) -bo(1+a-AT) - co(1+a-AT)
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ahol a9, by, co a kezdeti térbeli kiterjedések.

Vlzdo'bo'CO(1+a-AT)3

Vi=Vo|143(a-AT) +3(a- AT + (a- AT)?

Ebbdl az aldhdzott részt hagyjuk el a kozelitéstink sordn, azzal indokolva ezt, hogy, ahogy azt kordbban a
feladatokban ldttuk, 2 nagysdgrendje szilird anyagok esetén ~ 1073 % nagysdgrendd ére¢k, ha ezt 2.; 3. hat-
vanyra emeljiik, az elhagyott térfogat az eredetihez képest elhanyagolhaté (~ 1075 — 1071). A AT 6sszeha-
sonlitds képpen ~ 10! — 102 nagysigrendd, 10 — 100 °C, mivel ezen kiviil mir nem lenne érvényes a vonalas
hétigulis képlete, a szilird anyagok egy része elkezdene megolvadni, mésik résziik is ligyulna.

De honnan is szdrmazik af4.1.0]képlet? [13] 314. oldala alapjén tudjuk, hogy 2(p, T') a vonalas hétigulisi
egylitthaté. Ez p nyomdsnak, és 7"h8mérsékletnek a fiiggvénye, kezeljiikk most p-t konstansnak a vizsgalatunk
kozben. Ezek szerint, valamint tovibbra is [13]-t figyelembe véve fel tudjuk irni az aldbbi 6sszefiigést. A fizikai

leirisban a g; p jelolések Gsszefolynak, mert a nyomds és a fesziiltség analdg szerepet toltenek be a jelenségen

beldl, igy én konzisztensen a p nyomds jel6lést fogom hasznilni a konnyebb olvashatésdg érdekében.

. _1
a= lim 5o =701

vagyis / # 0-lel dtszorozva
al = o1l
szintén [13] alapjn

dl = d,ldp + drldT,

vagyis az elemi hosszvaltozds felirhaté a parcidlis deriviltak segitségével. Ahogy azt mdr irtam, legyen p kons-

tans, ekkor a fenti 6sszeg elsé tagja 0. fgy az els6 sort a misodikba helyettesitve

dl=al-dT
dTZ:zx-dT
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A hémérséklet a T € [To; T1], a vizsgdlt hossz az [ € [[y; /1] intervallumokon véltozik, igy ezen hatdrok

111 T
/ —d/:/ adT
o ! Ty
/

ln—l = a(Tl - To)
lo

kozott integrdlva

I = Iy - Jd#0-T0)] (4.2.1.)

Ezt az &sszeftiggést a alapjin felirhatjuk igy is:

ll:lo,i[(a(n—m)”]

|
7.
n=0

Amibdl az 1-nél nagyobb fokszdmu tagok elhagydséval kozelitve, mivel a kitevé igen kicsi (¢* ~ 1 + x)
h=ly- (1+a(Ti - Tp))

Ez megegyezik el. A kozelités a fizikailag mérhetd valdsdgot elég pontosan leirja, de ezek szerint a
még t6bb mindent elhagy, ahhoz képest, mint amit kordbban lefrtam. Vizsgiljuk meg, mi torténik
egy Vo térfogatd 4ltalinos téglatesttel af4.2.1] alapjan! Az dtlithatdsdg okdn a AT = Ti — Tj jeldlést fogom
hasznélni.

Vo=ao-by-co
Vi=ai-b-a
[«(AT)]

a) = ap e

alapjan, ugyanigy by, ¢ is, ezért

v, = (40 . g[am) (bo . g[am) (CO : e[am)
3
Vi = (a0 boco) - [f[“AT]]
Vi= Vo el3*AT] (4.2.2)

Ez mds formaba hozhaté, ismét af.2.1}t alkalmazva

— [ (Ba AT)” 3¢ AT 9(aAT): 27(aAT)>
VIZVO.Z[#]:VO,(“_ aAT | (e )+ (¢ AT)
n! 1! 2! 3!

n=0

Ebbdl a az aldhuzott részeket mind elhagyja.
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4.3. Tandri elemzés

Ha AT =100 °C, és egy dltalinos fémrdl beszélink, « =~ 107> OIC, akkor az elhagyott tagoknak mekkora

a nagysigrendje?

1
, aAT ~ 10‘5—C -100°C =107

o

9(aAT)? .\ 27(a AT)? . i [(343T)”]

2! 3! £

i (B-107)"| _ si0s |5 g3 - 1000 e — 1003
! 1000

n=2

~ 4,505 -107°

Ennek ardnya a nem elbagyott tagokhoz képest:

3
1000-¢1000 —1003

— 1000+ 44910-10°¢
1+3-1073

Vagyis a figyelembe vett ndvekedéshez képest annak nagyjabél a 45 tizmilliomod része. Ez az ariny kézzel-
foghatébb méretekhez viszonyitva azt jelenti, hogy egy olimpiai iszémedencéhez (= 7, 5 milli6 liter) képest
elhagyunk 1 — 2 vodor vizet (= 33 liter). Persze ez a hasonlat kissé félrevezetd, mert az olimpiai medencében

viz szokott lenni, mi a nagysigrendi becsléshez viszont feltettiik, hogy 2 ~ 107° OIC, ami fémekre jellemz4.

A folyadékoknak a h8tdguldsi egyiitthatdja, ahogy az a téma elején megoldott elsé feladatndl ldtszott,
sokkal nagyobb, mint a fémeké. Ennek oka fizikai, a folyadékokat alkotd részecskék kozott gyengébb a kotési
kolesonhatds. Emellett természetesen a folyadékokra ritkdn értelmezziik a vonalas htdguldst, mivel alegtobb

folyadékot jellemz8en nem 1 irdnyban téroljuk. Ettél még a folyadékok hétiguldsira az ¢ ~ 1 + x kozelités

tovibbra sem teljes félrevezetés. Ezen anyagokra 8 = 1073 OIC, igy AT =~ %, e x 1,1052. Ehelyett

szimolndnk a mostani becsiilt szimok alapjin 1, 10-del, a kiilonbség tehdt % ~ 4,7008 - 1073, ami

nagyjabdl 0, 5%.
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s. Summadzat

Dolgozatom végén levonhatom a konkluziét: a feldolgozott 3 példa alapjin a cimben irt matematikai
fiillentések hasznosabbak, mint amennyi kdrt okoznak. Egy dtlagos kozépiskoldsnak sem ideje, sem motivi-
cidja nincs differencidlegyenletekrél, Runge - Kutta algoritmusrdl, parcidlis derivéldsrdl, vagy Taylor-sorba
fejtésrdl tanulnia. Térsadalomként nem célunk, hogy egy érettségi megszerzéséhez ilyen témékban jirtas le-
gyen valaki. A fizikdnak viszont a vizsglt jelenségek jelenleginél pontosabb tdrgyaldsihoz sziiksége lenne
ezekre a matematikai eszkdzokre, igy az Osszes didknak tudunk a fiillentett matekkal egy stabilabb megértést
biztositani a vildig mikodéséhez. Ha ez azon az dron valésul meg, hogy az egzakt megolddshoz képest téve-
diink 4, Sppm-et, esetleg 0, 5 — 0, 8%-ot, azt gondolom, ezt minden matematikus lelkiilett ember el tudja
fogadni.

Az érdekl6dé didkok - tapasztalatom szerint - a tandrai levezetés utdn, vagy az 6ra utdni sziinetben meg
fogjék kérdezni, miért tehetjitk meg az dltalunk kiemelt kézelitést, mi térténne, ha nem tennénk meg. Nekik,
ugy gondolom, kotelességiink megmutatni a matematikdt a jelenségek mogote. Meg fogjék érteni, mennyit
egyszer(sit a helyzeten, hogy hajlandéak vagyunk ferditeni egy kicsit a konnyebb feldolgozhat6sdg érdeké-
ben. Az érdekesebb, izgalmasabb részeket lesz lehetSségiink elmondani szakkoron, fakulticion, nyéri tdbor-
ban, versenyfelkészitéskor. Amikor meséliink nekik az exponenciilis figgvény kozelitésérdl, vagy esetleg a
potencidlfiggvényekrdl, bizom benne: soha nem mulé szenvedély, kivincsisdg tizét legyezziik, és 6rommel

fognak majd nyomdokainkba lépni.
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Koszonetnyilvanitas

Dolgozatom megirdsa kozben hatalmas timogatast kaptam kornyezetem minden pontjirdl. Segitettek a
bardtaim, a kollégdim, a csalidom. Természetesen Sikolya Eszter Tandrnd, a konzulensem is. Szeretnék mély
koszonetet mondani a timogatd, noszogatd e-mailekért, mikor lassabban haladtam, mint terveztem, és szo-
rongtam a dolgozatom elkészitésén. Ejt nappalld téve nézte dt a kéziratomat, adott tandcsot az dbrik, vagy a
matematika kapcsdn, és végtelen tiirelemmel magyardzta a matematikai szarvashibdimat, mikor a kimertilt-
ségtdl nehezen értettem meg, mit frtam rosszul.

Szeretnék készonetet mondani kollégdimnak, akik lehetéséget adtak dolgozatom befejezésére, mikor tgy
éreztem, nem lesz id6m rd. Szeretném kiilon kiemelni vezet8tandraimat, Fehérné Barcs Agit, és Kotekné Szi-
eber Marecsit, akik az érak kozti sztinetben az 6rdimrdl valé tandcskozds mellett nem felejtették el heti legaldbb
egyszer megkérdezni: "Hogy dllsz a szakdolgozaroddal?". Emellett természetesen a teljes Vorésmarty Mihdly

Gimndzium tandri kara pétolhatatlan timogatist nyujtott, kivéltképp a természettudomdnyos munkakozos-

7

ség.

Szeretnék koészonetet mondani bardtaimnak, akik lelki segitség mellett szakmai timogatdst is tobbszor
nyujrottak. El8szor buzditottak a valédi munka elkezdésére. Késébb szakirodalmat ajénlottak, technikai
utmutatdst, és a témdk mélyebb kifejtésében is segitettek. Koszty6é Péternek, Miskei Ferencnek, és Szigeti
Baldzsnak kiemelten kdszonom.

A csalidom tdmogatdsa nélkiil nem tudtam volna megirni a dolgozatomat. Mindenben timogattak,
mindennel fordulhattam hozzdjuk. Segitséget kaptam fogalmazdsban, stilisztikdban, formdzdsban, szerke-
zetben.

Mindezek mellett szeretném megkoszonni a piromnak, Kincses Petranak. Nem tudom, milyen lehet
kiviilrél elviselni ilyenkor engem, de bizonydra kellemetlenebb, mint mikor nem irok szakdolgozatot. Ko-

szonom!
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A. Runge - Kutta médszer Python kédja

. #!/usr/bin/env python
. # coding: utf-8

3

s # In[1]:

; import numpy as np

s import matplotlib.pyplot as plt

o £=9.82 #nehezseg gyorsula erteke m/s~2-ben
» 1=1.00 #fonal hossza meterben

. omega=np.sqrt(g/1l)

s def y_ketpont(x, y):

14 return -(g/l) * np.sin(y)

v # In[2]:

o def rk(f, y_0, t_0, t_veg, dt):
wn
2 Runge Kutta kozelites parameterei:
2 f a kozelitendo fv
24 y_0 f erteke t_O-ban (jelen esetben a kezdeti kiteres)
25 t_0 a kezdeti idopillanat
26 t_veg az utolso pillanat (ennyi ideig leng a test)
27 dt az idolepes
Wi
29 t=[t_0] #t a vizsgalt pillanatok listaja lesz, elso eleme az elso
idopillanatunk, t_O
30 y=[y_0] #ezek pedig a kapott ertekeink lesznek

3 y_pont = 0 #kezdeti ertek f_pontra, vagyis a lenges kezdetekor

34



44

45

6o

61

62

63

feltelelezett sebesseg

whil

eleme

retu

e t[-1] < t_veg:
t_i = t[-1]
y_i = y[-1] #a listak utolso elemeibol lepunk tovabb a kovetkezo

kre majd

k_1 = dt * y_pont

1.1 = dt * f(t_i, y_i)

k_2 = dt * (y_pont + 1_1/2)

1.2 = dt * £(t_i + dt/2, y_i + k_1/2)
k_3 = dt * (y_pont + 1_2/2)

1.3 = dt * f(t_i + dt/2, y_i + k_2/2)
k_4 = dt * (y_pont + 1_3)

1.4 =dt x £(t_i + dt, y_i + k_3)

y_kov = y_i + 1/6 * (k_1 + 2 *x k_2 + 2 * k_3 + k_4)
y_pont_kov = y_pont + 1/6 * (1_1 + 2 x 1.2 + 2 % 1.3 + 1_4)

t_kov = t_i + dt

y.append (y_kov)

y_pont = y_pont_kov

t.append (t_kov)

rn t, y

# In[36]:

t_0=0.00
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64

78

t_veg=1000

; dt=0.001

, y_O=-np.pi/36

y_pont = 0 #kezdeti ertekek

t, vy = rk(y_ketpont, y_0, t_0, t_veg, dt)

# In[37]:

A=y_0

omega=np.sqrt(g/1l)

phi_O=t_O*omega

phi=[ omega * t_pill for t_pill in t ]

y_sinusos=A*np.cos(phi+phi_0) #szinuszos

modell



B. Eredetiségi nyilatkozat

mé

, oy,
Ry

i

37



	Bevezetés
	Fonálinga
	Középiskolai helyzet
	Matematikai valóság
	Tanári elemzés

	Nehézségi gyorsulás
	Középiskolai helyzet
	Matematikai valóság
	Tanári elemzés

	Hőtágulás
	Középiskolai helyzet
	Matematikai valóság
	Tanári elemzés

	Summázat
	Irodalomjegyzék
	Runge - Kutta módszer Python kódja
	Eredetiségi nyilatkozat

