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Bevezetés

A kamatcsere tigyleteket az 1980-as évek elején kezdték el alkalmazni a nemzetkozi pénz-
iigyi piacokon, azdta pedig oriasi novekedésen ment &t ezeknek a termékeknek a piaca,
méra mar kozponti szerepet toltenek be a derivativ tigyletek kozott. Nem meglepd moédon
elterjedtek azok az opciok, amelyek kamatcsere ligyletbe valo belépésre jogositanak fel.

Ezek az opcidok nagyon hasonlitanak a részvény piacok opcids szerzédéseire, ezért az ara-
zésuk is analog modon torténik. Erre egy példa a jol ismert Black—Scholes-modell[3] és
a kamatcsere tligyletekre vonatkozo eurdpai opciok arazasara is szolgalé Black-modell[4].
Mindkét modell a hozam szoérasat allandénak tekinti, azonban ennek kiszamitasa nem
egyértelmid. Ha a historikus adatokbol becsiiliink, akkor a kapott eredményt erésen befo-
lyasolja az id6tav hossza, raadéasul a volatilitds hosszu tavon semmiképpen sem tekintheté
allandonak. A maéasik gyengesége a modelleknek, hogy a historikus adatokbdl lathato,
hogy az implikalt volatilitas ng az ATM poziciobol az OTM és az ITM poziciok iranyaba
egyarant. Ez a jelenség az 1980-as évek végétdl figyelhets meg, a kialakulasanak a f6 oka
az lehet, hogy a befekteték I'TM és ATM poziciokban tartanak a hirtelen arfolyam vélto-
zastol és emiatt az opcids arak nének, ami magasabb implikalt volatilitast eredményez.

Szakdolgozatom koézponti kérdése, hogy hogyan hatarozhaté meg az implikalt volatilitas,
amellyel a Black-modell visszaadja a piacon megfigyelt arakat. A Black-modell javithato
a SABR-modell segitségével, amely a szorést is sztochasztikusnak kezeli. Zart képlet nem
ismert az implikalt volatilitasra, viszont létezik aszimptotikusan pontos kozelité formula.
Az 1. és 2. fejezetben bemutatjuk a kamatcsere opciokat, a piacot, a fontosabb fogalma-
kat és jeloléseket, valamint a SABR-modell el6tti jelentGsebb modelleket. A 3. fejezetben
részletesen is targyaljuk az eredeti SABR-modellt|I3], majd a 4. fejezetben az arbit-
razsmentes SABR-modellt[T4]. Végezetiil a két SABR-modell segitségével bemutatjuk az

europai tipusi kamatcsere opcidk arazasat az 5. fejezetben.



1. fejezet

Alapfogalmak, jelolések

Az els6 fejezetben bevezetjiik a fontosabb definiciokat és sztenderd jeloléseket, amiket a
dolgozatban hasznalni fogunk. A bevezetd fejezet Brigo és Mercurio konyve [7] alapjan

késziilt el.

1.0.1. Definicié. A bankbetét értékét egy adott t > 0 iddpontban jelolje B(t). Feltessziik,
hogy B(0) =1 és a dinamikdjdt az aldbbi differencidlegyenlet irja le:

dB(t) = r(t)B(t)dt, (1.1)

ahol r(t) az idének pozitiv fiigguvénye. Ekkor persze

B(t) = exp </Otr(s)ds> | (1.2)

1.0.2. Definicié. A D(t,T) diszkontfaktor értéke azt jelenti, hogy a T-beli pénz értékét

mennyivel kell megszorozni, hogy a t-beli jelenértékét kapjuk meg. Tehdt a betét értékével

D(t,T) = % = exp <— /tTr(s)ds) . (1.3)

kifejezve

1.0.3. Definici6. Jelolje p(t,T) a T iddpillanatban 1 eqységet fizetd elemi kétvény drfolya-
mdt t-ben. Specidlisan P(T,T) = 1. A magyar terminoldgidban haszndlatos a kamattomeg,

amely az Y (t,T) = —In P(t,T) mennyiséqggel egyezik meg.

Bar altalaban nem igaz, de ha az r kamatlab idében &allando, akkor tetszéleges ¢t < T

idépontokra fennall, hogy P(t,T) = D(t,T).
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1.0.4. Definicio. A lejdratig hdtralevé T — t id6t években kifejezve jelolje T(t,T). Hely-

zettdl és pénziigyi terméktdl figg, hogy értékét milyen idd konvencioval szamitjuk ki.

1.0.5. Definicié. Legyen R(t,T) a T lejdrathoz tartozo folytonos spot kamatldb értéke
t-ben. Ekkor T-ben lejaro elemi kotvény t-beli értékét kétféleképpen is fel tudjuk irni:

P(t,T) =exp(—R(t,T)r(t,T)) = exp(—Y (t,T)), (1.4)

ebbdl pedig a folytonos spot kamatldb értéke

CWPHT)  Y(LT)

ROT) === = 7u1)

(1.5)

1.0.6. Definicio. Legyen L(t,T) a T lejdarathoz tartozd egyszerd spot kamatldb értéke
t-ben. Ekkor T-ben lejaro elemi kiotvény t-beli értékét ismét kétféleképpen tudjuk felirni:

1
P(t,T) = 1.6
t.T) 1+ L(t, T)r(t,T)’ (1.6)
ebbdl pedig az eqyszerd spot kamatldb értéke
1—P(t, T
L(t,T) = GED (1.7)

T(t, T)P(t,T)

1.0.7. Definicié. A hatdridds hiteliigylet (forward rate agreement, FRA) hdarom iddépontot
kiilonboztet meg: a t kétési iddpont, az elszamolds T iddpontja és S a hatdridds kamat-
periddus vége. A long és short elnevezéseket itt a vdltozé L(T,S) kamatldb szempontjabol
definidljuk: a long kapja a vdltozo kamatlibat és cserébe a fix K kamatldbat fizeti S-
ben. A hatdridds hiteliigyletek dltaldban rovid futamidejiek, éven beliliek, ezért eqyszert
kamatozdst haszndlunk. Ha a névérték N, akkor a hatdridds hiteligylet értéke a kotés

1ddpontjaban
FRA(T,T,S,7(T,5),N,K)= N (P(t,T) — P(t,S) — P(t,S)7(T,S)K) (1.8)

Legyen az eqyszerd hatdridds kamatldb

F(,T,5) = 7(7} 5 (P(t’T> _ 1). (1.9)

Ekkor az FRA t-beli értéke

FRA(t,T,S,7(T,S),N,K) = NP(t,S)r(T, S)(F(t,T,S) — K). (1.10)



1.0.8. Példa. Nézziink meg eqy példdt hatdridds hiteligyletre. Tegyiik fel, hogy A vdllalat-
nak 2022. november 1-jén kot eqy hatdaridds hiteliigyletet, amiben 1 millio eurd névértéken
vesz eqy 6 honapos Euribor+0,3% wvdltozo kamatozdsi kamatfizetést 3% fix kamatért cse-
rébe, az elszamolds iddpontja 2023. februdr 1.

Tehdt T = 2023.02.01., S = 2023.08.01. és a kotés iddpontjaban ismert L(T,S) értéke.
Ekkor ugyanis a hat honapos Euribor értéke 3,009% wvolt ([11)]), ezért L(T,S) = 3,309%.
Hataridds hiteligyleteknél dltalaban ACT/360 idékonvencict alkalmazunk. Az elszdmo-
las és a kamatperiodus vége kozott hat honap, dsszesen 181 nap telik el, tehdt T(T,S) =
181/360 = 0, 5028. Ezek alapjin a hatdridds hiteligylet értéke az A vdllalatnak a hatdridds
kamatperiodus végén, azaz 2023.08.01-jén

NT(T, S)(L(T,S) — K) = 1000000 x 0,5028 x 0,309% = 1553 eurd.

Els6 1épésben megvizsgaljuk a kamatcsereligyleteket mindenféle opcio nélkiil. A hataridGs
hiteliigylet egy lehetséges altalanositasa a kamatcsereligylet (interest rate swap, IRS).
Ebben a megallapodésban a long egy lebegd kamatozasi hitel kamatfizetési sorozatéat
kapja egy fix kamatozasu hitel kamatfizetési sorozatért cserébe, vagyis long veszi a lebegs
kamatozasu hitel kamatfizetési sorozatat, a short pedig eladja. Formalisan a i, +1,...,75
idépontokban torténnek kamatcserék. A T; id6pontban a long fix, N7; K mennyiségi
osszeget fizet és N7, L(T;_1,T;) 6sszeget kap cserébe. Itt N a szerzddés névértéke, 7; a T,
¢s T; id6pontok kozott eltelt id6 években kifejezve, tovabba legyen T = {1y, Tot1, .., T3}
és T ={Tat1,...,7}. Az vanlong IRS poziciéban, aki a fix kamatot fizeti, hiszen a lebeg6
kamatozéasu pénzaramléas a termék, ezért 6 érdekelt a valtozo kamat novekedésében. Az

6 szemszogébdl a kamatcseretligylet értéke tetszéleges t < T, id6pontban

B
PFS(t,T,7,N,K) = > D(t,T)N7;(L(T;-1, T}) - K), (1.11)
i=a+1
A hataridés hiteliigylet jeloléseivel is ki tudjuk fejezni a long IRS pozicié értékét, ugyanis
az felfoghatd egy hataridés hiteliigyletekbdl allo portfolioként:
B
PFS(t,T,7,N,K)= > FRA(t,T,,T;,7, N, K). (1.12)

i=a+1



1.0.9. Példa. A kamatcsere tigylet felfoghato gy, mint két pénzdramlds dsszjelenértéke,
igy drazdsukra két lehetdségiink is van [2]).

Eqgyrészt, mint két pénzdramlds jelenértékeinek kilonbsége, azaz a kotvény-modszer, mds-
részt pedig mint hatdridds hiteligyletek dsszege (ld. egyenlet), vagyis a forward-
modszer. Az utobbi mddszert most részletesen is bemutatjuk, de a kotvény-mddszer is
megtaldlhato [21]-ben.

Tegyiik fel, hogy ot éves IRS tigyletet félévvel ezeldtt kotottink meg 3% fix kamatldbbal.
Az eqyszeriiség kedvéért a hozamgorbe 2%-on vizszintes. Forward-mddszer esetén ot FRA
drazdsdt kell végrehajtanunk, a hatdridés kamatldibak minden futamidére 2%, hiszen a

hozamgorbe vizszintes. Tovdbbd tételezziik fel, hogy a vdltozo kamatldb az aldbbi szerint

alakul: 2,5%,4%,2,5%, 3%, 3, 5% dbra)

pénzaramlds jelenérték

Tt fix viltozd fix viltozd FRA

0,5 3% 2,50% 2,97% 2,48% -0,50%

1,5 3% 4,00% 2,91% 3,88% 0,97%

2,5 3% 2,50% 2,86% 2,38% | -0,48%

3.5 3% 3,00% 2,80% 2,80% 0,00%

4,5 103% 103,50% | 94,22% 94,68% 0,46%
osszesen| 0,46%

1.1. 4bra. Kamatcsere tigylet arazésa forward-modszerrel

Azt kaptuk tehdt, hogy kamatcsere tigylet jelenértéke a névérték 0,46%-a, példdul 1 millic

euro névérték esetén 4600 euro.

1.0.10. Definici6. Swap rdtinak nevezzik azt a S, p(t) fix kamatot, amellyel a kamat-

cseretigylet t-beli értéke 0. A definiciobol kinnyen adodik, hogy

_ P(t,T,) — P(t,Tp)
Sa,p(t) = ST T (1.13)

Az els6 kamatcsere opcio, amit megvizsgalunk, a kamatcsereiigyletre vonatkozo cap. A
cap tulajdonosanak minden kamatfizetési periodusban joga van eldénteni, hogy megveszi-

e a valtozo kamatozasa hitel kamatfizetését a fix kamatozasu hitel kamatfizetéseire. Tehat



a kifizetéstiiggvény t-beli jelenértéke

i D(t, T;))N7,(L(T;-1,T;) — K) . (1.14)
i=a+1
Jol lathato, hogy a cap opcié tovabbi opcidk Gsszegére bonthatoak fel. Ezek a caplet
opcidk, amik kifizetésfiiggvényei nagyon hasonlitanak eurépai vételi opcidk kifizetésfiigg-
vényeihez. Eppen ezért az a piaci gyakorlat, hogy a Black-modell segitségével arazzuk be

ezeket a kamatcsere opciokat. Tehat a cap opci6 fair ara

Cop™ (0, ¥, Kora) = N3 PO TmBI, F0,Ti 0, T, 00T, (115

i=a+1

ahol a o, 3 volatilitast a piaci adatokbol nyerik ki.

A cap opcié parja a floor opcid, amelynek tulajdonosanak joga van eldénteni, hogy
megveszi-e a fix kamatozasu hitel kamatfizetését a valtozo kamatozasu hitel kamatfize-
téseire. Ennek az opcionak a kifizetéstiiggvények ¢-beli jelenértéke

B

> D, T)NT(K — L(T;-1,T3))+- (1.16)

i=a+1
A floor opci6 floorlet opcidk Osszegére bonthato fel, amik pedig nagyon hasonlitanak eu-
ropai eladasi opciokhoz, ezért az drazasukhoz ismét alkalmazhato a Black-modell.
A kovetkezd fejezetben részletesen targyaljuk majd a Black-modellt, illetve annak legna-
gyobb hatranyat, hogy a o, s volatilitast konstansnak feltételezi nem csak az id§, hanem
a K fix kamat fliggvényében is.
Végezetiil pedig bemutatjuk a masodik kamatcsere opciot, a dolgozat kézponti objektu-
mat, a swaption (swap option) opcidt. Az eurépai tipust swaption jogosultjanak joga
van long IRS pozicidba lépni egy adott jovébeli T, id6pontban, a swaption lejaratakor.
A swaption opcidhoz tartozo kamatcsereligyletben a 74,41, .., T id6pontokban hajtjuk
végre a kamatcseréket. A T — Ty, kiilonbséget a swaption tenorjanak szokas nevezni. A
long IRS pozici6 lejaratkori értéke

B
N> P(To, T)7i(F(Ta, T;-1, T;) — K), (1.17)
a+1

ebbdl pedig a swaption t-beli értéke
B

ND(t7TOc) ( Z P(Tavﬂ)Ti(F(Ta7ﬂ—laﬂ) - K)) (1'18)

i=a+1
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A cap opcioval ellentétben, a swaption nem bonthato fel egyszertibb opciok Gsszegére.

Azonban a swap rata segitségével mégis alkalmazni tudjuk a Black-modellt, hiszen

8 +
ND<t7TOc) Z P(TOHE)TZ'(F(TOME—l?E) - K)) =
i=a+1
: 37 i1 P(Tu, T (Ta Ty T) v
ND(t,T,) | Y  P(T..To)w i=at Ky =
i=a+1 Zz a+1 (TayTi)Tz’
B
Taaﬂ _PTOME
ND(t,T.) | Y P(T..Tow Eian Pl ) — P )—K)> = (1.19)
i=a+1 Zz a+1 (TaaTi)Ti
B +
VD@ T [ S P, Ty | [ Ee o) - P(TQ’TB)—K)> _
i=a+1 Zz a+1 (Ta?E)Ti
B
ND(t7TOé) Z P(TavT’i)Ti (Sa,ﬁ(Ta) - K))+,
i=a+1

ahol a o, g volatilitast ismét a piaci adatokbol nyerik ki, de nem egyenld a cap opcioknal

hasznalt o, 3 volatilitassal. Ebb6l tehat a swaption paritasos ara a Black-modell szerint

SWPTPR*(0, T, 7, K,04.5) = NBUK, So5(T5), 00/ Ta (Z Ta,TZ—)Ti>. (1.20)

1=a+1

Ismét azt tapasztaljuk, hogy a Black-modell hasznélhatd az arazasra, ugyanakkor ennek

is megvannak a korlatjai, hiszen az itt hasznalt o, g volatilitas sem tekinthet6 allandonak.

1.0.11. Példa. Térjink vissza az[1.0.9 Példdban bemutatott kamatcseretgyletre. Téte-
lezziik fel, hogy kdtottink eqy cap és eqy swaption opciot és nézziik meg, hogy az ottani
valtozo kamatldb alakuldsa mellett mekkora hozamot realizdalndnk a jelenben. dbra)
A swaption esetében ez attol fligg, hogy éltink-e az opcios joggal félévvel ezeldtt. Ha igen,
akkor ismét a névérték 0,46%-dt, azaz 4600 eurdt érink el, ellenkezd esetben nincs pénz-
dramlds. Ugyanakkor a cap esetében minden egyes kamatfizetési periodusndl eldonthetjiik,
hogy éliink-e az opcids jogunkkal. Ez természetesen pontosan akkor torténik meg, amikor
a lebegd kamat nagyobb a fix kamatndl, a példdinkban 1,5 és 4,5 év mulva. A cap tehdt a
névérték 1,43%-dt, azaz 14300 eurd profitot hoz.
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pénzdramlas jelenérték

Tt fix viltozo fix valtozo FRA cap

0,5 3% 2,50% 2,97% 2,48% -0,50%

1,5 3% 4,00% 2,91% 3.88% 0,97% 0,97%

2,5 3% 2,50% 2,86% 2.38% -0,48%

3,5 3% 3,00% 2,80% 2.80% 0,00%

4,5 103% 103,50% | 94,22% 94,68% 0,46% 0,46%
swaption| 0,46% 1,43%

1.2. abra. Kamatcsereopciok értéke

Fontos latni, hogy a cap és swaption opciok nagyon kiillonboznek jellegiiket tekintve: mig
el6bbit minden kamatfizetésnél lehivhatjuk, addig utébbinal lejaratig el kell donteniink,
hogy éliink-e az opcids jogunkkal. Ennek ellenére az adrazasuk mégis hasonld, hiszen a
swap-rata lehet6vé teszi, hogy egy komplex kifizetés struktira helyett egyetlen képzelet-

beli pénzaramlassal szamoljunk.

12



2. fejezet

Kamatcsere opciok modellezése

2.1. A kamatcsere opcidk piaca

A kamatcsere opcidk piacanak résztvevéi olyan szerzédésekkel kereskednek, amelyek jogot
adnak kotelezettség nélkiil egy kamatcsereiigyletbe vald belépésre egy jovébeli id6pontban,
egy elére meghatarozott fix kamatlabon. Ennek a piacnak viszonylag révid a térténelme,
hiszen az 1980-as években jelentek meg a kiilonféle kamatcsere ligyletek elterjedésének
koszonhetGen. Eleinte tézsdén kiviil kereskedtek veliik, de ahogy a piac résztvevéi ra-
jottek azok el6nyeire, elsGsorban a kockazatkezelésben, tigy jelentek meg szabvanyositott
szerz6dések is. Ez pedig nagyobb likviditast jelentett, ami tovabb ndvelte a piac méretét.
Manapsag a swaption piac a globalis pénziigyi piac egy jelentds szegmense, évente mint-

egy 500 milliard dollar névértékben kereskednek ilyen opciokkal[2]:

Kamatcsere opcidk piaca
globalis, névérték, milliard USD

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
2.1. abra. Kamatcsere opcidk piaca
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A piac legfontosabb résztvevsi kiilonbozé pénziigyi intézetek: bankok, eszkozkezeldk,
hedge fundok. A kamatcsere opcié alkalmas a valtozd kamatozasu és a fix kamatozasa
hitel elcserélésére, éppen ezért a kamatlabak egyik iranyt megvaltozasabol eredé kocka-
zat ellen is védelmet képes nytdjtani. A bankok korében ezért is ennyire elterjedt ez az
opcid, ami pedig pozitiv hatéssal van a piac likviditdsara. A kamatcsere opciok piaca-
nak résztvevéi a kiilonféle kormanyzati szervek, példaul a kozponti bankok és az allami
vagyonalapok is. Ok a deviza tartalékjaikhoz kapcsolodé kamatkockézat kezelésére vagy
kedvezGtlen piaci mozgéasok elleni fedezetként hasznéalhatjak a kamatcsere opciokat. Az
eszkozkezel6k, példaul a nyugdijalapok és biztositotarsasdgok is kockazatkezelésre hasz-
naljak ezt a piacot.

Ugyanakkor a kiilonb6z6 hedge fundok ezeket az eszkozoket arra hasznéljédk, hogy Ossze-
tett kereskedési stratégidkkal hozamot érjenek el.

A swaption piac novekedését tobb tényezs egyiittesen segitette. Egyrészt a kamatcsere-
iigyletek elterjedése, mésrészt egyre tobb elérheté pénziigyi modell jelent meg a piacon,
mint példaul a Black-Scholes-modell. Ezek a modellek az opcidk fair aranak meghataro-
zasat segitettek a befektetSknek, ami tovabb novelte a piac likviditasat. A technologiai
fejlédés is kozrejatszott, hiszen az elektronikus, illetve online feliileteken a kereskedés
kénnyebbé, gyorsabba és olcsébba valt.

A két leggyakrabban kereskedett swaption az eurdpai és az amerikai tipust. Mig el6bbit
egy eldre rogzitett fix idSpontban hivhatjuk le, addig utobbit elére rogzitett id6pontokban
barmikor. Eppen ezért az amerikai tipusi swaption nagyobb szabadsagot ad a tulajdo-
nosanak, tehat az ara is magasabb az eurdpai tipusinél. Adott opci6é arazésanal tobb
paraméter is szerepet jatszik, mint példaul a jelenlegi piaci kamatlabak, azok volatilitasa
és az opcid lehivasaig hatralévs ids. Kiilonbozé matematikai modellek segitik a befekte-
t6ket, hogy meghatarozzak az opci6 fair arat, ez pedig tovabb noveli a piac likviditasat.
Az 1980-as években a Black-modellt alkalmaztak, ennek pedig az a hozadéka, hogy a mai
napig feltiintetik a Black-féle implikalt volatilitast, vagyis azt a volatilitast, amellyel a
Black-modell visszaadja a piacon megfigyelt arakat.

Azonban az 1980-as évek végén megjelent a pénziigyi piacon a volatilitAsmosoly jelensége,
ami azt ragadja meg, hogy Black-féle implikalt volatilitas fiigg a kotési arfolyamtol, még-
hozza tgy, hogy ATM pozicié koril minimalis és ITM és OTM poziciok iranyaba pedig
egyarant ng, ezzel pedig az implikalt volatilitas egy mosolyt formal a kotési arfolyam fiigg-
vényében. Az 1990-es és 2000-es években olyan modellek jelentek meg, amelyek képesek

voltak visszaadni a volatilitasmosoly jelenségét.
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Szakdolgozatom {6 téméja ezek koziil az egyik legsikeresebb, azaz a SABR-modell. Ez a
modell két nagy elénye miatt is igen népszertd. Egyrészt nagyon kénnyen és hatékonyan
implementalhato, hiszen egy egzakt kozelit6formulat ad a Black-féle implikalt volatili-
tasra. Masrészt a piaci kornyezet megvaltozasa esetén a volatilitismosolyt a megfelel
iranyba tolja el, ez pedig a kockazatkezelésben bizonyul fontosnak. A SABR-modell meg-
jelenésének koszonhetSen a swaption piac a 2000-es években tovabbi névekedésen ment
keresztiil.

Ebben a fejezetben bemutatjuk a SABR-modell fontosabb tulajdonsigait, tovabba az

elédjeit: a Black-, normél és lokélis volatilitds modelleket.

2.2. A Black-modell

Egy eurédpai vételi opcio legegyszertibb és legelterjedtebb arazasi moédszere a Black-Scholes-
modellen[3] alapul. Ebben a modellben adott egy szarmaztatott termék (pl. europai véte-
li opci6 egy részvényre), amelynek az arat szeretnénk megéllapitani, egy kockazatmentes
termék (pl. betét), illetve egy kockazatos termék (pl. részvény), amelybdl az arazando
termék kockazata is szarmazik.

A modell feltevései:

e az arfolyamdinamika egy geometriai Brown-mozgas konstans szoérassal;
e nincs arbitrazs;

e nincs tranzakcios koltség;

e lehet shortolni;

e korlatlanul oszthatoak a termékek;

o létezik kockdzatmentes r kamatlab, ami konstans;

e folytonos a kereskedés;

e az alaptermék lejaratig nem biztosit pénzaramot.

A Black-Scholes-modellben a betét és a részvény arfolyamat az alabbi sztochasztikus

folyamatok irjak le:
dB(t) =rB(t)dt,

(2.1)
dS(t) =rS(t)dt + oS(t)dW (1),
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ahol W (t) egy Wiener-folyamat.

Legyen ¢ a részvényre vonatkozé T-beli eurdpai vételi opcié t-beli értéke K kotési arfo-
lyamon. A szokésos arazo formula szerint a kockdzatmentes mértékben az opci6 fair arat
a lejaratkori diszkontalt kifizetésfiiggvény adott idépontra vonatkozo feltételes varhato

értékével adhatjuk meg:

o(t, S(t)) = B(t)E <%

]—"t) (2.2)
A Black-Scholes képlet megadja, hogy mennyi ennek az opcionak az értéke:
c(t,S(t)) = ®(dy)S(t) — ®(dy)e " VK, (2.3)

ahol @ a sztenderd normalis eloszlés eloszlasfiiggvénye, tovabba

In(S(t)/K)+ (r+02/2)T —t)

" oVT —1 7 (2.4)
dy — In(S(t)/K) + (r —o?/2)(T — 1&)7

oV —t

A Black-modell [4] hasonlé a Black-Scholes-modellhez annyi a kiilonbséggel, hogy az alap-
termék az F hataridds arfolyam. Igy tehat a Black-modell alkalmazhat6 kamatcsereopciok
arazasara.

A forward mértékben]l| a hataridés arfolyam egy drift-nélkiili geometriai Brown-mozgast

kovet, azaz

dF(t) = ogF()dW (1), F(t) = f (2.5)

Ebben a modellben tehat a hataridGs arfolyamra vonatkozo eurdpai vételi opcio értéke
cft. f) =T @(dr) f — 2(dr) ), (2.6)

ahol

4 — In(f/K)+o?/2(T —t)

VT —t ’
_ In(f/K) - o*/2(T — t) (2.7)

oI —t '

2.2.1. Definicid. Azt a op(f, K) volatilitdst, amellyel a Black-modell visszaadja a piacon

da

megfigyelt arat, Black-féle implikdlt volatilitdsnak nevezzik.

LA T-forward mérték az a kockazatsemleges mértékre abszoltt folytonos mérték, amelyben az armérce

folyamat a bankbetét helyett a T-ben lejard elemi kotvény jelenértéke.
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2.3. A normal modell

A normal modellt 1900-ban Bachelier [I] alkotta meg. Ebben a modellben a hatéridds

arfolyamot az alabbi aritmetikai Brown-mozgéas irja le a forward mértékben:
dF(t) = onydW (t). (2.8)
Ennek a differencidlegyenletnek természetesen ismert a megoldasa. Ha F'(0) = f, akkor
F(t)=f+oxW(t). (2.9)

A szokésos arazo formula segitségével az eurdpai vételi opcié K kotési arfolyam mellett:

c(t, ) = exp(—r(T — 1)) (f - K)o (%) * “N\/T—_le—ﬁ o (_;%J;(_T[j):)))
(2.10)

Vilagos, hogy F'(t) normalis eloszlast valoszintségi valtozo, azonban ez azt is jelenti, hogy

F(t) pozitiv valoszintiséggel negativ, ami igen ritka ezeknél a modelleknél. A jelenlegi
negativ kamatkornyezetben pont emiatt né a népszertisége, hiszen a Black-modell nem

képes negativ arfolyamokat kezelni.

2.4. Lokalis volatilitas modellek

A valos piacokon a Black-Scholes-modell feltételei nem, vagy csak részben teljesiilnek, igy
a modell egyszertisitéseinek ara a pontatlansag. Raadasul az 1987-es new-york-i tézsde
Osszeomlasa utdn megfigyelhetévé valt a volatilitdsmosoly jelensége: az implikalt vola-
tilitas nem allando a kotési arfolyam fiiggvényében, az OTM és I'TM pozicidk iranyaba
egyarant ng, ezzel pedig egy mosolyt formal.

Ezt a problémat probalja kezelni a Black-Scholes-modell legkorabbi altalanositasai, a lo-
kalis volatilitas modellek. A volatilitas itt nem konstans, fligg az id6tél és a véletlentsl
is, de csak az arfolyamon keresztiil. Ez azt jelenti, hogy az alaptermék arfolyamanak

egyenlete egy kétvaltozos determinisztikus o (¢, f) fliggvény segitségével adhato meg:
dE(t) = o(t, F(t))F(t)dW(t). (2.11)

Az egyik lekorabbi lokalis volatilitas modell, ami a szakdolgozat szempontjabol is relevans,

a CEV-modell (constant elasticity of variance):

dF(t) = o FP(t)dW (t), (2.12)
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azaz o(t,f) = off 1 és 0 < B < 1. A B =0¢é B = 1 paramétervalasztis visszaadja
a normalis és Black-modelleket. Abban az esetben, ha o egyvaltozos, akkor a Black-féle

implikalt volatilitasra ismert kozelits formula[16]:

op(K,f)=0 (%(f + K)) (1 + 2_14(2,((5(?:[[(()))) (f—K)?*+.. > . (2.13)

A CEV-modell esetében ez azt jelenti, hogy

oB(K,f):a(f—;K)Bl <1+ (5_1)6(5_2)). (2.14)

A lokélis volatilitas csak az id§ és a részvényéar fiiggvénye, ezért a Black-Scholes-modell
szamos tulajdonsagat megérzi. Ilyen példaul, hogy a piac teljes, a martingdlmérték egy-
értelm és ezen keresztiil a piaci arak is, ugyanakkor éltalaban nem adjék vissza a volati-
litdsmosoly dinamikajat. Ez azt jelenti, hogy az alaptermék arfolyamanak megvaltozasa
esetén ellentétes iranyt valtozast mutatnak a volatilitasmosolyban. Ezt lathatjuk a CEV-

modell esetében is a 2.2] 4bran.

Black-féle implikalt volatilitas a CEV-modellben
f=10%, 0=20%, B=0,5
0,9
0,85
0,8
0,75
0,7
0,65

0,6
5% 6% 7% 8% 9% 10% 11% 12% 13% 14% 15%

Implikalt volatilitas

Kotési arfolyam

—f=8% ———f=10% f=12%

2.2. abra. A volatilitdsmosoly dinamikaja a CEV-modellben

2.5. A SABR-modell

A SABR-modell egy sztochasztikus volatilitds modell, amelyet Hagan, Kumar, Lesni-

evwski és Woodward [13] publikaltak 2002-ben. Az elnevezés a paramétereire vonatkozik:
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Stochastic «, §, p. Céljuk egy olyan modell létrehozasa volt, amely képes reprodukalni
a volatilitas mosoly piacrol ismert dinamikajat és ezéltal hedgelésre is alkalmas. Ez egy
kétfaktoros modell, amely az alaptermék arfolyamat és annak sztochasztikus volatilitasét

irja le a forward mérték szerint:

dF(t) = a(t)F(t)PdWy(t), F(0)=f
da(t) = va(t)dWsy(t), «(0) = ao, (2.15)
AW, (H)dWa(t) = pdt.

2.5.1. Példa. Nézziik meg o szerepét az alaptermék drfolyamdnak vdltozdsdaban. Tegyiik
fel, hogy o pdlydja szinuszos, rho =0, és B =0,5. dbra)

Azt tapasztaljuk, hogy t = 0,25 és t = 0,75 koril mind az 6t trajektoria ellaposodik,
éppen, amikor o a szinusz hulldm aljan van. Ugyanakkor a szimuldcio elején és kizepén
az drfolyamok sokkal volatilisebbek, ez pedig eqybeesik a szinusz hulldm csiucsaival. Valoban

azt tapasztaljuk, hogy o a volatilitdsnak feleltethetd meg.

SABR realizaciok

10% 14%

12%

10%

8%

6%

4%

2%

0%

2.3. abra. Az arfolyam alakulasa a SABR-modellben

Ebben az alfejezetben csak a lényeges eredményeket mutatjuk be, a részletes szamitasok
megtalalhatoak a 3] fejezetben.
Legyen V (¢, f, ) egy europai vételi opcio értéke a t id6pontban, ha F(t) = f és a(t) = ap.
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Legyen T,, az opci6 lehivasdnak idépontja, Ty, az elszamolés id6pontja, K pedig a kotési
arfolyam. Az (F(s),a(s)) kétdimenzios valoszintségi valtozo egyiittes strtiségfiiggvénye

legyen p(t, f, ag, s, -, -). Ekkor az opcio6 értéke a ¢ idé6pontban
V(t, fya0) = D(t, Toer) - E ((F(Tew) = K)T|F(t) = f,a(t) = o)

W (2.16)
- / / (F — K)p(t, f, a0, Tus, F, A)dFdA.
0 K

A Black-modellel ellentétben a p siirtiségfiiggvényt nem tudjuk meghatérozni, ezért egy
an. szingularis perturbacios eljardsra van sziikségiink. Ez azt jelenti, hogy felirunk p-re
egy differencidlegyenletet, amit utana kozelitiink olyan differencialegyenlettel, amit méar
meg tudunk oldani. Ennek az 1j differencidlegyenletnek a megoldasa kozelitése lesz a
p striségfliiggvénynek. Az eljaras sorédn az opcié fair arat integral alakban ki tudjuk
fejezni. Ami ennél is érdekesebb az az, hogy a Black-féle implikalt volatilitast is meg
tudjuk hatérozni az arazés soran, ugyanis a SABR-modell 8 = 0, = 0 paraméterekkel
visszaadja a Black-modellt. Tehat azt kapjuk a SABR-modell segitségével, hogy a Black-
féle implikalt volatilitas kozelits formulaja

(&) 1 ) ( C )
(FE)U=A2 Y 1 W 1602 /K 4 U 06t f/)0 \2(C) )

1

(1= B)*ag pagr3 2 - 3p*
{1 " [24@%)1—3 tigmen ] } |

5B(f7K) =

(2.17)

ahol
C= (K" Plog fK, - a(() = log ( o iff) —* H)- (2.18)

Black-féle implicit volatilitas kozelitése
a=10%, B=50%, p=0%, v=50%, f=5%

100%
80%
60%

40%

Implikalt volatilitas

20%

0%
2% 3% 4% 5% 6% 7% 8%

Kotési arfolyam

2.4. abra. Volatilitasmosoly a SABR-modellben
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Ez a formula meglep&en hatékonynak bizonyul a Black-féle implikalt volatilitas kozelitésé-
ben. A képlet nagyon Osszetett, ezért a kovetkezo alfejezetben részletesen is megvizsgaljuk,
hogy a modell egyes paraméterei hogyan valtoztatjak meg az implikalt volatilitast. Egy
fontos dolog azonban mar most latszodik: amint megvannak a modell paraméterei, onnan-
tol egyszertien megtudjuk hatérozni az implikalt volatilitast tetszéleges kotési arfolyam

esetén.

2.6. A volatilitasmosoly a SABR-modellben

A lokalis volatilitds modellek nem képesek lekovetni a volatilitasmosoly dinamikajat, ezért
hedgelésre sem alkalmasak. A SABR-modell nagy erdssége, hogy megoldast nyujt er-
re a problémara. ElGszor azt vizsgaljuk meg, hogy a SABR-modell négy paramétere
(v, B, p,v) milyen hatassal van a volatilitdsmosolyra. Abrak segitségével mutatjuk be,
hogy az egyes paraméterek novelése és csokkentése hogyan valtoztatja meg a volatilitas-
mosolyt. Legyen kezdetben oy = 10%, 8 = 50%, p = 0%, v = 50%.

Az o paraméter hatasa A B paraméter hatasa

100% 100%
w  80% w 80%
8 £
E 60% Z; 60%
o —a=5% 3] —B=25%
o -
S 4% —a=10% S 4% —PB=50%
s s
E L a=15% E . B=75%

0% 0%
0% 5% 10% 15% 20% 0% 5% 10% 15% 20%
Strike Strike
A p paraméter hatasa A v paraméter hatasa
100% 100%
% 80%

E 80% ﬁ
E 60% o_g 60%
B —p=-80% S —v=10%
o 2
S 40% ——p=0% g 0% —v=50%
= - E vV
E Lo \ 0=80% E Lo v=90%

0% 0%
0% 5% 10% 15% 20% 0% 5% 10% 15% 20%

Strike Strike

2.5. dbra. A SABR-modell paraméterei és a volatilitdsmosoly kézotti kapcesolat

Azt tapasztaljuk, hogy minél nagyobb az «g paraméter annél nagyobb lesz az implikalt
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volatilitas is. Ez persze nem meglepd, hiszen az oy éppen szorasnak feleltetheté meg. A
B paraméternek pont forditott hatésa van, hiszen egy aritmetikai Brown-mozgas (5 = 0)
sokkal volatilisebb egy geometriai Brown-mozgasnal (5 = 1). A p paraméter a két Wiener-
folyamat kozotti korrelaciot jellemzi. Azt vessziik észre, hogy a korrelacio befolyasolja a
mosoly alakjat, nagyobb p értékek balra dontik meg a mosolyt. A v paraméter, vagyis
a volatilitas volatilitdsa pedig a mosoly alakjat szabalyozza. Minél kisebb a v, a mosoly
annal jobban simul ré egy egyenesre, illetve nagyobb v értékek esetén a mosoly jobban
kirajzolodik.

A lokalis volatilitds modellek talan legnagyobb gyengesége, hogy rossz irdnyba jelzik el6re
a volatilitasmosoly megvaltozasat, ha valtozik a pillanatnyi hataridés kamatlab. Ezzel
szemben a SABR-modell kozelitéformulaja visszaadja a helyes dinamikakat. Ez a tulaj-
donséga a hedgelésre is alkalmassé teszi.

Vessiink egy pillantéast a volatilitismosolyra. Azt tapasztaljuk, hogy ha f csokken, akkor
a volatilitdsmosoly balra tolodik, mig nagyobb f értékekre jobbra mozdul el. Pontosan

ezt akartuk, hiszen ezt mutatjak az empirikus adatok.

A volatilitasmosoly kiilonb6z6 forward kamatlabak esetén

40%

Implcit volatilitas
w
o
X

20%

3,00% 3,50% 4,00% 4,50% 5,00% 5,50% 6,00% 6,50% 7,00%
Strike
——f=4% ——f=5% f=6%

2.6. abra. A volatilitaAsmosoly dinamikaja
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3. fejezet

Az eredeti1 SABR-modell

A SABR-modell egy sztochasztikus volatilitds modell, amelyet Hagan, Kumar, Lesnievws-
ki és Woodward [13] publikaltak 2002-ben. Céljuk a volatilitdsmosoly és annak helyes di-
namikainak replikalasa volt. Ez egy kétfaktoros modell, amely az F' hataridés arfolyamét

és annak « sztochasztikus volatilitasat irja le a forward mértékben:
dF(t) = a(t)F(t)PdWy(t), F(0)=f
da(t) = va(t)diWy(t), «(0) = ao, (3.1)
AWy (t)dWs(t) = pdt,

ahol 0 < 8 <1, ap,v > 0 és —1 < p < 1. Jourdain[I8] megmutatta, 5 < 1 esetén F(t)
martingél, tovabba § = 1 esetén F(t) pontosan akkor martingal, ha p < 0.

Erdemes megjegyezni, hogy v = 0 és § = 1 esetén az arfolyam dinamika egy geometriai
Brown—mozgé:ﬂ mig v =0 és § = 0 esetén pedig egy aritmetikai Brown—mozgé:ﬂ Ebben
a két esetben ismert zart formula eurdpai vételi jog arara: el6bbinél a Black-modellt,
utébbi a normal modellt kapjuk vissza. Altalaban pedig a call opcié arara az Gn. szingu-
laris perturbacios eljarassal adhatunk aszimptotikusan pontos kozelité formulat.
Eurdpai vételi jog arazasa a SABR-modellben nagyon hasonlé médon torténik, mint a
Black-Scholes-modellben: tekintiink az alaptermékre szold eurdpai vételi opcidt, annak
értékére felirunk egy differencidlegyenletet, majd megkeressiik annak megoldasat. Annyi
az eltérés és emiatt a nehézség is, hogy nem ismert explicit megoldasa a differencidlegyen-

letnek, ezért kozelits eljardsokra van sziikség. Természetesen a Black-Scholes-modellben

LA dF(t) = aoF(t)dW;(t) differencidlegyenletti geometriai Brown-mozgas a Black-modellt adja vissza.
2A dF(t) = agdW;(t) aritmetikai Brown-mozgés pedig a normal modellben jelenik meg.
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az arazast replikald portfolio kialakitésaval is elvégezhetjiik, ennek azonban nem ismert
megfelelje a SABR-modellben.

A menetrend a kovetkezé: megadjuk az eurdpai vételi opcid arat a szokésos arazéd for-
mulaval, felirjuk a feltételes varhatd értéket integralassal, ahol az integrandus kielégit
egy differencidlegyenletet, amelynek azonban nem ismert az explicit megoldasa. Ezért
elgallitunk egy aszimptotikusan pontos megoldast az un. szinguléris perturbacios eljaras
segitségével. A modszer lényege, hogy kozelitjiikk a differencidlegyenletet egy olyannal,
amit mar meg tudunk oldani. Ennek az 14j differencidlegyenletnek a megoldasa lesz az
eredeti differencidlegyenlet kozelitése. Latni fogjuk, hogy ebbdl a formulabol hogyan sza-
mithatjuk ki a Black-modell implikalt volatilitasat.

3.1. Az arazo6 formula

Legyen V(t, f,ap) a hataridds arfolyamra vonatkozd eurdpai vételi jog értéke a t id6-
pontban, ha F(t) = f és a(t) = ap. Legyen T., az opci6 lehivasanak idépontja, Ty az
elszamolas idépontja, K pedig a kotési arfolyam. Az (F(s), a(s)) kétdimenzios valoszint-
ségi valtozo egyiittes striségfiiggvénye legyen p(t, f, o, s, -, ). (Feltessziik, hogy F(s) és

a(s) is abszolat folytonos eloszlasi.) Ekkor az opcid értéke a ¢t idépontban
V(t, f,o0) = D(t, Tyet) - B (F(Tew) — K)T|F(t) = f,a(t) = o)

s oo (3.2)
— o (Tset—) / / (F — K)p(t, f,a0, Tew, F, A)dFdA.
0 K

A diszkontfaktor csak egy szorzo tényezs, ezért csak a kettGs integralra fokuszalunk:

V(t, f, ) = /Ooo /:(F — K)p(t, f, o0, Toy, F, A)dFdA. (3.3)

Tetsz6leges t < T, esetén az arazd formula

0o e Tex
V(t, f,a0) = (F — K)* —|—/O /K /t (F — K)ps(t, f, a0, s, F, A)dsdFdA (3.4)

alakra hozhat6. Ezutén felirjuk az integralban szereplé py parcialis derivaltra a Fokker-

Planck egyenletet.

3.1.1. Tétel (Fokker[12], Planck|20]). Tekintsik az aldbbi tobbdimenzids sztochasztikus
differencidlegyenletet
dX(t) = p( Xy, t)dt + o (X (t),t)dW (), (3.5)
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ahol X (t) és (X (t),t) N-dimenzids véletlen folyamatok, o(X(t),t) N x M-es mdtrixz és
W (t) M-dimenzios Wiener-folyamat. Legyen p(x,t) az X (t) striségfiggvénye. Ekkor

_; di (pal, )p(, 1)) + - d% ZZ (@, t)pla,t)) (3.6)

i=1 j=1

ahol D = %O’O'T.

Az X(s) = (F(s),a(s)) és O(F) = F? helyettesitésekkel azt kapjuk, hogy

1 1
Py = §A2[C2(F)p]pp + pu[AQC(F)p]FA + §VQ[A2p]AA, ha s >t (3.7
=§(F — [)0(A—ap), has=t,

ahol 6 az origora koncentralt Dirac-mérték®l Az &razoé formulat késsbb hasznalni fogjuk
a normal és Black-modellek esetén is, ezért vezettiik be a C(F) jelolést.
Mivel a(s) lognormalis eloszlast, aminek véges a varhato értéke és szorasa, ezért az (F, «)

egyiittes stirtiség fiiggvénye A%-nél gyorsabban tart nulldhoz, ha A — oco. Ezért
| e, = [lemas), )i =o
o A=00
| 0= (A1 =

Ezt beirjuk a [3.7 egyenletbe és az arazé formulara azt kapjuk, hogy

V(t, f,a0) = (F — K)* + % /OOO /:/t C(F = K)A[CP(F)plppdsdFdA. (3.9)

Az integralok sorrendjét felcserélve az arazo formula tovabb egyszertisodik:

~ 1 Tex 00
Vit fra0) = (F = K)*+ 5C2(6) [ [ 4900, fra0.5, K. A)dAds
t 0

1 - (3.10)
—(F=K)* 4 5C3(E) [ Pl fan s, K)ds,
¢
ahol .
P(t, f,a, s, K) :/ A2p(t,f, a,s, K, A)dA. (3.11)
0

Ezutan felhasznaljuk a hatralo Kolmogorov-egyenletet, hogy az arazé formulat tovabb

alakitsuk. Most rogzitjiik s értékét és a t értékét tekintjiik valtozonak.

3Legyen (M, A) mérhets tér gy, hogy € M. Ekkor az z-re koncentralt Dirac-delta mérték olyan,
hogy tetsz6leges A € A esetén 6(A) =1, hax € A és §(A) =0, ha z & A.
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3.1.2. Tétel (Kolmogorov [19]). Tekintsik az aldbbi tobbdimenzids sztochasztikus diffe-
rencidlegyenletet

dX(t) = p( Xy, t)dt + o(X(t),t)dW (1), (3.12)
ahol X (t) és (X (t),t) N-dimenzids véletlen folyamatok, o(X(t),t) N x M-es mdtrixz és
W (t) M-dimenzios Wiener-folyamat. Tegyiik fel, hogy f kétszer folytonosan differencidl-

hato valos szdmokon értelmezett N-vdltozos fiigguény.
Legyen u(t,z) = E(f(X(t)|X(0) = x). Ekkor u kielégiti a

Z (uz T, t)— ) +ZZ ( (2, 1) #jlxju(x,t)) . (3.13)

i=1 =1 j=1

egyenletet az
u(0,z) = f(z) (3.14)

kezdeti feltétellel, ahol D = Loo™.

Ekkor P-re felirjuk a hatral6 Kolmogorov-egyenletet, az f(x) = 22 valasztassal, tehat

1 1
P, + —a2C*(f)P —I—,OVOéQCfPa-f- —? Paa =0, hat<s,
t 20 ()ff 0()f0 9 000 (315)
P=0a30(f - K), hat=s.

Vegyiik észre, hogy P kiilon-kiilon nem fligg az s és t valtozoktol, csak az s — t kiilonbsé-

giliktsl. Ezért vezessiikk be a7 =s—1t és a 7., = T., — t valtozokat.

3.1.3. Tétel (Hagan et al.[I3]). A hatdridds drfolyamra vonatkozé eurdpai vételi opcio

értéke
1 Tex
V(t, f,a0) = D(t, Tser) <(F - K)t+ 502(K)/ P(r, f, aO,K)dT) , (3.16)
0
ahol P kielégiti a

1
1?03 Poyag, ha T>0 (3.17)

P = —%C (F)Prs + progC(f)Pray + 5

egyenletet a
P=0a30(f-K), hat=0 (3.18)

kezdeti feltétellel.
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A Tételben szerepls differencidlegyenletet az in. szingularis perturbécios eljarassal
oldjuk meg. A egyenlethez keresiink olyan differenciadlegyenletet, ami bizonyos érte-
lemben kozel van az eredetihez és ezt a differencidlegyenletet méar meg tudjuk oldani. Ez
a megoldas lesz a P kozelitése. Azzal a feltevéssel éliink, hogy a és v (tehat a volatilitas

és a volatilitas volatilitasa) is 0-hoz kozeli ezt pedig az alabbi alakban irjuk fel:

dF(t) =ea(t)C(F(t))dWy, F(0)=f
da(t) =eva(t)dWsy(t), «(0) = ay, (3.19)
AW, (£)dWa(t) =pdt.

Ezzel a paraméterezéssel a Tétel is megvaltozik.

3.1.4. Tétel (Hagan et al.[I3]). A hatdridds drfolyamra vonatkozé eurdpai vételi opcié

értéke
V(t, f.00) = Dt Tu) ((F K)o SO R) /0 " P(r, f.00. K)m) . (3.20)
ahol P kielégiti a
P, = %a35202(f)}7ff + 2 prvadC (f) Prag + ésQVQOzSPaoao, ha T >0 (3.21)
egyenletet a
P=a2(f-K), hat=0 (3.22)
kezdeti feltétellel.

A tovabbiakban a [3.2]] differencialegyenletnek keresiink kozelité megoldasat, méghozza
O(£?) hibaval.

Térjiink at az f valtozordl a z valtozora az alabbi egyenlettel:
1 I dy

% K (y)

(3.23)

Tovabba legyen B(eaz) = C(f). Ezzel a paraméterezéssel O(1) hibaval a hévezetési egyen-
letet fogjuk kapni, amit a Tételben latni is fogunk.

A parcialis derivaltak is megvaltoznak az 0j paraméterezés miatt:

LI S S U T B N B
of capC(f) 0z eapB(eagz) 0z’ Oy Ooy a0z '
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és ezaltal

0? R 1 0? . B'(eapz) 0
— —_— —_— — a — ——
df? 202 B2(eqpz) | 022 " B(eapz) 02
2 1 2 2 1
o, o o0 191 (3.25)
0fday eapB(eagz) | 02000 9022 a0z
82_)82 2z 0? +2232+228
da dat  ap0z00g k02?2 at0z
A kezdeti feltételt biztosité Dirac-mérték sulyozésa is megvéltozik:
1
0f—K)=90 C(K)) = ————=6(2). 3.26
(F = ) = 8(eanzClK)) = ——ndl() (3.26)
Végezetiil legyen
P="C(K)P. (3.27)
Qo
Ekkor az arazé formula is megvéltozik, most mar P segitségével irjuk fel.
3.1.5. Tétel. A hatdridds drfolyamra vonatkozé eurdpai vételi opcio értéke
1 Tex
V(r, f,a0) = D(t, Tser) ([f - K|t + ésaoC(K)/ P(T,Z,ao)dT) : (3.28)
0

ahol 13(7, z,ap) kielégiti a
2.2 2\ 1 ' 2 2 >
1 —2epvz + 2%2%) P, — —eap—= P, + (epv — €°v°2) agPug,
) 2 B (3.29)
5521/2 (a%PaUaO + anPao> , haT>0

~ 1
PT:§(
+

egyenletet a

P=4(z), hat=0. (3.30)

kezdeti feltétellel.

Ha a differencialegyenletbdl elhagyjuk az O(1)-nél kisebb tagokat, akkor a hdveze-
tési egyenletet kapjuk vissza: P = %Jf’zz. Ennek pedig ismert az explicit megoldasa. A

pontosabb becslésért O(?) hibaval oldjuk meg a differencialegyenletet:

- 1 - 1 B . ~
P=-(1-2 V222 P, — —eap— P, P..,, hat>0
( EpVZ + V72 ) 25a0 B + eprag iy, arT (3.31)

[\]

A~

P=46(z), hart=0.

A tovabbiakban tjabb helyettesitésekkel és kozelitésekkel az a célunk, hogy eltiintessiik az

ap-szerinti parcilis derivaltakat, ugyanis ekkor a differencidlegyenletben csak a z valtozo
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szerinti parcialis derivaltak maradnak majd. Ez pedig azt jelenti, hogy oy paraméternek
tekinthetd és a differencidlegyenletet egyvéltozossa redukaltuk.

Egy 4] valtozo6 definidlasaval eltiintetjiik a sea (B'/B) P. tagot. Legyen H(, z, a) olyan,
hogy

P =./C(f)/C(K)H = \/B(cayz)/B(0)H. (3.32)
P parcialis derivaltjait kifejezziik H és parcialis derivaltjainak segitségével, majd beirjuk
a kapott kifejezéseket a egyenletbe és elhagyjuk az O(g?)-nél kisebb tagokat:

P. = /B(za02)/ B(0) {HZ ; lgonEH} ,

2 B
A B/ B// B/2
P.. = \/B(cayz)/B(0) {sz +ea H, + &%a} [QB - 432} H} (3.33)
1 B 1 B’ 1 B
P.o, \/B (eapz)/B(0) {Hzao + §€Z§Hz + §5a0 i H,, + QEEH}

Ekkor pedig az arazé formula

V(s foo0) = = KJ' + 5e00V/BO)BGaws) | Hirzoodr, (334

ahol H kielégiti a

1 1 B
H, = 5 (1 — 2eprz + 2P 2) H,, — §€2pya0§ (zH, — H)
1B" 3B"* 1 B
+ 8 aO <4 B 8 B2> H+ EPV Qg (Hzao + §€OKQEHQO> , ha7>0 (335)

H=46(z2), hat=0

differencialegyenletet és kezdeti feltételt.
A helyettesités miatt ismét megjelentek O(e?)-nél kisebb tagok. Ezeket ismét elhagyjuk
és az alabbi differencidlegyenletet kapjuk:

1 1 B’
H. = =5 (1 — 2eprz + 2P 2) H,, — §€2pya0§ (zH, — H)
1B/l 3B/2
—+ €2Oég (ZE — gﬁ) H, ha 7 > O, (336)

H =6(z), hart=

Eltiintettiik az o szerinti parcialis derivaltakat, ezért innentdl «q tekinthetd fix paramé-
ternek. Ez az eredmény kulcsfontossagu, hiszen a problémét egydimenziossa redukaltuk.
A tovabbiakban a H, parcialis derivaltra fokuszalunk. Az a célunk, hogy tjabb kozelité-

sekkel egy olyan differencidlegyenletet kapjunk, amit mar meg tudunk oldani.
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O(e) hibaval B'(eayz)/B(eapz) és B"(eaz)/B(eapz) konstansok, ezért ezekre a hénya-

dosokra definidljuk az alabbi valtozokat:

by = B’ (eapz0) /B (eapz0), by = B" (eqwzg) /B (evz0) , (3.37)
valamely régzitett zg-ra. Tovabba legyen
H = == waobiz®/4 (3.38)

Ekkor a arazo formula jelenlegi alakja:

~ 1 2 2 Tex
V(t, fya) =[f — K]" + §€a0 B(0)B(eapz)e’ praobiz /4/ H(r, z)dr, (3.39)
0

ahol H kielégiti a

H. = % (1 —2eprz + °v°27) H.. +c%a? (41162 — gb?) H + %52p1/a0b1ﬁ ha7>0
(3.40)
differencialegyenletet a
H=6(2), har=0 (3.41)

kezdeti feltétellel.

A z valtozorol attériink az x valtozo hasznalatara, amit az aldbbi egyenlet definiél:

eV Jo 1—-2p(+¢* ¢€v L—p

Ezzel a helyettesitéssel az drazod formula:

~ 1 2 2 Tew .
V(t, fa0) = [f — K|T + 56050 B(0)B(eapz)e® praobiz /4/ H(r,x)dr, (3.43)
0

ahol H kielégiti a

N 14 1 ~ 1 3 A3 -
H, = §Hx:r: - §€V[/(€VZ)HI + 52043 (ZbQ - gb%) H + ZEQPVaoblHa ha 7> 0

H=46(z), har=0.

(3.44)

egyenleteket egyenletet és kezdeti feltételt, ahol

I(¢) = /1= 2pC + 2. (3.45)

1Ekkor persze evz = sinheva — p(cosheve — 1).
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Az utolso 1épés () definialasa az alabbi egyenlettel:
H=1"?(evz(x)Q = (1 —2epvz + 2 2)1/ Q. (3.46)

Ekkor )
H, = I'?(cv2) [Qz + §€VI/(€I/Z)Q:|
! ' (3.47)
H,, = I'?(cv2) l@m +evl'Q, + 202 (51”1 + 11’1’) Q} ,
tovabba a [3.1.3] arazo formula jelenlegi alakja:
~ 1 Tex
V(0. f.a0) = I = KT + ooy BOBGaa 1 Aeva)ets e [t ajar, (.49
0

ahol @) kielégiti a
1 2.2 1 1" 1 17! 2 2 1 3
BNy Ly p— —by — —
Q.= 2Qm+5u (4 3 Q+ 7oy 4b2 3

Q=46(x), har=0

3
bf) Q+ ZSquaole, ha >0

(3.49)
egyenletet és kezdeti feltételt.
Ismét O(e) hibaval szamolva, az I(evz),I'(evz), I"(evz) valtozok konstansok, ezért z
helyettesitéssel kicserélhetjitk Sket az [ (evz), I’ (evzy), I” (evzy) értékekre. Legyen to-
vabba
3 3

1 1
K =1 <ZIH (evzo) I (evzo) — 5 [I' (evz0) )) + af <4b2 glﬁ) + L—lpuaobl. (3.50)

Barmennyire is bonyolultnak tiinik, £ egy konstans érték. A SABR-modell szempontjé-
bol kulesfontossagi részhez értiink, ugyanis O(g?) hibaval szamolva a differencidlegyenlet

tovabb egyszertisodik:
1
QT = 5@1’90 + 52"’{'@’ ha 7 > 07

(3.51)
Q=9(z), har=0.
Ennek a differencidlegyenletnek pedig ismert az explicit megoldasa:
1
Q= ——e /2T, (3.52)

27T
Emlékezziink vissza mi volt a SABR-modell megalkotoinak a célja: a Black-féle implikalt
volatilitasmosoly meghatarozasa. Ennek érdekében nem az explicit megoldast hasznéljuk,
hanem hatvanysorba fejtjiik és elhagyjuk az O(g?)-nél kisebb tagokat:

1 2 1
Q: " /2T .
27T7— (1_§H€27—+"')3/2

(3.53)
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A szokéasos hatvanysor helyett a kitevGben % szerepel, ami kulcsfontossagi lesz a kdvetkezd
alfejezetben az implikalt volatilitds meghatarozasaban.

Tehat sikeresen meghatéaroztuk az arazo formula kozelitését:

.2 2
e /27’65 T dr.

(7 1 Tex 1

V(t, foan) = [f—K]"+=eag B(0)B(€aoz)l1/2(5uz)6‘1*€2pya0b122/

2 0 2T
(3.54)

Egyetlen lépés maradt mar csak, mégpedig alkalmas helyettesitéssel egy kezelhetébb alak

elgallitasa. Vegyiik észre, hogy

- 1 - }KT Tex 1 2 2 2
V(t, f,a0) =[f — K]" + §fT/ \/%e_x /27 e 0T (3.55)
0
ahol
1'? 1
£20 = log (;io;( B(O)B(eaoz)> + log (%(gyz)> + ZSquaoble. (3.56)

Az araz6 formulat O(g?) hiba erejéig hataroztuk meg, ezért felhasznalhatjuk, hogy

2 1 1
= = +0 (g% 3.57
(1 — %/@527')3/2 (1 . 2827'5%>3/2 ( ) ( )

Ebbél pedig azt kapjuk, hogy
dr

~ 1 f — K [Te= 1 2 2
Vit fog) =[f — KT+ = / e /2™ . 3.58
( f 0) [f ] 92 T 0 \/% (1 . 326_72.529)3/2 ( )
Legyen
22
q= o (3.59)
-

Ekkor az integralasban attériink erre az 0 valtozora és megkapjuk az [3.1.3] arazo formula

végss alakjat:

|f — K| [* e—a+e’0
4/ )2 (g —e20)%?

2Tex

V(t, f,o0) =[f — K]t + dq. (3.60)

A végs6 formulat megkapjuk az integralas hatérainak eltolasaval.
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3.1.6. Tétel (Hagan et al.[I3]). A SABR-modellben a hatdridds drfolyamra vonatkozo

europat vételi jog dra

oK Y e
V(ta f: aO) = D(t7Tset> ([.f - K]+ + ﬁ %7529 qu> 3 (361)

O(g?) hibdval, ahol

12 1
£%0 = log (fgioz_ B(O)B(saoz)> + log (%(gyz)) + Z€2P1/aob132. (3.62)

Sikeresen meghataroztuk az araz6 formulat, a kévetkezd fejezetben pedig az implikalt
volatilitasra adunk kozelité formulat. Természetesen ez a formula még nincs kifejezve az
eredeti paraméterekkel, ettSl most eltekintiink, hiszen minden 1j paraméter joldefinialt,
igy alkalmazni tudjuk az araz6 formulat. Az implikalt volatilitast ugyanakkor ki fogjuk

fejezni az eredeti paraméterekkel, hogy konnyedén megkapjuk a volatilitdsmosolyt.

3.2. A normal implikalt volatilitas

Az el6z6 alfejezetben meghatéaroztuk a hataridés arfolyamra vonatkozo eurdpai vételi op-
ci6 kozelits arat, ami viszont még fiigg € megvalasztasatol. Ebben az alfejezetben a célunk
az implikalt volatilitas kiszdmitasa normal modellben.

Ahogy méar korabban is emlitettiik (Id. egyenlet), az araz6 formulat altalanos C(f)
fiiggvénnyel hataroztuk meg, igy specidlis esetekben is fel tudjuk irni az eurépai vételi

opci6 arat. Kezdjiik is a normal modellel. Ekkor
dF(t) = ondW(t), F(0)=f, (3.63)

ahol oy konstans volatilitds. Ebben a modellben C(f) azonosan 1. Az arazé formula

(3.1.6) Tétel) szerint az opci6 értékre

f =Kl [~ et

V(t =[f- K|t +~+— —=d 3.64
Ugyanakkor a [2.10] egyenletet parcialis integralassal az alabbi alakra hozhatjuk:
~ — K| [ e
Vit f) = If - k)t + LK £ _dq. 3.65
Y v I (3.65)

20?\[751
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Tehat kétféle paraméterezés mellett (egyszer altalanosan, egyszer pedig a normal modell
esetében) is elGallitottuk az eurdpai vételi opcid aranak kozelitését. A két ar pontosan
akkor egyezik meg, ha az integralasok als6 hatarai megegyeznek, azaz
2 2
x - K
229 = u

2Ter 203 e

(3.66)

ezt pedig atrendezve megkapjuk oy értékét, amit O(e?) hibaval hatvanysorba fejtiink:
- K 1 - K 0
asz . _J {1+52—2M+---}. (3.67)
x (1 _ 282%7.%)5 x x
Ez egyel6re egy nehezen kezelhets formula, ezért kozelitéssel visszavezetjiik a kiindulo
véaltozoinkra. Korabban £26 értékét egy harom tagt Osszegként definialtuk (1d.

egyenlet), az Osszeg tagjait kiilon-kiilon fogjuk becsiilni hatvanysorba fejtéssel. Tehét az

fav = VK jelolést hasznalva

aN—(f_K)( - ){1+52(¢1+¢2+¢3)nx+-~}, (3.68)

z x(2)

ahol
EQpz

F—K

24
2 — 3p?
===

2 = %log ( C’(f)O(K)) = 272—_7%5204302 (faw) + -+~

1
2y = 5 log <§ [1 — 2eprz + 52y2z2} 1/4>

2= 5
z
1 B'(evzy) 1
2 2 2
— = C (far) + -+
€703 & PV (ev20) 1 Praom (fav)

¢ (fa) _ " (fav)

N0 ) P70

Még sziikségiink van a szorzat els6 két tényezGjének atalakitasara:

f—KZEOzo(f—K):( 1 Iy )—1 7

: T f—K J¢ caC(y)) (3.70)
c ¢

T g (/) (371)

1—p

(3.69)

ahol

(= v (¥ dy v f— K
=cvz = — —_— = —

Qo J g C (y) Qo C (fav)

Azt érdemes megjegyezni, hogy altalaban nem eredményez jelentds javitast a ¢, @9, és @3

(1+0(¢%)). (3.72)

valtozok hasznalata, mivel 0-hoz kozeli az értékiik.
Most mér rendelkezésre all a normal implikalt volatilitds kozelité formulaja a SABR-

modellben.
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3.2.1. Tétel (Hagan et al.[13]). Tegyiik fel, hogy a forward drfolyam dinamikdja adott a
SABR-modell segitségével:

dF = edyC(F)dW,, F(0) = f

dOZO = €Vd0dW2, do(O) =

dWldWQ = pdt,
Ekkor az eurdpai vételi opcichoz tartozo implikdlt normdl volatilitds K kotési drfolyam
mellett:
eap(f — K) ¢
UN(K) = T d | =
v o 2(¢)
22 = 50 1 2-3p" 5] o
{1+ |: 24 a/OC (fav)+ 4,07/040’710(fau)+ 2 1% € Tex+ ;
(3.73)
! O _C"(u)
fav: fK7 M= m}a 7:—(“)7
CUw) T Cw) -
(&%) C (fav) ’ 1 - 1%

3.3. Black-féle implikalt volatilitas

Végezetiil kiszamitjuk a Black-féle implikalt volatilitast. Tegytik fel, hogy a forward ar-

folyam geometriai Brown-mozgast kovet:
dF = eogFdW, F(0)=f, (3.75)

ahol a szorast eop alakban irjuk fel, hogy konzisztensek maradjunk a modelliinkkel. Irjuk

fel a drazo formuldt a normal és a Black-modellben is. A két ar O(g?) hiba erejéig
megegyezik és az integrandusok egyenlGsége miatt fennall, hogy

g0 B(f — K ) 1

K= —"—""—F7"<¢1—-—

o) = T /K 24

Az el6z6 egyenletet atrendezve megkapjuk a Black-féle implikalt volatilitast:

oK) = C0lo8 S /K ( ¢ )

208 Ten + -+ } : (3.76)

Ty ;
K Cly) (©)

vy — 2 +1/F2 1 ) a2
{1"— |: 2 7;4—’_ / aUCY(2)02 (fav)‘szVCYo")/lC(fay)—f‘ 24p y2:| €2Tex+...}.

(3.77)
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Végezetiil nézziik meg azt a specialis esetet, amikor C'(f) = f*. Ekkor a SABR-modell

szerint a forward arfolyam az alabbi dinamikat koveti:
dF = eqoFPdw,,  F(0) = f
day = evagdWs, ap(0) = ag (3.78)
dW1dWs = pdt.
A B.79kes Tétel szerint ekkor a normal implikdlt volatilitis O(£?) hibaval

_eao(1 =B = K) (¢
i 0 (6

3.79)
—B(2 — 2 92 _ 2 (
{1 + { B( 2752050 + Pa(ilig n 3p V2:| 27, —i-"'},
24fav 4fav 24
ahol f,, =/ fK, tovabbé
v f-K 1-2p(+—=p+(¢
= — , 2(¢) =1lo : 3.80
S () g(v = (3.80)
Hatvéanysorba fejtéssel még tovabb alakitjuk a [3.79] formulat:
1 1
f—K=y/fKlogf/K {1 + ﬂ1og2 f/K + 930 log* f/K + - } :
1— 2 1— 4
Pt = == )0 o g {1+ B ot i S B ot g
(3.81)
Ezzel a kozelitéssel tehat a normal implikalt volatilitas
1+ Llog® f/K + w5-log" f/K + -
o () = eag( 1) 20108 JIK + o o T (=5)
1+ 5= log” f/K + G55~ log" f/K +--- (3.82)

_5(2_5)0‘(2) paor 3 2—3p° 2| 2
{l—l—[%(fK)l_ﬁ +4(fK)(1—5)/2+ 2 V:|6Tem+...}7

ahol

v
%)

¢ = L(FK)ID 2 10g f/K, £<<)=1og<”1_2p§ff_p+g)- (3.83)

Ebbdl pedig méar meg tudjuk hatarozni a Black-féle implikalt volatilitést.

3.3.1. Tétel (Hagan et al.[13]). A SABR-modellben az eurdpai vételi opcidra vonatkozo
£ 1 (
(R OB 002 f /K OB 00 £/ 4o \ 2

Black-féle implikdlt volatilitds O(g?) hiba erejéig
¢ )
950 (©)

1— 2.2 2_32
{1+{( By | __paov pvﬂe%m—i—---},

O'B(K) =

(3.84)

2A(fK)-F " A(fK)0-R)/2 24
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ahol

1-2 2 —

= LRI P10 /K, #(C) = log ( A s C) . (389)
(7)) 1-— 1%

Az utolso 1épésben legyen € = 1, ekkor ugyanis megkapjuk a Black-féle implikalt volatilitas

kozelits formulajat a SABR-modell eredeti paramétereivel:

; e ()
(PR 4 B log? f /K + G- log! f/K \3(0)/

(1= B)*ag pagr3 2 - 3p?
{1 " [24@%)1—2’ Y agRer ] } |

5B(f7K) =

(3.86)

A kamatcsereopciok arazasdhoz sziikségiink van a modell paramétereinek kalibralasara,

ezt pedig majd az ATM implikalt volatilitas segitségével fogjuk megtenni az[5] fejezetben.

3.3.2. Tétel. ATM pozicioban, azaz K = f esetén a Black-féle implikalt volatilitdas kéze-

litd értéke:

_ 1 _B 2.2 5 2_3 2
75 = Fi5 {1+ [(24#—)2? St e } rez} (3.87)
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4. fejezet

Az arbitrazsmentes SABR-modell

AR fejezetben bemutatott arazo formula explicit képletet ad az eurdpai vételi opcio arara
és ezaltal az implikalt volatilitasra, azonban ez csak kozelité formula, ami azzal a feltéte-
lezéssel él, hogy ag\/Tez, VA/Tex, €S % kicsi. Ha a harom feltétel koziil valamelyik nem
teljesiil, akkor az drazoformula pontossidga lecsokken és ami ennél is nagyobb probléma,

hogy arbitrézs lehetGségeket teremt.

4.1. Arbitrazs a SABR-modellben

Az eredeti SABR-modellben [I3| az implikalt volatilitasra adott egyenlet csupan
kozelité formula, ezt nagyon fontos kihangsilyozni. Ugyanis bizonyos esetekben el&for-
dulhat, hogy ha ezzel arazunk akkor arbitrazs jelenhet meg. Ez az arbitrazs az implikalt

strtségfiiggvény elGjeléhez kéthetd.

4.1.1. Definicié. Amennyiben meghatdrozhato eqy kockdzatsemleges hatdridds drfolyam
eloszlds gy, hogy a szokdsos drazo formuldban szerepld feltételes vdrhato érték minden
g(s) kifizetésfiggvényi szarmaztatott kévetelésre pontosan annak piacon megfigyelt drdval

estk egybe, azaz

Eq(§(F(Te)|E(t) = f) = e "0 /OOO QUf.t. s, Tea)g(s)ds, (4.1)

akkor ezt az eloszlast implikdlt eloszldsnak, a Q(f,t, ., T.,) striségfigguényt pedig implikdlt

striségfiggvénynek nevezzik.
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Nagyon alacsony kotési arfolyamok, vagy hosszu lejarat esetén a SABR-modell eurdpai
vételi opcid ara altal indukalt lejaratkori implikalt striségfiiggvény helyenként negativva
vallhat, ami arbitrazshoz vezethet [17]. Specidlisan bemutatunk egy pillangéd arbitrazst,
amihez felhasznaljuk a Breeden-Litzengberger formulét[6]:
d*V,
Tt 2l — O(f,t, K, T, 4.2
e el — QU K. Ta), (4.2)

ahol V,,; a hataridGs arfolyamra vonatkozo eurdpai vételi opcioé t—beli értéke.

4.1.2. Példa. Tekintsiink harom T, iddpontban lejdro europai vételi opciot, melyek kités:
drfolyamai Ko—AK, Ky és Ko+ AK. Az elsd és a harmadik opcio legyen long pozicioban,

mig a mdsodikbol tartsunk kettét short pozicioban. Ekkor a lejaratkori kifizetés fiigguény:

KifizetésTfuggvény

L
K +AK Kotési arfolyam

4.1. abra. Pillang6 opcio kifizetéstiiggvénye

Azt latjuk, hogy ennek az opcidnak nemnegativ a lejdaratkor: kifizetésfiiggvénye, rdaddsul
pozitiv valosziniséggel pozitiv, ezért az opcio értéke pozitiv tetszdleges t < T, iddpontban,

azaz
Veau(t, f, Ko — AK, T.,) — 2Veau(t, f, Ko, Tew) + Veau(t, f, Ko + AK, Te,) > 0. (4.3)

Tegytik fel, hogy Kq olyan, hogy az implikdlt siriségfiggvény, azaz Q(f,t, Ko, Te,) negativ.
Ekkor a Breeden-Litzenberger formula szerint a V.o K-szerinti mdsodik parcidlis derivdlt-
ja negativ Ky-ban. Ez pedig azt jelenti, hogy ha differenciahdnyadosokkal kozelitjik, akkor
kellden alacsony AK esetén az elobb bemutatott pillango opcio értéke negativ lesz, ami
pedig arbitrdzshoz vezet:

2

e o°V
0> ¢ (Tea t)Q(f,t7KO7T6I) = aQ—K(t,f, Ko, T.,) ~

‘/call(t; f7 KO - AK) Te:c) - 2‘/call(t7 fa KO; Tez) + ‘/call(ta f7 KO + AK) Tex)
AK?

(4.4)
> 0.
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Most pedig megnézziik, hogy a lejaratkori implikalt stirtiségfiiggvény valoban lehet negativ
is. A Breeden-Litzenberger formulaban szereplé parcialis derivaltak konnyen lehetnek

negativak, amit az aldbbi abra is mutat:

Implikalt sGrlségfliggvény

Implikalt stirGiségfliggvény

Kotési arfolyam

4.2. abra. Negativ implikalt strtségfiiggvény a SABR-modellben

Ezt kikiiszobolends, Hagan és Lesniewski [14] létrehoztak egy numerikus modszert, amely

arbitrazsmentes kozelitését adja meg az eurdpai tipusii opciok fair aranak.

4.2. Az el6re halad6 forward egyenlet

Hagan és Lesniewski cikke [14] alapjan bemutatjuk az arbitrazsmentes SABR-modellt.
A B.d}es alfejezethez hasonloan kezdjiik a targyalast, méghozza a SABR-modell alabbi

alakjat elemezziik:

dF(t) =ea(t)C(F(t))dW;, F(0)=f

da(t) =eva(t)dWs(t), «(0) = ay, (4.5)
Ismét O(e?) hibaval dolgozunk és feltessziik, hogy e kicsi. Az a cél, hogy numerikusan

megadjuk a lejaratkori implikalt strtségfiiggvényt, hiszen ekkor barmilyen eurépai tipusta

opciot tudunk majd arazni.
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Az (F(s),a(s)) kétdimenzios valoszintségi valtozo egyiittes strtiségfiiggvénye legyen
p(t, f, 0,8, +,+), ha F(t) = f és a(t) = ap, tovabba

QW (t, f, a0, 5, F) = / AFp(t, f, ap, s, F, A)dA. (4.6)
0
A motivacio a Q*) momentumok definidlasanak az alabbi azonossag:

Q(TECE? F) = Q(O)<t7 f> 0407Tea:7 F) (47)

Ekkor ugyanis kapcsolatot teremtiink a Q@ és Q® momentumok kozott, majd numeriku-
san megadjuk a Q® momentumot és ezzel az implikalt strtségfiiggvényt is. Az implikalt
strtségfiiggvénnyel pedig mar definicié szerint tudunk arazni tetszéleges eurdpai tipusta
opciot. A tovabbiakban a alfejezethez analog indoklasok kovetkeznek, ezért csak a
f6bb lépéseket és eredményeket mutatjuk be. Természetesen a részletes szamitasok [14]-
ban megtalalhatoak.

A p strtségfiiggvényre felirjuk a Fokker-Planck egyenletet Tétel), amibdl az kovet-
kezik, hogy

1
ng) — 552 (02(F)Q(2))FF’ ha s > t. (4.8)
Ugyanakkor a Q*) momentumok teljesitik a hatralo Kolmogorov-egyenletet (3.1.2] Tétel),
vagyis
1,
k
P = SaRCIQ + 2pdCNQY, + 3 i, hat<s (19

az alabbi peremfeltétellel:
QW(t, f, a0, 5, F) = akd(F — f), hat=s. (4.10)

Ezt a differencidlegyenletet a peremfeltétellel egyiitt a |3.1} alfejezethez hasonléan sza-
munkra hasznélhatobb alakra transzformaéaljuk.
Ehhez legyen 7 = s — t, B(eapz) = C(f),

1 Fdx
= — — 4.11
T 5 Cx)’ (411)
¢és a konnyebben kezelhetGség kedvéért
okl
Q(k) (T,Z,Oﬁo) Q (T,Z,Ofo). (412)

( )
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Ekkor az f valtozorol attériink a z valtozo hasznalatara és elhagyjuk az O(g?)-nél kisebb
tagokat. Igy a differenciélegyenlet O(g?) hibéval:

A 1 A 1 B’ A
QW = —(1+2pevz 4+ 2a2)QW — —cqy (5aoz)Q — (epv + 2%2) (k — 2)QW
1 R
—eprayg anz + §€2V2(/{? ~D(k=2)Q™, haT>0.
A kezdeti feltétel pedig
QW (r,z,a0) = 6(2), haT=0. (4.14)

Az eredeti [13] cikkben ezutan ennek az egyenletnek kerestek egy aszimptotikusan pon-
tos megoldast. Hagan és Lesniewski cikke[I4] alapjan mi most egy maésik iranyban me-
gyiink. Elgszor tovabb alakitjuk a differencidlegyenletet, majd a kévetkezs alfejezetben a
Crank—Nicholson séma segitségével numerikusan oldjuk meg azt.
Legyen

U(r,z,00) = (1 + 2eprz + 20222)Q0(7, 2, ay). (4.15)

Vegyiik au 4.13| differencialegyenletet k = 0 esetén, szorozzuk meg (1 + 2epvz + £21%2?)-nel
és hagyjuk el a legfeljebb O(g?) nagysagrendi tagokat:

B'(eapz) »

A B’
U = <1+2<€pyz—i—€2 2 2)U €OJOWUZ—€pVa0Ua02+g2pVa0B - U (4 16)

2
Az utolso tagot is el szeretnénk hagyni, ezért 4j valtozokat vezetiink be. Legyen

B'(eaz)

= —
B(eapz)’

(4.17)

tovabba
U(r, 2, a0) = U(T, 2, 00 )e= P7o0L. (4.18)

Ismét elhagyjuk a legfeljebb O(g?) nagysigrendd tagokat, igy U kielégiti az alabbi diffe-
rencidlegyenletet és kezdeti feltételt:

B'(eapz)

1
Uy = (1 4+ 2epvz + 222U, — 580&0 U, —epvagUs,,., ha Tt >0,

Bleapz) (4.19)
U=06(z), hat=0.

Vegyiik észre, hogy ez a differencidlegyenlet ugyanaz mint Q(Q)—re felirt differencial-
egyenlet, ezért a megoldas egyértelmiisége miatt Q¥ s U megegyezik O(e?) hiba erejéig.
Ezek szerint

A

QP (7,2, 00) = Q) (7, zag)e” T (1 + 2epvz + e222%). (4.20)
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Ez az egyenlet az eredeti momentumokkal pedig azt jelenti, hogy
QP(t, f,a0,5,F) = a2QO(t, f.ag, s, )P (14 2epvz + €272%). (4.21)
Helyettesitsiik vissza az igy kapott azonossagot a egyenletbe. Ekkor

1
ng) — 5520% [(1 + 2epvz + 521/222+) 682"”0‘0”02(}7)62(0)] , has>t (4.22)
FF

Ezt az egyenletet nevezik a ) implikalt stirtségfiiggvény elére haladé forward egyenleté-
nek. A kovetkezd alfejezetben ezt a differencidlegyenletet fogjuk megoldani numerikusan.
[ értékét O(e?) hiba erejéig szabadon megvalaszthatjuk, a nagyobb pontossig érdeké-
ben Hagan és Lesniewski[T4] azt javasoltdk, hogy differencialhanyados helyett térjiink at

differenciahanyadosra. Tehat a tovabbiakban

C(F) - C(f)
_f ’

=
F

(4.23)

4.3. Diszkretizalas

Ebben az alfejezetben bemutatjuk a Crank-Nicholson sémat|§] felhasznalva a elére
haladé forward egyenlet megoldasat. Ennek a sémanak az a nagy elénye, hogy megérzi a
varhato értéket és a momentumokat.

Tegyiik fel, hogy a hataridgs arfolyam az [Fn, Finee| intervallumon mozog és ezt az
intervallumot nem hagyja el. Ugyanakkor a hatart pozitiv valoszintséggel éri el. Ezek

alapjan a () implikalt strtségfiiggvényt az alabbi alakban keressiik:

QL(S)(S(F — me), ha F = szn
Q(s,F) =< Q(s,F), ha Fpin < F < Foas (4.24)
QR(S)(S(F - Fmax)a ha F' = Fmax

Az atlathatosag érdekében bevezetjilk a D valtozot:
DX(F) = (14 2epvz + 21222) & ool " C2 (), (4.25)
Ekkor ugyanis az el6re halad6 forward egyenlet leegyszertisodik:

1
Q.= 508 [D*(F)Q] oo 18 Frin < F < o (4:26)
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Minden s > t-re 1 a teljes valoszintiiség, ezért
F’maa:
Q" (s) +/ Q°(s, F)dF + Q%(s) = 1. (4.27)
Fmin
A kozépss integral a diszkretizalas soréan Osszegre fog redukaloédni. Differencidljunk s

szerint és a kozépss tag helyére irjuk be a egyenletet:

dQL 1 . P dQR
W 1 D N + 4 <o w28)
A hatéarokon kiértékelve, ebbdl az kovetkezik, hogy
_dQL ; L 5 92 c dQR . 1 5
ds FEII%W 56 e [D (F)Q }F s F_ligl;m —=¢? O‘o [D (F)Q° }F. (4.29)

Ugyanakkor azt is szeretnénk, hogy F'(s) martingal legyen, ehhez pedig arra van sziikség,

hogy a feltételes varhato érték a pillanatnyi hataridés arfolyam legyen:

Fraz
E(F(s)|F(t) = f,a(t) = ag) = FrinQr(s) +/ FQ%(s, F)dF + Fe.Q%(s) = f.
e (4.30)
Az eddigiekbél az adodik, hogy a martingdltulajdonsag megérzése érdekében D?(F)Q° a
hatarokon elttinik. Tehat az alabbi

1
Qr = 5¢%8 [DX(F)Q) 1, b Frin < F < (43D

differencidlegyenletet szeretnénk megoldani, azokkal a peremfeltételekkel, hogy

D*(F)Q°—0, haF—F! = ¢ D*F)Q°—0, haF —F, . (4.32)
minden t < s < T, esetén. A hatarokon a valoszintiségeket a
dQr 1
oz _ lim =e’af [D*(F)Q°],.,
ds  poFh 2 F
min (433)
WOT i Loy 5 [D*(F)Q°]
ds — FoFn. 200 E
differencialhanyadosok adjak meg és a kezdeti feltételek pedig:
Q () =0, Q°(s,F)—=d6(F—f), Q%t)=0, has—t" (4.34)

Emellett olyan megoldast keresiink, amely 1-re 0sszegzddik és megérzi a varhato értéket,

azaz

QL )+ [ Q(T, F)dF + Q™(T) = 1

Ly v R(p (4.35)
FomQ"(T) + fF FQ(T, F)dF + FnaxQ%(T) = f.
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Ezek a feltételek biztositjak, hogy Q°(T.,, F) > 0, amibdl pedig méar kovetkezik az arbit-
razsmentesség.

A jeloléseinket még tovabb egyszertsitjiik, hogy atlathaté6 maradjon a szdmolas:

M(s, F) = %sQO%DQ(F) = %gag (14 2epvz 4 20222) Pl T C2 (), (4.36)
ahol
z(F)—L Y dy _ O -C(f) (4.37)
e f C(y)’ B F—7 . '

Ahogy korabban méar emlitettiik, a Crank-Nicholson sémat[8] fogjuk alkalmazni, ehhez vi-
szont sziikségilink van még a lehetséges vildgallapotok diszkretizaciojara. Legyen h pozitiv

valos és J pozitiv egész olyan, hogy
Frox = Foin + Jh (4.38)
és definialjuk a
]*}EFmin—i-(j—%)h, ha7=0,1,...,J+1 (4.39)

osztopontokat. Ezek lesznek a hataridds arfolyam lehetséges értékei. A h paraméter

értékét gy valasztjuk meg, hogy valamely j, egész szdmra
1
f = ‘Fjo = me —+ <j0 - 5) h. (440)

Ez a feltétel a kés6bbi diszkussziotol kimél meg minket.
Sziikséglink van még az id6 diszkretizalasara. Feltehets, hogy Q(s, F)) implikalt strd-
ségfiiggvény nem kozvetleniil s értékétsl, hanem a 7 = s — t kiilonbségtdl fiigg. Legyen
Q} = Q°(n6, Fy), 7 =n-dt és I’ = F} esetén. Természetesen Q7 kifejezhets az alabbi
integral segitségével is:
1 [Fuintih
Q?:E/ ' Q°(n-dt,y)dy, haj=1,...,J (4.41)
Fmin+(j—1)h

Ett6l most eltekintiink és inkabb az elére haladé forward egyenletre fokuszalunk. A Crank-
Nicholson sémal§| egy numerikus modszer, amellyel a hévezetési egyenlethez hasonlé dif-
ferencidlegyenleteket tudunk megoldani differenciaegyenletek felirasaval. Az el6re halado
forward egyenletet kiilonboz6 véges differenciak modszerével meg tudjuk oldani numeri-
kusan, a Crank-Nicholson séma is egy ilyen, amelynek alapja a trapéz szabaly, tehét a

mésodrend( parcidlis derivaltat atlagoljuk:

dt
n+1 n o__ n+1yn+1 n+1yn+1 n+1yn+1
Q" = Qf =55 {MEL Qi — 2M QT + M QT

(4.42)
dt n n n n n n
77 AM Qs = 2M7QF + ML, Q51 }
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tetszéleges 7 = 1,2,...,J esetén. Ehelyett inkdabb az alabbi alakot hasznaljuk:

n+1 n—l—l n+1 n+1yn+1 n+1yn+1
Q' 2h2{ j+1 j+1_2M Qj M Q }_

(4.43)
2h2{ Q. — 2MIQT 4 M QY. haj=1,2,...,J
A peremfeltételek pedig azt adjak, hogy
Mn—l—l@n—l—l Mn+1Qn+1 ha i = O,
/ (4.44)

M}Lj:ll gﬁ —M7PH QI ha j = J + 1.
A 7 =0¢és 57 = J+ 1 idépontokra nincsenek ilyen feltételeink, ez pedig biztositja, hogy
elegendd szabadsagi fokunk van az egyenletrendszer megoldasara. A kezdeti feltételek a

diszkretizalas soran:

Q) =0, Q2={1Sh EZ?: =0, (4.45)
Az M fiiggvény értékét minden vilagallapotban ki tudjuk szamitani az [4.36] képlet se-
gitségével, ami pedig azt teszi lehetévé, hogy konstansoknak tekintsiik 6ket. Ezekbdl az
kovetkezik, hogy a differencialegyenlet linearis egyenletrendszerré redukalodik. Legyen
Q' ={Q},...,Q } Ekkor a differencialegyenlet a peremfeltételekkel egyiitt felirhato
az aldbbi alakban:

An1Q" = B QM (4.46)

ahol A, 1 és B,y az M} egyiitthatokbol alkotott (J + 2) x (J + 2)-es matrixok. Inver-

talassal azonnal adoédik a rekurzio:

Q"' =B 4,1Q" (4.47)

A kezdeti feltétel miatt Q° adott és innen tetszéleges idépontra meghatarozhatjuk
Q értékét. Ez egy implicit modszer, vagyis az adott idépontbeli () értékeket az el6zd
idépontbeli () értékek segitségével tudjuk meghatarozni.

Most mar csak QT (s) és Q% (s) kifejezésére van sziikségiink. Legyenek

Q7 = QL(n dt), Q= QR(TL - dt) (4.48)
a peremfeltételek az 7 = n - dt idépontban. A Q4 Q1. ..., Q" ", QT értékekbdl

rekurzivan hatarozzuk Q"+1 és Q™ értékét az elére halado forward egyenletbdl:

QU —qn :ﬁ EMPFLQIFL — MEFLQE + MPQY — MPQRY, )
n n dt n n n n n n n n ‘
QR+1 - QR - ﬁ {MJillQJi} - MJ+1QJ+1 + MJ+1QJ+1 - MJQJ} :
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4.3.1. Tétel. A megadott Qr, Q; és Qr megorzik a valosziniséget, valamint a feltételes

vdrhato értéket.

Bizonyitds. Az alabbi alakban bizonyitjuk, hogy a valoszintiségek Osszege 1, azaz
Fmax J
1=Q} + Q° (tn,y) dy + Q% = QF + > hQ} + Q. (4.50)
j=1

Fmin

Felhasznaljuk kozben a elére halado forward egyenlet diszkretizalt alakjat és azt
kapjuk, hogy

J
D on(@ -Qp) :ﬁ {MFLQ5, — My QT — My QY + Mgt QT )
j=1

{MJ+1QJ+1 MEQ — MIQY + MPQr) (4.51)
=— (Q1" - Q1) — (Q&" — Q%)
minden n - dt id6pontban. Eppen ezért,
J
i Z QT+ QT = Q1 + > QY + Qf, (4.52)
j=1

amibdl az kovetkezik, hogy a valoszintiségek Osszege minden n idépontban megegyezik,
tehat a kezdeti feltétel miatt

J
QL +> hQr+Qh=1. (4.53)
j=1
A feltételes varhato értékkel ugyanigy jarunk el:

Fmax J
FrinQ + / YQ° (tn, ) dy + Frax@h = FunQ} + Y hF,Q} + FuaQf  (4.54)

Fmin

Ismét felhasznaljuk a [£.42] elére halado forward egyenlet diszkretizalt alakjat és azt, hogy

‘Fj-l—l - 2F] + -Fj—l = 0. Igy adodik a

hF; (QjJrl B Qj) :% {FJMJill Jﬁ — FoM; +1Q1+1 - EiJrlMJJrlQJ+1 + F1M, HQOH}

M-

<
Il
-

A FAM} Qi — BMEQE — FraM3Q5 + FMGQS )
(4.55)

47



egyenlet. Ezt pedig tovabb alakitva

J
Fuin (@7 = Q1) + Y W (QF = QF) + Funax (Q — Q) =
j=1

dt mn n n n dt mn n n n

= Z (Ml +1Q1+1 + Mo +1Q0+1) N Z (Merrll Jﬂ + MJHQJH)
dt n n n n dt n n n n

+ Z (M1 Ql + Mo Qo) - Z (MJ+1QJ+1 + MJQJ) .

(4.56)
A peremfeltételek miatt az egyenlet jobb oldala 0, tehat a varhato értéke allando az

idében:

J J
FuinQF™ + ) hF;Q 4 FroaxQi™ = Fun@) + > hFQT + Fuax@Q  (4.57)
j=1 j=1

Ezért y
n n n o o__ 0 __
Fuin@Q} + Y hFQ} + FraxQ = hF;, Q5 = f. (4.58)
j=1

O

Tehat F(s) feltételes varhato értéke f marad a numerikus megoldés esetén is. Ez pedig
lehetévé teszi, hogy az implikalt strtségfiiggvény diszkretizalt alakjaval arazzunk. Az

arazast a kovetkezs fejezetben mutatjuk be.
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5. fejezet

Hogyan arazzunk kamatcsere opcidokat?

Az el6z6 két fejezetben bemutattuk, hogy a SABR-modellben hogyan tudjuk meghaté-
rozni eurdpai vételi opciok arat. Azonban az arazashoz még sziikségiink van két elenged-
hetetlen lépésre: meghatarozni, hogy pontosan mit is modelleziink, illetve a modelliink
kalibralasa.

Cap és caplet opciok esetén a hataridés kamatlabra irjuk fel a SABR-modellt a T, id6-

pontban lejard elemi kotvényhez tartozé forward mérték szerint, azaz

dE(t) = a(t)F(t)PdWy(t), F(0)=f

da(t) = va(t)dWs(t), «(0) = ay, (5.1)
Az 1. fejezetben lattuk (1d. egyenlet), hogy a cap opci6 tekinthetd caplet opciokbol
allo portfolioként, igy értéke a caplet opciok osszege. Egy T)j-ben lejar6 caplet opcié értéke

pedig a Black-modell szerint
Cpl<0’ Tj*h Tj? 75 K) = TjP(Oa TJ) (fcI)(dJr) - K@(d,)) ] (52)

ahol
IR & o ()T
:l: p—

Uimp(K7 f) V ijl

(5.3)
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A 3. fejezetben bemutattuk az eredeti SABR-modellt, amelynek célja a Black-féle impli-

kalt volatilitds meghatarozasa volt:

Gimp(f. K) = ! (4)
TR G o K+ et /K e
(1 - B)%ag paov 3 2-3p% , .
{1 " {24(fK)1—ﬂ TagR)er T o Y } le},
ahol

I—p

Ezt a kozelitést pedig behelyettesitjiik a szoras helyére a Black-modellben és maris meg-

¢ = —(fK) PP log f /K, a:~<<>:1og<vl_2p“g2_p +<>. (5.5)
0

kaptuk egyetlen caplet opci6 értékét. A cap opcio értéke pedig az 6t szintetikusan elallito
caplet opcidk Gsszértéke lesz.

Swaption esetén az a nehézség, hogy nem latszodik egybdl, hogy milyen folyamatra lenne
érdemes felirni a SABR-modellt. Az egyenletnél lattuk, hogy a swap-ratara alkalmaz-
ni tudjuk a Black-modellt, aminek van egy o, 3 paramétere. Ez is adja a motivaciot, hogy

irjuk fel a swap-ratit a SABR-modellben és hatarozzuk meg a o, g implikalt volatilitast:

dSas(t) = a(t)Sas(t)’dWi(t),  Sas(0) = sap
da(t) = va(t)dWy(t), «(0) = ao, (5.6)
AW, (H)dWs(t) = pdt.

Az els6 1épéssel tehat megvagyunk, most meghatarozzuk a modell paramétereit. ElsGként
a (-val kezdiink. Az egyik megkozelités az az, hogy g és [ egyarant a volatilitdsmosoly
szintjéért felel, ahogy azt lattuk a [2.6] alfejezetben. Tehat 8 értéke szabadon megvalaszt-
hat6, ami az [5.1] 4bran is lathato. A § = 1 vélasztés természetes abbol a szempontbol,
hogy visszaadja a lognormalis modellt konstans « esetén, a § = 0 mellett az az érv, hogy
a normal modellben az arfolyam negativ is lehet, 5 = 0,5 és konstans « esetén pedig a
CIR-modellt kapjuk vissza.
A B paraméter meghatarozasihoz a masik megkozelités a historikus adatokra valo illesz-
tés. Ha a hataridés arfolyamokat és az ATM implikalt volatilitast ismerjiik, akkor abbél
mar meg tudjuk hatarozni a § értékét. Ehhez emlékezziink vissza |3.87] egyenletre:
2 2 2

55(£) = 1% {1 - {(12;,@2? 0+ Z’f}?ff y 22 } Tw} | (5.7)

Vegyiik mindkét oldal logaritmusét és hagyjuk el a kicsi tagokat:

1D5B(f) :1HCYO+(1—B) lnf (58)
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Volatilitasmosolyok kiilonb6z6
B paraméterek mellett

0,4
0,38
% 0,36

el
=

= 034
=
8 0,32
o
> 03
=
5 028
5 026
g 0,24 V,
0,22
0,2
2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10%

Kotési arfolyam

—B=0 —B=0,5 B=1

5.1. dbra. Volatilitasmosolyok kiilonb6z6 S értékek mellett

Ezutan az implikalt volatilitas logaritmusat linearis regresszioval kozelitjiik a hataridds
arfolyam segitségével. A lineéris tag egyiitthatoja lesz 1 — 5. Ezt a modszert azonban
csak nagyon ritkan alkalmazzak, mert a  értékére kapott becslés altaldban nem 0 és 1
k6zotti.

A tovabbiakban feltessziik, hogy 5 = 0,5. Az oy, v és p paraméterek meghatarozasahoz a
legkisebb négyzetek modszerét fogjuk alkalmazni. Adott pillanatban tekintjiik kiilénbo6z6
kotési arfolyamok mellett a Black-féle implikalt volatilitasok altal létrehozott mosolyt.
Erre a gorbére illesztjiik a [3.3.1] Tételben szerepls kozelits formulat az implikalt volatili-
tasmosolyra. Ezutan vessziik a négyzetes eltéréseket a tényleges és a becstilt volatilitasok
kozott, ezeket Osszegezziik és a paramétereink megfelels megvalasztéasaval minimalizaljuk

az Osszeget. Képlettel felirva:

(dig, 7, p) = argminz (65(f, K, ap,v,p) —op(K))>. (5.9)
aovp G

5.0.1. Példa. Ezt az optimumkeresést példaul MS Fxcel segitségével is elvégezhetjiik.
Sziikségiink van kilonbozd kétési darfolyamok mellett az implikalt volatilitasra, ezek a Blo-
omberg Termindlrol[f] letolthetdek. Amint meguannak ezek az adatok, nincs mds dolgunk,
mint az[5.9 egyenlet alapjin elvégezni az illesztést.
Lassunk néhdny példat eurdpai tipusi swaption opcid implikdlt volatilitdsmosolydnak meg-
hatdrozdsdra. Mindegyik bemutatott opcio névértéke 10 millio USD, az adatok pedig 2025.
06. 02-dan keriiltek letoltésre.
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35%
30%
25%
20%
15%
10%

Implikalt volatilitas

5%
0%

Volatilitdsmosoly - 3M6M swaption

5,2%

5,3% 5,4% 5,5%

Kotési arfolyam

5,6% 5,7% 58%  59%

@ Implikalt volatilitis ——SABR-modell

6,0%

5.2. abra. 3M6M swaption opci6 volatilitasmosolya

70%
60%
50%
40%
30%
20%

Implikalt volatilitas

10%
0%

3,3%

Volatilitdismosoly - 1Y1Y swaption

3,5% 3,7% 3,9% 4,1% 4,3%

Kotési arfolyam

o Implikalt volatilitais ——SABR-modell

4,5%

5.3. abra. 1Y1Y swaption opcié volatilitdsmosolya

40%
35%
30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

Implikalt volatilitas

2,8%

Volatilitdismosoly - 5Y5Y swaption

3,0% 3,2% 3,4% 3,6% 3,8% 4,0%

Kotési arfolyam

@ Implikalt volatilitis ——SABR-modell

4,2%

5.4. dbra. 5Y5Y swaption opcioé volatilitasmosolya

Megvannak a paramétereink, abbol ki tudjuk szamitani az implikéalt volatilitas kozelitését,

igy a Black-modell segitségével tudunk arazni.

Az egyetlen probléma az lehet, ha az

implikalt stirdségfiiggvény negativva valik, ahogy azt lattuk a [4.1] alfejezetben.
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Ezért az arbitrazsmentes SABR-modellben[14] is bemutatjuk az arazast. A modell pa-
ramétereit ugyanigy hatérozzuk meg, a lényeges kiilonbség, hogy nem az implikalt vola-
tilitassal és a Black-modellel arazunk, hanem a alfejezetben bemutatott diszkretizalt
implikalt striségfliggvény segitségével. Tekintsiink a hataridés arfolyamra vonatkozo T,
idépontban lejard eurdpai vételi opcidt a t idépontban. A kotési arfolyamot jeldlje K, az
opcio értekét V(t, f, K). Ekkor a alfejezet jeloléseit hasznalva az opcio értéke

V(t,f,K)=f —K, haK<Fpnp,
¥ 1 2N 3 1 N
VIt £ K) =5 (Fuin + kh = K?Q + Y (Fouin + (7 = 5)h = K)hQ;
i=kt1 (5.10)
+H(Frnge — K)QW,  ha F + (k—1)h < K < Fopn + kh
V(t,f,K)=0, ha F., <K.

Ez az arazé formula nem mas, mint a [4.1] egyenlet diszkretizélasa. Az eredeti SABR-
modell legnagyobb gyengesége, hogy az altala visszaadott opcids arakbol szdrmaztatott
implikalt stridségfiiggvény negativva valhat, ez pedig arbitrézs lehetGséget teremt. Az
alabbi dbran lathato, hogy a két SABR-modell az Példaban szerepl§ 1Y1Y swaption
opci6é milyen implikalt stirtségfiiggvényeket eredményez:

7y rr

Implikalt siriiségfiiggvények

0,15

4% N\ 5% 6% 7%

Kotési arfolyam

——Eredeti SABR-modell ——Arbitrazsmentes SABR-modell

5.5. abra. 1Y1Y swaption opci6é implikalt stirtiségfiiggvénye

Ez az dbra megmutatja az arbitrazsmentes SABR-modell erejét: azaltal, hogy az implikalt
strtségfiiggvény nemnegativ, a kiilonféle kamatcsere opciok arazésat arbitrdzsmentessé

teszl.
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6. fejezet

Osszefoglald

A dolgozat vége felé kozeledve tekintsiik at, hogy mirdl is volt szé, illetve hogy milyen
iranyba lehetne tovabbhaladni.

Az elmult 40 évben a kiilonféle kamatcsere opcidk piaca hatalmas fejlédésen ment at, ami
elengedhetetlenné tette 1j, pontosabb arazo formulak kifejlesztését. Szakdolgozatomban
a kamatcsere opcidk arazasara hasznalt SABR-modell két valtozatat mutattam be.

Az eredeti SABR-modell[13] aszimptotikusan pontos kozelitését adja a Black-féle impli-
kalt volatilitasnak, amelynek koszonhetéen a piac egyik kulcsfontossagii modellévé vilt.
A kozelits formula levezetése igen hosszas és bonyolult, ugyanakkor egy kénnyen imple-
mentéalhaté formulét ad az implikalt volatilitasra. Emellett a volatilitasmosoly jelenségét
és helyes dinamikajat is visszaadja a modell, ami nagyon lényeges a kockazatkezelésben.
Fontos pozitivum az is, hogy a modell paramétereinek konnyen értelmezhets szerepe van
a volatilitdsmosoly alakjaban. Ugyanakkor, mint minden modellnek, gy ennek is meg-
vannak a maga korlatjai: az arazo formula csak aszimptotikusan pontos kozelités, amely
bizonyos esetekben pontatlanné véllhat. Ahogy lattuk, emiatt az implikalt strtségfiige-
vény 0 ala csokkenhet, ami pedig arbitrazs lehetGségeket teremt.

Ezt kikiiszobolendd, az arbitrazsmentes SABR-modellben[14] meghataroztuk az elére ha-
lado forward egyenlet megoldésanak numerikus kozelitését, igy az implikalt strtségfiige-
vény segitségével tetszbleges eurdpai tipusi opcidt tudtunk arazni. Az elére halado for-
ward egyenletre felirt differencidlegyenletet a Crank-Nicholson séma segitségével oldottuk
meg, amely amellett, hogy gyors konvergenciat eredményez, még arbitrazsmentes arazast

is biztosit. Ugyanakkor ez a modell sem tokéletes, hiszen a Crank-Nicholson séma altal
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adott megoldés oszcillalhat, ami rontja a kozelités mindségét. Mésrészt pedig hosszi le-
jaratu opcidk pontos arazasara sziikségiink van valamilyen atlaghoz visszahtizé hatasra
az arfolyam dinamikaban. Erre is van megoldas, méghozza a 2020-ban bemutatott un.
atlaghoz visszahtizo SABR-modell[15], de ennek bemutatéasara a szakdolgozatom keretein
beliil nem kertilt sor.

Osszességében elmondhato, hogy bizonyos speciélis esetekts] eltekintve mindkét SABR-
modell a piac szamara kifejezetten fontos tulajdonsagokkal rendelkezik, amelynek kdszon-

hetéen a kamatcsere opciok piacanak vezetd modelléivé valtak.
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A. fuggelék

A Crank-Nicholson séma

implementalasa Python hasznalataval

A [A.3] alfejezetben bemutatasra keriilt az elére haladé forward egyenlet megoldasa a

Crank-Nicholson séma segitségével. Alabb lathato az altalam implementélt algoritmus:

import math
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#Parameterek

f, F_min = 0.036, 0.001

alpha, beta, rho, nu = 0.05, 0.5, 0.5, 0.2
T, N, J, jO = 0.25, 100, 500, 100

dt =T / N

h = (£f— F_min) / (jO — 0.5)

F_max = F_min + J * h

d =dt / (2 x h *x 2)

dd = dt / (2 * h)

A = np.zeros((J + 2, J + 2))
B = np.zeros((J + 2, J + 2))
Q = np.zeros(J + 2)
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def M(k, n):

tau dt * (N — n)

ff

F_min + (k — 0.5) * h

z (£ff *x (1 — beta) — £ **x (1 —

beta)) / (alpha * (1 — beta))

if ff 1= f:

gamma = (ff ** beta — f **x beta) / (£ff — f)
else:

gamma = (beta — 1) * f x*x (beta — 1)

return 0.5 *x pow(alpha, 2) * (1 +
* math.exp(rho * alpha * nu *

#Kezdeti es peremfeltetelek

Q_L, Q[j®], QR =0, 1 / h, O
Diff L = dt / (2 *x h) *x (M(1,
Diff R = dt / (2 *x h) * (M(J + 1,

0) x Q[1] — M(O,
0 * Q[J + 1] — M(J,

2 % rho % nu * z + nu ** 2 % z *%x 2)

gamma * tau) * ff ** beta

0 * Q[0
0 * Q[ID

#Lejaratkori implikalt surusegfuggveny meghatarozasa

for n in range(N):

B[O, 0] = M(®, n + 1)
B[O, 1] = M(1l, n + 1)
B[J + 1, J] = M(J, n + 1)
B[] + 1, J + 1] =M + 1, n + 1)
for j in range(l, J + 1):
Alj, j — 11 =dt / (2 * h %% 2) * M(j — 1, n)
Alj, j1 =1 —2 x dt / (2 x h *x 2) * M(j, n)
A[j, j + 1] =dt / (2 * h *x 2) % M(j + 1, n)
B[j, j — 11 =—dt / (2 * h %% 2) * M(j — 1, n + 1)
B[j, jl =1+ 2 % dt / (2 * h %% 2) * M(j, n + 1)
B[j, j + 11 =—dt / (2 *x h %% 2) x*x M(j + 1, n + 1)
Q = np.matmul (np.matmul (np.linalg.inv(B), A), Q)
Q_L += Diff L
Q_R += Diff R
Diff L = dt / (2 * h) * (M(1l, n + 1) *x Q[1] — M(®, n + 1) *x Q[0])
Diff R =dt / (2 * h) * (M(J + 1, n + 1) * Q[J + 1] — M(J, n + 1) * Q[JID)
Q_R += Diff_R
Q_L += Diff L
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#Implikalt surusegfuggveny abrazolasa
np.savetxt("imp.csv", Q, delimiter=",")
plt.rcParams["figure.figsize"] = [7.50, 3.50]
plt.rcParams["figure.autolayout"] = True
plt.title("Az implikalt surusegfuggveny")
time=np.zeros (300)
for i in range (300):

time[i]=float (i/100%*3)
plt.plot(time, Q[:300] * h, color="pink")
plt.show()
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