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Absztrakt

A szakdolgozat célja a separating words problem bemutatéisa, az eddig
megjelent eredmények feldolgozasa és azok altalanositésa tobb szora.

A véges automatéik és felhasznalt szamelméleti tételek bemutatasa utan
ismertetem a problémat és néhany egyszertibb kovetkeztetést a szakirodalom-
bol. Ezek kozé tartozik, hogy a feladat megoldasa nem fligg az abc méreté-
t6l, kiilonbozd esetek, amelyekben két sz6 megkiilonboztetése egyszert, és az
Q(log(n))-es also becslés, amely az eddig ismert legjobb. Megfogalmazom a
feladat altalanositasat tobb szora, amelyet tudoméasom szerint eddig még nem
vizsgaltak kordbban. Az eredmények koziil szamosat altalanositottam tobb
szora, amelyek bizonyitasai szintén ebben a fejezeteben olvashatok.

A harmadik részben bemutatok ketts, az O(y/n)-es fels6 korlatra korab-
ban megjelent érvelést. Bebizonyitom az altalam elért f6 eredményt, hogy az
O(y/n)-es felsé becslés tbb sz6 megkiilonboztetése esetén is igaz, ha azok
szama konstans. Ezutan leirom a két sz6 megkiilonboztetésére eddig ismert
legjobb, @(nl/ 3)-0s felsé korlat bizonyitasdnak lépéseit az eredeti cikk alap-
jan.

A separating words problem tobbféle valtozatat is megfogalmaztak és vizs-
galtak méar, amelyek koziil 6sszegyijtok néhanyat. Ebben a részben a feladatok
megfogalmazésan kiviil néhany érdekes eredményt emlitek meg.

Az utolso fejezetben ismertetem egy altalam irt program alapjan, hogy kis
n-ekre legrosszabb esetben hény allapot kell kett§ és harom sz6 szétvalaszté-
sahoz.



1. A hattér

1.1. Véges automatak

Ebben a fejezetben bevezetem a véges automatakat és néhény ide kapcsolodd defi-
nicioét. Ezutan megvalaszolok par kérdést, amelyek az automatak izomorfidjaval és
szamaval kapcsolatosak.

1.1. Definicié. Az A = (Q, %, 0, qo, F') 6t6st determinisztikus véges automatanak
(DFA) nevezziik, ha @) egy véges halmaz (allapothalmaz), 3 véges abc, § : Q X X +—
@ atmenetfiiggvény, qo € @) kezddallapot és F' C ) a végallapotok.

A véges automata a futtatésa soran beolvas egy a € 3" sz6t és a () allapotai kozott
lépked. Kezdetben a gy kezdGallapotban van. A sz6 kovetkezd o € 3 bettijét beol-
vasva az adott bett és allapot (q) alapjan atkertil egy uj allapotba, amelyet a 6(q, o)
atmenetfiiggvény hataroz meg.

1.2. Megjegyzés. Egy automatat elérhetének neveziink, ha minden ¢ € @) allapot-
hoz létezik egy w € ¥* sz6, hogy az automata a w szoét olvasva a ¢ allapotba kertil.
A nem elérhet§ allapotok Q-bol valo torlésével minden automata elérhetévé tehetd,
és a tovabbiakban csak ilyenekkel fogunk foglalkozni.

1.3. Definicio. Az A véges automata atmenet grafja az a G iranyitott graf, amely-
nek csicsai az automata allapotai, és élei az atmenetfiiggvény altal meghatarozott
{40 = (¢,9(q,0)) : ¢ € Q,0 € £} halmaz elemei.

1.4. Definicié. Az A; = (Q1,%,01,qo1, F1) és Ay = (Q2,%, 02, qo2, F>) véges au-
tomatékat izomorfnak neveziink, ha |Q;| = |@Q2| és létezik egy b : Q1 — Qo bi-
jekcio, amelyre Vg € Q1,Vo € X esetén b(d1(q,0)) = 02(b(q),0),b(qo1) = b(qo2) és
b(F1) = b(F3).

Tehat ha két automata izomorf, az azt jelenti, hogy ugyantugy néznek ki és miikod-
nek, csak az allapotaik mashogyan vannak elnevezve.

1.5. Kérdés. Hany k allapoti, egymassal nem izomorf véges automata van a ¥ =
{0,1} abc felett, ha a végéallapotokat nem vessziik figyelembe?

1.6. Definicié. Jelolje B, azon véges és elérhet§ automaték szamat, melyekre 3 =
{0,1},@ = {0,1,...k — 1},q0 = 0,F = (). Jelolje ay ezen automatak koziil az
egymassal nem izomorfak szamat.

A § atmenetfiiggvény leirhaté egy 2 x k-s T tablazattal, ahol T'[o,q] = d(q,0). A
tablazat minden helyére a @ halmaz valamelyik elemét kell frnunk, igy k?*-féle ered-
ményt kaphatunk. El6fordulhat, hogy az igy kapott -hoz tartozo atmenet grafban
nem minden cstcs érhet§ el gp-bol(azaz az automata nem elérhetd), ekkor a nem
elérhetd allapotokat elhagyva egy k-nal kevesebb allapoti automatat kapunk. Ilyen
modon minden maximum & allapotd automata elGall, tehat k?* egy fels§ becslés
nemcsak a pontosan k, hanem a maximum k allapott automatak szdmaéra is. Azaz

Zf:l Br < k2",

1.7. Allitas. 51 =16s By = k2 — 30 (" Dk28;, ha k > 1.

i—1
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Bizonyitds. A T tablazat 22* féle kitoltése megadja a lehetséges automatéakat, ezek
szamabol a nem elérhetGek szaméat kell kivonnunk. Jelolje az ¢ valtozé azt, hogy
a kezddallapotbol hany allapot érhets el. Az ¢ lehetséges értékei egy nem elérheté
automata esetén 1,2, ... k—1. Adott i-re a kezdGallapoton kiviili masik i —1 elérhetd
allapot cimkéjét (]::11) féleképpen valaszthatjuk ki. Ezen &llapotokon az elérhetd
automatak szama [;. A tobbi allapotra a J tetszdlegesen definidlhato, ezek lehetséges
szama k?*~2 Ezen értékeket Gsszeszorozva megkapjuk az i darab &llapotot elérd
automatak szaméat, amely (’;:11) k*+=2 3, Ezeket kivonva a 22#-bol adodik a 3, értéke.

m

1.8. Definici6. Egy A = (Q, X%, d, qo, ) automata és b : Q — Q' bijekci6 esetén be-
vezethetjiik a b(A) = (Q', 2,0, b(qo), b(F)) jeldlést, ahol &'(¢',0) = b(6(b=(¢'), 0)).

B
(k—1)!

1.9. Allitas. o) =

Bizonyitds. A Q = {0,1,...k — 1} allapothalmazon 1évé automatakat vizsgéaljuk,
amelyek kezddallapota a 0. Ha egy A és egy B automata izomorf, akkor 1étezik egy b :
{0,...k—1} — {0,... k—1} bijekcio az allapotaik kozott, amelyre igazak a megfelels
tulajdonsagok. Igaz az is, hogy b(0) = b(qa0) = gpo = 0, emiatt maximum (k —
1)! lehet az ilyen bijekciok szama. Ebbdl kovetkezik, hogy minden izomorfiaosztaly
mérete maximum (k — 1)! lehet.

Azt szeretnénk még belatni, hogy minden izomorfiaosztaly mérete pontosan (k—1)!.
Azaz egy tetsz6leges b : {0,...k — 1} — {0,...k — 1} bijekciora, amely nem az
identités, és amelyre b(0) = 0 és tetszGleges A automatara igaz, hogy A és b(A)
kiillonbozsek (de izomorfak).

Konnyen lathatjuk, hogy ha A és b(A) megegyeznek, akkor b-nek az identités-
nak kell lennie. A kezdGcsticsbol kilépve a 0 élen nevezziik g-nak azt az allapotot,
amibe keriilink. A és b(A) esetén ez ugyanaz a ¢, mert az automatak megegyez-
nek. (Esetleg lehetséges, hogy ¢ = qo.) Ekkor az aldbbi osszefiiggést irhatjuk fel:
b(q) = b(6(qo,0)) = 8'(q),0) = q. Azaz b(q) = q. Ezt az érvelést ismételjiik egy-
més utan tobbszor a kiléps 0 és 1 élekre is az olyan allapotok esetén, amelyekre
b(q) = ¢-t mar belattuk. Az automata elérhetségét felhasznalva azt kapjuk, hogy b
az identitas.

Ezekbdl adodik, hogy minden izomorfiaosztaly mérete (k—1)! és o = ==

Az «y, sorozat els6 néhény eleme az alabbi tablazatban lathato és a https://oeis.
org/search?q=1%2C+12%,2C+216%2C+5248%2C+160675%2C+5931540&sort=&language=
english&go=Search oldalon tovabbi informaciok talalhatok rola.

E 1] 2] 3 4 5 6
ap | 1|12 | 216 | 5248 | 160675 | 5931540

1.10. Kérdés. Hogyan tudjuk legeneralni az egymassal nem izomorf k &llapoti
automatakat, melyek szdma ay?

Egy automatabol készitsiik el az atmenet grafjat, amit nevezziink G-nek. Irjuk fel
a go-nak megfelel cstcsot, ez lesz s, a tobbi cstics nevét felejtsiik el. Jegyezziik
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meg, hogy melyik élhez a 3 abc melyik bettje tartozik. Ekkor egy (G, s, e — o(e))
harmast kapunk, amely egyértelmitien meghatarozza, hogy az automata hogyan mii-
kodik barmely inputon. Kénnyen lathatd, hogy izomorf automatikhoz megegyezs,
nem izomorf automatakhoz kiilénbo6z6 ilyen fog tartozni.

Jarjuk be a G-t az s = 0 csiicsbdl indulva szélességi kereséssel gy, hogy minden
cstesbol elGszor azon az e élen lépiink ki, amelyre o(e) = 0, majd a masikon. Ha egy
1j csticsba ériink, akkor azt nevezziik el a legkisebb olyan egész szammal, amelyet
még nem hasznaltunk fel. Ez a szdmozas az adott harmashoz egyértelmien hozza-
rendel egy automatat, amely a reprezentansa lesz. Igy olyan automatakat kapunk,
amelyek az egyes izomorfiaosztalyokat reprezentaljak.

A szélességi keresés annak felel meg, hogy a T tablazatot balrol jobbra haladva
toltjik ki, minden oszlopban elGszor a fels6 majd az als6 sorhoz tartozo értéket
irva be. Ha az eddig beért értékek a {0, 1...max} halmaz elemei, akkor az aktualis
mez6be a {0,1... max +1} értékek koziil valaszhatunk. A max +1-et akkor irjuk, ha
a szélességi bejaras egy 1j cstucsot lat meg, ellenkezs esetben egy korabbi csiicsba
lépett vissza. Ha a kitoltés soran a j-edik oszlophoz ériink és a max < j, akkor a 0
kezddallapotbol nem tudunk elérni a j-be, ezért egy nem elérheté automatat fogunk
kapni,

Osszefoglalva az eddigieket azt mondhatjuk, hogy az egymassal nem izomorf, k
allapott automatékat az aldbbi médon kaphatjuk meg:

1. Egy 2 x k-s T tablazatot kell kitoltentink, melyek sorindexei 0, 1, oszlopindexei
0,1...k—1.

2. Minden helyre a {0,1...k — 1} értékek valamelyikét irhatjuk.

3. A kitoltésnél az oszlopok sorban kovetkeznek balrol jobbra, elGszor mindig a
fels6 majd az als6 poziciojuk.

4. A soron kovetkezd mezébe nem irhatunk max +1-nél nagyobb szamot.
5. A 0,1...5 — 1 oszlopok valamelyikében szerepelni kell j-nek, minden j €
{1,...k — 1}-re.

1.11. Eljaras (Véges automatak generédlasa). Ezen észrevételek segitségével adha-
tunk egy hatékony algoritmust, amely végigjarja az egyes izomorfiaosztalyok rep-
rezentansait. A T tablazatot most egy 1 x 2k-s A témbnek fogjuk képzelni, ahol
Tlo,q] = A[2q + o]. Az algoritmus az alabbi két 6 1épésbdl all:

1. aq,...a,_1 azok a helyek ahol a max értéke novekszik, az a; helyen i-re. Ezekre
teljesiilnek az alabbi egyenl6tlenségek:
0<a; <1
i <a; <21—1
Az a; névekedési helyek meghatarozasa utan az Ala;| = i értékeket beallitjuk.

2.Ha0<a<2k—-1¢ésa ¢ {a...a,1}, akkor valamely ¢ € {1,2,...k}-re
a1 < a<a;. (Itt ag = —1 és a, = 2k.)

Ekkor Afa] € {0,...7 — 1} valaszthato.



A lehetséges novekedési helyek sorozatai sorbaallithatoak, és egy elembdl a kdvetkezs
kénnyen meghatarozhatd. Hasonl6an a noévekedési helyek kozotti mezsk lehetséges
kitoltésein is egymas utan tudunk lépkedni. Igy lényegében a kiilsé ciklus a lehetséges
novekedési helyeken iteral és a belsé ciklus az adott névekedési helyek kozotti mezdk
lehetséges kitoltésein.

Ezen algoritmus segitségével legeneralhato az Gsszes egymassal nem izomorf k allapo-
t1, elérhets véges automata. Ezt késébb arra fogom hasznalni, hogy ezen automaték
kiprobalasaval meghatarozom a separating words problem értékeit kis n-ek esetén.
Az elért eredeményeket az 5. fejezetben mutatom be.

1.2. Felhasznalt szamelmeéleti allitasok

A separating words problemre adott korldtokhoz sokszor szamelméleti tételeket fo-
gunk hasznélni. Ebben a fejezetben ezeket az allitasokat mondom ki bizonyitasok
nélkiil.

Egy szamot nem oszté primrél

1.12. Lemma (Shallit, Breitbart [10]). Minden n > 2 természetes szamra létezik
egy p < 4,4log(n) prim, amelyre igaz, hogy p t n.

Bizonyitds. (Vizlat) Ha az é&llitds nem igaz, akkor minden p < 4,4log(n) prim
osztja m-et. Ekkor ([, 410g0m) P)[n Definidljuk a 0(z) = > _ logp fiiggvényt,
amirsl megmutathato, hogy 0(x) > 0,23z (|9] Rosser, Schoenfeld, 10. Tétel). Ekkor
0(4,41og(n)) > 1,012log(n), amibél kovetkezik, hogy egy ¢ > n'? szam osztja
n-et, ami ellentmondas. O

1.13. Kovetkezmény. Ha 0 < i,5 < n,n > 2 és i # j, akkor létezik egy p prim,
amelyre p < 4,4 -log(n) és i # j (mod p).

Primszamtétel

1.14. Definicio. f(x) ~ g(x), ha lim, % = 1. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az
f és a g aszimptotikusan egyenld.

=

1.15. Definici6. Jeldlje mw(x) az z-nél nem nagyobb pimek szamét.

1.16. Tétel (Primszamtétel). () ~ 5.

Az alabbi tétel ekvivalens a primszamtétellel:

1.17. Tétel. Jelolje p,, az n-edik primszamot. Ekkor p,, ~ nln(n).

A primszamtétel ketts kovetkezményét fel fogjuk hasznalni a késébbiekben:

1 k2

1.18. Koévetkezmény. Zle Pk ™ 5tk

1.19. Kovetkezmény. Legyen 0 < o < 1 és n € ZT. Az n'=* utani Q?i;a—adik

prim nem nagyobb c(a)n'~*log(n)-nél, ahol c(a) az a-tdl fiiggd konstans.



2. Szavak megkiilonboztetése

1986-ban Goralcik és Koubek [6] felvetette azt a kérdést, hogy egy egyszert szamitési
eszkozzel hogyan lehet megoldani az elképzelhet6 legkdnnyebb feladatot: két szo
megkiilonboztetését. Ezt a kérdést fogom koriiljarni a Remarks on separating words
(Demaine, Eisenstat, Shallit, Wilson [5]) cikket kévetve és altalanosabban (t6bb sz6
esetén) is megvizsgalni. A kettd szora vonatkozo allitasok bizonyitasai az [5] cikk
alapjan torténnek, az ennél tobb szora vonatkozo allitasok sajat eredmények.

2.1. Definicio. Jelolje sep)(ay, . .. a;) azt a legkisebb k szamot, amire létezik egy k

allapotu véges automata, ami az ay, as, . . . a; szavak esetén kiilonbo6zé végallapotokba
kertil.
2.2. Definici6. Sj(n) = max{sep,(ai,...q) : a1, ...q a ¥ abc feletti maximum n

hosszt paronként kiilonbozé szavak.}

A separating words problem célja az So(n) fiiggvényre also és fels6 korlatokat talalni.
Az altalanositott feladat esetén Sj(n)-t szeretnénk vizsgalni. Az | = 2 esetben a
legjobb ismert felss korlat Sy(n) = O(n3), amelyet Chase bizonyftott be 2020-ban
[4]. A legjobb ismert also korlat Sa(n) = Q(log(n)). Tudomésom szerint az | > 2
esetben még nem jelent meg eredmény ezen a teriileten.

2.3. Megjegyzés. sep,(aq, ...q;) esetén nem szamit a szavak sorrendje.

2.4. Allitas. seps(a, b, c¢) < min H-max H, ahol H = {sep,(a, b), sepy(b, ¢), sep,(c, a)}

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy seps(a, b, ¢) < sep,(a, b)-max{sep,(b, ¢), sepy(c, a)}
igaz. Ebbdl kovetkezik az allitas, ugyanis sep,(a,b) helyett valaszthatjuk min H-t,
és ekkor a szorzat masodik tagja max H lesz.

Vegyiik azt az A, automatat, amely az a és b szavakat kiilonbozteti meg sep,(a, b)
allapottal. Ha ez az automata a c szora kiilonboz6 végallapotba keriil, mint a-ra és
b-re, akkor készen vagyunk. Tegytik fel, hogy a ¢ és a széra ugyanabba a végéallapotba
keriil. Ekkor vegyiik az a-t és c-t sepy(a, c) allapotban megkiilénboztets A, . auto-
matat. Az A, és A, . direkt szorzata egy sep,(a,b) - sep,(a, ¢) allapott automata,
amely mind a harom szo6t kiilonboz6 végallapotba viszi. Ha a c-t és a b-t viszi egy
végallapotba az A, , akkor hasonldan jarhatunk el, csak most az Ay -vel vessziik a
direkt szorzatot. Ezekbdl kovetkezik az allitas. O]

2.1. Kiulonboz6 hosszu szavak

Ebben a részben meggondoljuk kettd és harom szo esetében, hogy ha a szavak hossza
eltérs, akkor a megkiilonboztetésiik nem nehéz. Emiatt a tovabbiakban feltehetjiik,
hogy a feladatban [ € {2,3} esetén minden sz6 hossza n.

2.5. Definicié. Az a sz6 hosszat a tovabbiakban |al jeloli.

2.6. Allitas ([5]). Ha |a|, |b| < n és |a| # |b|, akkor sepy(a, b) = O(log(n)).



Bizonyitds. A 1.13 koévetkezmény alapjan létezik egy p = O(log(n)) prim, amire
la| #Z |b] (mod p). Egy p hosszu korbél allo automata segitségével megkiilénboztet-
het§ a két szo. ]

2.7. Allitas. Ha |al,|b|,|c| < n és paronként kiilénbozéek, akkor sepy(a,b,c) =
O(log(n)).

Bizonyitds. |(|a]—[b])-(|b|—|c])-(|c|—|a])| < n?, ezért a 1.12 lemma miatt létezik egy
p < 4,4-log(n®) = 13,2 -log(n) prim, amely nem osztja ezt a hdromtagt szorzatot.
Emiatt p nem osztja a szorzat egyik tagjat sem, ami azt jelenti, hogy |a|, |b| és
lc| kiilonb6z6 maradékokat adnak p-vel osztva. Ezért egy p hosszu kort tartalmazo
automata mas végallapotokba viszi 6ket. n

2.8. Allitas. Ha a, b és ¢ koziil valamelyik sz6 hossza nem n, akkor seps(a, b, c) <

Sz(n) - O(log(n)).

Bizonyitds. Ha mindharom szo6 kiilonb6z6 hosszu, akkor az el6zé (2.7) allitas miatt
igaz. Ha két sz6 egyforma hosszu és a harmadik kiilonb6z6, akkor a sep, és seps
kozotti egyenl6tlenség(2.4) és a sep, kiilonb6z6 hosszi szavak esetére vonatkozo 2.6
allitas miatt vagyunk készen. O]

2.9. Kovetkezmény. Az Sy(n) tovabbi vizsgalatanal feltehetjiik, hogy |a| = |b] és
az S3(n) esetén, hogy |a| = |b] = |c|.

2.2. Az abc mérete

A szavak egy ¥ véges abc bettiibdl allnak. Meg fogjuk vizsgalni, hogy ezen abc
meérete (|X| = k) és a feladat nehézsége kozott milyen kapcesolat all fenn.

2.10. Definicié. Jelolje sepf(ay,...a;) a sep;(ai,...q;) értéket abban az esetben,
amikor a szavak egy k méreti abc felettiek és Sf(n) ezek maximumat.

2.11. Allitas ([5]). S§(n) = SZ(n), ha x > 2.

Bizonyitds. Az Sz < Sy irany vilagos, ugyanis egy kett6 mérett abc feletti sz6
tekinthets egy x méretti abce feletti szonak. A masik irdny belatasahoz legyen a #
b € ¥, ahol |X| = k. Valasszunk egy 1 < i < n indexet, amelyre a; # b;. Definialjuk
a d: 3 {0,1} leképezést az alabbi modon:

1 hax=aq;
B() = ar=a;
0 hazx#aq;

Ezen fiiggvényt az a és b minden bettijére alkalmazva megkapjuk az a’ és b’ binaris
szavakat, amelyek az i-edik bitben kiilénboznek. Ezek megkiilonboztetheték egy A
automatavaval, amelynek k& < S2(n) allapota van. Az automata dtmenetfiiggvényei-
ben az 1-eket a;-re, a 0-kat 3 — {a; }-re cserélve a kapott automata megkiilonbozteti
a-t és b-t k allapotban. Igy sepf(a,b) < S2(n) amibdl az allitas kovetkezik. O



Most megmutatom, hogy ez igaz harom szoéra is. A bizonyitas ugyanazon az otleten
milik, de kompikaltabb az esetek szétvalasztasa miatt.

2.12. Allitas. S§(n) = S2(n), ha x > 2.

Bizonyitds. Legyenek a,b,c € X" paronként kiilonb6z6 n hosszu szavak a x betiibdl
allo X abc felett. Az 2.11 allitas bizonyitasidhoz hasonloan azt kell megmutatnunk,
hogy létezik egy @ : 3 — {0, 1} leképezés, amelyet betiinként alkalmazva a harom
szora, a kapott a’, b’ és ¢ binaris szavak paronként kiilonboz&ek. Ha ezt sikertl elér-
ni, akkor ’, b’ és ¢ megkiilonboztethets egy maximum S3(n) allapotit automataval.
Ebbdl az atmenetek megfelels atnevezésével készithets egy azonos szamu allapotbol
all6 automata, ami megkiilonbozteti az eredeti a, b és ¢ szavakat. A tovabbiakban
azt fogom megmutatni, hogy ilyen ® fiiggvény létezik, vagy a harom szé megkiilon-
boztetése egy specialis esetre korlatozodik.

1. Eset: Létezik 1 < ¢ < nindex, amelyre az a;, b;, ¢; bettik koziil ketté megegyezik
és a harmadik kiilonb6zs. A szavak sorrendjének felcserélésével elérhetd, hogy
a; # b; = ¢;. Tudjuk, hogy létezik egy 1 < j < n, j # i index, amelyre b; # c;.
A @ fiiggvényt ugy keészitjik el, hogy ®(a;) = 0, ®(b;) = P(¢;) = 1 legyen.
Tovabba ®(b;) és ®(c;) valamilyen sorrendben a 0 és 1 legyen, ez konnyen
elérhetG. A t6bbi helyen a @ tetsz6legesen megvalaszthato 0-nak vagy 1-nek.

2. Eset: V1 < < n indexre az a;, b;, ¢; bettik paronként kiilonboznek vagy mind-
hérom azonos. Legyen I azon indexek halmaza, amelyekre a;, b; és ¢; paronként
kiilonboznek. Az I halmaz nem {ires, legyen ¢ € I tetszéleges ilyen index. Ha
létezik olyan j € I, j # i index, amire b; = z & {b;,¢;} vagy ¢; = z & {b;,¢;}
akkor létezik megfelels ® leképezés (elképzelhetd, hogy a; = z igaz):

() = 0 haxe€{a;,z}
AR ha = & {a;, 2}

Ekkor ®(a;) =0, ®(b;) = ©(¢;) =1, ®(b;) =1 és P(c¢;) = 0 vagy ®(c¢j) =1 és
®(b;) = 0. Ha nem létezik ilyen j index, akkor minden j € I-re b;, ¢; € {b;,¢;}.

Az elébbi érvelés elmondhato az a; = z & {a;,b;} vagy b; = z & {a;, b;} vagy
a; =z & {a;,¢;} vagy ¢; = z & {ai, ¢;} esetekben is, ekkor vagy hasonldan tu-
dunk késziteni egy megfels ® fliggvényt, vagy a;,b; € {a;, b} ésa;,c; € {a;,¢;}
adodik. Tehat ha egyik eset sem igaz, akkor a; = a;,b; = b;,¢; = ¢; igaz
minden j € I-re. Ekkor az (a,b, c) szoharmas nagyon specialisan néz ki: 1é-
teznek az x,y,z € X paronként kiilonbozd betiik, hogy minden 1 < i < n
indexre a; = z,b; = y,¢; = z vagy a; = b; = ¢;. A kovetkezs allitas-
ban be fogom latni, hogy ebben az esetben sepf(a,b,c) = O(log(n)). Az
S3(n) > Se(n) = Q(log(n)) alsé korlat miatt(bizonyitasa az also korlatok rész-
ben olvashat6 (2.30)) kovetkezik hogy ebben az esetben is sep(a, b, c) < S3(n).

2.13. Definicié. Az (a,b,c) szoharmast unalmasnak nevezziik, ha léteznek az
x,y,z € X paronként kiilonbo6zé betiik, hogy minden 1 < ¢ < n indexre a; =
x,b; = y,¢; = z vagy a; = b; = ¢;. Hivjuk x,y, 2-t az a,b, c eltérési értékeinek, és
azokat az ¢ indexeket ahol a; = z,b; = y, ¢; = z eltérési helyeknek.
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2.14. Allitas. Ha (a,b,c) unalmas, akkor sep(a,b,c) = O(log(n)).

Bizonyitds. Legyenek x,y,z € X bettik az a, b, ¢ eltérési értékei. Definialjuk a w €
Yhre f(w) = 0 |w|, + 1 |w|, + 2 - |w|, fuggvényt, ahol |w|,, |w|,, |w|, jeldli az
x,y, 2z betiik eléfordulasinak szdmait a w széban. Ha I az a, b, ¢ eltéréseinek helyei
és o az f fliggvény értéke az a, b, c szavak nem eltérési helyeken vett részének, akkor
fla) = o, f(b) = o+ |I], f(c) = o+ 2|I|- egymastol eltérs 0 és 2n kozotti értékek.
A 1.12 lemma miatt létezik egy p < 4,4log(n) = O(log(n)) prim, amely nem osztja
|I]-t. Igy f(a), f(b), f(c) paronként inkongruensek modulo p, tehat egy p allapotu
automataval az f(w) mod p értéket szamolva megkiilonboztethets a harom sz6. [

2.15. Definicié. Az (aq,as, ... q;) szosorozatot monotonnak nevezziik, ha a;[i] <
as[i] < ... < @li] igaz minden 1 < ¢ < n indexre, ahol a;[i| az a; sz6 i-edik
betijét jeloli. Ha ezen feliil a sorozat tagjai paronként kiillonbo6znek, akkor szigorian
monotonnak nevezziik.

2.16. Megjegyzés. Ha az (ay, ... q;) szosorozat szigorian monoton, akkor az el6z6
bizonyitashoz hasonléan egy f fiiggvény segitségével megkiilonboztethetSk az elemei.

A belatott eredmények alapjan a tovabbiakban feltehetjiik, hogy ¥ = {0,1}, ha
[ €{2,3}.

2.3. Eltérések a szavak elején

2.17. Allitas. Tegyiik fel, hogy az ay, as,...a; € {0,1,...k —1}" szosorozatra igaz,
hogy barmely két sz6 kiilonbozik az els6 ¢ hely valamelyikén. Ekkor sep(ay, ... a;) <
L+ 5 =)+~ +1).

2.18. Megjegyzés. Az allitasban szereplé becslés tovabb javithatd az alabbi mo-
don. Legyen g az az egész szam, amelyre k97! < [£] < k9. Ekkor sepf(ay,...a) <
l+r+r2+ o+ [ Li—g)+ 1 <1+ [LGE-1)+ 1L

2.19. Megjegyzés. Ha az ay,...a; € {0,1, ...k — 1}" szésorozatra igaz, hogy bar-
mely két sz6 kiilonbozik az els6 4 hely valamelyikén, akkor | < &',

2.20. Allitas (2.17 specialis esete | = 2,k = 2). Ha az a és b binaris szavak kiilon-
boznek az i-edik helyen, akkor sep(a,b) < i+ 2.

Bizonyitds. (2.17 Allitds) Tekintsiik azt a gyokeres feny6t, amelyben a leveleken
kiviil minden cstucsnak x gyereke van és minden levél tavolsédga a gyokértél ¢. Minden
nem levél csticsbol kimend élekre frjuk a 0, 1, ... k—1 szdmokat. Minden csticsra frjuk
a gyokértsl oda vezetd tton 1évs élekhez tartozod betiik sorozatat. Ez egy automata
allapotgrafja, amely egy szo6t abba a levélbe visz, amire a sz6 ¢ hosszu kezd&szelete
van irva. A feltétel miatt az aq, as, ... q; szavakat kiillonb6zd levélbe viszi.

Futtassuk az automatat az aq,...aq; szavakra és minden allapotra(csicsra) szamol-
juk, hogy hanyszor jartunk ott dsszesen. Azon cstucsokat amelyekben legalabb kétszer
jartunk nevezziik belsé csticsoknak. A belsé cstcsok azon gyerekeit, amelyek nem
belsé csticsok nevezziik kiils§ cstcsoknak. A tébbi cstucsot 1ényegtelennek nevezziik

11



és ezeket elhagyhatjuk. Az igy kapott fenyére igaz, hogy az ay,...a; szavak mind-
egyike egy kiilonboz levélbe(kiilss csicsba) kertil, és minden levélbe keriil egy sz6.
Tehét ezen grathoz tartozo automata is megkiilonbozteti az adott szavakat.

A bels6 cstucsok részfeny§jének maximum \_%J levele van. Egy levél és a gyokér
kozotti iton maximum ¢ — 2 masik csics lehet. Ezen utak unidja lefedi az Gsszes
bels csticsot, ezért azok szama maximum 1+ 4] (i — 1). Igaz tovabbé az is, hogy
a gyokér alatti els§ szinten maximum k cstcs van, az az alatti(mésodik) szinten
maximum k2 és igy tovabb, a g — 1-edik szinten legfeljebb 97! cstics van. (g az az
egész szam, amelyre k97! < |L] < k9.) Az ez alatti szinteken mér lehet L] darab
cstics. Igy a belsd csticsokra korabban adott becslés 1+k+r£2+. .. k971 + | L |(i—g)-re

javithato. Hozzdadva a kiils cstucsok szaméat(l) adodik az allitas. O

2.4. Eltérések a szavak végén

2.21. Allitas. Ha az a1, as,...a; € {0,2,... 5 — 1} = ¥ szoésorozatra igaz, hogy
barmely két szo kiilonbozik az utolsé ¢ hely valamelyikén, akkor sepf(ay,...a;) <
> i—omin(k/, 1) < 1+i-1.

Bizonyitds. A bizonyitasban a végszelet felismerd automata ismert gondolatat fogom
altalanositani tobb szoéra.

Legyen qo a kezddéallapot és minden j = 1,...i-re az Gsszes j hosszi sz0 legyen egy
allapot. Ezek egyiittes szama Z oK = it 1’1. Ugy képzeljiik el, hogy a j hosszt
szavakhoz tartozo allapotok a j- edlk szinten helyezkednek el, és 6sszesen ¢ + 1 szint
van(beleértve a nulladikat). Egy w € 37 csticsban(0 < j < i—1) a 0 € X betiit
olvasva keriiljiink at a wo cstcsba, ezen atmenetekhez tartozo éleket hizzuk be a
grafba.

Az i-edik szinten tekintsiik azt az [ darab cstcsot, amelyek az aq,...a; szavak 1
hosszu végszeletei, ezeket jeloljiik meg. Ha egy cstics nincs rajta a gp-bol valamely
jelolt csticsba vezetd uton, akkor toriiljitk ki. Igy minden szinten maximum ! da-
rab cstics marad, és a cstucsok egylittes szaméra teljesiil az allitasban kimondott
> j—omin(x, 1) korlat.

Még nem definidltuk az atmeneteket az i-edik szinten 1évé csticsokbol. Tovabbé kito-
roltiink bizonyos cstucsokat, és a korabban ezekbe vezets élek végpontjait is Gjra meg
kell hataroznunk. Ha w egy cstics és a 0 € X betiire még nincs meghatéarozva, hogy
melyik legyen a kovetkezd cstcs, akkor tegyiik a kdvetkezot. Legyen u a wo sz6 azon
leghosszabb végszelete, amely egy létezd cstcs. A w cstcesbol a o-t olvasva 1épjiink
u-ba. (Megfigyelhetjiik, hogy ha a w cstcsbdl a o-t olvasva mar meghatéarozott az
atmenet, akkor a wo leghosszabb végszelete maga wo és ez a kovetkezd cstucs, amibe
lépilink.) Kénnyen meggondolhato, hogy egy a szot olvasva az automata pontosan
akkor keriil egy i-edik szinten 1év6 v cstucsba, ha az a i-hosszi végszelete pontosan
v. Ebbdl kovetkezik, hogy az automata elvalasztja az aq, ... a; szavakat. O
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2.5. Mintaillesztés

Az el6z6 bizonyitasban készitett automata szorosan kapcsolatban all a mintaillesztési
feladat egyik legismertebb megoldéasaval, ezért réviden bemutatom a feladatot és ezt
az Osszefliggést.

A mintaillesztés (string matching) feladatban adott egy s és egy t sz6 a X abc felett.
A cél, hogy megtalaljuk a t sz6 elGfordulésait részszoként az s szoban. A kérdés
altalanosithaté tobb szoéra, ilyenkor a tq,...%; szavak mindegyikének el6fordulasait
keressiik az s szoban.

A mintaillesztésre tobbféle eljaras is ismert, ezek koziil az egyik leggyakrabban hasz-
nalt a Knuth-Morris-Pratt algoritmus, amely egy véges automatat hasznal. Az elté-
rés a szavak végén cimi részben belatott 2.21 Allitas segitségével a KMP algoritmus
altalanosithato. Igy egy linearis idejii modszert kapunk, amely egyszerre tobb sz6
el6fordulasait taldlja meg egy szovegben. Ez az Aho-Corasick algoritmus.

2.22. Eljaras (Aho-Corasick algoritmus). [1] A 2.21 allitas bizonyitasédhoz hasonlo-
an készitlink egy automatét, amely a tq,...t; szavakat ismeri fel végszeletként. Fz-
utan a kapott automatat futtatjuk az s széra. Ha egy olyan allapotba ériink, amely
valamely ¢; szohoz tartozik, akkor megjegyezziik, hogy az adott helyen megtaldltuk a
tj sz0 egy el6fordulasat, majd folytatjuk a futtatast. Igy az s sz6 feldolgozasa linearis
idében megtehets. Az automata elkészitése a tq, .. .t; szavak hosszainak Gsszegében
lineéris id6 alatt megtehetd, tovabbi informéacio taldlhatd példéul az alabbi oldalon:

1.

2.6. Atlagos eset

2.23. Allitas ([5]). Tegyiik fel, hogy az a,b szopéart egyenletes eloszlas szerint va-
lasztjuk a k méretti abc feletti, n hosszu, kiilonbo6zé szavakbol all6 parok halmazabol.
Formalisan (a,b) €g {(a,b) : a,b € {0,1,...k—1}",a # b}. Ekkor sep5(a, b) varhato
értéke konstans.

Bizonyitds. Annak az eseménynek a valoszintisége, hogy a és b az els6 i — 1 helyen
megegyezik és az i-edik helyen eltér (%)171 . (1 — %) és ebben az esetben egy i + 2
allapoti automataval megkiilénboztethetGek (2.20 allitas). Ebbdl az alabbi felss
becslés adodik a véletlen szopar megkiilonboztetéséhez sziikséges allapotok varhato
értékére:

S (" ()50 (D)0

A bal oldali tagban 1év6 szumma egy p = 1 — % paraméterd geometriai eloszlédshoz
tartozo események teljes rendszeréhez tartozo valoszintiségek Osszege, ezért értéke 1.
A jobb oldali tag egy p =1 — % paraméterid geometriai eloszlas varhato értéke, ami
%. Ezeket felhasznalva adodik az aldbbi felss becslés:

2-|—1
1

1
K

<4
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2.24. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitasban a valdszintiségeket tgy hasznaltuk,
mintha a szavakat vélasztottuk volna egyenletes eloszlas szerint, egymastol fiigget-
leniil. Els6re nem vilagos, hogy ez miért helyes, ugyanis el6fordulhat, hogy ugyanazt
a két szot valasztjuk. Ezt ugy oldhatjuk meg, hogy a véletlen valasztasra a kovetke-
z8 modon tekintiink. Valasztunk egy-egy a és b szot egyenletes eloszlas szerint, ha
megegyeznek, azaz az 1 < ¢ < n indexek egyikén sem térnek el, akkor a szummaban
valamely ¢ > n taghoz soroljuk 6ket, és ekkor i +2 > n+ 2 allapotot szanunk a meg-
kiilénboztetésiikre. A valosdgban ebben az esetben a két sz6 nem kiilonboztethetd
meg és tjra kell generalni dket, amig nem lesznek eltéréek. Igy valojaban annak a
valoszintisége, hogy az egyes ¢ < n helyeken eltérnek nagyobb lesz az eredeti eloszlas
szerint, mint a bizonyitasban irt valoszintiség. Ez nem jelent problémat, ugyanis eze-
ket az ujrageneralast kivano eseteket a késébbi tagokban nagyobb allapotszammal
kiilonboztettiik meg.

2.25. Allitas. Ha az ai, as, . ..a; szosorozatot egyenletes eloszlas szerint véletlen
valasztjuk a k > 2 méretti abc feletti, n hossza, paronként kiilénbo6z6 szavakbol allo
[ hosszu sorozatok halmazabol, akkor sepf(ay, .. .a;) varhato értéke konstans.

Bizonyitds. Legyen A; az az esemény, hogy barmelyik két sz6 az elsé ¢ hely valame-
lyikén eltér, azonban ez mar nem igaz (i — 1)-re (azaz van két sz0, amely az els6 i — 1
helyen azonos). Ha az A; esemény kovetkezett be, akkor egy 1 + [ﬂ + L%J 1 alla-
poti automataval megkiilonboztethetek a szavak (a 2.17 allitas miatt). A keresett

varhato értékre egy felsé becslés a ;o (1 + L]+ [4] 9)P(A).

Ha az A; esemény kovetkezett be, akkor valamely két sz6 megegyezik az els6 i — 1
helyen a definici6 miatt. Ezen valoszintiségre fels6 becslés ha az 6sszes (é) lehetséges
szoparra Osszeadjuk azt a valoszintiséget, hogy két sz6 az elsé i—1 helyen megegyezik.

() Q) (-

Ezeket felhasznalva az alabbi fels§ becslés adédik:

l L. [l 1\ 1
S+ g0 () () (-3)
i>1

l l l 1 [ 3
- 1 — — < 14+ =
(o) (3] la) 72) < () (1 +2)

2.7. Részszavak szama

2.26. Definicio. Jeldlje |a|,, a w sz6 el6fordulasainak szamat részszoként az a
szoban.

2.27. Allitas ([5)). Ha a,b € {0,1}" és |a|, # |blw, akkor sep(a, b) = O(Jw|log(n)).
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Bizonyitds. |aly,|blw < n,ezért a 1.13 kovetkezmeény miatt létezik egy p = O(log(n))
prim, amelyre |al|,, # |b|,, mod p. Egy |w| - p allapott automataval az |a|,, mod p
értéket szamolva megkiilonboztethets a két sz6. Ez p darab részautomatabol all,
amelyek a w végszelet felismerd automatai. Ezekrdl a 2.21 részben olvashatunk tob-
bet. Ha valamelyik részautomata végallapotaban vagyunk, akkor atlépiink a kdévet-
kez6 részautomata megfelels allapotédba (abba az allapotba, amelyikbe a végszelet
felismers automata lép a végallapotabol a megfelel§ bettit olvasva).

O

2.8. Hamming tavolsag

Az el6z6 alfejezetben belattuk, hogy ha a két sz6 bizonyos értelemben kiilénbo6zs,
akkor kénnyen meg lehet ket kiilonboztetni. Most azt vizsgaljuk meg, hogy ha
nagyon hasonléak, akkor is szétvalaszthatok kevés allapottal.

2.28. Definicio. Az a és b szavak Hamming-tavolsaga, azaz H(a,b) azon 1 <
1 < n — 1 indexek szdma, ahol a két sz6 eltér egymastol.

2.29. Allitas ([5]). Ha H(a,b) < d, akkor sep(a,b) = O(dlog(n)).

Bizonyitds. Jelolje 11 < 15 < --- < 14 azokat az indexeket, ahol a két sz6 eltér. Ekkor
az N = (iy —i1) - (i3 — i1) ... (ig — i1) < n? ! egyenlStlenség és a 1.12 lemma miatt
létezik egy p = O(log(nd1)) = O(dlog(n)) prim, amelyre igaz, hogy pt N.

Legyen ap; = 3 i; noap@ mod 2. Ekkor ay,;, # by, ugyanis az a és b szavak
eltérnek az i helyen és az dsszes tobbi j = i; mod p helyen megegyeznek. (Ellenkezs

c sz

szummaék értéke eggyel tér el, ezért mod 2 nem egyenlGek.

Az a,; értékek egy 2p allapoti automataval megszamolhatoak modulo 2. Az au-
tomata kett6é p hosszu korbdl all, melyek allapotai 0-t6l p — 1-ig vannak szamozva.
Ha valamely kor i;-edik allapotaban 1-est olvas az automata, akkor atlép a mésik
kor i1 + 1-edik allapotéba. Kiilonben ugyanazon a koéron lép tovabb a kovetkezd al-
lapotba. A futés végén az a,,, érték attol fiigg, hogy a nulladik vagy az elsé koérén
vagyunk. O]

2.9. Alsé korlat

Az alabbi allitas az eddig ismert legjobb als6 korlatot mondja ki a separating words
problem-re.

2.30. Allitas ([5]). Sa(n) = Q(log(n))

Bizonyitds. Legyen a = QF~11F-1#lem(L k) gg p — ph—1+lem(Lk) k=1 "ahol lem(1, ... k)
az 1, ...k szamok legkisebb kozos tobbszorose. Ekkor semelyik maximum £ allapoti

automata nem kiilonbozteti meg a-t és b-t. Ugyanis valamely x € ¥ bettire és ¢ € @
allapotra a p; = 0(q, 2%) allapotokat vizsgdlva i = 0,1, ... esetén megéllapithatjuk,
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hogy azok maximum k — 1 allapot utan ciklizalni fognak k-nél nem nagyobb perio-
dusszammal. Ebbdl kévetkezik, hogy barmely automata ugyanabba az éllapotba fog
keriilni, miutdn beolvasta az a vagy a b sz6 elején 1évé nullakat, majd ugyanabba
a végso allapotba fog keriilni, miutan beolvasta az egyeseket. Tehat semelyik maxi-

mum k allapott automata nem kiilonboztetheti meg ezen n = 2(k—1)+lem(1,... k)
hosszt szavakat. A primszamtétel miatt lem(1, ... k) = e#17°M) amibél kovetkezik,
hogy S2(n) = Q(log(n)). O
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3. Felsd korlatok

Ebben a fejezetben bemutatok az Sy(n)-re adott felsd becslések koziil néhanyat,
koztiik az eddig ismert legjobb O(n'/*)-os korlatot is (Chase [4]). Bebizonyitom

tovabba a sajat eredményemet, hogy az O(y/n)-es korlat tetszSleges konstans [ esetén
is igaz Si(n)-re.

3.1. Gyokos fels6 becslés

ElGszor egy egyszeriibb O(y/n)-es felss korlatot ismerhetiink meg, melynek bizonyi-
téasahoz a korosztasi polinomok egyes tulajdonsagait fogjuk hasznélni.

3.1. Definicié. Legyen a = ag...a, ;1 € {0,1}" és w = wow; ... w;_; € {0,1}1
Ekkor posy(a)-val jeloljik a w részszo kezdGpozicidinak halmazat az a szoban.
Formalisan pos,(a) ={j:0<j<n—1,a; =wy,...aj4—1 = W1}

3.2. Definici6. Legyen m € Z* és i egy maradékosztaly modulo m. Ekkor jeloljiik
pPOSw(a)mi-vel a w részsz6 azon j kezdGpozicidinak halmazéat, amelyekre j = i
mod m.

Ha az a és b binaris szavak kiilonbozéek, akkor pos,(a) # pos,(b). Kovetkezs 1é-
pésként azt fogjuk belatni, hogy ha egy p primre és egy i maradékosztalyra igaz,
hogy |pos;(a),i| # |pos;(b),|, akkor az a és b szavakat meg tudjuk kiilonboztetni
egy automatéaval. Ezutan meggondoljuk, hogy létezik nem tul nagy ilyen p és hozza
megfelels 7.

3.3. Tétel (Chase [4]). Sa(n) = O(y/n - log(n)'?).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy talaltunk egy p primet, ¢ egy maradékosztalyt, me-
lyekre |pos;(a),i| # |pos;(b)pi|. (A kovetkezs allitasban fogjuk megmutatni, hogy
tudunk talalni ilyen p-t és i-t.) Tudjuk, hogy |pos;(a),|, |pos;(b),:| < n ésa 1.13 ké-
vetkezmény miatt 1étezik egy ¢ = O(log(n)) prim, amire a két érték osztasi maradéka
kiilonbo6z6. Készitsiink egy olyan automatat, amely egy a sz6 esetén a |pos;(a),.|
mod ¢ értéket szamolja. Ezt megtehetjiik, ha ¢ darab p hosszi kért hasznalunk és ha
egy kor i-edik allapotaban 1-est olvasunk, akkor a kévetkezd kor ¢ + 1-edik allapotéa-
ba lépilink, egyébként ugyanazon a koéron a kdvetkezs allapotba. Ez egy pq allapotu
automata, amely a |pos;(a),;| mod ¢ értéket szamolja és emiatt megkiilonbozte-
ti a két szot. A kovetkezd szamelméleti allités alapjan 1étezik egy p prim, amely
O(y/nlog(n)) méreti és hozza egy i maradékosztély, amelyek megfelelgek (azaz
|posy (a)p.i| # |pos;(b),:]). Ebbdl kivetkezik, hogy barmelyik kettd n hossz binaris
szohoz létezik egy pg = O(y/nlog(n)?) allapott automata, amely megkiilonbozteti
Gket. O

Lassuk be a bizonyités teljességéhez hianyzo részt, azaz hogy létezik egy megfelels p
prim és egy ¢ maradékosztily. Ezt az automatakrol megfeledkezve, egy A és B egy-
méastol kiilonbozs halmazra is megtehetjiik, melyek a {0,1,...n — 1} részhalmazai.
Specialis esetként A = |pos;(a)| és B = |pos,(b)| valasztassal megkapjuk a hidnyzo
részt.
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3.4. Definicié. Legyen A C {0,1,...n — 1}. Ekkor definiadljuk az A,; = {j € A :
j =i mod p} halmazt.

3.5. Allitas (Chase [4]). Ha A # B C {0,1...n — 1}, akkor létezik egy p =
O(y/nlog(n)) prim és i maradékosztaly, amelyekre |A, ;| # |B,.|.

3.6. Definici6. Az n-edik korosztasi polinom az a normalt polinom, amelynek
gyokei pontosan az n-edik primitiv komplex egységgyokok, mindegyik egyszeresen.
Pp(r) = (x = &) ... (2 —&uw), ahol &, ... &y a primitiv n-edik egységgyokok.

3.7. Definicié. Ha a € {0,1}" egy bindris sz6, akkor jeldlje A(x) = > a;2" az
egyesek generalo fiiggvényét. Ha A C {0,...n — 1}, akkor A(x) = Z:.L;Ol 14(4)a".

3.8. Lemma (Vyalyi, Gimadeev [13]). Tekintsiik az A # B C {0,...n — 1} hal-
mazokat és az m € ZT szamot. Ha minden ¢ € {0,...m — 1} maradékosztéalyra
| Ayl = |Bim,il, akkor @,,(x) osztja az (A(x) — B(x)) polinomot.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy ™ —1 osztja az A(x) — B(z) polinomot, ugyanis
®,,(x) osztja ™ — 1-et.

Rogzitett i-re tekintsiik A(z) azon monomjait, amelyek x'**™ alaktiak valamely

k € Z*-ra, ezek szama |A,,;|. Hasonléan B(x) azon monomjainak szdma, amelyek
T alakiak | By, |- A lemma feltétele miatt | Ay, ;| = |Bm.l, ezért az A(z) és B(x)

ilyen monomjai parbaallithatok olyan modon, hogy egy A(z)-beli zitk1™ alaki tag
parja B(z)-ben egy xt*2™ legyen.

Kénnyen ellenérizhets, hogy (z™ — 1)|(ziThm — githam),

Ezeket felhasznalva adodik, hogy =™ — 1 osztja az A(x) — B(x) polinomot. O

Bizonyitds. (3.5 Allitds) Tegyiik fel, hogy egy adott k € Z*-ra minden p < k prim
és 1 € {0,...p — 1} maradékosztaly esetén |A,;| = |Bp|. Az el6z6 lemmabol az
kovetkezik, hogy ®,(x)|(A(z) — B(x)) minden p < k primre. Az A(z)— B(x) polinom
nem azonosan nulla és a korosztasi polinomok relativ primek, ezért az A(z) — B(x)
foka legalabb a ®,(x) kérosztasi polinomok fokainak sszege kell legyen.

n > deg(A(x) — B(z)) > 3 deg(@,(x)) = 3 (p— 1)

p<k p<k

1 k2 SN
5 Toghks A1 miatt n

%Ifgzk(l + 0(1)). Azt kaptuk, hogy 2nlog(n) > 2nlog(k) > k*(1 + o(1)), azaz k

O(yv/nlogn), amibdl kovetkezik az allitas.

A Primszamtétel 1.18 Kévetkezménye miatt > _,(p — 1) ~

CIA IV

3.2. A gyokos becslés altalanositasa

Az el626 gondolatmenetet altalanositottam, hogy S;(n)-re egy O(y/n) felsé korlatot
kapjak, amelyet a kévetkezd tételben mondok ki.

3.9. Tétel. S;(n) = O(I°/nlog"®(n)).
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El6szor bemutatom a sziikséges definicidkat és segédallitasokat, majd a tétel bizo-
nyitasat.

3.10. Definicio. Legyen L,m € Z". Haminden h # j € {1,2,... L} parhoz tartozik
egy in; € {0,1,...m— 1} maradékosztaly modulo m, akkor ezek iy 9,413, .. .71, 23,
...ip-1 gyUjteményét (Osszesen (S) darab) egy maradékosztaly (12‘) -esnek ne-
vezziik modulo m.

3.11. Lemma. Tekintsiik az Ay, As,... Ay € {0,...n — 1} paronként kiilonb6z6
halmazokat és az m € ZT szamot. Ha minden i1 9,...i_17 € {0,...m — 1} mara-
dékosztaly (%)-esre létezik h # j, melyekre igaz, hogy |(An)myin ;| = [(Aj)miy, |, akkor
®,,(x) osztja az (A1)(x),...(Ar)(z) polinomok koziil valamelyik kettd kiillonbségét.

Bizonyitds. Ha létezik egy h # j, hogy minden ¢ maradékosztalyra |(Ap)m:| =
|(A;)m.i|, akkor a 3.8 Lemma miatt ®,,(z) osztja az ((A4;)(z) — (Ax)(x)) polinomot.

Ha nem létezik ilyen, akkor minden lehetséges h # j-hez van egy 4 ,, amelyre
[(A)myin,| 7 [(Aj)m,in, |- Gytjtsiik Ossze ezeket egy i19,...4i;-1, maradékosztaly
(g)-esbe. A lemma feltételének ellentmondé példat talaltunk, tehat ez az eset nem
lehetséges. O]

3.12. Allitas. Ha A, A;,... A, C {0,1,...n — 1} és paronként eltéréek, akkor
létezik egy p = O(Ly/nlog(n)) prim és egy iy, ...i5_1 maradékosztaly (g)—es,
hogy minden 0 < h # j < L — 1-re [(Ap)pi, ;| 7 [(A))psin,

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy k € Z"-ra minden p < k prim és ¢19,...i-11 €
{0,...p—1} maradékosztaly (})-es esetén valamely h % j-re |(Ap)pin | = [(A7)pin, -
Felhasznalva az el6z6 lemmat a 3.5 Allitashoz hasonloan azt kapjuk, hogy:

@n > deg([ [((A) () = (A)(@) = D deg(@y(x)) =Y (0 —1) ~ %bkgk

h#j p<k p<k
Tehat k£ < O < (g)nlog(n)) O

Az S;(n)-re valo fels6 korlatot ugy szeretném belatni, hogy veszem az egyesek eléfor-
dulasait ez egyes szavakban, azaz a pos;(a1),pos;(az),...pos;(a;) C{0,1,...n—1}
paronként kiilonb6z6 halmazokat. Az el6z6 allitas alapjan van egy p = O(ly/nlog(n))
prim és egy 41 9, . . . 41, maradékosztaly (é)—es, melyekre minden h # j-re [pos; (an)p, ;| #
[pos;(@;)p,i, ;|- Innen készithets egy automata. Ezzel azonban az a baj, hogy csak
akkor miikodik, ha feltessziik, hogy minden sz6 hossza pontosan n. Ha lehetnek n-

nél révidebb szavak is, akkor elképzelhets, hogy a; # a;, de pos,(a;) = pos;(a;). Ez
pontosan akkor van igy, ha az a; szot az a;-b6l néhany 0 hozzairasaval kapjuk (vagy
forditva).

Harom sz6 esetén ez a probléma kikiiszobolhets a 2.7 allitas segitségével. Ilyenkor
elég a fent leirt Gtletet végigvinni egyforma hosszu szavak esetére. Azonban ha [ tet-
sz6leges egész szam lehet akkor nem elég az 1-esek pozicidit vizsgalni és a bizonyitas
Osszetettebb lesz. A kovetkezd részben ezt fogom bemutatni.
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3.9. Tétel. S;(n) = O(I°y/nlog'®(n)).

Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi 2] darab halmazt, amelyek a {0,1,...n — 1} rész-
halmazai. (Elképzelhetd, hogy vannak kozottiik megegyezsek is.)

(A1, Ag, ... Ag) = (posy(ar), posg(az), . .. posy(ar), pos; (a1), pos,(az), . .. pos;(a;))

Ezek kozott a kiillonbozéek szamat jeloljiikk L-el, és alkalmazzuk az el6z6 allitast
ezen kiilonb6z6 halmazokra. Azt kapjuk, hogy talalhato egy p = O(L+/nlog(n)) =

O(ly/nlog(n)) prim és egy megfelel6 maradékosztély (é)—es

Ebbdl készithetiink egy i1 9, . . . 49—1,2; maradékosztaly (él)—est, ahol minden 1 < h #
J < 2l-ve [(An)pin ;| # 1(Aj)pin,| igaz, ha A, # A;. Ezt egyszertien tugy tehetjiik
meg, hogy az i, ; az Ap-hoz és A;-hez tartozo6 érték lesz a maradékosztaly (L) esbol

ha Aj, # A, (1gy néhany értéket tobbszor fogunk berakni az 1j ( ) esbe) és kiilonben
tetsz()’leges. Erdemes megfigyelni, hogy itt h és j az 1 < h,j < 2l intervallumban
volt, a segédallitasokban 1 < h,j < L, a bizonyitas tovabbi részében azonban h-ra és
j-real < h,j <Ikorlatok kozott gondolunk. A tovabbiakban a talalt i1 o, ... %1%
maradékosztaly (él)—esnek csak az 19, ... 917 €S 941142, - - - 121,21 'ésZ maradékosz-
taly (é)—eseit fogjuk hasznalni. Igy a készitett maradékosztaly (22l)—es tobbi tagjarol
meg is felejtkezhetiink.

Ha az ay, és az a; szavak kiilonboz6ek az azt jelenti, hogy vagy posy(an) # posy(a;)
vagy pedig pos,(an) # pos;(a;). Tehat barmelyik két sz6 valamelyik kivalasztott
halmazban eltér.

Definialjuk egy a szora az alabbi értéket:

V(a) = [posg(@)pir| + (n+ 1) - [posg(@)pis 5| + (14 1)%|p0sg(@)pir ]| + - - -
1\ _ l
+(n+ 1)) posy (@) + (0 + D& pos, (@)l
1 NA
+(n+ D& pos, (@i + -+ (04 D7) pos; (@)l

Koénnyen lathato, hogy V(as) # V(a;), ha 1 < h # j <[, ugyanis a V(ay) és V(a;)
értékeket (n + 1) alapt szamrendszerben felirva az iy, j-hez tartozo szamjegy kiilon-
b6z6 lesz, ha posy(a;) # posy(an) vagy az ijip +j-hez tartozd szamjegy kiilonbozé
lesz, ha pos, (ay) # pos,(a;).

Tudjuk, hogy V(a) < n2(a )+1, emiatt [[,; [V(an) — V(ay)| < n(2
lemma miatt 1étezik egy ¢ prim, melyre ¢ = O (( ( ) ) ( ) (n) ) O(
és ami nem osztja a [, ; [V (an) —V (a;)| szorzatot. Tehét a ( 1),...V(a
kiilonb6z6 maradékot adnak modulo g.

(G)+)G). A 1.12
l

*log(n))
1) értékek

Készitsiink egy olyan automatat, amely egy a sz6 esetén a V(a) mod ¢ értéket
szamolja. Ezt megtehetjiik, ha ¢ darab p hossz kort hasznalunk. Ha egy kor iy, ;-
edik allapotaban 0-at olvasunk, akkor a (modulo ¢ értve) (n + 1)®-el késGbbi kor
in,j + 1-edik allapotaba lépiink, ahol (n 4 1)* a V(a) képletében a |posy(a)p,, | tag
egyiitthatoja. Ha egy kor ;45 4 j-edik allapotaban 1-est olvasunk, akkor a (modulo
q értve) (n + 1)®-el kés6bbi kor 4441 ; + 1-edik allapotéba lépiink, ahol (n + 1)* a
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V(a) képletében a |pos;(a)y., .| tag egyiitthatoja. Egyébként ugyanazon a korén

a kovetkezd allapotba lépiink.

Ez egy pq allapoti automata, amely megkiilonbozteti a szavakat. Tehat barmelyik
n hosszt bindris sz6 l-eshez létezik egy pq = O (I°y/nlog(n)'®) allapot automata,
amely megkiilonbozteti Sket. O

3.3. Masodik gyokos becslés

3.13. Definicié. Egy a € X" sz6 p-periodikus, ha a;, = a4, igaz minden 0 < ¢ <
n — 1 — p indexre. A legkisebb ilyen p-t nevezziik a sz6 periddusanak. Egy szot
periodikusnak neveziink, ha a periodusa nem nagyobb, mint a hossza fele.

3.14. Lemma (Robson [7]). Az w0 és wl szavak koziil legalabb az egyik nem
periodikus. (Ahol w0 azt jeloli, hogy az w mogé irunk egy 0-t.)

Bizonyitds. Jelolje | a w sz6 hosszat, azaz w = wy ... w;_1. Tovidbbéa legyen py a w0
periddusa és p; a wl periddusa. Indirekt tegyiik fel, hogy w0 és w1 is periodikus, azaz
Po < ”Tl éspp < ”71 Ekkor wiyap; mod py = 1 €S Wittpy mod p; = 0 minden a, b € Z-re.
Az ap1+bpy = —x-ged(po, p1) valasztéassal, ahol x € Z és 0 < I—x-ged(po, p1) < po, p1

azt kapjuk, hogy 0 = wi_s.ecd(pop) = 1. 0

3.15. Lemma (Robson [7]). Legyen w € {0,1}, a € {0,1}" ¢s | < n. Ha w
periodusa p és a; ... Q41 = W = a; ... a4 1, akkor [j —i| > p.

Bizonyitds. Ha a;...a;41—1 = w = aj...aj4—1, akkor a w sz6 |j — i|-periodikus,
ezért |j —i| > p. O

3.16. Kovetkezmény. Legyen w € {0,1}, a € {0,1}" és | < n. Ha w perioédusa p,
akkor w elgfordulasainak szama a-ban maximum g.

3.17. Lemma (Robson [7]). Minden « < 1-re ha az a;_;41 .. . a; részsz6 nem perio-

dikus és | < n®, akkor létezik egy j < c"lofg(") prim, hogy ax_j11...ar # aj_y11...a;

igaz minden olyan k-ra, amelyre k =4 mod j, de k # 7. Itt a ¢ konstans csak a-to6l
fiigg.

Bizonyitds. Az alabbi 1épéseket fogjuk megtenni: elGszor megbecsiiljiik hogy a rész-
sz0 maximum hanyszor fordulhat el6 az a szoban. Ezutan megvizsgéljuk, hogy egy
ilyen el6fordulas héany primszamra ronthatja el a lemmaban szerepl§ elvarast.

Az a;_;41...a; részsz6 nem periodikus, tehat ha a periodusat p-vel jeloljiik akkor p >

é. A 3.16 kovetkezmény miatt ezen részszo el6fordulasainak szama a-ban maximum
2

< T

Vizsgéljuk meg, hogy a részszd egy ilyen el6fordulasa milyen j primekre rontja el

a lemma elvarasat. Tegyiik fel, hogy az a; ;11 ...a; részszo vizsgélt el6fordulasa

az ag_j41 - - - ax helyen taladlhato, ahol k& # i. Ekkor minden olyan j primre, amely
osztoja az |k — i| kiillonbségnek nem teljesiil a lemmaban megfogalmazott elvaras.
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A kovetkezd kérdés az, hogy hany darab olyan j prim van, amely osztja a |k — i|
kiilonbséget? Azt szeretnénk belatni, hogy nem lehet (1 —a)~! darab 7-nél nagyobb
primosztoja. Ehhez felhasznaljuk a lemma feltételei koziil az [ < n® el6irast, ami
miatt # > & = n'"* Az (1 — «)~! darab n'~®-nél nagyobb prim oszt6 szorzata
méar n-nél nagyobb lenne, de |k — i| < n.

Ott tartunk, hogy a részszonak maximum 27” darab el6fordulasa lehet, és minden
ilyen el6fordulas kevesebb, mint (1 — )" darab j > % primszamra ronthatja el a
lemmaban szerepld egyenlGtlenséget.

2n

Igy lennie kell egy j-nek az 7-nél nagyobb elsd ) prim kozott, amire igaz a

lemma. A primszamtételbdl 1.19 kovetkezménye miatt 1igaz a j-re adott fels§ korlat.
O

3.18. Definicié. Az A automata megtalalja az a szot, ha annak utolsé bettjének
beolvaséaval keriil el6szor a ¢ elfogadd allapotba.

3.19. Allitas (Robson [7]). Ha az a # b szavakat szeretnénk megkiilonboztetni,
akkor elég egy olyan A autamatat késziteniink, amely az ag...a; # by ... b; kezdd-
szeletek koziil az egyiket megtalalja és a masikat beolvasva sosem 1ép a ¢* elfogado
allapotba.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az A automata az ag . . .a; szot megtaldlja és a by . . . b;
sz6 esetén nem 1ép a ¢* elfogado allapotba. Ha a teljes b szot beolvasva sem 1ép a
gt elfogadé allapotba egyszer sem, akkor allitsuk be az atmenetfiiggvényt ugy, hogy
ha az automata egyszer a ¢ allapotba 1ép, akkor azutan mindig ott marad. Ekkor
az A automata megkiilonbozteti a két szot.

A masik lehet6ség, hogy teljes b szt beolvasva valamely j > i indexre a b; betd
beolvasasa utan lépiink el6szor a ) allapotba. Ekkor az a;1 ... an—1 €s bjq1...b,1
szavak kiilonbozé hossztak, ezért a 2.6 Allitas miatt megkiilonboztethetok egy B
automataval, amelynek O(log(n)) allapota van. A ¢* allapotot a B kezdgallapo-
taval azonositva egy olyan Osszetett A’ automatat kapunk, amely megkiilonboz-
teti a két szot. Ha az A automatanak O(f(n)) allapota volt, akkor az A’-nek
max{O(f(n)),O(log(n))} allapota van. O

3.20. Tétel (Robson [7]). Sa(n) = O(y/nlog(n))

Bizonyitds. Legyen a # b € {0,1}". Jelolje i azt az indexet, ahol a két sz6 elszor
eltér. Ha ¢ < y/nlog(n), akkor a 2.20 &llitds miatt a két sz6 megkiilonboztethets
egy O(y/nlog(n)) allapotu automatéaval.

Ellenkez6 esetben az 3.14 lemma miatt az a, rlog(m) + G ésb, N O b; szavak

nlog(n
koziil legalabb az egyik nem periodikus. Tegytik fel, hogy az a-ban 1évé nem periodi-

kus. Valasszunk egy j < c% = O(y/nlog(n)) primet az 3.17 lemma alapjan.
nlog(n

Ekkor minden £ =+¢ mod j, k # i szamra U frtogtm) -+ Uk =+ O_ frtogtm) -

Készitstink egy automatat, ami az a,_ ... a; részsz6 olyan el6fordulésat ke-

nlog(n)
resi, amelynek p kezdSpozicidja igaz, hogy p =i — y/nlog(n) mod j. Az automata
két részbdl fog allni. Az A rész az eddig beolvasott karakterek szamat tartja szamon
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modulo j. A count =i — y/nlog(n) mod j allapot megegyezik a B rész kezdgélla-
potaval (nulladik allapot). A B automata z-edik allapotaban akkor vagyunk, ha az
el6z6 x karakter a részszo x hosszi prefixe volt, és a megfelel§ pozicidban kezd6dott
modulo j. Az A rész j allapotbol és a B rész tovabbi /nlog(n) + 1 allapotbol all,
igy az egész automata O(y/nlog(n)) allapoti. Az aq ... a; kezdSszeletet megtalalja
és a by . ..b; kezdGszelet esetén sosem 1ép a ¢ elfogado allapotba, ezért a 3.19 Allitas
miatt készen vagyunk. O

modulo 3. Forras: |7]

1989-ben Robson ezt a gondolatot javitva bizonyitotta be az @(n2/ %) felsé korlatot,
amely a [7] cikkben olvashato.

3.4. A legerdsebb ismert becslés

Az els6 gyokos becslés tletének javitaséval Zachary Chase 2020-ban bebizonyitotta
az eddig ismert legjobb felsg korlatot [4], amely szerint Sy(n) = O(n'/3). Ebben a
fejezetben ezen eredmény bizonyitasanak 1épéseit fogom bemutatni.

3.21. Definicié. Az A C {1,...n} halmazt d-szeparaltnak nevezziik, ha minden
i#je Aralj—i| >d.

3.22. Tétel (Chase [4]). Ha A # B C {1,...n} és n'/>-szeparaltak, akkor létezik
egy p = O(n'/3log®(n)) prim és i maradékosztaly modulo p, melyekre |A, ;| # | B,.-

ElGszor ezen tétel felhasznéalaséaval bebizonyitom a {6 eredményt, majd a kdvetkezs
részben bemutatom a segédtétel bizonyitasdnak lépéseit.
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3.25 Fotétel

[ N

3.14 Lemma 3.15 Lemma  3.22 Segédtétel  1.13 Prim lemma 3.23 Automata készits

3.29 Allitas

3.30 Allitas

/N

3.27 Tétel 3.28 Lemma

2. dbra. Bemutatja, hogy a felhasznalt tételekbdl hogyan jutunk el a {6 eredményhez.
Segitséget nydjthat az egyes 1épések kozotti Osszefliggések megértéséhez és a teljes
kép konnyebb atlatasidhoz.

3.23. Lemma (Chase [4]). Legyen m € Z*, i € [m]y egy maradékosztaly modulo m,
q primszam és a € [q]o maradékosztaly modulo ¢. Legyen w € {0,1}!, ahol [ < m.
Ekkor létezik egy 2mgq allapott automata, amely pontosan azokat az = € {0,1}"
szavakat fogadja el, amelyekre |pos,, ()| = a mod gq.

Bizonyitds. Készitsiink egy ¢ darab m hosszi korbdél all6 automatat, melyben min-
den &llapothol kettd van, egy 0-as és egy 1-es. Mindegyik kor azt ellenérzi, hogy a
w sz6t olvassuk-e a megfelel6 pozicibban. Azaz ha a kor i-edik allapotaban a wi-et
olvassuk, akkor a kor ¢ + 1 mod m-edik allapotanak az 1-es valtozataba keriiliink.
Ameddig a w kovetkezd betijét olvassuk a (modulo m értve) kovetkezs allapot 1-es
valtozataba keriiliink. Ha valamelyik lépésben nem a w megfelel§ bettije kovetkezik,
akkor a kovetkezd allapot 0-as valtozataba lépiink. Ha egy kér ¢+ —1 mod m-edik
allapotanak az 1-es példanyaban a w utols6é bettijét olvassuk, akkor atkeriiliink a
kovetkezd kor ¢ +1 mod me-es allapotaba, ellenkez6 esetben ugyanazon a korén ma-
radunk. Amikor djra az i-edik allapothoz értink (akar a régi vagy az 1j koron), tjra
leellendrizziik, hogy azon a helyen w sz6 all-e az el6bbi eljarast ismételve. Az hogy
éppen hanyadik kéron vagyunk azt jelenti, hogy a w részszot hanyszor olvastuk az x
megfelel pozicioibol kezdédGen (modulo ¢ szamolva). Tehat az a-adik kor allapotai
lesznek az elfogado6 allapotok. m

Fel fogjuk hasznélni a Robson-féle gyokos becslésnél bebizonyitott 3.14 és 3.15 lem-
mékat:

3.14. Lemma (Robson [7]). Az w0 és wl szavak kozil legalabb az egyik nem
periodikus. (Ahol w0 azt jeloli, hogy az w mogé irunk egy 0-t.)
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3.15. Lemma (Robson [7]). Legyen w € {0,1}, a € {0,1}" ¢s | < n. Ha w
periodusa p és a;...a; -1 = W = a;...a;4_1, akkor [j —i| > p.

3.24. Kovetkezmény. Ha w sz6 periodusa p, akkor a pos,,(a) halmaz p-szeparalt.
3.25. Tétel (Chase [4]). Sa(n) = O(n'/?log’(n)).

Bizonyitds. Legyen a,b € {0,1}" két kiilénbéz6 binaris sz6. Ha az els 2n'/? po-
zicio valamelyikén eltér a két szo6, akkor a 2.17 allitas miatt készen vagyunk. Kii-
16nben legyen k > 2n'/3 az a pozicio, ahol a két sz6 eldszor eltér. Legyen w' =

Ap_on1/osq - A1 = by_opi/aiq - .. bp_1 az ezen pozicio eltti kozos 2n'/3 — 1 hosszt
részszavuk.

A 3.14 Lemma miatt valasztheto egy w € {w'0,w'l} sz0, amely nem periodikus.
A w hossza 2n'/3, ezért a periddusa legalabb n'/3. A 3.24 Kovetkezmény miatt a
pos,,(a), pos,, (b) halmazok n'/3-szeparaltak. Emellett pos, (a) # pos,, (b) is igaz lesz.

A 3.22 segédtételt felhasznalva azt kapjuk, hogy létezik egy p = O(n'/3log®(n)) prim
és i € [plo maradékosztaly, melyekre |pos, (a),:| # |pos, (b)y.i|- A 1.13 kévetkezmény
miatt létezik egy ¢ = O(log(n)) prim, melyre |pos,,(a),| # |pos,(b),;| mod q.

Ezutan felhasznalva a 3.23 lemmat kapunk egy 2pg = O(n'/?log’(n)) allapott au-
tomatat, amely megkiilonbozteti a két szot. O

A 3.22 segédtétel bizonyitasa

3.26. Definicié. Definidljuk a komplex polinomok egy részhalmazét az alabbi mo-
don: Py = {p(x) = 1 —oa? + 37 1sa;27 € Clz] : 1 <d <n'? 0 €{0,1},]a;] <
1)

3.27. Tétel (Chase [4]). Létezik egy C) abszolut konstans, melyre igaz, hogy ha
n>2¢s p e Py, akkor max,c; -2 y|p(z)| > exp(—Cint/?log’(n)).

Itt p(x) egy komplex polinom, aminek a maximumaét egy olyan intervallumon nézzik,
ami a valés szadmok részhalmaza.

3.28. Lemma (Borwein, Erdélyi, Kos [3]). Tegyiik fel, hogy p(z) = >°7_ja;a’ €
C[n] komplex polinomra igaz, hogy |a;|< 1 minden j-re. Ekkor ha (z — 1)*|p(z),
e\ k
akkor max, ek ) Ip(z)] < (n+1) (5) )
A lemma azt a gondolatot hasznalja fel, hogy ha egy polinomnak az 1 t6bbszords
gyoke, akkor a polinom derivaltjai elttinnek az 1 helyen, azaz itt sima. A p(1) =
Z?:o a; <n-+1ésaz 1 pont koriili simasag miatt az 1 kozelében a polinom értékei
nem lehetnek til magasak.

A tovabbiakban a 3.27 Tétel és a 3.28 Lemma felhasznalasaval bebizonyitjuk a segéd-
allitast. Ezen felhasznélt két tétel bizonyitasara nem térek ki, a megjelolt forrasokban
megtalalhatoak.

3.29. Allitas (Chase [4]). Létezik egy C' > 0 abszoltt konstans, hogy Vn > 2 és
p € Py-re igaz (x — 1)L07"* g (] nem osztja p(z)-et.
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Bizonyitds. Legyen C' egy megfelelGen nagy konstans. Indirekt tegyiik fel, hogy va-
lamely n-re és p € Py-re (z — 1)LOn*108”™)] ogztia p(z)-et. A 3.28 Lemma és a 3.27
Tétel felhasznalasaval az alabbi egyenlGtlenség lanc vezethetd le:

e) [Cnt/3log®(n)]

(n+1) (5

max X
- xe[l—%n*2/3 log®(n),1] |p< ) |

> max x
T ze[l-n—2/31] ‘p( ) ‘

> exp(—Cn'/?log®(n))

1 Cnl/31og®(n)
)

Ha C' elég nagy, akkor ez ellentmondas, ugyanis § < % O]

3.30. Allitas (Chase [4]). Legyenek az A # B C {1,...n} halmazok n'/3-szeparaltak.

m

Ekkor létezik egy m = O(n'/3log”(n)) egész szam, amelyre >, a™ # >, 5 b™.
Bizonyitds. Definialjuk az f polinomot a kévetkezs modon: f(x) =37 e;x?, ahol
€ = 14(j)—1p(j). Legyen r € Z* az a legnagyobb szam, amelyre ¢g = - - = €, =
0. Ekkor az f(z) = % =6 +€6 12+ ... 6,2 " polinom fGegyiitthatoja 1 vagy —1.
Feltehetd, hogy €, = 1 (ellenkezs esetben az A és B halmazt megcseréljiik). Az A és
B halmazok n'/3-szeparalhatoak, amibl az kovetkezik, hogy f(z) € P,.

Az 3.29 Allitas miatt (z — 1)LC"1/3 log”(m] pem osztja az f(:v) polinomot, emiatt f(z)-
et sem. Ez azt jelenti, hogy létezik egy 0 < k < |Cn'/3log”(n)]| egész szam, amelyre
f(z) = (x — V)Fg(x) és (x — 1) 1 g(x), azaz g(1) # 0. Ekkor az f fiiggvény k-adik
derivaltja f®)(z) = (k!)g(x) + (x — 1)(...), tehat f*)(1) # 0 és k a legkisebb ilyen
szam. Ha k = 0, akkor 0 # fO(1) = f(1) = |A| — |B|, tehat m = 0-val igaz az
allitas.

Ha k > 0, akkor indukci6val belatjuk, hogy mindenm < k-ra ) ., a™ =>, pb™és

> uen @ # 35 . A kezddlépéshez be kell 1atni, hogy m = O-ra igaz az egyenldség,
azaz |A| = | B|. Ez igaz, mert 0 = (1) = f(1) = |A| — | B|.

Az indukcios 1épéshez tegyiik fel, hogy 0,...m — l-re igaz az egyenlGség és be sze-

retnénk latni, hogy > ., a™ = >, zb™ ham < kvagy ) .,a™ # > 50" ha
m = k. Tudjuk, hogy ¢ = f™(1) =37 j(i—1)...(j—m+1)e ésc=0,ham < k,
¢ # 0, ha m = k. Rendezziik a j™-es tagokat a bal oldalra, ekkor azt kapjuk, hogy
S50 ™ Lal) = o™ Ls(i) = X055 ai (Xm0 i Lal) = Sjme i's()) — ¢ =
—c. Itt az «a;-k a megfelel§ egyiitthatok és felhasznaljuk, hogy Z?:o 714(j) =
Y aca @™ Ezzel belattuk az allitast.

O

3.22. Tétel (Chase [4]). Ha A # B C {1,...n} és n'/3-szeparaltak, akkor létezik
egy p = O(n'/3log®(n)) prim és i maradékosztaly modulo p, melyekre |A, ;| # |B,.-

Bizonyitds. Az el6z6 allitas alapjan valaszthato egy olyan m = O(n'/?log®(n)) egész
szam, amelyre » _,a™ # >, . b™. A 1.13 kivetkezmény alkalmazasahoz felhasz-
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naljuk, hogy > . ,a™ < n-n"és Y, 0™ < n-n™ Igy azt kapjuk, hogy léte-
zik egy p = O(log(n™*1)) = O((m + 1)log(n)) = O(n'/3log®(n)) prim, amelyre
Yoaca @™ FE D ep ™ mod p.

Megfigyelhetjiik, hogy > ., a™ = Zf:_ll\Ap,i\im mod p és ugyanez igaz B-re is. Ezt
felhasznalva adodik, hogy Y7 |A,li™ # S°°—/|B,i|i™ mod p. Ebbdl kévetkezik,
hogy valamely i € {0,...p — 1}-re |A,;| # | Bp.l- O
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4. Kapcsolodoéd kérdések

A separating words problem tobbféle véaltozata, modositasa ismert, amelyek kozott
még sok megvalaszolatlan kérdés van. A kovetkez6kben megemlitek néhany valtoza-
tot az eredmények teljeskord ismertetése nélkiil.

4.1. Permutaci6é automatik

A separating words problem egyik megszoritasa, amikor az 6sszes DFA helyett csak
a permutacié automatak koziil szeretnénk olyat keresni, amely elvalaszt két szot.

4.1. Definici6. Az A = (Q, 3,0, qo, F') automatat permutéacié automatanak ne-
vezziik, ha minden o € ¥ inputhoz tartozo §(-,0) : @ — @ atmenet az allapotok
egy permutacioja.

A definici6 ekvivalens azzal, hogy minden ¢ € @) éllapotra és o € ¥ bettire pontosan
egy olyan ¢’ allapot van, hogy ott a o-t olvasva ¢-ba lépiink. Ebbdl kovetkezik, hogy
minden allapot befoka (és kifoka is) |X|. A kovetkeztetés visszafele nem igaz, azaz
létezik olyan automata aminek befoka és kifoka is ||, de nem permutécié automata.

4.2. Definicié. Definialjuk az My m, © < m permutacié automatékat a ¥ = {0,1}
abc felett a kovetkez6 modon. Az allapotok szama 2m és halmazuk a Q) = {(¢,p) :
0 <c¢<m0<p <1} Az atmenetfiiggvény legyen (¢,p) — (¢ + 1 mod m, p),
ha 0-t olvasunk és (¢,p) — (c+ 1 mod m,1 —pif ¢ = z else p), ha 1-et olvasunk.
A kezdgallapot legyen go = (0,0) és az elfogado allapotok a (¢, 1) allapotok. Meg-
figyelhetd, hogy egy (¢, p) allapotban a ¢ a beolvasott karakterek szamat hatarozza
meg modulo m és p az olyan l-esek szamat modulo 2, amelyek indexe kongruens
z-el modulo m. Tehéat az M, ,, automata pontosan azokat a szavakat fogadja el,
amelyekben pératlan sok 1-es van z-el kongruens pozicioban modulo m.

1996-ban Robson bebizonyitotta, hogy az @(\/ﬁ)—es fels6 korlat a permutécié auto-
matak kozott is igaz. (A separating words problem olyan valtozatai, ahol specidlis
automatakat hasznalunk nehezebb az eredeti feladatnal, ugyanis a szavak megkii-
16nboztetéséhez kevesebb automata koziil valaszthatunk.)

4.3. Tétel (Robson [8]). Ha a,b € {0,1}" kiilénboz6 szavak, akkor egy M, ,, per-

mutacio automata szétvalasztja Sket ugy, hogy m = O(y/n).

Tovabbé az is igaz, hogy m valaszthato tigy, hogy négyzetmentes, és m és x relativ
primek vagy x =0 és m = 2.

4.2. Nemdeterminisztikus szeparacio

4.4. Definici6é. nsep(a,b) az a legkisebb k szam, amire létezik egy k allapott
nemdeterminisztikus véges automata (NFA), amely az a szot elfogadja (van olyan
lefutasa az a-t olvasva, hogy elfogadé allapotba keriil) és a b szot elutasitja (a b-t
olvasva semelyik lefutas esetén sem keriil elfogadé allapotba).
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A separating words problem nemdeterminisztikus valtozataban eddig nem sok ered-
mény sziiletett, és tobb nyitott kérdés var megvalaszolasra, amelyek koziil néhany
megtalalhato az [5] dsszefoglaloban. A tovabbiakban kimondok a téméahoz kapcsolo-
do ket allitast, amelyek bizonyitasa szintén a [5]-ban olvashato.

4.5. Allitas ([5]). Az nsep nem szimmetrikus, azaz létezik a, b € X", hogy nsep(a, b) #
nsep(b, a).

4.6. Tétel ([5]). A =2 hanvados nem korldtos.

nsep(a,b)

4.3. Szeparalas minden kezd&allapotbdl

Az legfrissebb cikkekben (Tran [12], [11]) az alabbi valtozatokkal foglalkoztak:

1. d-szeparacio: Létezik olyan kozos kezdGéallapot, amelybdl a két szot inditva
azok kiilonboz6 végallapotba keriilnek. Ez az eredeti separating words problem.

e S5(n) = O(n'3log’(n)) (Chase[4])
e 53(n) = Qlog(n))

2. V-szeparacio: Barmely allapotot valasztjuk kozos kiindulasi allapotnak, a két
sz6t onnan inditva kiilonbozé végéallapotba kell érkezniiik.

e Sy(n) = O(y/nlog(n)loglog(n)) (Tran [11])
o Su(n) = Qlog(n))

3. V2szeparacio: Barmely (qo, q5) kezdGallapot par esetén az elss szot qo-bol, a
masodikat g-bdl inditva kiilénb6z6 végallapotba keriilnek.

e Pontosan azok a szoparok nem V2-szeparalhatoak, amelyek koziil az egyik
valodi suffixe a méasiknak. (Tran [12])

e Egyforma hosszu szavak esetén: Syz2(n) = n+ 1 (Tran [12])

e Nyitott kérdés a sepyz(a, b) kiszdmolasa polinomialis algoritmussal.

4. V?0l-szeparécio: Léteznek e # € € Q allapotok, hogy barmely (qo, qf) kezds-
allapot parra az automata go-bol a-t olvasva az e allapotba érkezik és ¢(-bdl
b-t olvasva €’-be.

e Ugyanaz a helyzet, mint a V? szeparacional (Tran [12])

4.7. Megjegyzés. Definidlhatjuk a 3%-szeparaciot: Olyan automatat keresiink, amely-
ben létezik olyan (qo,qp) kezddallapot pér, hogy az elsé szt go-bol, a masodikat
¢(-bdl inditva kiilonboz6 végallapotokba keriilnek. Ez a kérdés azonban nagyon egy-
szertien megvalaszolhato, ugyanis egy két allapotti automata, amely barmit olvasva
a masik allapotba lép megfelels lesz minden széparhoz. Ha a két szd hossza kiilon-
bo6z6, akkor ugyanabbdl az allapotboél inditva, ha a két sz6 hossza megegyezik, akkor
kiilonb6z6 allapotbol inditva megkiilonbozteti 6ket az automata. Tehat S3z(n) = 2.
(Tran [12])
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5. Tesztek

Az Sy(n) és S3(n) kis n értékek esetén valo kiszamitasara készitettem egy programot
[2]. Ez az Gsszes n hosszu szopar vagy szoharmas esetén megkeresi az ket szétva-
lasztd legkisebb automatat. Ez a lehetséges nem izomorf automatak kiprobalasaval
torténik. A nem izomorf autamatik generalasdhoz az altalam kitalalt és korabban
leirt 1.11 médszert hasznaltam. A C++ ban irt programot Ubuntu22 operécios rend-
szer alatt egy Intel Core i5-1135G7, 2.40GHz processzorral és 8 GB-os memoriaval
rendelkezé laptopon futtattam. Az alabbi tablazatban lathatok a kiszamolt értékek:

n 1[2[3]4[5[6[7[8[9[10[11]12][13]14]15

Mog,(n)] 1(2]2(3[3[3]3 4|44 |4]4]4]4

So(n) |2]2[2(3(3[3[3|3[3[4 4[4 |4|4]4
Ss(n) 3[3(3[4(4[4[5]5

A szamitasok elvégzése utan néhany honappal talaltam egy hasonlo tablazatot, ame-
lyet egy ugyanebben az évben megjelent cikkben [11] kozoltek. Itt Sy(n) értékeit
n < 18-ig szamoltak ki egy jobb teljesitményt szamitogépen. Ez megerdsitett ab-
ban, hogy az altalam talalt értékek helyesek, és hogy ennél nagyobb n-ekre az Ss(n)
meghatarozasa nem egyszert feladat.
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