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Bevezetés

Ismeretes, hogy a szerkezetképzGdés az embriondlis fejlédés egyik sajatos jellemzdje (vo. [18]).
Cooke és Zeeman tanulmdnya (v0. [5]) 6ta tobb cikk is modellezte a szomitogenezist vagy
mads néven csigolyaképzidést (vo. pl. [2], [7], [22]). A Schlogl-féle séma (vo. [27]), a Gray-
Scott-modell ([8]), illetve a Schnackenberg-modell (v6. [28]) mintdjdra a [19] tanulmanyban

cgy
0¢[A]

dAAr[A] + f] ([A]) [B]))
(0.0.1)
0:[B] = dsA:[B] +f,([A],[B])

alaku kémiai reakcid-diffiizié-rendszert javasoltak a szerz6k két anyag koncentracidja id6fejlodé-

sének lefrdsara, ahol a modell alapjdul szolgalo

kq

A = R,

2A+B g 3A, 0.0.2)

kémiai séma az

[A] f1([A], [B]) := —kq[A] + k2[A]2[B],

(0.0.3)
Bl = £([A],[B]) := k! — k3[B] — k[AJ*[B]

kozonséges differencidlegyenlet-rendszert generdlja. Itt A és B az adott kémiai anyagokat

s 222z

a (ki, k2, ks, k’ ;) dllandok pedig pozitiv paraméterek. A (0.0.3) kinetikai rendszert szokds
sebességi egyenletnek is hivni, a benne szerepl§ paramétereket pedig sebességi dllanddknak (vo.
[20]). Az egyenletben 1év§ harmadfoku nem-linearitasnak a (0.0.2)-beli masodik autokatalitikus

reakci6 az oka.
Az attekinthetdség kedvéért bevezetjiik az

o = kq, B = ky, v :=k';, d:=ks



jeloléseket €s a koncentracidk esetében elhagyjuk a zaréjeleket:

Dolgozatunkban a (0.0.3) kinetikai rendszer kvalitativ tulajdonsagaival foglalkozunk : feltételeket
fogalmazunk meg az egyensulyi helyzetek 1étezésére, azok stabilitdsdra, majd lokélis bifurkdcidk
felléptét igazoljuk. A kapott eredményeket numerikus szimuldcidkkal vizualizdljuk. A bizonyitds

sordn felhaszndlt bifurkacids tételeket a Fliggelékben irtuk le részletesen.

A jelen dolgozat 1ényegében megegyezik a 2021. évi Matematikai Intézetben megszervezett
Tudomanyos Didkkori Konferencidn Dr. Kovacs Sandor és Gyorgy Szilvia témavezetésével

benytjtott, majd ott III. dijat nyert dolgozatommal.

Budapest, 2023. junius 2.

Gytiro Noémi
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1. fejezet

A rendszer fizikai relevanciaja

A (0.0.3) kinetikai differencidlegyenlet-rendszer megolddsa fizikai tartalma alapjan csak akkor
fogadhaté el, ha az nem-negativ kezdeti értékbdl indulva tetszSleges t > O esetén nem-negativ
marad, tovdabbd értelmezési tartomdnya a teljes [0, +oo) intervallum (vo. [29]), azaz a rendszer

nem , robban fel”.

Nyilvanvalé, hogy a (0.0.3) rendszer jobb oldala sima fiiggvény: f = (f;,f,) € ¢!, gy a
Picard-Lindelof-tétel biztositja a megfelel§ kezdetiérték-feladat megolddsanak 1étezését, ill.

egyértelmdségét.

A (0.0.3) modell fizikai relevancidjanak igazoldsdhoz megmutatjuk, hogy az [A, B] fazissik

pozitiv kvadransa invaridns halmaz.

1.0.1. lemma. A (0.0.3) egyenlet A(0) > 0, B(0) > 0 kezdeti feltételnek eleget tévé megoldésai t > O
esetén is pozitivak maradnak.

Bizonyitas. Mivel A = 0 a (0.0.3) rendszer els6 egyenletének megoldasa, ezért az egyértelmiség
kovetkeztében (0.0.3)-nak nincsen olyan A (0) > 0 kezdeti feltételnek eleget tévé A megoldédsa, amely
véges id§ alatt zérussd vdlna. A masodik komponens pozitivitdsat pedig a kdvetkez6 médon lathatjuk be.
Tegyiik fel indirekt médon, hogy a (0.0.3) rendszer B(0) > 0 kezdeti feltételnek eleget tévé megolddsa
elGszor a t* > 0 id6pontban valik zérussa, azaz legyen

t* :=min{t > 0: B(t) = 0}.
Ekkor a (0.0.3) rendszer masodik egyenletébdl azt kapjuk, hogy
B(t*) =y — 8B(t*) — BA*(t*)B(t*) =y >0,
azonban B(0) > 0 kovetkeztében B(t*) = 0 csak tgy teljesiilhet, hogy B(t*) < 0, ami ellentmond a

kezdeti feltétel pozitiv voltdnak. Ennélfogva tetszleges 0 < t € R esetén B(t) > 0 teljesiil. B

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a (0.0.3) rendszer megoldésai egyenletesen korldtosak,

kovetkezésképpen az egész [0, +00) intervallumon értelmezve vannak.



1.0.2. lemma. A (0.0.3) kinetikai rendszernek minden, a f4zissik pozitiv kavadransdban indul6 palydja az
+12 k

Q= {(A,B) e Ry : o(A,B) < —+¢, €> 0} (1.0.1)
v

halmazba torkollik, ahol k, i > 0 alkalmas allandé.
Bizonyitas. A
o(A,B):=A+B (A,B >0)

fliggvénynek a (0.0.3) megoldasai mentén vett id§ szerinti derivaltja
6(A,B)=A+B=vy— xA — 5B (A,B >0)
alaki. Igy barmely w > 0 szdmra
0(A,B)+uo(A,B) =y — A -8B +uA+uB=vy+(n— a)A+(n—95)B (1.0.2)

teljesiil. Kovetkezésképpen a 1 < min{x, 0} vdlasztassal azt kapjuk, hogy a fenti becslés jobb oldala a

fazissik pozitiv negyedében korlatos, azaz alkalmas k > 0 szdmmal
6(A,B) + no(A,B) <k (A,B>0)
teljesiil. Mindkét oldalt e*t-vel szorozva (t € [0, +00)) azt kapjuk, hogy

o(A(t),B(t)) - e" + uo(A(t),B(t)) - e <k-e* [t e [0,+00)),

S (0(A(t),B(1))-ent)
t

ill. integrélva J ds , majd feliilr6l becsiilve
0

(eMt—1) < ]:Le”t (t € [0, +00)).

o(A(t),B(t)) - e" — 0(A(0), B(0)) <

£l

addédik. Atrendezéssel ez nem mas, mint

0 < o(A(t),B(t)) < ];+ o(A(0),B(0)) - exp(—ut)  (t € [0,+00)),

ami azt jelenti, hogy a t — +oo hatdradtmenettel

k
OSG(A,B)§;+£ (e>0). W



2. fejezet

Egyensulyi helyzetek stabilitasa

Az [A, B] fazissik pozitiv kvadransdnak hatdran a (0.0.3) rendszernek egyetlen egyensilyi
helyzete van: Ey, := (0,7y/d). A belsd egyensilyi helyzetek pedig a B = N7(A) és B = N3(A)
izoklindk metszéspontjaban helyezkednek el, ahol tetszSleges A > 0 esetén

/\/}(A):=[;LA és /\/'Z(A):=6+T3A2.

Az N7 = N, egyenlGségbdl lathatd, hogy az egyensulyi helyzet els6 komponense a

m(A) = apA? — PYA + ad (A >0)

madsodfoku polinom gyoke. A
K= By* — 4as

jelolés bevezetésével a 7t polinom gyokeinek szdma a kovetkezGképpen alakul (vo. 2.0.1. dbra):

e K < Oesetén 7t-nek nincsen valds gyoke, ezért a (0.0.3) rendszernek nincsen belsé egyensulyi

helyzete;

e K =0 esetén 7t-nek egyetlen valés gyoke van, igy a (0.0.3) rendszernek pontosan egy belsG

egyensulyi helyzete van:

T (A . Y Y

E:=(A,B) = <— —> ;
( ’ ) 2a’ 28

e K > 0 esetén 7t-nek két kiilonbozd valés gyoke van, ezért a (0.0.3) rendszernek két bels§

egyenstlyi helyzete van: E; := (A4, B, ), ahol

_ByEVBK

Ay
* 2P

Bi = . Ai.

o R

A 2.0.1. 4brardl sejthetd, hogy a K > 0 esetben a hatdron 1évS és a két belsG egyensulyi
helyzet egy egyenesre illeszkedik. Valéban, az A # O feltevés mellett a (0.0.3)-beli két jobboldali
komponenst egyenldvé téve zérussal, majd az els6ben A-t kiemelve, a két jobb oldal 6sszeaddsdval
az egyensulyi helyzetekre vonatkoz6

AB=owa/B, aA+3B=7y 2.0.1)



L 1 1 | T 1 A
1 2 3 4 5
3,
i
2,
1+
Il Il Il Il Il A
1 2 3 4 5
A
»
oL
i
1 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 A
1 2 3 4 5

2.0.1. dbra. A (0.0.3) rendszer izoklindi a K < 0, K =0 és a K > 0 esetben.

ekvivalens egyenletrendszerhez jutunk. A mdsodik egyenlet geometriai tartalma az, hogy az
egyensulyi helyzetek egy negativ meredekségli egyenes és egy hiperbola metszéspontjdban
helyezkednek el, tovdbba A = 0 esetén az iménti egyenes tartalmazza az E, pontot, mivel ez
esetben B = v/ teljesiil (vo. 2.0.2. abra).

Az egyensilyi helyzetek stabilitdsdnak vizsgdlatat a linearizdlds modszerével végezziik el. A



2.0.2. dbra. A (0.0.3) rendszer bels6 egyensilyi helyzetei egy hiperbola és egy egyenes
metszéspontjaban.

(0.0.3) jobb oldaldnak Jacobi-métrixa nem mads, mint

_ 2
d (A B) - a+2BAB  BA

JAB) = 5 B) _2BAB  —5§— BA?

Igy a (0.0.3) rendszer S egyensiilyi helyzete pontosan akkor (lokalisan) aszimptotikusan stabilis,
ha
Tr(J(S)) <0  és det(J(S)) > 0 (2.0.2)

teljestil.

Az egyes egyensiilyi helyzetek stabilitdsdt az alabbi tételben foglaljuk Ossze.
2.0.1. tétel.

1. A hatdron 1év6 E,, egyensiilyi helyzet lokdlisan, K < 0 esetén pedig globdlisan aszimptoti-
kusan stabilis (v0. 2.0.3. abra).

2. Az E egyensiilyi helyzet lehet stabilis meg labilis is (v6. 2.0.4. dbra).
3. Az E, egyensiilyi helyzet labilis.
4. Az E_ egyensulyi helyzet

a) (lokalisan) aszimptotikusan stabilis, ha

20¢ < y(v/BK+ BY),

b) labilis, ha
20 > y(+/BK + By).

Bizonyitas. A K elGjelének megfelelGen harom esetet kiilonboztethetiink meg.

9



1. eset.

2. eset.

3. eset.

A K < 0 esetben az egyetlen Ey, egyensiilyi helyzet lokalisan aszimptotikusan stabilis, hiszen a

- 0
J(Eb)=1(o,v/6)=[ ) _5]

matrix minden sajdtértéke negativ. A Poincaré-Bendixson-tétel (vo. [60]) kovetkezményeként elmond-
hat6 tehat, hogy az (1.0.1)-beli QO halmaz nem tartalmaz hatarciklust. Mivel Q korlatos és pozitivan
invaridns, és E, az egyetlen egyensilyi helyzet ()-ban, ezért ebben az esetben az Ey lokélisan

aszimptotikusan stabilis volta maga utdn vonja annak globdlisan stabilis voltat.

A K = 0 esetben az E, egyensiilyi helyzet lokélisan aszimptotikusan stabilis, hiszen J(Ey) stabilis
matrix. Az egyetlen belsd egyensilyi helyzet, E labils, ha o > 26, ui. a

o )
—2x 24

Jacobi métrixnak ebben a pontban ugyan pozitiv nyoma van:

J(E) =

Te(J(E)) = o — 25.

Az o < 2§ esetben a linearizdlds médszerével nem donthet§ el E stabilitdsa, mivel a J(E) matrix

spektruma det(J(E)) = 0 kovetkeztében tartalmazza a zérust, a masik sajatérték pedig nem-pozitiv

(valés) szam.

A K > 0 esetben a hatdron 1év§ Ey, egyensiilyi helyzet (lokdlisan) aszimptotikusan stabilis, ui. ebben

az esetben a J(Ey) matrix stabilis, tovabba

a) az E, = (A_, B,) egyensilyi helyzet labilis, mivel a

(VBK—Bv)*

0.4
E.) = 40P
J(E,) 5y YWER=BY)

202
matrix

deu()(E.)) = K IVBK

kovetkeztében nem stabilis.

b) azE_ = (A,, B_) egyensiilyi helyzet stabilis, amennyiben

K
() (5)) = a— TYPREEY) o

illetve labilis, ha Tr(J(E_)) > 0, mivel a Jacobi-matrix és determindnsa ebben az egyenstlyi

helyzetben nem mds, mint

(vBR+py)*
_ x o2 p _ K+v/pBK
]’(Ef) = _Z(X _V(Z\‘/?]LS;ﬁy) €S det(I(E,)) = T > O. [ |

10



2.0.3. dbra. A (0.0.3) rendszer fazisportréja, ha K < 0.

0 (E stabilis, ill. labilis).

2.0.4. dbra. A (0.0.3) rendszer fazisportréja, ha K

11



3. fejezet
Bifurkaciok

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy miként véltozik meg a (0.0.3) rendszer egyensulyi
helyzeteinek stabilitdsa, ha a (2.0.2) feltétel sériil, azaz ha az S egyensiilyi helyzet elveszti
stabilitdsat. Megmutatjuk, hogy a (0.0.3) rendszer f; és f, jobb oldaldban szerepl§ bizonyos
paraméterek kritikus értékénél a (0.0.3) rendszer fazisképében mindségi valtozds: bifurkacid
kovetkezik be. Konkrétan nyereg-csomo-, Poincaré-Andronov-Hopt-, illetve Bogdanov-Takens-
bifurk4ciét fogunk analitikusan igazolni. A bifurkécids paraméter jelolésére minden esetben a

szimbo6lumot hasznéljuk. A hivatkozott bifurkacios tételek a fiiggelékben taldlhatok meg.

3.1. Nyereg-csomo-bifurkacio

A K = 0 egyenletd gorbe, pontosabban a

2
Csn = {(cx,é) eRZ: 5=%} (3.1.1)
n. nyereg-csomo-bifurkacids gorbe (vo. 3.1.1. dbra) az («, §) paraméter-sikot a bels§ egyensilyi
helyzetek szama alapjan két 6sszefiiggd komponensre osztja. Ha az («, 8) paraméterpar a Il-es
tartomanyban, azaz a Csy gorbe felett helyezkedik el (K > 0), akkor a (0.0.3) rendszernek két
belsé egyenstilyi helyzete van: E, és E_. Ha az iménti paraméter-pdr az I-es tartoményban, azaz
a Cgn gorbe alatt van (K < 0), akkor a (0.0.3) rendszernek nincsen bels§ egyensulyi helyzete.
Ha az («, 0) paraméter-par a Csy gorbére illeszkedik (K = 0), akkor az E, és az E_ egyensulyi
helyzet 6sszeolvad egyetlen egyensilyi helyzetté: E = (A, B).

Vil4gos, hogy ez az 6sszeolvadds a 3 paraméter

4026
WsN == 3 (312)
Y

kritikus értékénél kovetkezik be. Ahogy [ értéke sy ald keriil, az E egyetlen belsS egyenstilyi
helyzet megsziinik 1étezni.

12
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3.1.1. dbra. Nyereg-csomo-bifurkécids gorbe.

Léthato, hogy az
x #20 (3.1.3)

esetben a 0 egyszeres sajatértéke a J(E) matrixnak és a mésik sajatérték valds része zérustol
kiilonbozd. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy a (3.1.2) kritikus értéknél nyeregcsomo-bifurkaciod
jelenik meg. Ezt bizonyitandé megvizsgaljuk, hogy fenndllnak-e a Fiiggelékben 1évs (4.1.1) tétel
feltételei.

Az
X7 = A, X, := B, xsn = E
ill.
2 := 0:f(Xsn, HUsN)

jeloléseket bevezetve (3.1.3) kovetkezményeként elmondhatd, hogy az 2l matrix minden sajatértéke
egyszeres algebrai multiplicitdssal rendelkezik :

o(A) ={0, x — 25}

ésa
B -0/ _ 0
q:= 1 > p = 1
vektorokra
Aq=0 é A'p=0,
ill.
T _
P q=(p,q)=

13



teljesiil. Az egyenlet jobb oldaldnak a megfelel§ derivaltjait képezve azt kapjuk, hogy
_ ¥
S 8a2s | -1 |

012f1(A,B) =2BA =01 (A,B), 0nfi(A,B)=2BB, 09,fi(A,B)=0,

A’B
—A’B

02f (Xsn, Hsn) =

=Y B=X
A_Zoc’ B_Zé

tovabba a

012f2(A,B) = =2B3A = 0,1f2(A,B), 911f2(A,B) =—-2p3B, 0x.f2(A,B)=0

egyenldségekbdl

011f(xsn, Msn) (g, q) =

[ 0111 (Xsn,y sn ) qF + 20121 (Xsn, Hsn) G1G2 + 0221 (Xsw, Hsn) G5
I 0112 (Xsny sn ) GF + 2012F2 (Xsny sn) q1q2 + 0222 (Xsny Hsn ) G3

BOZYZ5+ZBV6+O o 1

kovetkezik. A fenti p és q vektorral

3
a=p" - 0f(xsn, usn) = 8?;—26 #0

)
b:=p" - [011f(xsn, Hsn) (g, Q)] = BY #0

adédik. Igy b/a < 0, ami azt jelenti (vo. Fiiggelék, (4.1.1). tetel), hogy beléttuk az aldbbi tételt.

3.1.1. tétel. A (3.1.3) feltétel teljesiilése esetén a (0.0.3) rendszerben a (3.1.2) kritikus értéknél
szuperkritikus nyereg-csomd-bifurkacié 1€p fel.

3.2. Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkacié

Az (0.0.3) rendszer alakjabol l4that6, hogy a B-tengely invaridns halmaz, kovetkezésképpen
nincsen a hatdron 1év6 E, egyensulyi helyzetet belsejében magaba foglal6 zart palya. Mivel
det(J(E,)) < 0, ezért az E, egyensiilyi helyzet nyereg, amennyiben létezik. Kovetkezésképpen
periodikus pdlya csak az E_ egyensilyi helyzetbdl bifurkalédhat.

Mint ahogy mér azt az el6z$ fejezetben megmutattuk, az E_ egyensulyi helyzet stabilitdsa akkor
valtozik meg, amikor a J(E_) matrix nyoma eltdnik. A 3.2.1. dbrdn a

2 4
Coan = {(0,8) € R,2: T =0} = {ocf) ) ER,2: 5_“6737“} (3.2.1)

14
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3.2.1. dbra. Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkacids gorbe.

Ponicaré-Andronov-Hopf-bifurkéciés gorbe lathaté az («, ) paramétersikon. A gorbe feletti
paraméterpontok esetén az E_ egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis. Kdzeledve a Cpay
gorbéhez a J(E_ ) matrix sajatértékei komplex szdmok lesznek és az E_ egyensulyi helyzet stabilis
fokussza véltozik. Atlépve a Cpayy gorbét Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkiciéval hatarciklus
keletkezik.

Léthato, hogy a J(E_) matrix nyoma pontosan akkor ttinik el, amikor a (3 paraméter eléri a

0(4

Y —d)

kritikus értéket, feltéve persze, ha o« > & is teljesiil (vo. [15]). Mint ahogy az az aldbbi tételbdl is

Wy = (3.2.2)

lathato, ellenkezd esetben a (0.0.3) rendszernek nincsen hatarciklusa.

3.2.1. tétel. Ha fenndll a o« < 0 feltétel, akkor a (0.0.3) rendszernek nincsen nemtrivialis

periodikus megoldésa.

Bizonyitas. A
1
h(A,B) := A2 (A,B>0)

Dulac-fiiggvénnyel tetszGleges A, B > 0 esetén
0(hf)

oA MBI

o(hf)

0B

div(hf)(A, B) (A,B) =

0 o4 0o (v OB x—290
= —(—= B) —|=—=5——-——-BB) = -pB<0
&)A(A”5 +6B<2 AZ B) Az P
adédik. Igy a Bendixson-Dulac-kritérium (cf. [6]) felhasznélasaval azt kapjuk, hogy a kérdéses nemtrividlis

periodikus megoldas 1étezése kizarhats. W

15



A hatdrciklus 1étezéséhez azt kell beldtni, hogy a J(E_) mdtrix

zi(B)=p(B) T w(B)-r  (B>0)
sajatértékeire fenndllnak a Fiiggelékbeli (PAH2)-(PAH3) feltételek (vo. [14]), azaz az athaladési

és a transzverzalitasi feltétel. A J(E_) matrix karakterisztikus polinomja

Ag_(z,B) =22 +p(B)z+q(B) (z€C, p>0) (3.2.3)

alakq, ahol

Y(VBK+BYY)  _vVB(BY —4w’8) + By

20 20

p(B) =

x (>0

K+vvBK  By? — 4028 +v+/B(By?: — 4020)
q(B) = =
2x 2x
A Ag_ polinom pontosan akkor teljesiti (PAH2)-(PAH3) feltételeket, ha

(B >0).

0=Ag (W, pn) = —w +p(pr)wt +q(pn),

azaz
plun) =0 & qlpn) >0, (324
ill.
0,Ag_(wn, HH)) ( p'(pr)wt + CV(MH)) p'(pn)
0+#p’ =9%(— =R | — =— . (325
7 0'(kn) 01Ag_ (a1, uy) 2w+ p(un) 2 ( )
Belathato6 tehat (vo. Fiiggelék, 4.2.1. tétel) a kovetkezd
3.2.2. tétel. Ha K > 0¢és
x> 29, (3.2.6)

akkor a 3 = py kritikus paraméterértéknél a (0.0.3) rendszer E_(3) = (A.(B),B_(pB)) egyensi-
lyi helyzetébdl hatarciklus bifurkdlédik Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkdciéval; a bifurkécié

szuperkritikus, mivel az

O(4

— (=902 + 1 48% 3.2.7
L Yo7 (x — 28)(a 5P (—9a + 13cxd + 45%) ( )

elsd Poincaré-Ljapunov egylitthat6 negativ.
Bizonyitas.
1. 1épés. Vilagos, hogy,
plur) =0,  qlpn) = otfec = 8) >0,
majd némi szdmoldssal azt kapjuk, hogy

’ _ ,YZ((X_é)Z
p'(1H) = m

(v0. [15]), ami a Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkéacié felléptét igazolja. A 3.2.2 dbran a (0.0.3)

40

rendszer fazisportréjat lathatjuk, miel6tt a bifurkacids paraméter elérné a kritikus értéket, illetve

miutan elérte azt.
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w
T

3.2.2. abra. A (0.0.3) rendszer fazisportréjaa K > 0,a 3 < uy, ill. a 3 = py esetben.

2.1épés. A tovabbiakban meghatiarozzuk az l; Poincaré-Ljapunov-egyiitthatt, amelynek el§jelébsl

kovetkeztethetiink a bifurkacié szub- ill. szuperkritikus voltdra. E célbdl a (0.0.3) rendszert
(A,B) =F(A,B, B) (3.2.8)

alakba irjuk, a paramétertdl valo fiiggését hangsilyozandé. A Fiiggelékbeli B bilinedris, illetve €
trilinedris leképezések (vo. (4.2.1)) koordindtafiiggvényei

2

O2Fy (&, .
Bixy) = Y SHEE Gy ena,
I e
ill.
Cilx,y,2) = i Chlbmn| o ieq)
EROTT L 5E0808 P ’
ik, l=1 E,=E7
alakidak. Ha a 3 = py kritikus értéknél 2(_ jeloli a J(E_) Jacobi-matrixot:
A = aF(E-) HH)
T 0AB) g

akkor 1w sajétértékei 2_-nak, a hozzdjuk tartozé p, q € K2 bal, ill. jobb oldali sajatvektorokra
pedig (4.2.3), ill. (4.2.2) alapjan

2A_q =wwq, Ql_Tp = —1wp, (3.2.9)

ill.
P,q) = (3.2.10)

17



teljestil. Az elsG Poincaré-Ljapunov-egyiitthatot a

1
L =ﬂ'9‘{(<P>%21>) (3.2.11)

Kuznetsov-formula (v6. (4.2.4)) alapjan szamoljuk, ahol

Hy = C(q) q, q) + 2B (q)hﬂ) + %(6) hZO))

ill.
hiyp=2A""B(q,q@) 6 hy:= (2wl —2A) ' B(q,q)

(v0. 4.2.1. definici6). A 3 = pyy kritikus paraméterértéknél

o o—20
A= )
20 -«
ill.
o 1= 1 -0 —(u—19) ’
OC((X— 25) 20 X
majd az

jelolést bevezetve a (4.2.3) vektorokra

1 X — 1w

q~ | —a+w |, p~ x—0 |,

ox—90 1

azaz q, ill. paz 2A_,ill. az 2A_T matrix ww, ill. —1w sajatértékéhez tartozo sajitvektora. A (4.2.2)

normalizalasi feltétel kovetkeztében

1 X — 1w

q=| —x+ww |, p=-— x—90
x—0

A *B bilinedris leképezés ekkor

20(2 xXX1 1+(OC—5)(X1 2+ X2 ])

v(x —8) (oex1y7 + (¢ — &) (x1y2 + x2y1))
(x,y) e B2 x R?),

alaku, mig a € trilinedris leképezés a kovezkez§ alaku:

C(x,y,2) = 20 [ X1Y122 + X1Y221 + X2Y12] ]

Yo —b) (x1y122 + X1Y221 + X2Y127)

((x,y,z) € R? x R? x ]Rz) .

18



Kovetkezésképpen

<¢(q,q,q) = V(a—0)2

_ 208 —1
B(q,q) = Y(x—20) [ ] .

Az 1y egyiitthat6 definicidjdban 1€vé elsd tag

4

<p) €(q) q)ﬁ)> = m (w(d—30) +1x(cc + 0)) R
amelynek valds része
_ 46 — 3x)
R((p, ¢(q,9,9))) = ﬁ

A 2[_ matrixot invertdlva azt kapjuk, hogy

_ 1 _ ; -0 —(oc—19) ' L
s = A_"'B(q,q) a(“m!z“ N ] B(q,q) =
B 202 1)
oyl —8)(x—28) |-«
ill.
B (q.5) 4ot —o(ox— 8) +1Ww
©5 V2o — 8 (x—28) | a(x—8) —1dw |

Az 1 egyiitthat6 definicidjdban 1évé mésodik tag

_ _ 20t od (200 — 30)
(p (02-7"3008)) -~ <°‘2 s lw> !

amelynek val6s része

20 (o2 — ad — §2)
(o= 28) (- 8)

% ((p,8 (0,2-"'B(q,)))) =

r = (2wl —A_)""B(q,q)

3w?

1 —ax— 2w —(ax—29)
20 o — 2w

] B(q,q) =

B 2 (4o —78) + 21w (o — b)
T 3y(oe—8) (o — 26) o =5 + 88)

vektor bevezetésével azt kapjuk, hogy

B (q,r)

4ot (¢ —8)(—3cx+4d) —ww(4ax — 76)
372 —8)H (e —28) | —(ox—8)(—3cx+48) +ww(da —78) |
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Hosszabb szdmoldasi utdn az 1 egyiitthaté definicigjaban 1év6 harmadik tagra
<p> B <6v (21(*)32 - 2[—)_1 %((L Q))> =

B 20t
3v2w(o — 28) (o — 8)?

. [3(1)(0(2 —od — 8) + (403 + 21 d? — 18028 — 463)]
adodik, melynek valds része

204 (o — ad — 82)
Y2 (- 28)(x — )2

% ((p,B (4 (203 -2 )" B(a,q)))) =

Végiil a (4.2.4) formula szolgéltatja az els§ Poincaré-Ljapunov-egyiitthatot:

ot (6 — 3a) 20 (o2 — ad — §%) 20t (o2 — ad — 8%)

20U = 8 =28 (a—8) Y- 28)(w =8

ot

Y2 (ot — 28)(ox — §)

5 (~90% + 1300 +487) ,

ami negativ, hiszen az o« > 26 feltétel kovetkeztében

13 3
92 + 1305 +48% < —8a + ?ocz = —Eocz. [ |

3.3. Bogdanov-Takens-bifurkacio

A (3.1.3) és a (3.2.6) feltételek alapjan nyilvanvald, hogy a K = 0 és az & = 28 egyenl&ségek a
nyereg-csomo- és a Poincaré-Andronov-Hiopf-bifurkédcié szempontjabdl alapvetd jelentGséggel
birnak. A 3.3.1 dbrdn a Csy nyereg-csomé-bifukdcids gorbét és a Cpay Poincaré-Andronov-Hopf-
bifurkdcids gorbét lathatjuk. A gorbék metszésponja a

By* =40%s,  a=25 (3.3.1)
paraméter-konstellacionak felel meg. A (3.3.1) kovetkezményeként
det(J(E)) = 0 = Tr(J ()

adddik, amibdl Bogdanov-Takens-bifurkécid (vo. [3], [36]) fellépésére lehet kdvetkeztetni. Mint
ahogy kordbban megmutattuk, a (3.3.1) feltétel teljesiilése esetén a (0.0.3) rendszernek egyetlen

egyenstlyi helyzete van a f4zissik pozitiv kvadransdban:

£-n= (3 2)
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0.8 .
0.6 | .
[Ze) o= 06/2
0.4 .
CPAH
C
0.2] 2 |
O | | | |

3.3.1. dbra. A Bogdanov-Takens bifurkédciés diagram.

Az egyszerilség kedvéért legyen
(o, B, 8) = (2,2\3/22%,1). (3.3.2)
Ekkor a Jacobi-mitrix az E = (‘375, \72) egyensulyi helyzetben

— 2 1

alaku.
A Fiiggelékbeli 4.3.1. tétel felhasznaldsa céljabol vezessiik be az

x1=A—-A, x=B-B és a Wm=0—2, Hw:=0-—1
transzformacidkat. Ekkor a (0.0.3) rendszer az

X =AX+Ju + %%(x,x) + 2 (x, 1) + %Q(x, x,x) = F(x, 1) (3.3.3)

alakba irhato, ahol

2 1 —v2/2 0 3 X1Y1 + X1Y2
A= , Ji= S , B(x,y) = 4/4 ,
—4 -2 ] [ 0 —V2 ] (x,y) —X1Y1 —X1Y2
és

2y (x, 1) = [ Xk ] , C(x,y,z) =2V2 [ X1Y122 + X1Y2z1 + X2Y121 ] .
B —X1Y122 — X1Y2Z1 — X2Y1Z1

Belathato tehat a
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3.3.1. tétel. A
Bi=7v:=2V2

feltétel teljesiilése esetén a (0.0.3) rendszernek a (, 8) = (2,1) par Bogdanov-Takens-bifurkaciés

pontja: a (0.0.3) rendszer topoldgiailag ekvivalens egy

T = Ty,
2 B1+ B +Mf +mm2 + O(|n?)

alakua rendszerrel.
Bizonyitas.

Step 1.. Az z€rustdl kiilonb6zd
2 1
At := 01F(x =
BT = 01F(xpT, UgT) [_4 _2]

Jacobi-matrix kétszeres zérus sajatértékéhez tartozo, (4.3.2) feltételeknek eleget tévd altalanositott
jobb, ill. bal oldali sajatvektoraira

NI S

Igy a qo, q7 bézisban tetszdleges x € R? vektor egyértelmtien felirhaté az

Y1 +y2
-2y —y2

X=Yiqo +Yyzqi = [

alakban. Az F = (F;, F,) vektormez& koordinétdira pedig

Fi(y1qo +Y2q1) Y2 — (V2/2)w1 — (y1 +y2)
—2V2(y1 +12)*2y1 +y2) + 2V4(y1 +y2)?

—2V4(y1 +Y2)(2y1 +2),

F2(y190 + Yy2q1) —2y; — V2w + (2y1 + Y2
+2V2(y1 +Y2)2(2y1 +y2) — 2V4(y1 +y2)?

+2V/4(y1 +Y2)(2y1 +Y2).
Az
(F(y1q0 +y2q1, 1), p1) €s az (F(y1q0 +yY2q1, 1), Po)

22



skaldris szorzatok pedig a kovetkezSképpen szamolhatok ki

F1(y1go +Y2q1, 1) - p1 + F2(y190 +Yy2q1, 1) - T

(F(y1q0 +y2q1, 1), p1)
= V20w + ) — 2(y1 +y2)m + Qur +y2) w2
—2V2(y1 +Y2)*(2y1 +y2) + 2V4(y1 +y2)?

—2V4(y1 +Y2)(2y1 +y2)
és

F1(y1q0 + Y241, 1) - P + F2 (Y190 + Y2q1, 1) - P§

(F(y190 + Y291, 1), Po)

3

\f
Y2+ T(M +210) + (Y1 +y2)m — (2y1 +y2) .

Step 2.. Némi szamolds utan a Fiiggelékbeli (BT1)-(BT2) feltételek
Ay +b11 =0—2V4=-2V4 40 €s bao = —4V4 +#0

alakdak, ahonnan

S :=sgn —4/4 - (—2\3’/21)} =1
kovetkezik.

Step 3.. Megmutatjuk, hogy fenndll a Fiiggelékbeli (BT3) transzverzalitasi feltétel. Mivel a jobb oldal

ebben az esetben

Flx, ) = [ 2x1 +x2 — (V2/2)uy — wixy +2V2x3%p + 2V/4x3 + 2V/4x1x2

—4x1 — 2%y — wpz — Xy — ZS/ZX%XZ — Z\S/ZX% — 2/4x1%)
alakd, ezért

Tr(0F(x,u)) = - — o + 2V/4%q + 2V 4% + 4V 2x1x2 — Z\S/ZX%
és

det (MF(x, 1)) = 2(p1 — p2) + pypty + 2V/4xq (g — 2p2) +2V2x7 (2 + ) —

—2(1 + W) (Vx5 + 2V/2x1%2)
kovetkeztében a
G(X> H) = [F(X) H)»Tr (a1F(X) H)) , det (a1F(X) H))] ((X) H) € RZ X RZ)

leképezés
4

G/(X) IJ) = [wlj (X) lvl)]i,]&]
Jacobi matrixanak elemeire

wir(x, u) =2 — W +4V/4%7 + 2V 4%, +4\3f2x1xz, wi(x,n) =1 +2V/4x, +2\3f2x%,
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wWis(x, p) = =273 —xy,  walx, )= V2 —x2, WX, p) = walx,p) =1,

wy(x,u) = —4— AN/4xq — 2V/4x; — 4\3[2x1x2,
Wy (x, ) = —2—b—2v4x; — Z\ﬁx%,
w31 (x, 1) = 2V4 — 4v/2x +4V2x,, w32 (x, 1) :=2\3/21+4\3f2x1,
w14 (x, 1) = wa3(x, u) = war(x, 1) := 0,
wyqr(x, 1) = 2\3/21u1 — 4\3/Zlu2 +8V/2x1 +4V2x wy — A8/2x; — 4\3ﬁx2u2,
wao(x, 1) = 24 — 23/4py — 4V/2x; — 4v/2x L2,
Wa3(X, 1) =2 + Wy + 2V/4x + Z%X%,
wag(X, 1) = -2+ — AN/Axq — 2V/4x; — 4V 2x1%3.

A G leképezés reguldris a (XpT, HgT) pontban, mivel Jacobi-determindnsara

2 1 —Y1/4 0

—4 -2 0 —213
det (G'(0,0)) = det =240
(CO0)=det) e v 1 7
0o -2-v4 2 -2

teljesiil. W
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4. fejezet

Fuggelék : a dolgozatban felhasznalt
bifurkacios tételek

Az aldbbiakban legyen p € R, majd tekintsiik az
x = f(x, u) (4.0.1)
differencidlegyenlet-rendszert, ahol

feR? xR — R? fce™,

4.1. Nyereg-csomo-bifurkacio

Tegyiik fel, hogy a w1 := pugn paraméterértéknél a (4.0.1) rendszer xgn egyensulyi helyzetére az
alabbi feltételek teljesiilnek.

(SN1). A
01f(Xsn, HsN)

matrixnak a 0 egyszeres sajatértéke, €s a masik sajatérték valos része z€rustdl kiilonbozd.

(SN2). Hap € R? a 0:f(xsn, 1sn ) matrix zérus sajatértékéhez tartozé baloldali sajatvektora,
akkor

a:=p" - df(xsn, usn) #O.

(SN3). Haq € R?ad,f(xsn, Hsn) matrix zérus sajatértékéhez tartozo (jobb oldali) sajatvektora,
akkor

b=p" - Pnf(xsn, tsn)(g,q)] #O.

Ekkor igaz az aldbbi allitds (vo. [9], [24], [26], 1ll. [32] és [33]).
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4.1.1. tétel. (Nyereg-csomo-bifurkacié.) Az (SN1)-(SN3) feltételek teljesiilése esetén

1. vanolyan O € I C R nyilt intervallumon értelmezett
vY=(y,v2) : I o R* xR

¢'-gorbe, amelyre
o vl ={(x,n) e R* x R: f(x,p) = 0},
e v(0) = (Xsn, Hsn),
e v(0) = (q,0);

2. az (Xsn, Msn) rendezett par az
f(X> u =0

egyenlet bifurkaciés pontja, ami azt jelenti, hogy (xsn, usn) € R? x I tetszSleges kornye-
zetében vannak olyan

(ny )y (Vs ) ER* X I, un #vy (MEN)
sorozatok, amelyekre

flun, un) =0 =f(vy, o) (n e N)

lim (un, wn) = (Xsny Hsn) = lim (Vi 1y );
n—oo n—oo

3. a7y gorbe mdsodik komponensének masodik derivéltja nem tdnik el a 0-ban: ¥,(0) = —b/a,
tovdbba

e b/a < Oesetén

0 (H<FLSN))
[{x eR*: f(x, ) =0} =¢ T (= psn),
2 (p> psn)
(szuperkritikus bifurkacio);
e b/a > 0esetén
0 (H>FLSN))
[{x eR*: f(x, ) =0}|=¢ T (= psn),
2 (< psn)

(szubkritikus bifurkacio).
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A jelenséget szemléltetendd tekinsiik
®az

x=pu—x*  y=-y (4.1.1)

kétdimenzios rendszert. Amint az a 4.1.1. dbrén is latszik, a (4.1.1) rendszernek p < 0 esetén
nincsen egyensilyi helyzete. Ahogy 1 novekszik €s eléri a 0-t, az origd lesz a rendszer egyetlen
egyensulyi helyzete. Amennyiben p tovabb novekszik, mér két egyensulyi helyzet figyelhetd
meg: E; := (—/—1,0) és E; := (/—1,0). A pn =0-ban a rendszer tehdt nem strukturélisan
stabilis: bifurkaci6 1ép fel. Az E; egyensulyi helyzet koriil nyeregszerd fazisképet lathatunk,
az E, koriil a faziskép pedig csomdszerd. Ezek miatt hivjdk ezt a jelenséget szuperkritkus

nyereg-csomo-bifurkdcionak.

4.1.1. dbra. Az % = pu — x%, Uy = —y rendszer nyereg-csomé-bifurkdciés diagramja.

® a7z

x=pu+x4,  Y=-—y (4.1.2)

kétdimenzids rendszert. Amint az a 4.1.2. abran is latszik, a (4.1.2) rendszernek p > 0 esetén
nincsen egyensulyi helyzete. Ahogy p csokken és eléri a 0-t, az origd lesz a rendszer egyetlen
egyensulyi helyzete. Amennyiben p tovabb csokken, mar két egyensulyi helyzet figyelhetd
meg: By = (—/,0) és E; = (/i,0). A n = 0-ban a rendszer tehdt nem strukturalisan
stabilis: bifurkacié 1ép fel. Az E; egyensulyi helyzet koriil csomészerd fazisképet lathatunk,
az E, koriil a faziskép pedig nyeregszerd. Ezek miatt hivjdk ezt a jelenséget szubkritikus

nyereg-csomo-bifurkacionak.

4.1.2. 4bra. Az % = pu+x?%, U = —y rendszer nyereg-csomé-bifurkéciés diagramja.
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4.2. Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkacio

Tegyiik fel, hogy a p := py paraméterértéknél a (4.0.1) rendszer x;; egyensulyi helyzetére az
alabbi feltételek teljesiilnek.

(PAH1). Alkalmas ¢ > 0 esetén a
01f (xp, 1)
matrixnak van egy
p(w) Twlun  (He (un—¢&pn+e))
sajatértékparja.
(PAH2). Teljesiil az athaladasi feltétel :
p(un) =0, w(pup) #0.

(PAH3). Teljesiil az transzverzalitasi feltétel :

p' () #0.

Ekkor igaz az aldbbi allitas (vo. [9], [24], ill. [6]).

4.2.1. tétel. (Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkacio). A (PAH1)-(PAH3) feltételek teljesiilése
esetén

1. van olyan & > 0 szdm, hogy

(Mo — O, un +0) C (HH — & up +€)

és van olyan p : (puy — 6, uy +0) — R fiiggvény, hogy barmely T € (uy — O, py +90) esetén
az

x = f(x, u(7))

egyenletnek van
[5t—p(t,T)

periodikus megoldésa.

2. Az (xp, un) € R? x R pontnak van olyan kdrnyezete, amely a

p(t>T) (tEI, TE (IJ'H_S’FLH'FS))

csaladon kiviil nem tartalmaz hatarciklust.
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A kialakul6 periodikus megoldds (palyamenti) stabilitdsanak meghatdrozdsét illetSen a kovetkezd

médon érdemes eljarni (vo. [16]). Ertelmezziik a
B = (B, B,) : K? x K* = K, il.  ¢=(C,GC): KExK*xK* K> (4.2.1)
bilinedris, ill. trilinedris leképezéseket a

a f E,, IJ.H .
Z 0,08, XjYk, (i e{1,2}),

E=xn

XjYkZt (ie{1,2})

=X

a3f ‘(ﬂ HH
oy, ; DE0808,

koordinatafiiggvények segitségével, majd vezessiik be az
A = 01f (Xpy UH), ill. az w = w(uy)

jelolést. Legyen p, q € K? az 2 matrix +1w sajitértékéhez tartoz bal-, ill. jobboldali sajitvektora,

pontosabban legyen
(pyq) =1 4.2.2)

Aq = 1wq, A"p = —1wp. (4.2.3)
4.2.1. definici6. Legyen

7'[21 = Q:(q> q,q ) +2°8 (q) hﬂ) + %(Q»hzo)

ill.
hi=2"'B(q,q) és  hy:= (2wl —2A) ' B(q,q).
Ekkor az :
= —. 424
L 70 R ((p, Har1)) ( )

szamot els6 Poincaré-Ljapunov-egyiitthaténak nevezziik (vo. [0], [16]).

Az 1; egyiitthat6 elGjele determindlja a kialakul6 periodikus megoldds pdlyamenti stabilitdsat.

4.2.2. tétel. Ha

e 1; <0, akkor p(-, T) orbitalisan aszimptotikusan stabilis, ill. az x;; egyensulyi helyzet mar
nem stabilis (szuperkritikus Hopf-bifurkacio),

e 1; > 0, akkor p(-, T) orbitdlisan nem stabilis, ill. az xy; egyensulyi helyzet még stabilis
(szubkritikus Hopf-bifurkacio),
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Megjegyezziik, hogy az 1; = 0 esetben a médsodik Poincaré-Ljapunov-egyiitthat6 kiszdmoldsa
sziikséges (vo. [13]).

A jelenséget szemléltetendd tekinsiik az aldbbi kétdimenzids rendszereket (vo. [6], [21], [34]):
®az

x=—y+x(p—x =y, Y=x+ylu—x -y’ (4.2.5)

kétdimenzids rendszert. Amint az a 4.2.1. abran is latszik, a (4.2.5) rendszernek p < 0 esetén
egyetlen egyensilyi helyzete van: az origd, ami stabilis fokusz. A i > 0 esetben az origé elveszti
stabilitdsat €s szuperkritikus Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkaciéval egy stabilis hatéarciklus
keletkezik: /i sugart kor bifurkalodik.

4.2.1.4bra. Azx = —y+x(n—x*—1y?), y=x+y(n—x?—y?) rendszer fazisportréja a
nw<0ésap> 0 esetben.

® az

X = ux —y + xy?, Y=x+uy+y° (4.2.6)

kétdimenzios rendszert. Amint az a 4.2.2. adbran is latszik, a (4.2.5) rendszernek p > 0 esetén
egyetlen egyensilyi helyzete van: az origd, ami labilis fokusz. A p < O esetben az origd
stabilizdlédik és szubkritikus Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkacidval egy labilis hatarciklus
keletkezik: \/—p sugari kor bifurkdlédik.

422 4bra. Azx=pux —y+xy? y=x+uy+y’rendszerap > 0ésap < 0 esetben.
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4.3. Bogdanov-Takens-bifurkacio

Ebben az alfejezetben egy kétparaméteres rendszerekben elGforduld bifurkécidéra adunk elégséges
feltételt. Legyen F € €'(R? x R, R?), u € R?, majd tegyiik fel, hogy az

x=F(x,u) 4.3.1)
rendszer xg7 := 0 egyensulyi helyzete esetén az

Apr := 0, F(xpT, UpT)

matrixnak a O kétszeres sajatértéke, ahol pgy := 0, majd jeldlje qo, qi, ill. po, p1 az ™At MmAatrix
ezen sajatértékéhez tartozo altalanositott jobb oldali, ill. bal oldali sajatvektorait, pontosabban
legyen
Aprqo =0, Aprqi=qo 6 Agrpr =0, Agrpo = pi,

ill.

(Qo,po) = {qi,p1)=1 €&  (qi,Po) = (qo, P1) = 0. (4.3.2)
Irjuk fel valamely x € R? vektort

X =Y1qo + Yaqi
alakban, ahol
Y= (X,p) €& Y= (X,p1),

majd tegyiik fel, hogy fenndllnak az aldbbi feltételek.

(BT0). A 2t matrix kiilonbozik a zérusmatrixtol: Agr # O.

(BTI) Ay + b]] 7! O, ahol

aZ
ao = 5 (Flyiqo +yoqi, 1)y po)|
oyj y=0
az
by = 9y:0y, (F(y1qo +Y2q1, 1), P1) y=0;
(BT2). by #0, ahol
aZ
by == 5 (F(y1qo + Y2qi, 1), p1)| ;
Y y=0

(BT3). a
G(x, ) = [F(x,n), Tr (0:F(x, 1)), det (1, F(x, )] ((x,p) € R* X R?)

leképezés regularis az (Xpr, Ug7) pontban: az (Xgr, tgr) pontbeli Jacobi-matrixa invertal-
hato.
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Ekkor igaz az aldbbi allitds (vo. [16]).

4.3.1. tétel. (Bogdanov-Takens-bifurkacio). A (BT0)-(BT3) feltételek teljesiilése esetén a (4.3.1)
rendszer topologikusan ekvivalens egy

o=y } 4.3.3)

M2 B1+ By +n? +smma + O(|n]?)

alakd rendszerrel, ahol 37 és 3, a i paraméternek olyan fiiggvénye, amelyre 31(0) = 0 = (3,(0)
teljestil, tovabbd
S = 8sgn [bzo(azo + b]])] = =+1.

Az s = —1 esetben a (4.3.3) rendszer bifurkdcios diagramja lathaté a 4.3.1. dbran (vo. [4]). A

B =(B1,B2) :=(0,0)

Bogdanov-Takens-bifurkaciés pont egy kornyezetében 3 szétvalasztja a nyereg-csomé-bifurkacios

gorbe

To ={(B1,B2) €R*: 4By = B3, B2 >0}
és

T = {(B1,B2) € R*: 431 =3, P2 <0}
agat. A

H = {(B1,B2) € R*: By =0, p2 <0}

félegyenes nem mds, mint a Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkacids gorbe, a

P = {(B1,B2) € R?: 258, = —6p3+ O(IBaP), B2 < 0}

pedig az tn. homoklinikus bifurkacids gorbe. A 3 Bogdanov-Takens-bifurkacids pont a nyereg-
csomo-bifurkécids gorbe €s a Poincaré-Andronov-Hoipf bifurkaciés gorbe érintési pontjdban
helyezkedik el. Az @ tartomédny nem tartalmaz egyensulyi helyzetet (igy hatdrciklust sem). A
nyereg-csomo-bifurkaciés gorbe T dgat keresztezve a @ tartomdanyba 1épve két egyensulyi
helyzet bifurkdlédik : egy nyereg és egy stabilis csomd. A ‘H Ponicaré-Andronov-Hopf bifurkdcids
gorbét keresztezve a @ tartomdnyba 1épve stabilis hatdrciklus keletkezik, kovetkezésképpen a
@ tartomédnyban két egyensulyi helyzet és egy stabilis hatarciklus van. Az éramutaté jarasdval
egyezden folytatva a korbejarast a P homoklinikus bifurkaciés gorbét keresztezve a hatdrciklus
homoklinikus pélyavd, azaz olyan palyava alakul, amelynek alfa és omega hatdrhalmaza ugyanaz
az egyensulyi helyzetet tartalmazé halmaz. A @ tartomdnyban a homoklinikus pdlya eltiinik,
csak két egyensulyi helyzet marad, amely a nyereg-csomo-bifurkacids gorbe 7, agat atlépve

egybeolvad, és az @ tartomanyban megszinik 1étezni.

Az s = 1 esetben hasonldan targyalhat6. Mivel a t — —t, 1, — —n); helyettesitéssel ugyanerre
a (4.3.3) alakra redukdlodik, ezért a bifurkédcios diagram ugyanugy néz ki ebben az esetben is,

azonban a Bogdanov-Takens-pont kornyezetében kialakul6 hatdrciklus nem lesz stabilis.
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4.3.1. dbra. Bogdanov-Takens-bifurkdcio (vo. [16], [10]): a (4.3.3) rendszer bifurkacids

diagramja.
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