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Koszonetnyilvanitas

A diplomamunkam elkészitésében sok segitséget kaptam, amiért nagyon
halas vagyok. Mindenek el6tt Kis Tamés belsds témavezetémnek szeretnék
koszonetet mondani, aki faradhatatlanul segédkezett a szakdolgozat elkészi-
tésében. Szép meglatasai, atmutatasai, tanacsai nélkiil ez nem sikeriilhetett
volna.



Bevezetd

Lineéaris és egészértéki programozas tanulmanyaim soran, a megoldando
feladatok estén mindig feltételeztiik, hogy az adott értékek pontosan kimért
adatok. Kz viszont hibara adhat lehet&séget, hiszen az adatok legtobbszor
mért adatok, melyek igy pontatlanok lehetnek. Az adatokkal kapcsolatban
felmeriils problémak alatt olyanra kell gondolni, hogy az adott adat eleve csak
kozelitve van statisztikai modszerekkel, mint példéul kereslet adott termékek-
re, vagy egyszerfien mérési hiba 1ép fel (fizikai méréseknél). Igy természetesen
merdiil fel, hogy valtoz6 adatok mellett a feladatra adott megoldasunk még min-
dig kielégitse a feltételeket és ezeken beliil optimaélis legyen. A bizonytalansag
kezelésére kétféle modellt hasznalhatunk a sztochasztikus és a robusztus op-
timalizalast. A sztochasztikus megkozelités varhato értékben optimalizél és
nagy valoszintiséggel kielégiti az el6irt feltételeket. Ezzel ellentétben a robusz-
tus optimalizalas mindig teljesiti az elGirt feltételeket és ezeken beliil a legjobb
megoldast valasztja. Mivel a robusztus megoldas kielégiti az elsirt feltételeket
minden esetben, igy olyan feltételeket is, amelyek kis valoszintiséggel kovet-
keznek be. Igy az optimum értéke tavol keriilhet a kapott adatokbol szamolt
értéktol.

Az fejezet célja a robusztus optimalizélas alapjainak bemutatasa. A fe-
jezet bevezetd jellege miatt ismertetjiik a bizonytalansagi modellt, melyet a
tovabbiakban hasznalunk. Bemutatunk a legismertebb megoldési modszerek
koziil harmat. Ezek koziil eggyel kiemelten fogunk foglalkozni, melynek sok
szempontbol elényos tulajdonsagai vannak, ezen modell neve Berstimas-Sim
modell. A modell nem csak linearis optimalizalas esetén mutat jo tulajdon-
sdgokat, hanem, mint azt megmutatjuk robusztus kombinatorikus problémak
esetén, és approximécios algoritmust is lehet adni ezen feladatokra. A fe-
jezet lezarasaként egy mérést mutatunk be, melyben a robusztus optimaélis
megoldés értéke és a kapott adatokbol kapott optimalis megoldas értékének a
tavolsagat vizsgaljuk.

A2l fejezetben a kétszint( linearis programozési modellt mutatjuk be. Ezen
modellben két jatékos egymésra hatéan probaljak optimalizélni sajat célfiige-
vényeiket. FEzen fejezet célja bemutatni a modellt és az optimalis megol-
das megtalalasanak nehézségeit. A fejezet végén bemutatunk két modszert,
amellyel képesek vagyunk megtalélni az optimélis megoldast specialis kétszin-
ti linearis programozasi feladatoknak.

A [B] fejezet a diplomamunka lezarasaként egy életbeli feladatot probalunk
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megoldani, mely a robusztus és kétszinti optimalizalas feladatok metszetében
van. A feladatunk tutszakaszok beérazasarol fog szolni, melyben elsé jatéko-
sunk célja a profit maximalizalds, mig a tobbi jatékos célja a lehets legol-
csébban eljutni kezdépontjuktol végpontjukig. A [2ben bemutatottak miatt
a célunk az optimélis megoldés megkozelitése lesz.



1. fejezet

Robusztus Optimalizalas

Ebben a fejezetben bevezetjiik a robusztus optimalizalas alapjaul szolga-
16 bizonytalansag modellt, a robosztus feladat modellezésére tett kisérlete-
ket [1.2] A alfejezetben kiemelten foglalkozunk az egyik ilyen modellel,
melynek neve Berstiam-Sim modell. Megmutatjuk, hogy a modell optimélis
megoldasat at tudjuk alakitani egy linearis programozés feladatta. Mindezek
utan ratériink arra, hogy milyen elényos tulajdonségai vannak a a Berstiams-
Sim modellnek egészértéki feladatoknél altalanosan késébb kombinatorikus
problémak esetén [1.4l A fejezet legvégeén [1.4.2) azt mérjiik ki, hogy milyen
veszteséggel jar a robosztus feladatot megoldani a kapott adatokbol késziilt
feladathoz képest.

1.1. Bizonytalansag linearis programozasban

Vizsgéljuk a kovetkezd lineéris programozasi feladatot. Ahol feltessziik, hogy
a bizonytalansag csak a ¢, b vektorokat és az A méatrixot érinti.

maximize ¢z
subject to Az < b
[ <x<u,

ahol A € R™" ¢, l,u € R™, b € R™ Ekkor a kivetkezd megfigyelést tehetjiik.
1. Allitas. [3] Feltehetjiik, hogy a bizonytalansdg egyediil az A mdtrizot érinti.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy b; bizonytalan, ekkor a;z —b;z < 0-et hozzadva
és z-t 1-re rogzitve kikiiszoboljiik a bizonytalansagot a korlat jobb oldalan.
Tegyiik fel, hogy c-ben szerepelnek bizonytalan eggyiithatok, ekkor a z —cx <
0 korlatot felvéve a feltételek kozé, és a maximalizalando kifejezést z-re cserélve
kikoszobiiltiik a bizonytalansagot a célfiiggvényben. [
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1.1.1. Matrix bizonyitalansagianak modellezése

A kovetkezd féleképpen fogjuk modellezni a bizonytalansagot a matrixban.
Vegyiik az A matrix 7. sorat és legyen J; azon egyiitthatok halmaza az . sor-
ban melyek bizonytalanok. Minden a;j, j € J; egyiitthato egy a;; valoszintségi

a;; szimmetrikus az adott intervallumra és fiiggetlenek egymastol. Végered-
ményben feltettiik, hogy a @;; valtozé varhato értéke megegyezik a kapott a;;
értékkel és az értékek a,; tartomanyban mozognak. Fontos megjegyezni, hogy
a varhato értéknek mi barmit megvalaszthattunk volna amire teljesiilnek a
feltételek, nem feltétlentil kell a kapott értéknek lennie. Ezen feliil még defi-
nialjuk a 7;; = (a;; — a;;)/a;; random valtozot, mely szimmetrikus és a [—1, 1]
intervallumbol veszi fel értékeit. A tovabbiakban a kapott értékekbdl készitett
feladatot nominalis feladatnak nevezziik.

1.2. Régebbi modellek

1.2.1. Soyster modell

Az els6 probélkozas a robosztus optimalizaléas feladat megoldasara Soyster-
t61 jott [14]. Soyster egy olyan lineéris optimalizalasi modellt adott, melyben
a megoldasnak megengedettnek kellett lennie minden olyan adatra, amely egy
konvex halmazbol szarmazik. A kapott modellel viszont az volt a probléma,
hogy tulsagosan messze keriilt a robusztus optimélis megoldas a nominélis
feladat optimaélis megoldastol. Soyster modellje a kovetkezd féleképpen nézett
ki.

maximize ¢’z

subject to Zijjgb VA e K;,j=1,...,n
j=1
x>0,

ahol K, konvex halmazok a bizonytalansagi halmazok, és A; pedig az osz-
lopai a matrixnak. Soyster megmutatta, hogy a fenti feladat megegyezzik a
kovetkezd lineéris programmal.

maximize ¢’z
n
subject to Zijj <b

j=1
x>0,
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ahol EL,‘j = suijeKj (A”)
A fenti adat bizonytalansigi modellben a kévetkezéképpen néz ki Soyster ro-
busztus modellje.

maximize 'x (1.1)
subject to Zawx] + Z a;;y; < b Vi
J JE€Ji
—Yi ST Sy \Z
[ <z<u
y=>0

Legyen z* a feladat optimélis megoldasa. Konnyen lathato, hogy az
optimélis megoldasban y; = |77|. Ekkor pedig

Za”xj +Za”|x | < b; Vi

J€J;

Most pedig megmutatjuk, hogy az a;; minden felvett értékére az x* megolda-
sunk megengedett marad. Ehhez nézziik a kovetkezs egyenl6tlenség lancot.

Zaw Za,]x +ana”x < Za”x +Za,]|w | <b; Vi

jeJd; Jj€J;

Ebbél lathatjuk, hogy az i. feltételnél ) | a;|a}| a tavolsag b; és ) a; a7} kozott.
J J

1.2.2. Ben-Tal, Nemirovski modell

Egymastol fliggetleniil Ben-Tal és Nemirovski [I], El-Ghaoui [10], is olyan
modell kiépitésén dolgozott, amelyben a robusztus feladat optimalis megol-
dasanak az értéke ne legyen til téavol a nomindlis feladat optimum értékétsl.
Az 6 megoldasukban ellipszioid bizonytalansidgot vizsgaltak, amit visszavezet-
tek kvadratikus optimalizalasi probléméara. Ezen modszer probléméja az volt,
hogy lassabb lett a megoldés kiszamolésa a kvadratikus feladat miatt.

maximize ¢’z

subject to Zawxj + Z a;Yi; + /ZaQ z2 < b Vi o (1.2)
JE€Ji JET;

_yij§$j_zij§yij Vi, j € Ji
[ <z <u
y=>0

Az bizonytalansigi modell esetében az irok megmutattak, hogy annak a

valoszintisége, hogy az i. feltétel sériil feliilrsl becsiilhets exp( _;2 : )-vel. Tovab-
ba minden megoldas ami kielégiti Soyster feladatat az megoldas ezen feladatra
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is. Tehat a nominalis feladat optimalis megoldés értéke kevésbe tér el Ben-
Tal, Nemirovski modell optimélis megoldas értékétsl, mint Soyster modelljé-
nek optimélis megoldasanak értékétsl. A kovetkezSkben ezt a tényt, hogy a
nominalis feladat optimalis megoldasénak értéke kozelebb van az egyik mo-
dellben kapott optimalis értéktsl, mint a masikban tgy fogjuk nevezni, hogy
konzervativabb.

1.3. Berstimas-Sim modell

A matrix minden 7. sorara bevezetiink egy I'; valtozot, mely a [0, |J;|] in-
tervallumbol vesz fel értékeket. I'; a feladat robusztussagat alakitja, mégpedig
azt jelenti, hogy az adott sorban legfeljebb |I';] egyiitthato valtoztatja meg
értékét a megadott korlatokon beliil és egy a;; egytitthato (I'; — [I';])as -vel.
A kovetkezékben megmutatjuk, hogy az igy kapott probléméat megtudjuk ol-
dani linearis programozassal. Ezen kiviil az is igazolhato, hogy ha tébb mint
|T;| egytitthato valtozik, akkor megengedett a kapott megoldasunk nagy va-
loszintiséggel. Tekintsiik a kdvetkez jelenleg még nem linearis formalizaciojat
a problémanak [3],[2].

maximize ¢’z (1.3)

subject to Z a;;T; +
J

{SiUtilsiCJiv‘I;?:XI_FiJvtieJi\Si} ( Qi + ( I- J)a tlytl) B !

JES;
-y <z <y V)
[ <z<u

y=>0

Ha I'; egész értéki, akkor az i. feltétel 5;(x,I';) = max o Qiilx;
i %8 BZ( Z) {SilS: CJi,Si=|Ji[} Z]esi Z]| ]|

mennyiséggel van védve. Ha I'; = 0, akkor f;(x,I;)) = 0. Ha I'; = |Ji,
akkor ez esetben Soyster modelljét kapjuk vissza. Azért, hogy a feladatot LP
feladatként tudjuk megfogalmazni, a kdvetkezd allitdsra van sziikségiink.

2. Allitas. [3] Legyen adva egy x vektor, ekkor a

Bi(z,Ty) = Z agjlo;| + (T — D)), |2,

max —
{S:Ut;|SiCJi,|Si|=|Ts ] ti€J:\S: } \ “
JES;

kifejezés megeqgqyezik a kovetkezd linedris programozdsi feladat optimum érté-
kével
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Bi(z, ;) = maximize Z aijlzj|zi;
JES;
subject to Z zi; < T (1.4)
JE€J;
0<z2;<1 Vi e J;

Bizonyitds. Az LP feladat optimélis megoldasa a kovetkezd lesz. |I';] db
1-es értéki valtozo és egy valtozo I'; — |I';| értékd lesz. Ez pedig ekvivalens a
[; definiciojaban 1évé halmaz kivalasztasahoz. [

3. Tétel. /3] -nek a kovetkezd linedris programizdst feladat felel meg:

maximize c'x (1.5)
subject to Z a;jr; + 21 + Zpij < b, Vi
J JE€Ji

2 + pij > Y, Vi, j € J;

—Y; S x; <y Vj

lj <y <wy Vj

pij >0 Vi, j € J;

y; =0 Vi

z >0 \4)

Bizonyitds. El6szér vizsgaljuk meg az feladat duéalisat.

minimize E pij + 1z

JEJ;
subject to z; —i—pij > (Alzj‘lt;k’ VZ,j < JZ
pij =2 0 Vj e Ji

Mivel a [1.4] linearis programozas feladat ¥V I'; € [0, |J;|]-ra megoldhato és vé-
ges értékd, ezért a dualitas tétel miatt [L.7}re is ugyanez igaz, és optimum
értékiikben megyeznek. Igy [2| allitas miatt a|1.7] értéke megegyezik B;(x, T';)-
val. Ezek utan helyettesitsiik be [[.3}be [L.7}t ezzel megkapva a kivant linearis
programozas feladatot. [

A kapott linearis programozasi feladatnak n+ k + 1 valtozdja és m+k+n
feltétele van, ahol k=) |J;|.

1.3.1. Feltétel megszegésének valdszintlisége

Mint azt megmutattuk, ha minden sorban legfeljebb |T';| egyiitthato val-
toztatja meg értékét a megadott korlatokon beliil és egy a;; egyiitthato (I'; —
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|I';])a;;-vel, akkor ki tudjuk szamolni az optimalis értéket. A kovetkezs tétel
azt mutatja meg, hogy ha esetleg tobb valtozna meg, mint az elére kiszabott
korlat |I';], akkor nagy valosziniiséggel megengedett marad a kapott megol-
dasunk.

4. Tétel. [3] Legyen n;; € [—1,1] figgetlen szimmetrikus valdsziniségi vdlto-
20k, ahol j € J;. Ekkor

Pr <Z VijMij = Fi)ﬁ B(n,I),

J€J;

ahol

ot =g {1 ny)(7)+“ > <?)}:%{(1_“)(L2J>+li ()}

I=[(J I=|(Jv+1) L(Jv+1)

aholn = |J;|,p =12 és p=v — |v].

1.4. Egészértéki modell

A kovetkezGkben azt az esetet fogjuk vizsgalni, ha egészértékid valtozos az
x vektorunk vagy csak néhany valtozoja egész. Ekkor, mint azt alabb megmu-
tatjuk hasonlo formalizaciot tudunk felirni, mint [B}ban. Ezen uj MIP feladat
felirasa el6tt viszont véaltoztatunk egy kicsit azon, hogy mely véltozokat érinti
az adat bizonytalansag és milyen az adat bizonytalansag modellje. Tekintsiik
a kovetkezs vegyes egészértéki feladatot.

minimize cx
subject to Ax < b
[ <z <u
T €L 1=1,...,k

5. Allitas. Feltehetjiik, hogy a bizonytalansdg csak c-t és A-t érinti.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy b értéke sem pontos érték. Ekkor x,.; 1j
valtozo és Arx — 2,10 < 0,1 < x <wu, 1 <z, <1 feltételekkel, mar csak
-t és A-t érinti a bizonytalansag. [

Ezen MIP feladatnél a kovetkezs adat binzonytalansagi modellet fogjuk
hasznalni.

e A métrixra a mar bevezetett modellt hasznaljuk.

o A ¢ valtozoinkra pedig a kovetkezd teljesiil. ¢ minden ¢; eleme a [¢;, ¢;+
dil, d; >0, j € N=1{1,2,...n} intervallumbol veszi fel értékeit.
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A fejezethez hasonloan itt is bevezetjiikk T'; € [0,|J;]] i = 0,1,...,m
valtozoinkat. Jelen esetben .Jy érték ¢ robusztossagahoz tartozik és Jy =
{jld; > 0}. Ezek alapjan a Berstimas-Sim modell szerint a kovetkezd feladatot
kapjuk.

minimize cx + max E d;j|z;] (1.8)
{SO|30CJ07\50|§F0,}3.€SO

subject to Z ;254
J

Qij|x; Ui = [ Dagslae,| | <0 Vi
PR . LE S, (j;a]wﬂ I J)a]m!) i

[<x<u
wZGZZ:L,k

Hasonléan a [I.3] fejezetben leirtakhoz ezt a feladatot is 4t tudjuk alakitani
ismert feladat tipussa, mégpedig MIP feladatta.

6. Tétel. [2][1.8nak a kivetkezd MIP feladat felel meg:

minimize cx + zol'g + Z Poj (1.9)
Jj€Jo
subject to Z ai;x; + 21 + Zpij < V1
J Jj€Ji

20 + poj = d;y; Vj € Jo
2i + Dij = A4y Vi#0,5€J;
—y; <z <y \Z
l; <z < uy V7
piy =0 Vi j € J;
y; =0 vy
z >0 V1
T €L 1=1,...,k

Bizonyitds. Az atirast elkezdhetjiik ugyanigy, mint a [I.5 tétel bizonyité-
saban. El6sz6r atirjuk a matrixhoz tartozo max feltételeket felhasznalva [2}t.
[gy mar csak a célfiiggvényhez tartozo max kifejezést kell dtalakitani. Ehhez
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pedig tekintsiik a kévetkezs egyenlGséglancot.

Bo(z) = max{z djlx;|: |So| < T, Sy C Jo}

j€5So

= HlaX{Z dj|ﬂfj|20j3 Z 205 < Fo,o < Zoj < 1,VJ S J()}
JE€So j€Jo

= min{zpoj + F()ZUI 20 +p0j > dj’ﬂ?j’, 20 > O,p(]j > O,Vj S J(]}
Jj€Jo

Mindezt behelyettesitve [[.8-be kapjuk a kivant feladatot. [J

1.4.1. Kombinatorikus problémak robusztus valtozata

A tovabbiakban kombinatorikus problémék robusztus valtozatait nézziik
meg. Adott X C {0,1}" halmaz és a kovetkezd opimalizlalsi feladat

minimize cx (1.10)
subject to x € X

Szeretnénk egy x € X megoldast taldlni, amely minimalizalja a cx koltséget,
ha legfeljebb I' egyiitthaté valtozhat meg, azaz

2 = minimize Cr +  max ; djz; (1.11)

subject to x € X

A tovabbiakban feltessziik, hogy d; csokkend sorrendbe vannak rendezve, azaz
dy >dy > --- > d, és legyen d,;1 = 0. Ezen feladattal olyan problémékat
vettiink egy kalap ala, mint legrévidebb 1t, legolesobb feszitéfa, matroid met-
szet, utazé ligynok probléma. A legfontosabb tény ami megmutathaté ezen
feladattal kapocslatba azt a kovetkezd tétel mondja ki, ha polinomiélis idében
megoldhato az eredeti feladatunk, akkor a robusztus véaltozatot is polinomialis
idében tudjuk megoldani.

7. Tétel. A feladat megolddsa megkaphato n + 1 feladat megolddsabol:

ahol

G' = minimize I'd; 4+ min(cz + E (dj — di)xj)
j=1
subject to x € X
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Bizonyitds. Vegylik észre, hogy atirhato a kovetkezd formaba.

7* = minimize ¢x + max g d;zju;

zeX
JEN
subject to 0 < wuj; <1 VieN
> w<T

JEN
Hasznaljuk a duélitastételt a belsg LP feladatra. Ekkor kapjuk a kévetkezot.

Z" = minimize cz + min(I'0 + Z Yj)
jeEN
subject to y; + 0 > d;x; VjeN

Most mar mindkét célfiiggvény min-t hasznal, ezért 6sszevonhatjuk a kettst.

Z* = minimize ¢z + 10+ Yy (1.12)
jeN
subject to y; + 0 > d;x; VjeN
Yy, 0 >0
reX

Mivel minimum értéket keresiink és y; > 0, ezért az optimum megoldasban
tudjuk, hogy

y; = max(d;zj — 0%,0),
ahol az optimélis megoldast (z*,y*, 0*)-val jeloljiikk. Ennek segitségével at

tudjuk alakitani a feladatot.

Z* = min (cx+T6+ Z max(d;z; — 0*,0))

z€X,0>0 4
JEN

Most pedig felhasznaljuk azt a tényt, hogy X C {0,1}" ugyanis ekkor igaz a
kovetkezd.

max(d;x; — 0°,0) = max(d; — 6*,0)x} (1.13)

J

Ezek alapjan a kévetkezd 0j forméaban irhatjuk fel a feladatot.

Z*= min (Gr+T0+ ) max(d; — 6", 0)z}) (1.14)

TE€X,0>0 4 J
JEN

0 optimélis értéknek megkereséséhez szabdaljuk fel R, -t intervallumokra. Ezen
intervallumokban kiilon-kiilon megkeressiik 6 optimalis értékét. Legyenek az
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intervallumok [0, d,}, [dy, dn—1], .. ., [d2, d1], [d1, 00). Ekkor a kévetkezst figyel-
hetjiik meg.
-1
di—0)z; ,habeld,d_], l=n+1,...,2
> max(d; — 6%, 0)z} = j;( j—0)z;  haf€ld,di] n
I 0 , ha 0 € [dy, 00)

Ezen megfigyelés segitségével felszabdalhatjuk a feladatot alfeladatokra. Le-
gyen /* = l_lmin Z!, ahol

I-1

7t = min re +cx + 0)x
xex,ee[dl,dl,l}< JZ; ;)

Amikor -t a [d;, d;_;] intervallumban keressiik, akkor egy lineéris fiiggvényen

optimalizalunk. Igy a szélsGérték a két végpont valamelyikében vétetik fel.

Azaz,

-1 -1
Z' = min(I'd; + m1)1(1 cr + Zl di)x;), Ddi— + IIlll’l cr + Zl (dj —di—1)z;))
J J
! -1
= min(I'd; + m1)1{1 cr + Zl di)xj), Idi_1 + IIlll’l cr + Zl (dj —di—1)z;))
J J

Azaz atirhatjuk az eredeti feladatot a kovetkezore.
Z* =min(l'dy +cz, ..., Id, —|—£réi)r(1(’5x+ Z(dj —dp)z;), . LIél)I(l cr+ Z d;z;))

j=1
]

8. Megjegyzés. Fontos megemliteni, hogy erdsen kihasznaltuk azt a tényt,
hogy X C {0,1}". Altaldnos egészértéki programozds feladat esetén nem lenne

igaz az[1.13-as lépés.
9. Megjegyzés. Ha tekintink eqy eqyszeribbnek tind feladatot, ahol csak két
kéltség fiigguény mellett kell optimalizdlni.
minimize max(c;x, )
subject to x € X
Akkor ez a feladat dltaldnosan NP-nehéz, hidba csak két koltségink van. Ha

az alap feladat a legrévidebb it keresés, akkor ez eqy ismert NP-nehéz feladat.
A tovdbbiakrol a [11)]-ban lehet olvasni.
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1.4.2. Robusztus approximacioés algoritmusok

Van még egy kivalo tulajdonséga a[l.10}es robusztus optimalizalasi problé-
manak, ha az eredeti feladatnak van egy a kozelit§ algoritmusa, akkor tudunk
késziteni egy polinomialis algoritmust, amely a robusztus feladatra ad o ko-
zelité megoldast. A kovetkezSkben feltessziik, hogy 1étezik egy B algoritmus,
mely a véalasztott kombinatorikus probléméra ad egy xp megoldést, melynek
koltségére igaz, hogy Z7* < Zp < aZ*, a > 1.

Algoritmus A

1. Hasznaljuk B algoritmust, hogy « kozelité megoldést kapjunk a koévet-
kez6 feladatokra. [ =1,....,n+1
l
G' = minimize I'd; + min(cz + Z(dj —d))x;) (1.15)
j=1
subject to x € X

Az a kbzeli megoldasokat xh-vel jeldljiik.

2. Legyen

ZL =tcrly + max E di(xg);
[SISCN.js]<r} £

3. Legyenl*—arg mm ZB, Za=2% x5 =2k

.....

10. Tétel. Algoritmus A dltal adott megolddsra igaz, hogy
7" < Zp<arl

Bizonyitds. A 7* < Zp egyenlGtlenség teljesiil, hiszen Z* az optimalis meg-
oldas, Zp pedig egy megengedett megoldas. A Zp < aZ* egyenlGtlenség
igazolasédhoz tekinstiik a kovetkezd egyenlStlenség lancot, ahol I a [7 tétel
G'-ek optimalis értékének indexe. xly pedig az o approximéciés megoldasa
G'-nek.

Zp < 74

=T {S\sgv?}éwgr} Z 4(n);

= min (cx+T10+ Z max(d; — 6", 0)x}) Hasznaljuk t

z€X,0>0
JEN

<ch+Z ); +T'd;

JEN
< a(G' = T'd)) + T'd; Hasznaljuk t
< aG' Mivel a > 1
=aZ*
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]

Meérés

A kovetkezd kérdés meriilhet fel robosztus optimalizélas robusztussagaval

kapcsolatban. Mennyire valtozik a célfiiggvény értéke I'g-t valtoztatva? A
méréshez valasztottunk egy célfeladatot, mely a legrovidebb tut probléma lett
a [2] cikkb6l. Adott egy D = (V U{s,t}, A) irdnyitott graf, ¢;; (,7) € A nem
negativ koltségekkel az éleken. A cél a legrévidebb it megkeresése s-bél t-be.
A graf és az élkoltségek generdlasdhoz a kdvetkezd modellt hasznaltuk. Ve-
gyiik a 2 dimenzios sikot, legyen az s a (0,0) pont, ¢ pedig az (1,1) pont. A
graf tobbi csiucsdnak megfelel pontot generaljuk a [0, 1] x [0, 1] téglalapban
a kovetkezSképpen: Mindketts koordindtat egyenletes eloszlast valoszintiségi
valtozo értékébdl kapjuk, mely a [0, 1] halmazbol veheti fel. Az élkoltségek ge-
neralasdhoz a bedgyazott pontok euklideszi tavolsagat hasznéljuk fel. Legyen
c;j az euklideszi tavolsag ¢ és j altal meghatarozott pontok kozott, ha fut él
koztiik. Legyen d;; = 7¢;;, ahol 7y egyenletes eloszlasu a [0, 8] intervallumon.
A mérésiinkben I" = 0, 3,6, 10 robusztus védelmek mellett mérjiik meg a ro-
busztus legréovidebb utat. Azt is kimérjiik, hogy ha minden élen ¢ valészint-
séggel c;; + d;;-re valtoztatjuk a koltséget, akkor az igy kapott graftban mennyi
a legrovidebb ut. A mérés célja, hogy pontos adatot kapjunk arrél, hogy
mennyivel keriil tobbe az, hogy robusztus védelmet biztositsunk.
Az Erdés-Rényi-féle véletlen graf modellt hasznaltuk, azaz minden élet egy
adott p valoszintiséggel vesziink be a grafba. Az s-bdl t-be vezets élet mindig
toroljiik a gratbol. Kozosen minden I'-hoz generalunk egy grafot. Mindegyik
I' értékre kiszamoljuk, hogy milyen hosszt a legrovidebb robusztus ut. Ezutan
minden élen végig menve ¢ valoszintséggel eltoljuk a koltséget és kiszamoljuk
az adott gratban a legrovidebb 1t hosszat, ezt a mérést 100-szor szamoljuk
ki. Osszesen 100 grafra nézziik meg ezeket az értékeket. A kiilon-kiilon ka-
pott koltségeket Osszeadjuk és kidtlagoljuk. A kapott méréseket a kovetkezs
tablazat foglalja Ossze.

V=25 |V]=50] [V[=100] [V]= 200
1.66227 | 1.6659 | 1.46272 | 1.42505
6.78421 | 5.80619 | 3.9693 | 2.86172
7.30533 | 6.32539 | 4.22916 | 3.01015
7.32129 | 6.33437 | 4.23305 | 3.01193
¢=038 5.78746 | 6.33437 | 2.51864 | 1.82651
g=0.3 2.53146 | 2.04835 | 1.56672 | 1.44946

I'=0,3,6,10

1.1. tablazat. Minden I' soraban 1évé cella négy értéket tartalmaz a kovetkezé
sorrendben fontrol-lefele I' = 0, 3,6, 10. p = 0.1 minden mérésben.

A kapott méréseink alapjan a robusztus legrévidebb ut hosszusédga nagyon
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kozel esik T' = 3,6, 10 esetén, és I' = 6,10 legfeljebb 0.02-el térnek el. Igy,
ha méar 6 ¢él valtozasara fel vagyunk késziilve, akkor semmi koltséghdl a 10 él
véaltozasra is felkésziilhetiink. A random élkoltség eltolasokkal kapott grafban
a hosszusagok I' = 0 és I' = 3 koltségei kozé esik.

Ha valaki szeretné futtatni a programot, az letéltheti innen https://github.
com/atimaly/Robust_Shortest_Path.


https://github.com/atimaly/Robust_Shortest_Path
https://github.com/atimaly/Robust_Shortest_Path

2. fejezet

Kétszinti Optimalizalas

Legel6szor Stackelberg 1934-es cikkében jelent meg a kétszintd optimali-
zéalas feladatanak fogalma. Kés6bb Bracken és McGill [5] 1972-es cikkiikben
bevezették a feladatot formalisan is. Ezen két cikk 6ta folyamatos fejlédésnek
indult az optimalizalasnak ezen része. A kétszintii optimalizalasi feladatnak a
hatterében egy jaték van, amelyben két jatékos dont a hozzajuk tartozo val-
tozok értékérsl. Az elsd jatékos az tgynevezett vezetd minimalizalja kivanja
sajat célfiiggvényét azzal a feltétellel, hogy a masodik jatékos, akit kovetének
neveziink, az elsé jatékos valaszanak fliggvényében fog minimalizalni. Tehat a
vezetd valasza befolyasolja a megengedett halmazt és a kovets objektiv fligg-
vényét, akinek viszont reakcioja befolyasolja a vezets nyereményét (és a vezets
kezdeti kivalasztasanak megvalosithatosagat). Egyik jatékos sem dominalhat-
ja a masikat teljesen. A kétszintid optimalizalasi feladat a vezetd célfiiggvényé-
nek az optimalizalasa, amelyet a kovets problémajanak megoldasi halmazanak
grafja segitségével fogalmazunk meg. A kétszinti optimalizélasrél megmutat-
hato, hogy NP-nehéz feladat [7]. Annak ellendrzés is NP-nehéz, hogy egy
megengedett megoldés lokalis optimuma a feladatnak [7]. Ahogy azt késébb
megmutatjuk a kétszintes optimalizalasi feladatok nem konvex optimalizalési
feladatok. Ezen tulajdonsédgok miatt a feladat optimumaéanak kiszamitasa egy
kihivast jelents feladat. Az alapvetd 6tlet egyszeriibb feladatok esetén a komp-
lementaritési feltételek hasznalata a kovets feladataban, hiszen igy el tudjuk
érni, hogy optimum valaszt kapjunk a kovets részérdsl. A fejezet célja, hogy
az alapvets definicidkat és nehézségeket bemutassa a kétszintt optimalizalas
feladataval kapcsolatban.

2.1. Kétszintes optimalizalasi feladat definicioja
A kétszintd optimalizélasi feladat olyan optimalizalasi problémak, ame-

lyeknél az optimalis megoldasi halmaz (részben) egy mésodik paraméteres
feladat megoldasi halmazatol fiige. A masodik probléma legyen a kovetkezs

myin{f(:my) g(r,y) <0,y €T}, (2.1)

19
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ahol f: R" xR™ — R, g : R" x R™ — RP? fiiggvények és T' C R™ egy zart
halmaz.

Legyen Y : R™ = R™ a feltételt teljesité halmaz, ahol =-en pontrél halmazra
képzd fiiggvényt értiink azaz:

Y(z) ={y:g(z,y) <0} (2.2)

Legyen
pla) =min{f(z,y) - g(z,y) < 0,y € T} (2.3)

az optimalis érték fiiggvénye. Legyen ¥(z) : R®™ = R™ a megoldas halmaza
[2.T}nek, azaz adott © € R"-re

V(z)={yeY(x)NT: f(z,y) < p(z)} (2.4)

gphV = {(z,y) e R" x R™ :y € ¥(x)} (2.5)

az epigrafja W-nek. Ekkor a kétszintes optimalizalasi probléma a kovetkezs:
min{ F(z,y) : G(z) <0, (z,y) € gph¥,z € X}, (2.6)

ahol F: R" x R™ = R, G: R" — R?és X C R" egy zart halmaz.

11. Megjegyzés. Ahogy az a fejezet bevezetdjében meg volt emlitve a 2.6 fel-
adat ugy értelmezhetd, mint eqy két emberes jdaték, ahol az elsd jatékos (vezetd)
vdlaszt eqy x-et és ezt a vdlszatdst kommunikdlja a mdsodik jatékosnak (ko-
vetd), aki ezek utdn x-et figyelembe véve vdlaszt magdnak egy optimdlis y-t,
amit vissza ad az elsd jdtékosnak. Az elsd jdtékos pedig x és y segitségével
kiszdmolja a sajdt veszteségét. Az elsd jdatékos célja a sajdt veszteségének mi-
nimalizdldsa. [2.6-t felsd problémdnak nevezzik. [2.1-t pedig alsé problémdnak.

2.2. Nehézségek a kétszintd optimalizalassal kap-
csolatban

A alfejezetben 1év6 definicio sok gondot hoz magéval, melyek artalmat-
lannak tind optimalizalasi feladatokat is atalakithat kemény feladatokka. A
kovetkezdkben ezen problémakbol mutatunk egy valogatast. Vegyiik a kovet-
kezG esetet, ahol n = 1, m = 1. Azaz az alsé és fels6 probléménak egy-egy
valtozoja van. A kovetd feladata legyen a kovetkezd.

G(r) =0, {(x,y) : g(x,y) <0}
f(:c,y) =Y

Ha az x = x( esetet nézziik, akkor a lehetséges megoldasai az als6 probléménak
az abran az xq folotti szakasz mutatja. Igy az optimalis megoldas pontosan
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a vastagitott vonal lesz. Mas szoval gphV a vastagitott vonal. Ahogy az abran
latszik a kétszintes optimalizalasi probléma egy nem konvex feladat lesz.

lower level objective function L .
upper level objective function

optimal solution lower level

B feasible points

feasible set bilevel problem

x0 ) X

feasible points lower level for fixed parameter
optimal solution bilevel problem

2.1. abra. [7] A feladat altalanosan nem konvex optimalizalas.

A masodik problémat a kovekez§ példank fogja mutatni. Vegyiik az alabbi
optimalizalasi feladatot ad.

nrlgcin{x2 +y:ye¥(n)}, (2.7)

ahol
U(z) =argmin{—zy: 0 <z <1} (2.8)
v

A U grafja a jobb oldalon lathato a abran. Az x — F(x,¥(x)) fels
probléma pedig a jobb oldalon lathato. Az graf nem egy fiiggvényt ad ugyanis
az érték fiigg az y € ¥(x) értéktsl x = 0-ban. Ha y = 0-t mond a kévetd, akkor
optimista kétszint{i optimalizalasi probléméarol beszéliink, ugyanis 22 +y értéke
minimalis lesz 0 értékkel. Ha y = 1-et mond, akkor pesszimista kétszinti
optimalizalasi problémarol, hiszen ekkor x%+y = 1 lesz igaz. Ha pedigy # 0,1,
akkor nincs minimuma a fels§ problémanak csak infinuma.

objective function value
upper level Flx.y(x))
optimal solution lower
level problem

2.2. abra. [7] A kovetds optimalis valaszai kozott is van kiilonbség.
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2.3. Optimista és pesszimista kétszintd optima-
lizalas

Az el6z6 példa ravilagitott arra a tényre, hogy a kovetének valasztasa az
optimalis megoldasai kozott nagy hatéassal van a vezetd célfiiggvény értékére.
Igy ezen tényre fogunk bevezetni 4j fogalmakat. Ha a vezetd feltételezheti,
hogy a kovets egyiittmiikods. Azaz a W(x) halmazbol azt fogja vélasztani
amelyik a legjobb a vezet§ célfiiggvényére. Ekkor a kovetkezd fliggvényt kell
minimalizalni

po(z) = min{F(z,y) : y € ¥(z)} (2.9)
a{xr:G(zr) <0,z € X} halmazon. Ez az optimista kétszint optimalizalas.
Abban az eseteben, ha a vezetd nem szamithat kooperéciora. Akkor a kovet-
kez6 fliggvényt kapjuk.

op(x) = max{F(z,y) 1y € ¥(z)} (2.10)

a{zr:G(xr) <0,z € X} halmazon. Ez a pesszimista kétszintd optimalizélas.
Ezen fogalmak még fontos szerepet fognak jatszani a [3| fejezetben.

2.4. Linaris kétszintes optimalizalas

Most fokuszaljunk a kétszintes optimalizalasi problémak egy részhalmaza-
ra. Vizsgaljunk olyan problémakat, amikor csak linearis feltételeink vannak. A
linearis kétszintes optimalizalasra mar lathattunk példat 2.2}ben. Vizsgaljuk

c s

Esetleg itt is felmeriilnek-e hasonlé problémék, mint az altaldnos definicioban?

12. Definicio. A kévetkezd feladatot nevezziik lindris kétszintes optimalizdlds
probldmdnak.

min{a’z + b7y : Az + By < ¢, (2,y) € gphV}, (2.11)
Ty

ahol
U(r) = argmin{d’y : Oy <z} (2.12)
v

Az els6 probléma ami felvetGdhet ezzel az altalanos probléma megfogalmazas-
sal, hogy az Ax + By < c feltétel teljesiilését csak y megvalasztasa utan lehet
leellendrizni. Ezeket Osszefiiggs feltételeknek hivjuk. Ezen tulajdonsigbol ko-
vetkez6 nehézségekre az alabbi példa [12] vilagit ra. Legyen az optimalizalasi
feladatunk a kovetkezd.

minimize — r — 2y
subject to 2z — 3y > —12
r+y>14
y € argmyin{—y =34y < —=3,3v +y < 30}
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—x—2‘y -> min ) ki -y -->min

10 X

2.3. abra. [7] Az optimalis megoldas fligg a
feltételek helyétol.

A abran gphW(z) halmazunk vastagitott vonallal van jelolve. Ebben
az esetben az optimélis megoldéasa a feladatnak a C' pontban van. Az A és
C pontok kozotti szakaszok nincsenek megvastagitva, mert ha x-et innen va-
lasztjuk, akkor az y olyan helyen venné fel az optimumot ami megsértené a
felss feltételt. Vizsgaljuk meg mi torténik, ha a két feltételt a fels§ problé-
mabodl levissziik az alsoba. Ekkor a feladat optimuma most méar a B pont lesz.

-2y ==> min 4 -y ==> min
4

2.4. abra. 7] Ha levissziik a feltételt.

Igy a kovetkezdkben elkeriiljitk azt, hogy a felsé feladat feltételei fiiggenek
az also valtozoitol. Igy csak is a kovetkezd linearis kétszintes programozasi
feladatokat fogjuk vizsgalni

min{a’z + b'y : Az < ¢, (z,y) € gph¥}, (2.13)
zy

ahol
U(x) = argmin{d’y : Cy < z}. (2.14)
Yy
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Ekkor megmutathato [13], hogy a ¥() leképzés grafja elsall az {(x,y)" : Cy <
x} halmaz oldalainak az Gsszefiiggs uniojaként.

Itt egy M halmaz Osszefiiggd ha, nincsen benne két diszjunkt nyilt halmaz
uniojaban. Ebbdl kapjuk a kovetkezd tételt

13. Tétel. feladat linedris optimalizdlds feladat és az optimum megtaldl-
hato
{(z,9)" : Cy <z, Ax < ¢} (2.15)

valamelyik csicsdn.

Ezen tétel bizonyitasa megtalalhato [4]-ban és sok algoritmus alapjat ez a té-
tel képzi.
Harmadik problémank a feltételek hozzdadaséarol szol, mégpedig egy globé-
lis optimalis megoldas elvesztheti optimalitasat, ha hozza adunk feltételt a
feladathoz, amely nem aktiv az optimum értéknél. Ez egy fontos észrevétel
ugyanis folytonos optimalizélasnal nem igy van. A példa [8]-bdl van.
Legyen a kovetkezé feladatunk
(x — 1)+ (y — 1)®> — min,
:L‘?y
ahol y a kovetkez6 feladat optimuma
0.5y + 500y — 50zy — min (2.16)
y
Mivel az als6 probléma egy konvex optimalizalési probléma az egész téren, igy
kicserélhetjiik az optimalitas feltételekre. Igy a feladat a kovetkezs lesz
min{(z — 1)*+ (y — 1)* : y — 50z + 500 = 0} (2.17)
Y

50102 4100 )

Ennek a feladatnak az egyetlen optimalis megoldasa a (z*,y*) = (%555 » 5009

pontban van. Az optimalis érték pedig z* = 81, 33.
Adjuk most a feladathoz az y > 0 feltételt. Igy a kovetkezSképpen néz ki az
1j feladatunk.
(x —1)*+ (y — 1)* = min,
x’y
ahol y a kovetkezé feladat optimuma

y € argmin{0.5y* + 500y — 50zy : y > 0}
Y

Ekkor az optimélis megoldas (z,y) = (1,0). Ez az érték viszont nem opti-
muma nak. Ez mutatja, hogy bar (z*,y*) lokélisan optimum, de nem
globalis optimum.

Mint azt varhatjuk a nem konvexitasbol, a linearis kétszintes optimalizalasi
problémaék is altalanosan N P-nehezek. Ezt a kovetkezé tétel mutatja meg.

14. Tétel. ([9]) ¥V € > 1-ra NP-nehéz megtaldlni egy olyan megolddsdt a
linedaris kétszintes optimalizdlds feladatnak, amely legfeljebb € szorosa az
optimdlis megolddsnak.
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2.4.1. Komplementaritasi feltételek

Az el6zGekben felsoroltunk nehézségéket, amely akadéalyozzak a kétszinti
optimalizalasi feladatok megoldasat. Megmutattuk, hogy NP-nehéz megtalal-
ni a megoldést és a feladat altalaban nem konvex. Viszont van egy részhal-
maza a kétszintid optimalizalasi feladatoknak, amelyeket egzaktan megtudunk
oldani. Ez pedig a kovetkez§ feladat.

max{a’z : Ar < ¢, (z,y) € gph¥'},
I?y

ahol
Ul(z) = argmin{a’y : By <d,y > 0}
y

Oldjuk meg a feladatot tgy, hogy a kovets pesszimista modon fog valasztani
a vezet§ szamara. Ahhoz, hogy a feladatot megoldhassuk hasznaljuk fel a
komplementaritasi feltételeket a kovets feladatdaban. Ezek segitségével mér at
tudjuk irni a feladatot a kovetkezs alakba.

minimize o’z
subject to Az < ¢
0<zl—-by+d>0
0<y,la;+2B;, >0,
ahol a 0 < PLQ) > 0 kifejezés azt jelenti, hogy a 0 < P, 0 < Q feltételek
teljesiilnek és P = 0, Q = 0 koziil legalabb az egyik teljesiil. Igy megtudjuk

oldani ezt a specialis feladatot egy egészértékd programozasi feladatként. Ez
a tény kulcsfontossagu lesz a3 fejezetben.

2.5. Globalis algoritmus

A kovetkezdkben ismertetiink egy algoritmust, mely bar bizonyithatdéan
megtaldlja a megoldast, de ezt nem feltétleniil teszi polinomialis idében. Ve-
gyiik a kovetkezs két linearis kétszintes optimalizalés problémat

min{a’z + b'y : Az < ¢, (z,y) € gph¥'}, (2.18)
zy
ahol
Ul(r) = argmin{z’y : By < d} (2.19)
y
és
min{a’z +bTy : Az < ¢, By < d,z"y < ¢'(2)}, (2.20)
.y
ahol
¢'(z) = min{zTy : By < d}. (2.21)
y

A két probléma ekvivalens és a kovetkezd algoritmust lehet adni a megoldas
megtalalasara.
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1. Valasszunk egy z°-at mely kielégiti a Az® < c feltételt és valasszunk egy
Y0 € U(20)-t. Allitsuk k = 1-re és Y = {y°}.

2. Oldjuk meg a kovetkezd problémét

min{a’x +b"y: Ax < ¢,By < d,2'y <y'x,Vyec Y} (2.22)
x?y

legyen a globél optimum megoldés (z*, y").

3. Ha y* € U(z*), akkor megallunk és (z%,4*) global optimalis megoldas.
Ellentétes esetben legyen

Y =Y U {7} (2.23)
majd menjiink a 2. 1épésre.

Az tudjuk, hogy az algoritmus véges sok 1épés utan leall, hiszen a By < d
poliédernek csak véges sok csticsa lehet.

15. Tétel. ([6]) Legyen {(z,y) : Ax < ¢, By < d} korldtos. FEkkor a fenti
algoritmus megtaldlja a globalis optimumdt a linedris kétszintes feladatnak.



3. fejezet

A kétszintii robusztus tarifa
optimalizalasi probléma

A lezarasaként vegyiink egy feladatot, mely a robusztus és kétszinti op-

timalizalas feladatok mindkett&jét egyesiti magaban. A célunk az lesz, hogy
kidolgozunk egy algoritmust, mely a gyakorlatban képes megtalalni az opti-
malis megoldést vagy legalabb megkozeliteni azt.
A feladatunk a kévetkezs. Adott egy G = (V) E) graf, egy szolgaltato, és
S utas, akik s;-bél t;-be akarnak eljutni, j = 1,...,5. A szolgiltatonak
p : E — R élkoltsége meriil fel. Minden utasnak van egy u; koltség vektora
az éleken, ami elére nem ismert, de azt tudjuk, hogy v € U, ahol U egy el6re
ismert poliéder.

A szolgaltaté minden élhez egy g(e) arat akar rendelni, melyet egy adott
utasnak ki kell fizetnie a q(e) arat. A ¢ vektornak egy @ poliéderbdl kell
kikeriilni. A szolgaltato célja a hasznédnak a maximalizalasa, tudva azt, hogy
minden utas olyan ttvonalat valaszt, ami a koltségét minimalizalja. Tehat a
szolgéaltato optimalizalasi problémaja

max z 3.1
na (3.1)
S
min {Z;(q —p)z; | x € Qg U)} >z, (3.2)
]:
ahol x = (z1,...,x5), és Q(q,u) a kovetkezs feladat optimalis megldasainak

a halmaza:

27
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s
minimize Z Z(qe +uj.)xi(e) (3.3)

subject to z;(p(t;)) > 1, Vj
z;(0(s;)) <1, Vj
zi(0(vy)) < zi(p(vy), Vi, v ¢ {s;t;}
zj(e) € {0,1}, Vj.e

Itt z;(0(v)) = ZeGM) z;(e), and z;(p(v)) = Zeep(v) z;(e), ahol §(v) és
p(v) a v cstcs kimend és bemend éleinek halmaza. A kévetkezékben x;(e)-re
csak a 0 < z;(e) < 1 megkotést tessziik az x;(e) € {0, 1} helyett.

Speciilis esetei a feladatnak, amikor létezik egzakt meg-
oldas

HaaVj=1,...,51e s;-b6l t;-be egy ut van, akkor a megoldés trivialis,
ugyanis a vezetének a > qe)|{j : e € s; — t; uton}| kifejezést

e€dj,e€s;—t; Gton
kell maximalizalnia. Ez a feladat pedig egy linearis programozas feladat.
Hasonl6an egzakt megoldast lehet adni, haV j =1,..., S-re s;-bél t;-be d; db
diszjunkt 4t van és a d; it nem metszi semelyik ¢ # j-hez tartozo d; utat. Ek-
kor ugyanis minden d; ttra kiilon megnézhetjiik, hogy lehet-e optimalis itja a
kovetének, és ha igen, akkor mennyibe keriil a kdvetének. Ahhoz, hogy meg-
nézzik, hogy egy adott at lehet-e optimalis ut, és mekkora koltséggel, ahhoz
a komplementaritasi feltételeket hasznaljuk. Igy végeredményben egészértéki
programozasi feladatokat oldunk meg.

Az algoritmus

Algoritmusunk alapoétlete az lesz, hogy az U poliéderbdl egyesével kiva-
lasztunk pontokat, melyek jol reprezentaljak a poliédert. A vezetd pedig ezen
kivalasztott u értékekre valaszol optimdlisan. Legyen U* = {u*} C U olyan
hasznosségok diszkrét halmaza, amelyek a lehets legrosszabbak a vezetének.
Minden egyes 1épésben megoldunk egy relaxélt probléméat, ahol megkeresiink
egy optimalis ¢-t a diszkrét U*-ot hasznalva. Ezt a ¢ értéket megperturbal-
juk. Ezek utan ezzel a q értékkel keresiink egy j megoldast a kovetGknek
x,u. Ha a megoldéas érték tul kicsi valtozason ment at, akkor megprobalunk
a hasznossag térben elmozdulni. Ellenkez6 esetben hozzédadjuk U*-hoz.

1. Legyen U* = () és F = oo (az optimuma a vezetd problémajanak).
Valasszunk heurisztikusan egy q értéket. Legyen az a ¢, amely maxima-
lizdlja a > ¢; q € @ figgvényt. Menjiink a 3. lépésre
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2. Oldjuk meg a relaxalt problémat |3| a jelenlegi U*-al. Ebbdl kapunk ¢
tarifat és F' cél fiigvény értéket.

3. A kapott ¢ értéket perturbaljuk é-val. Igy megkapjuk a ¢’-t. Ezek utan
oldjuk meg a 3| feladatot ¢-val, hogy megkapjunk egy u’ értéket és F
cél fliggvény értéket.

4. Ha F és F' megfelelGen kozel van, akkor megtalaltunk egy jo ¢ tarifat
és visszaadjuk ¢°-t.

5. Ellenkezs esetben talaltunk egy v’ vezetének kedvezdtlen hasznossagot.
Ekkor két lehetdséget kiilonboztetiink meg.

(a) Ha v jelentdsen kiilonbozik minden U*-ban 1év6 hasznossagtol, ak-
kor u/-t hozzaadjuk U*-hoz.

(b) Ha létezik u'-hoz uy € U*, amelyre minden koordinataban legfel-
jebb |E| % § mértékben kiilonbozik, akkor keresiink egy lényegesen
eltérs hasznosségot példaul a [3ban leirtak segitségével.

6. Ha iteracios limitet elértiik, akkor megallunk és visszaadjuk a legjobb
megoldast.

Rogzitett tarifAhoz globalisan robusztus titvonal valasztas

Rogzitsiink egy ¢ € @ tarifat. Talalnunk kell x és u vektorokat tgy,
hogy azok a legkedvezGtlenebbek megoldast adjak a szolgaltatd szaméara, de
optimaélis az utasoknak, mas szoval a[2.3|alfejezet szerint pesszimista optimalis
megoldéast keresiink. Ebbdl a kovetkezs egészértékii programozas feladatot
kapjuk.

minimize Z Z(Qe - pe)xj(e)

j=1 ecE
subject to u € U,
0 < ajLa;(p(t;) =120, Vj
0<a;L—m;((s5)) +12>0, Vg
0 < B Lrs (pl(07)) — 25(0(0y)) = 0, Vi ¢ (st

., )
0<zjle)L et uje—0aj o)t Qeess)™

Y Biut > Bw>0 Ve
e=p(v),v¢{s;,t;} e=0(v),v¢{s;t;}

A felirasban az u € U sor utan kovetkezdk a legrovidebb ut [3.3] feladatra rjak
fel az optimalitési feltételeket. A 0 < PLQ > 0 jel pedig azt jelenti, hogy
0 < P, 0 < Q feltételek teljesiilnek és P = 0, @) = 0 kozil legaldbb az egyik
teljesiil.
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Egy relaxalt feladat véges, diszkrét koltség halmazzal

Adott az u* koltségvektorok egy véges halmaza, ami mellett a szolgaltato
problémaja keresiink egy q arazast, feltételezve, hogy az utasok a legkedvezsbb
vélaszaikat adjak minden egyes v koltségvektor esetében. A valtozok a ¢
arvektor, és egy ¥ = (2, ... z%) dtvektor minden u* koltségvektorhoz.

maximize Z

subject to
q€Q
S
z% Septty) ~ Goesoy T (e — ple))zk(e) VK

=1 eckE
0< a+kJ_x (p(t;)) —1>0, VYjk
0< o, L—ak(6(s;)+1>0, Vijk
0< ﬂmm p(vy)) = 25 (8(v;)) >0, Vi, kv ¢ {s5,1;}
0 < af(e)lae +uf, — i,y + 0y~ D, Priwt

=p(v),vé¢{s;,t;}

Z ﬂk,j,v 2 0 Vkaja €
=0(v),ve¢{s;t;}

Legnagyobb elmozdulas megkeresése a hasznossagi térben

Most pedig az algoritmus legfontosabb része kovetkezik. A legfontosabb
része az algoritmusnak az, hogy milyen értékek vannak a U* halmazunkban,
ugyanis ez hatérozza meg a vezets valaszat. Igy igazan kulcsfontossagu, hogy
jo értékeket talaljunk amiket az U*-ba belerakjunk. Adott ¢ tarifa, v’ hasz-
nossag, uy € U*, a kovetének = tutja és a vezetének egy maximum profitja
Fraz. v irdany ami példaul lehet az (u' — ug) érték. Itt megemlitjiik, hogy az
algoritmus tesztelése soran az bizonyult a legjobbnak, ha r-nek egy random
egységhosszu vektort vesziink.
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Cél: 9 megtalalasa.

maximize

subject to
q€@Q,
(up +vo) €U
5
> (e — po)wsle) < Frua
j=1 e€E

0=aj, Vi zi(p(t;) —1>0
s Vi —x;(0(s5))+1>0
0=0j0,  Vi,v ¢ {s;t;} zi(p(vy)) — 2;(0(v5)) >0

. —_— + B
Qe + Uje O[j,eEp(tj) + aj7€€5(3j)

— D Bt Y. Bw=0 Ve a(e)=0
e=p(v),v¢{s;,t;} e=0(v),v¢{s;,t;}
oz;r,oz;,ﬁm Z 07 ijU

A feladat felirasban a 0 = ozj*, a; , Bj sorokkal a komplementaritasi feltétele-
ket fejezziik ki. Az Fi.c-el feliil becslés azért van felirva, hogy ne valtozzon
az optimélis megoldés, ha valtoztatjuk u-t.

Perturbacio

A kovetkezd perturbaciot végezziik a kapott ¢ megoldason, hogy a kovetd
megoldasa erre a ¢g-ra egyedi legyen. A perturbéacio célja, hogy az adott ¢-t agy
valtoztassuk, hogy a kapott x és u értékek az optimaélis valaszok maradjanak
g-ra, de ¢ ne a poliéder csticsan legyen.

Legyen m egy permutéacioja (1,...,|E|)-nek, hogy teljesiilion gru) — pr@p <
Ur(t+1) — Px+1) VE = 1,... |E| — 1. Legyen T a legkisebb t index, amelyre
Ir(t) — Px(t) > 0. Legyen q° a perturbalt vektor a kévetkezé modon definialva.

Qwy = (G — (t = TT)0) (3.4)

Példa az algoritmus futasara

Egy utasunk lesz aki A-bol B-be akar utazni. Vegyiik a kovetkezd gréfot.
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(5)
/

2,1,0 3,4,0

6,1,0

Az élekre irt szamok a ¢, u és végil p valtozokhoz tartoznak. Mégpedig
q és u esetén a max értékeket jelolik, p esetén pedig a jelenlegi értéket. Az
élekre a kovetkezd sorrendben fogunk hivatkozni a tovabbiakban. e; = (A, B),
€o = (A, C), €3 = (B,O)

1. El6sz6r vesziink egy ¢-t amely maximalizalja a ) ., ge. Mivel a példa
nagyon egyszert, igy a megoldas a kovetkezd lesz ¢ = [2, 6, 3].

2. A perturbélas a kovetkezs értéket adja ki ¢-ra 6 = 0.00001-el ¢ =
[2,6.00002, 3.00001]

3. Ezek utan a fix ¢ tarifara valé optimalis megoldéas keresése feladat a
kovetkezSképpen néz ki.

minimize 2x; + 622 + 323

subject tou € U
0 <ailxz(e)+z(e3) >1
0<ajlz(e)+x(er) <1
0 < pi,pla(es) —x(er) >0
0 < 2, 13.00001 + uz — af + f15 >0
0 < 2.,16.00002 + ug — ozir +a; 20
0< 2, L24u +a; — 1,5 =>0

Erre az optimalis megoldas a kovetkezd.
u = [1,0,0], x = [1,0,1], o™ = [6.00002], o= = [0], 8 = [0,0,0]. Az
optimum érték pedig 5.

4. A fix koltség vektorokhoz (jelenleg csak u = [1,0,0]) keresiink egy leg-
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jobb ¢ tarifat. A kdvetkezd lineéris programozas feladatot kapjuk.

maximize Z
subject to g € Q

S
ok —k k k
Z = (Z Vjeep(ty) ~ Viees(s;) T Z(_uj’e —ple))zjle)) vk
i=1

c€E
0<oaflz(es)+x(ez) >1
0<oaylaz(e)+a(e) <1
0 < Biplr(ez) —z(er) >0
0 < 2, 13.00001 + 0 — af + Brp > 0
0 < 2, 16.00002 + 0 — of + a7 >0
0< 20 Ll2+1+a] —Bip >0

Az optimélis megoldas pedig z = [0, 1,0], ¢ = [2,6,2.99999], o™ = [6],
a” =[0], 8 =10,3,0]. Az optimum érték 6.

A diszkrét koltségek halmaza végiil a kovetkezd lesz v = [[1,0,0.075],[0,0.7517,0.531289]].

Az algoritmus szerint a szolgéltatod legrosszabb esetben is 5 egységet nyerhet.

Abban az esetben, ha az élekre bevezetiink p = [1, 1, 1] koltségeket a szolgalta-

tonak, az algoritmus a kovetkezdket fogja talalni. A diszkrét szamossagn hasz-

nossagok a kovetkezsk lesznek u = [[1,0, 1e—05], [0.502836, 0.947082, 4], [0, 0.573462, 0.48346],
[0,0.0900011, 0][1,0.202072, 3.90615], [0.424839, 1, 3.98402], [0, 1, 0], [0, 0.0900011, 0].

Az optimum értéke a szolgaltatonak 3.

Implementalas
Feladat generalas

o A graf generdlasa: Az iranyitott graf generélasahoz az Erdgs-Rényi féle
modellt hasznéljuk. Az altalunk generalt grafokban annak a valoszint-
sége, hogy u-bdl megy v-be él a gratban p.

e Emberek kezdd és végpontjainak a generalasa: Floyd-Warshall algorit-
must futtatjuk a kapott D = (V, A) iranyitott grafon, hogy megtudjuk
mely csiicsok kozott van iranyitott ut. Ezek utéan egyenletes eloszlassal
generalunk két csiicsot u,v. Ha ezek megegyeznek, akkor tjakat genera-
lunk. Ha nem egyeznek meg, de nincs u-bol v-be 1t, akkor megint tjat
generalunk.

e Ap: A— R, értékeinek az elkészitése: Minden p(e) értéket az Uni(0, 1)
eloszlasbol generaltunk.
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e A poliéderek generalasa: Ahhoz, hogy a feladatot megoldhassuk kell két
poliédert generalnunk @Q-t és U-t. A @ poliéder elkészitésének 1épéseit
mutatjuk meg a kovetkezSkben részletesen, az U poliéder hasonléan ge-
neralhato. A Q poliéder egy R4l dimenzios poliéder. Igy elészor minden
koordinatat egyesével beszoritottuk a korlatok kozé. A minimum kor-
latnak mindig 0-t adtunk meg. Fels6 korlatnak pedig generaltunk egy
random szamot az Uni(0,q max) eloszlas szerint. Ezek utédn genera-
lunk elére adott szamu feltételt row constr. A feltételeket a kovetkezd
féleképpen készitjiik el. Végig megyilink minden valtozon és eldontjiik,
hogy benne lesz a feltételben vagy sem 0 < ¢ _in_cons < 1 valdszi-
niiséggel, ha végiil kevesebb mint két valtozo van a feltétel, akkor tjat
generalunk. Végiil ezen valtozokat Osszeadjuk. Készitenlink kell még
egy felsé korlatot a feltételnek melyet a N(0,q max_const) eloszlasbol
veszink.

Meérés

Az méréseket egy mindennapi szamitogépen futtatuk, melynek a processzo-
ra 11th Gen Intel i9-11900F (16) @ 5.000GHz ¢és 32 GB RAMja van. Az elg-
z6ekben a generlasdhoz bemutatott értékeket a kovetkezSknek valasztottuk
meg p = 0.3 vagy 0.2, ¢gmax = 3, ¢_max__const = 5, row__constr = 4 az els6
tablazatban, 10 a méasodikban. A tablazatban az |U| és |Q)| értékek azt jelolik,
hogy az U és a () poliédernek hany feltétele van. Az S pedig azt jelenti, hogy
hany utasunk van. Az algoritmust iteraci6 limitje 30 volt minden esetben. A
kovetkezd tablazatatok foglaljak Gssze a mért adatokat.

Graf Adatai Poliéder Adatai | Vezets optimum értékei | Végss Pesszimista érték
V| =12,|E| = 56 |U| = 66 4.885,5.057,5.171,6,7 —1.28632
S=3 Q| = 198 |Und] = 12
V| =12,|E| =30 |U| =55 2,3,4 -9
5=3 ‘Q‘ =165 |Uend|:8
V| =10,|E| =38 U] =55 2,2.958 -2
S=3 Q| = 165 |Uena| = 24
V| =10, |E| = 36 U] =40 5.756,5.863, 6 2.28508
S=3 |Q| = 120 |Uena| = 20
V| =10,|E| =33 |U| =37 5.415,10.201 2.28508
5=3 ‘Q‘ =111 |Uend| =20
|V|=10,|E| =7 Ul =11 1 1
V| =10,|E| =7 U] =11 7.69889 7.69889
S=2 |Q| =22 |Uend| =2
V| =10,|E| =14 U] =18 6 5.71047,6
5 =2 Q| = 36 [Uena = 1
V| =10,|E| =24 |U| =28 6.559,6.934 4.86851
V| =10, |E| =34 |U| = 38 3,4 0
S=2 Q| =76 |Uena| = 26
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Graf Adatai Poliéder Adatai Vezet6 optimum értékei Végs6 Pesszimista érték
V| =12,|F| = 32 |U| =42 7.132,7.162,7.202,7.521,7.954, 8.492, 8.838 3.43087
5=3 Q| = 126 |Uendl = 25
V| =12,|E| =41 |U| =51 0,1 0
S=3 |Q| = 153 |Uena| = 30
V| =12,|E| =43 |U| = 53 0.172,0.192,0.378,0.398,0.417,0.611, 2.327 —9.62144
S5=3 Q| = 159 |Uena] = 30
V| =12,|F| = 44 |U| =54 1.786, 2 —7.21399
5=3 Q| = 162 |Uend| = 30
V| =12,|F| =44 |U| = 48 5.24,6.24 —9.75938
5=3 Q| = 144 |Uend| = 30
V| =12,|E| =44 |U| = 48 5.24,6.24 —9.75938
S5=3 Q| = 144 |Uenal = 30
V| =17 |E| =14 |U| =24 6 5
V| =17,|E| =24 |U| = 34 —1.001, -1 —3.72959
S=3 |Q| = 102 |Uena| = 25
V| ="17,|E| =26 |U| = 36 2.443,2.61,2.664,2.844,3.311, 3.623 —0.335849
5=3 Q| = 108 |Uendl = 25
V| ="17,|E| =20 |U| =30 2.28,3 1
S5S=3 ‘Q‘ =90 |Uend| =38
V| =1,|E| =27 |U| =37 2,4.225 0
S=3 Q=74 Uonal = 8
[V|=17,|E| =26 |U| =36 1,1.336,1.501 0

3.1. tablazat. Amikor |V| = 10,12 volt a program futasi ideje atlagosan 59
perc volt, |V| = 7 estében 30 perc.

A részletes graf, poliéder adatok az egyes tesztek esetén elérhetGek az
alabbi linken. https://github.com/atimaly/Robust_Path_Tariff/tree/
master/datas/HandPickedProblems!.

Konkluziék
A mérések alapjan a kovetkezd megallapitasokra jutottunk.

e Felmeriilhet az a kérdés, hogy elég-e az U poliédert megfelelGen stirti
diszkrét pontokban ismerni, hogy az optimélis megoldast megkeressiik.
A mérések alapjan ugy sejtjiik, hogy erre a vélasz nemleges.

e Az algoritmus nagy grafok esetén csak ritkdn tudja megtalalni az op-
timalis megoldast, de lathatéan javitja a legrosszabb esetet. Igy egy
erGsebb szamitogéppel sokkal tobb ideig futtattva, tobbszori Gjraindi-
tassal ugy sejtjiilk megoldhatjuk a feladatokat.

e A bevezetett perturbacié minden esetben segiti a felfedezését 0j u-nak,
melyek segitségével jobb végss értéket tudunk elérni. A perturbéacio
értékét 6 = le — 11-re allitva kaptuk a legjobb megoldasokat.
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e Az algoritmus tesztelése kozben ellengethetetleniil fontosnak bizonyult,
hogy milyen random iranyt generalunk a [3 IP feladat esetén. Ezen
tulajdonsidg mar a legegyszertibb példan is elGjon [Bben. Ha tobbszor
futtatjuk a programot egyméstol fiiggetleniil, akkor mindig kiilonb6z6
u-at kapunk. A t6bbszori Gjrainditas esetén bar kiilonb6zé u-at fogunk
kapni, de ritkan tudunk jobb értéket elérni

e Ha a feladatunkban 15 csiics van, egy iranyitott él valoszintisége 0.4 és
5 kovets jatékosunk van, akkor az algoritmusunk iterdcionként tul sok
id6t hasznal a masodik iteracioban. A [3] feladat megoldasa 30 percet
vett igénybe, a tobbi IP feladatok, amelyeket meg kell oldanunk csak
nagyobbak lesznek. Igy az iteracio sokszori futtatésa, mely az algoritmus
hasznossaga szempontjabol a legfontosabb nem teheté meg.

Az algoritmus C++-ban lett implementélva. Hasznélja az ELTE lemon kényv-
tarat és IBM Cplex C++ API-t. A kovetkez6 linken érhetd el https://
github.com/atimaly/Robust_Path_Tariff
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4. fejezet

Osszefoglalas

A diplomamunkdmban bemutattam, a robusztus optimalizalas alapjait.
Az [1] fejezetben ismertettem a bizonytalansagi modellt melyet a diploma-
munka soran hasznaltunk. Bemutat a legismertebb megoldasi médszerek ko-
zill harmat. Ezek koziil egyel kiemelten foglalkoztunk, melynek sok szem-
pontbdl elényos tulajdonsigai voltak. Megmutattuk, hogy a modellnek nem
csak linearis optimalizalas estén vannak jo tulajdonsagai, hanem robusztus
kombinatorikus problémak esetén is, mint azt megmutattuk approximécios
algoritmust is lehet adni ezen feladatokra. A fejezet lezarasaként egy mérést
mutattunk be, mellyel a robusztus optiméalis megoldas és a kapott megoldas
tavolsagat vizsgaltuk.

A2l fejezetben a kétszinti linearis programozési modellt mutattuk be. Mely
modellben két jatékos egymaésra hatéan probaljak optimalizélni sajat célfiige-
vényiliket. FEzen fejezetben bemutattuk a modellt és megoldasanak nehéz-
ségeit. A fejezet lezérasaként bemutattunk két modszert, amellyel képesek
vagyunk megtalalni az optiméalis megoldéaséat specialis kétszintd lineéaris prog-
ramozasi feladatoknak.

A3 fejezetben a diplomamunka lezarasaként egy életbeli feladatot probaltunk
megoldani, mely a robusztus és kétszintii optimalizalas feladatok metszetében
van. A[2}ban bemutatottak miatt a célunk az volt, hogy az optimalis megoldas
megkozelitjiik. A mérések alapjan a feladat megoldasa kozeliti az optimalis
megoldast. Fontos megjegyezni, hogy ezen két teriilet még igen fiatal, igy sok
megoldatlan probléma kivankozik a téma irant érdekl6dék szamara.
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