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1. fejezet

Bevezetés

A Markov lancok elmélete régota ismert és széleskortien alkalmazott teriilete a matematiké-
nak. Sok més sztochasztikus folyamathoz hasonléan az elmélet egyik legfontosabb kérdése
az, hogy mit tudunk mondani Markov ldncok hosszi tava viselkedésérsl. Milyen feltéte-
lek mellett konvergalnak az eloszlasok az id§ el6rehaladtéval valamilyen adott eloszlashoz?
Ha konvergalnak, akkor hogyan becsiilhet6 meg a konvergencia sebessége? Igazak-e a nagy
szamok torvénye és a centralis hatareloszlas-tétel? Az, hogy a halmaz, amelyben a Markov
lanc az értékeit felveszi megszamlalhato-e vagy sem, meghatarozé abbdl a szempontbol, hogy
ezeket a kérdéseket milyen eszkozokkel valaszolhatjuk meg. Ha a Markov lanc éllapottere
megszamlalhato, akkor a hosszu tava viselkedés kombinatorikus és linearis algebrai eszko-
zokkel is vizsgalhato, mig nem megszamlalhato allapottér esetén erre nincs lehetdség. A
dolgozatban célunk, hogy betekintést adjunk az altalanos allapotterti Markov lancok hossztu
tava viselkedésének elméletébe. A teljesség igénye nélkiil attekintjiik a legfontosabb fogal-
makat és eredményeket, amelyek koziil tobbet részletesen be is bizonyitunk.

El6szor Revuz [10] felépitését kovetve bevezetjiik azokat az alapfogalmakat, amelyek a hosszu
tava viselkedés vizsgélatdnak legfontosabb eszkozei kozé tartoznak. Ezutan Meyn és Twee-
die [9] alapjan bemutatjuk a megszamlalhato allapottér esetébdl ismert olyan fogalmak al-
taldnositésait, mint az irreducibilitds, a periddius, illetve a tranziens és rekurrens tulaj-
donsagok. A harmadik fejezetben precizen értelmezziik a Markov lanc eloszlasainak kon-
vergenciajat. Hairer és Mattingly [5] gondolatmenetét kovetve bebizonyitjuk a geometriai
ergodikus tételt, amely az eloszlasok konvergencidjanak sebességére is hasznalhato becslést
szolgaltat. A fejezet zarasaként Douc et al. [2] segitségével sszekapcesoljuk Markov lancok és
dinamikai rendszerek ergodikussig-fogalmait és elégséges feltételeket adunk a nagy szamok
torvényének teljesiilésére. A negyedik fejezetben a centralis hatareloszlas-tételt targyaljuk.
Elgszor ismertetjiik sztochasztikus folyamatok keverésének fogalméat, majd megmutatjuk,
hogy ez a fogalom hogyan hasznalhat6 Markov lancokkal kapcsolatban. A fejezet végén a
keverd folyamatokkal kapcsolatos centrélis hatareloszlas-tételeket alkalmazzuk Markov lan-
cokra. Az 6todik fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy mit tudunk mondani a hosszu tavi



viselkedésrdl, ha a Markov lanc id6ben nem homogén, hanem az atmenet-valészintiségeket
egy masik sztochasztikus folyamat hatérozza meg. Ezzel kapcsolatban bemutatjuk Lovas és
Résonyi [8] eredményeit, majd a szerzdk egyik feltételét egy sajat példan keresztiil is meg-
vizsgaljuk. Végiil pedig mutatunk két olyan modellt, amelyben Lovas és Résonyi eredményei
alkalmazhatok.

A dolgozatban hasznalt nem sztenderd jeldléseket igyekeztiink minden esetben az elsd el6-
fordulasukkor bevezetni. Ezeket a jel6léseket a dolgozat végén kiilon fejezetben foglaltuk
Ossze.



2. fejezet

Alapfogalmak

A dolgozatban altalanos allapottertd Markov lancok ergodikus tulajdonsigaival foglalkozunk.
Ahhoz, hogy ezt megtehessiik, attekintjiik azokat az alapvets fogalmakat, amelyekre az el-
mélet épiil. ElGszor a Markov tulajdonsag segitségével definidljuk az altalanos allapottert
Markov lancokat. Ezutan megmutatjuk, hogy a homogén Markov lancok hogyan jellemezhe-
t6k sztochasztikus kernelekkel, és bevezetjiik a kanonikus Markov lanc fogalmat. A fejezet
mésodik felében a megszamlalhato allapotterd Markov lancokkal kapcsolatos olyan fogalmak
altalanositasat mutatjuk be, mint az irreducibilitas, a tranziens és rekurrens tulajdonsagok
és a periodus, amelyek kulcsfontossédgiak a Markov lancok hosszi tavi viselkedésének szem-
pontjabol.

A fejezetben végig legyen adott egy (2, .o/, P) valoszintiségi mezs és egy (27, %) mérhets
tér. Az X = (X,)neny £ -értéki sztochasztikus folyamaton az X, : Q@ — 2 mérhetd
fiiggvényeket értjiik. Legyen %, := o(Xg, k < n).

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (X, )nen sztochasztikus folyamatra teljesiil a Markov
tulajdonsag, ha minden m < n és minden A € A estén

P[X, € A| Z] = P[X, € A| Xu.

Az 2 -értéki X sztochasztikus folyamat Markov lanc, ha teljesiil ra a Markov tulajdonsag.

Az Z halmazt a folyamat allapotterének nevezziik. Az allapottér és a A o-algebra tulaj-
donsigai meghatéarozzék, hogy milyen eszkozokkel vizsgalhatjuk a Markov lancokat, ezért
az allapottereket két tipusba soroljuk.

2.2. Definici6. Az 2" allapottér

(i) megszamlalhato vagy diszkrét, ha 2" megszamlalhato, Z pedig az 2~ Osszes részhal-
mazabol allo o-algebra,

(ii) altalanos, ha & megszamlalhatoan generalt.



2.1. Markov kernelek

Megszamlalhato allapottér esetén a Markov lancot leird legfontosabb fogalom az atmenet-
valoszintiségek matrixa. Altalanos allapotertd Markov lancok jellemzésekor az atmenetmétrix
szerepét a sztochasztikus kernelek veszik at.

2.3. Definicié. Egy P : 2" x % — [0, 1] fiiggvényt sztochasztikus kernelnek vagy Markov
kernelnek neveziink, ha teljesiil ra a kovetkezd két tulajdonség:

(i) P(=, -) valoszintségi mérték %-n minden x € 2 estén,
(ii)) P(-,A) mérhets fiiggvény minden A € A esetén.

Hasonléan az dtmenetméatrixok esetéhez P(x, A) szemléletesen annak a valoszintségét je-
lenti, hogy a lanc a kovetkezs lépésben az A halmazban tartozkodik, ha jelenleg xz-ben van.
Miel6tt ratérnénk arra, hogyan irhatok le sztochasztikus kernelekkel az altalanos allapotterd
Markov lancok, elébb a Markov kernelek szdmunkra legfontosabb tulajdonsagait foglaljuk
Ossze.

A P Markov kernel az 27, :={f: 2 — [0,00] : f mérhetd} fiiggvénytéren hatd operator-
ként is értelmezhets. Ha f € 27, akkor a Pf € 27 fliggvényt tgy definidljuk, hogy

Pf)(x) = /J F(w) P, dy). (2.1)

Természetesen a P f hozzérendelés minden olyan f esetén is értelmezhets, amikor az
[ f(y)P(x,dy) integral értelmes minden z-re.

A P Markov kernelre az .#(Z") mértékek terén értelmezett operatorként is tekinthetiink.
Legyen p € A (Z). A uP mértéket ugy definialjuk, hogy

1P)(4) = /% Pz, A)p(dz). (2.2)

Az operatorként értelmezett Markov kernelek egy hasznos tulajdonsagat mutatja a P ope-
rator ,,Onadjungaltsigat’ kifejezd Osszefliggés, amely szerint

(uP)f = u(Pf). (2.3)

Ez az Osszefiiggés természetesen nem jelenti azt, hogy P 6nadjungalt lenne, hiszen p és f
kiilonb6zd terekbdl szarmaznak.

Markov kerneleket Gssze is szorozhatunk egymaéssal.



2.4. Definicié. A P és () Markov kernelek szorzatan a
PQa4) = [ Pla.dpQ(. 4
modon definialt Markov kernelt értjik.

A fenti integralban a szokésostol eltéréen az integralé mérték a bal oldalon, mig az in-
tegraland6 fiiggvény a jobb oldalon szerepel. Ezt a jel6lést a tovabbiakban sokszor fogjuk
hasznalni, mivel nagyon leegyszertsiti a tobbszoros integralok felirasat.

A 2.4 definici6 alapjan iterativan értelmezhetjik egy Markov kernel n-edik hatvanyat is:
Pe,4) = [ Plady Py, 4) =
z

:/ P(%dyl)/ P(yl,dy2)---/ P(yn—2,dyn—1)P(yn—1, A).
7 7 z

Ebbdl a felirasbol latszik, hogy a P Markov kernel hatvanyira igaz a Chapman-Kolmogorov
egyenl@ség, amelyet tomoren ugy fejezhetiink ki, hogy tetszéleges k < n esetén

pPr = PkPn—k

A P kernel nulladik hatavnyat agy értelmezziik, hogy a fenti azonossag igaz maradjon. Ezzel
osszhangban legyen PY(z, A) = 6,(A), ahol 6, az = pontra koncentralt Dirac mérték.

2.2. A kanonikus Markov lanc

Megszamlalhato allapotterti homogén Markov lancokkal kapcsolatban ismert, hogy az X =
(Xn)neny Markov lanc eloszlasat meghatéarozza X eloszlasa és a P atmenetmétrix. Re-
vuz [10] konyvének 1.2 fejezete alapjan bemutatjuk a kanonikus Markov lanc konstrukeiojat.
A konstrukei6 egyik fontos kovetkezménye, hogy hasonld allitas igaz altalanos allapotteri
Markov lancokra is. A konstrukcionak készonhetSen X eloszlasa kifejezhetd lesz X elosz-
lasaval és egy P Markov kernellel.

X eloszlasat a kitiintetett szerepe miatt a tovabbiakban kezdeti eloszlasnak hivjuk, és p-vel
jeloljiik. Formalisan a

w(A) :=P[Xy € A
mértéket az X Markov lanc kezdeti eloszlasanak nevezzik.

Egy diszrét allapottertd Markov lancot akkor neveziink homogénnek, ha tetszéleges m < n
esetén P[X,, = z; | X,,, = x;] értéke csak n—m értékétdl fiigg. Ehhez hasonloan értelmezziik
az altalanos allapotterd homogén Markov lancokat is.



2.5. Definicio. Az (X,,)nen sztochasztikus folyamatot homogén Markov lancnak hivjuk P
adtmenet-valoszintiségekkel, ha 1étezik egy olyan P Markov kernel, hogy minden m < n és
minden f € 27, nemnegativ, illetve f € b2 korlatos mérhets fliggvényre

E[f(Xn) ‘ ym] - [Pnimf](XnJ (2'4)

2.6. Megjegyzés. Ha (2.4)-ben az f fuggvény egy A € Z esemény indikatrora, akkor azt
kapjuk, hogy
PX, € A|Fp] =P " " (Xm,A), (2.5)

vagyis a fenti definicié valéban a diszkrét allapotterti Markov lancok homogén tulajdonsa-
ganak altalanositasa. Az is megmutathato, hogy a (2.5) Osszefiiggés ekvivalens (2.4)-el.

A tovabbiakban Markov lancon mindig homogén Markov lancot értiink.

A kanonikus Markov lanc konstrukciojanak segitségével megmutatjuk, hogy tetszéleges adott
P Markov-kernelhez, és p kezdeti eloszlashoz készithetd olyan homogén Markov lanc, amely-
nek az dtmenet-valoszintségei P-vel egyeznek meg. Legyen 2N az 2 elemeibdl készitett
sorozatok halmaza, és %N a szorzat o-algebra. Az A € Z%N halmazt mérhets téglanak
nevezziik, ha

A=Agx Ay X XAy, X X x---

alakt, ahol minden 0 < k < n esetén A € #. A Kolmogorov kiterjesztési tétel miatt
minden x € 2 kezdeti feltételhez egyértelmiien létezik egy olyan P, valoszintiségi mérték
az (2N, B°N) szorzattéren, amelyre tetszéleges A = Ag x -+ x A, x 2~ x - - - mérhetd tégla
esetén

P,[A] = I4,(x) P(x, dxl)/ P(xy,dxs)-- / P(xp_o,drp_1)P(xp_1,An).
A1 A2 An71

Tovabba az is igaz, hogy tetszéleges A € B%N eseményre az © — P, [A] fiiggvény mérhetd.
A P,[A4] : Z — [0,1] fiiggvény mérhetSsége miatt tetszbleges p € #1(2") valoszintségi
mérték esetén a

Puldli= [ Pl

hozzarendelés valoszintiségi mértéket definial az (2N, Z%N) téren. Figyeljitk meg, hogy ha
paz x € Z pontra koncentralt Dirac-mértékkel egyezik meg, akkor P, = IP;..

Definialjuk az X; : 2N — 2 fiiggvényeket a t-edik koordinatara torténd vetitésként
(o, 1y .., Tty...) — x¢ modon. Az (Xy)ien sztochasztikus folyamatot kanonikus folya-
matnak nevezziik. Erre a kanonikus folyamatra igaz a kovetkezd tétel, amely Revuz [10]
1.2.4 alliasanak segitségével egyszertien igazolhato, ezért mi itt nem bizonyitjuk.

2.7. Tétel. Az (2N, %N P,) valoszintiségi mértéktéren értelmezett (X;)ien kanonikus
folyamat homogén Markov lanc P atmenet-valoszintiségekkel és p kezdeti eloszléssal. Ezt a
folyamatot a P Markov kernelhez tartoz6 kanonikus Markov lancnak nevezziik.



A homogén Markov tulajdonsag (2.4) alakja és P, definicidja miatt a kanonikus Markov
lancra igaz, hogy

Pp,[XO € Ag, X1 € Ay,..., X, EAn] =

:/ ,u(dxg)/ P(xg,dz1) P(azl,dmg)~-/ P(zp—9,dxn_1)P(zn—1,Ap).
Ao A1 A2 An,1

(2.6)

X, eloszlasa leirhaté a P™ Markov kernellel abban az egyszertibb esetben, amikor a kezdeti
eloszlas 0, mivel a fenti 6sszefiiggés miatt ilyenkor P,[X,, € A] = P"(x, A). A tovabbiakban
E, és E, mindig a P, illetve P, szerinti varhato6 értékeket jeleni.

A kanonikus Markov lanc segitségével megfogalmazzuk a (2.4) homogén Markov tulajdonsag
egy ekvivalens alakjat, amely a kés6bbiekben kiilonosen hasznos lesz szamunkra. Legyen
0: 2N - 27N az eltolas transzformacio, amelyre

0((zo,21,...)) = (x1,70,...). (2.7)

A 6 transzformacio #*-val jelolt k-adik hatvanyan az nmagaval vett k-szoros kompoziciojat
értjik.
2.8. Allitas. Az (X, )nen kanonikus folyamat pontosan akkor homogén Markov lanc P
atmenet-valoszintségekkel és p kezdeti eloszlassal, ha minden n € Ny és minden f € b2Z'N
fiiggvényre

Ex, [f] =Eulf 06" | Fu]. (2.8)

A tovabbiakban kizarolag a P Markov kernelhez tartozé kanonikus Markov lanccal foglal-
kozunk, ami Revuz [10] 1.2.14 allitasa szerint nem jelent valodi megszoritast.

2.3. Markov lancok stabilitasanak alapfogalmai

A diszkrét allapotterd Markov lancok szamos tulajdonsaganak létezik megfelelGje altalanos
allapottér esetén is. Az irreducibilitas, a periddus, illetve a tranziens és rekurrens allapotok
fogalmainak mindegyike altalanosithato. Ezek a fogalmak amellett, hogy Osszekapcsoljak a
diszkrét- és az altalanos allapottert Markov lancok elméletét, az altalanos allapottert lancok
hosszt tavu viselkedésének tanulmanyozasahoz is nagy segitséget nydjtanak.

2.3.1. p-irreducibilitas

Markov lancok egyik legfontosabb tulajdonsaga az irreducibilitas, ami diszkrét allapottér
esetén azt fejezi ki, hogy barmelyik allapotbol elérhets barmelyik masik allapot véges id§
alatt. Altalanos allapottér esetén az egyes allapotok helyett csak az 2~ allapottér mérhetd
részhalmazai allnak rendelkezésiinkre. Ennek megfelelelGen irreducibilitason azt értjiik, hogy



az allapottér mérhets részhalmazai kozil a ,nagy” halmazok barmely allapotbdl elérhetdk.
Az elérhetGség preciz értelmezéséhez minden A € # mérhet§ halmazhoz bevezetjik a

T4 :=inf{n >1: X, € A}

megallasi id6t, ami az els6 olyan (nem nulla) idépontot jelenti, amelyre X,, € A. A  nagy”
halmazokat egy tgynevezett irreducibilitdsi mérték segitségével értelmezve definidljuk az
irreducibilitas fogalmat.

2.9. Definici6é. Az X Markov lanc @-irreducibilis, ha 1étezik egy olyan nem azonosan nulla
¢ mérték HB-n, amelyre igaz, hogy ha valamilyen A € £ halmazra p(A) > 0, akkor minden
r € Z esetén

Py[ra < o0] > 0. (2.9)

[lyenkor a ¢ mértéket irreducibilitdsi mértéknek hivjuk.

Ez a definicié tehat azt fejezi ki, hogy a ¢ pozitiv mértékd ,nagy” halmazok barmelyik
x € Z allapotbol pozitiv valoszintiséggel elérhetsk véges id6 alatt. Konnyen belathato,
hogy (2.9) ekvivalens azzal, ha azt koveteljiik meg, hogy ¢(A) > 0 esetén

> P, A) >0
k=1

teljesiiljon.

Az irreducibilitasi mérték nem egyértelmt, viszont minden ¢-irreducibilis Markov lancnak
létezik olyan 1 irreducibilitasi mértéke, amelyre igaz, hogy a lanc tetsz6leges masik irre-
ducibilitasi mértéke abszolit folytonos i-re. Ennek koszonhetSen a 1 mértéket maxima-
lis irreducibilitasi mértéknek nevezziik, mert tetszéleges ¢-irreducibilitasi mérték esetén ha
o(A) > 0, akkor ©(A) > 0 is igaz. Errdl szol Meyn és Tweedie [9] 4.2.2 tétele.

2.10. Tétel. Legyen az X Markov lanc p-irreducibilis, és legyen ¢’ tetszdleges irreducibilita-
si mérték. Ekkor létezik egy olyan ¢ € .# (Z") mérték, amelyre a Markov lanc ¢-irreducibilis
és o/ < 1. Az is igaz, hogy a 1) mérték ekvivalens a

Y'(A) = / iQ (k+1) P (g, A) (2.10)
k=0

mértékkel.

A tovabbiakban -vel minding a maximalis irreducibilitasi mértéket jeloljiik. A tétel miatt
a maximalis irreducibilitasi mértékek ekvivalensek, ezért a 1) pozitiv mértékd halmazok
rendszere egyértelmtien meghatarozott. Ezeket a halmazokat %7 -al jeloljiik.



2.3.2. Tranziens és rekurrens Markov lancok

Diszkrét allapottér esetén a Markov lanc allapotait tranziensnek vagy rekurrensnek nevez-
ziik aszerint, hogy egy valoszintiséggel visszatériink-e az adott allapotba ugyan ebbdl az
allapotbol indulva. Alatlanos allapottéren az irreducibilitasnél latotthoz hasonléan az egyes
allapotok helyett mérhets halmazok segitségével fogalmazzuk meg ezeket a tulajdonsigokat.
Jelolje n4 azoknak az id6pontoknak a szamét, amikor a lanc A-ban tartézkodik:

nA = Z]IA(Xk).
k=1

A tranziens és rekurrens tulajdonsigokat az n4 valoszintiségi valtozé segitségével fogalmaz-
zuk meg.

2.11. Definici6 (tranziens és rekurrens halmazok). Az A € Z halmaz egyenletesen tranzi-
ens, ha

sup E,; [na] < oc.
€A

Az A halmaz rekurrens, ha minden x € A esetén
E; [nA] = 00,
és Harris rekurrens, ha minden z € A-ra

P, [na = o] = 1.

A definici6 szerint tehat akkor neveziink egy A halmazt egyenletesen tranziensnek, ha A akar-
melyik pontjabol indulva varhatéan csak véges sokszor tériink vissza A-ba. Az A halmaz
rekurrens tulajdonsaga azt jelenti, hogy A-bdl indulva varhatoéan végtelen sokszor vissza-
tériink, a Harris rekurrens tulajdonsag pedig tgy értelmezhets, hogy egy valészintiséggel
végtelen sokszor tériink vissza.

y-irreducibilis lancokra Meyn és Tweedie [9] 8.0.1 tétele szerint a diszkrét allapottérhez
hasonloan igaz a tranziens-rekurrens dichotémia. A tétel szerint, ha a Markov lanc -
irreducibilis, akkor vagy minden A € %" halmaz rekurrens vagy 2 lefedheté megszam-
lalhatoan sok egyenletesen tranziens halmazzal. Ez alapjan egy Markov lancot (Harris)
rekurrensnek hivunk, ha t-irreducibilis és minden A € #* (Harris) rekurrens. Harris re-
kurrens lancokkal kapcsolatban fontos megjegyezniink, hogy [9] 9.1.4 tétele szerint ha a lanc
Harris rekurrens, akkor az a latszolag erésebb tulajdonsig is igaz, hogy ha A € T, akkor

P, [na=o0] =1 (2.11)
minden x € 2 -re teljesiil, nem csak A elemeire.

Bar nem minden rekurrens Markov lanc Harris rekurrens, [9] 9.0.1 tétele szerint a rekurrens
lancok ,majdnem” Harris rekurrensek. A tétel szerint i-irreducibilis rekurrens Markov lan-
cok esetén léteznek olyan H, N € £ halmazok, amelyekre 2" = HUN, ¢)(N) = 0 és minden
A € % Harris rekurrens, ha A C H. Ezen feliil az is igaz, hogy H elnyel6 halmaz, amit
tgy értiink, hogy P(x,H) =1, hax € H.
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2.3.3. Periodus

Szintén fontos tulajdonsag, hogy a Markov lanc periodikus-e. Ciklikus halmazoknak ne-
vezziik az olyan (D1i,...,D,) paronként diszjunkt %B-beli halmazokat, amelyekre teljesiil,
hogy

P(‘Z‘a Dk—i—l) =1
minden x € Dy esetén, ahol k 4 1-et modulo n értjiik. Ilyenkor tehat ha a lanc egy adott
idépontban a Dj halmazban tartézkodik, akkor a kévetkezs id6pontban egy valdszintiséggel
Dy 1-ben lesz.

Meyn és Tweedie [9] 5.4.4. tétele szerint -irreducibilis lancok esetén ¥-m.m. egyértelmien
létezik egy (D1, ..., Dy) ciklikus felbontasa az 2~ &llapottérnek, amely maximalis abban
az értelemben, hogy ha (D,..., D)) az eléz6ektd] kiilonbozs ciklikus halmazok, akkor n
osztoja d-nek. Az egyértelmiséget gy értjiikk, hogy barmely mas (Di,...,D!) d elemi
ciklikus felbontéas esetén a halmazok sorrendjének esetleges dtrendezésével minden 1 < k < d
esetén Y-m.m. D) = Di. Emellett az is igaz, hogy az Ui:l Dy halmaz komplementere
nullmértékd. A lancot aperiodikusnak nevezziik, ha ebben a maximaélis ciklikus felbontasban
csak egy halmaz szerepel, azaz d = 1.

2.3.4. Invarians meértékek

Az egyik legerésebb stabilitasi tulajdonsag, amit egy sztochasztikus folyamattél elvarhatunk
az, hogy a folyamat stacionarius legyen. Ilyenkor X, eloszlasa nem fiigg n értékétsl, amit
tgy értelmezhetiink, hogy a folyamat ugyan véletlenszerid, de ez a véletlenszertiség nem
fiige n-t6l. Ahhoz, hogy egy Markov lanc stacionarius legyen természetesen sziikséges, hogy
tetszbleges n-re X, és Xg eloszlasa megegyezzen. Amikor X eloszlasa valamilyen adott
7 kezdeti eloszlas, akkor X,, eloszlasa mwP"™ alakban fejezhet6 ki. Vagyis ahhoz, hogy X
stacionérius legyen sziikséges, hogy m = 7P teljesiiljon. Ez motivalja az invarians mértékek
fogalmanak bevezetését.

2.12. Definicioé (invarians mérték). A 7 € .#(2") nem azonosan nulla mértéket a P kernel
invaridans mértékének hivjuk, ha
m=m7P.

A tovabbiakban mindig az invarians mértékeket jeloljik m-vel. A fenti definiciobdl termé-
szetesen kovetkezik, hogy ha 7 invarians, akkor 7 = 7w P™ minden n > 1 esetén is teljesiil. A
(2.6) osszefiiggésbdl lathato, hogy ha a kezdeti eloszlas egy invarians valoszintiségi mérték,
akkor a Markov lanc stacionarius lesz, vagyis az X Markov lanc pontosan akkor stacionérius,
ha a kezdeti eloszlas invarians valoszintiségi mérték. Emiatt kulcsfontossidga kérdés, hogy
létezik-e a P atmenet-valdszintiségeknek invaridns valészintiségi mértéke, és ha igen, akkor
egyértlemi-e? Ezzel a kérdéssel kapcsolatban a Meyn és Tweedie [9] konyvébdl szarmazo
10.0.1 tételt emeljiik ki.

2.13. Tétel. Ha az X Markov lanc rekurrens, akkor létezik invarians meértéke, és ez az
invaridns mérték konstans szorzé erejééig egyértlemd.
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A stacionarius tulajdonsagnal gyengébb stabilitasi fogalom, ha csak azt varjuk el, hogy a
P,[X, € -] eloszlasok konvergéaljanak. Az eloszlasok konvergencidjahoz nincs sziikség ar-
ra, hogy a kezdeti eloszlas invarians legyen, ezért ez a tulajdonsag sokkal szélesebb korben
alkalmazhat6. Az eloszlasok konvergencidjat tobbféleképpen is lehet értelmezni. Markov
lancokkal kapcsolatban az egyik leggyakrabban hasznélt konvergenciafogalom a totalis vari-
acios metrika szerinti konvergencia.

2.14. Definicio. A p és A mértékek totalis varidcios tévolsdgan a p — A elGjeles mérték
totalis variaciojat értjik:

I = Alzv = |p = A(27) = sup p(f) = A(S)- (2.12)

|fI<1, f mérhetd

A definicioban a p(f) jelolést [, fdu révid jelolésére hasznaljuk. Az invaridns valoszintiségi
mértékek szerepe nem meril ki abban, hogy segitségiikkel stacionarius Markov lancokat ad-
hatunk meg. Az is igaz, hogy az eloszlésok totélis variaci6 szerinti hatérétéke csak invarians
valoszintiségi mérték lehet, amit Ggy értelmezhetiink, hogy az invarians valészintiségi mérték
a hosszu tava viselkedést is meghatarozza.

2.15. Allitas. Ha valamilyen p kezdeti eloszlas és m valoszintiségi mérték esetén
lim |P,[X = =
nl—glo ” u[ n € ] 7T||TV 0,

akkor 7 invarians.

Bizonyitds. Az éllitast a (2.6) Osszefiiggés segitségével latjuk be. A totalis variacios konver-
gencia miatt tetszéleges A € # halmazra

m(A) = lim pu(dx)P"(x, A) =

n—oo X

= lim ,u(dac)/ P Yz, dy)P(y, A) = / m(dz)P(z, A).
n—oo J o X K

Az utolsé lépésben azt hasznaltuk fel, hogy a (2.3) Gsszefiiggés miatt (u(P" " 1P(-,A)) =

(P 1 P(-, A), és azt, hogy a P,[X,, € -] valoszintiségi mértékek totalis variacioban vett

konvergenciajabol kovetkezik a P( -, A) korlatos mérhetd fliggvény integraljainak konvergen-

cidja. O
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3. fejezet

Altalanos allapotterd Markov lancok
ergodikus tulajdonsagai

Az eddig bevezetett fogalmak segitségével megkezdjiik az altalanos allapotterd Markov lan-
cok hossza tavu viselkedésének vizsgalatat. Ezzel kapcsolatban a legfontosabb kérdés az,
hogy az X Markov lanc X, marginalisainak eloszlasai konvergélnak-e a totalis variacids
metrikdban. Ha igen, akkor a Markov lancot ergodikusnak nevezziik. Az ergodikus Markov
lancok fontos jellemzGje a konvergencia sebessége. Ha példéul a konvergencia megfelelGen
gyors, akkor a Markov lancra centralis hatareloszlas-tételek is teljesiilhetnek. A fejezetben
elGszor definialjuk, hogy pontosan mit értiink egy Markov lanc ergodikussagan. Ezutan Ha-
irer és Mattingly [5] gondolatmenetét kovetve bebizonyitjuk a gemoetriai ergodikus tételt.
Végiil pedig Douc et al. [2]| segitségével bemutatjuk, hogy Harris rekurrens Markov lancok
ergodikussaga azt is jelenti, hogy a Markov lancnak megfeleltetheté dinamikai rendszer is
ergodikus. Ennek kévetkezménye, hogy Birkhoff ergdodikus tétele miatt ilyenkor igaz a nagy
szamok torvénye.

El6szor tehat definidljuk mit is értiink ergodikusségon.

3.1. Definicié. A P Markov kernelt ergodikusnak nevezziik, ha létezik egy olyan w €
M1 (Z) valoszintségi mérték, hogy minden x € 27 esetén

|P"(x, ) —7|ry -0 han— oco.

Az ergodikussag fenti definicioja szoros kapcsolatban all az el6z6 fejezet stabilitasi fogal-
maival. Az invarians mértékeknél a 2.15 éllitasban lattuk, hogy a 3.1 definici6 = mértéke
csak invarians lehet. Az ergodikussag sziikséges feltétele, hogy a Markov lanc irreducibilis
legyen, mivel a fenti tulajdonsagt m mérték irreducibilitdsi mérték is egyben. Valéban, ha
m(A) > 0, akkor a totalis variacios konvergencia miatt minden x esetén minden elég nagy
n-re P"(x,A) > 0, és igy Py[ta < oo] > 0. A maximalis irreducibilitasi meérték (2.10)
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karakteriziciéjanak koszonhetGen m maximalis irreducibilitasi mérték is, mert

(e 9] o0

/ 2) Y 2 PRy, 4) = "2 D[ PF(A) = m(A).

k=0 k=0

Emiatt a Z' halmazok rendszere a 7 pozitiv mértéki halmazokbol all. Ennek koszénhetSen
az is igaz, hogy ergodikus Markov lanc rekurrens, ugyanis ha w(A) > 0, akkor minden z-re

Eo 4] = Y P(e, 4) = o0
k=1

Az is nyilvan igaz, hogy ha P ergodikus, akkor aperiodikus, mert ilyenkor a maximaélis
ciklikus felbontés legalabb egy halmazara 7(D;) > 0. Ezeket az észrevételeket egy allitasban
foglaljuk Gssze.

3.2. Allitas. Ha a P Markov kernel ergodikus a 3.1 definicié értelmében, akkor 7 az egy-
értelmi invarians valészintiségi mérték, a P kernel w-irreducibilis, rekurrens és aperiodikus.

Meyn és Tweedie [9] 13.0.1 tétele szerint ezek a sziikséges feltételek majdnem elégségesek is.

3.3. Tétel. Legyen a P Markov kernel y-irreducibilis, aperiodikus és Harris rekurrens. Ha
P-nek van invarians valészintségi mértéke, akkor P ergodikus.

Ergodikus Markov lancokkal kapcsolatban sok esetben hasznos, ha a totalis varidciés kon-
vergencia sebességérdl is rendelkeziink informéciokkal. Errdl szol a kovetkezs definicio.

3.4. Definici6. A P Markov kernelt geometriailag ergodikusnak nevezziik, ha létezik egy
olyan r € (0, 1) konstans, és egy M : 2~ — [0, 00) fiiggvény, amelyekkel

|P"(z, ) = wlrv < M(z)r"

Ha ez az M fiiggvény korlatos is, akkor azt mondjuk, hogy P egyenletesen ergodikus. Ezt
tgy is megfogalmazhatjuk, hogy léteznek olyan C' > 0 és p € (0, 1) konstansok, amelyekkel

sup |P"(x, -) — w|rv < Cp".
xeX

3.1. A geometriai ergodikus tétel

Régota ismertek olyan tételek, amelyek a totalis variaciés konvergenciara adnak elégséges
feltételeket. Egy ilyen tételre Hairer és Mattingly [5] adtak a kordbbiaknal sokkal elemibb
bizonyitéast, itt ezt mutatjuk be. A korabbi ismert bizonyitasok alapgondolata az volt,
hogy egy konstrukcié segitségével az altalanos allapottér esetét a megszamlalhato allapottér
esetéhez hasonloan kezelhetévé tegyék. Mi itt ezt a klasszikus bizonyitast a terjedelme és
Osszetettsége miatt nem részletezziik. Szeretnénk viszont megemliteni, hogy ez a korabbi
bizonyitas motivalt sok olyan fogalmat és modszert, amelyek azota is kulcsfontossiaguak,
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tobbek kozott a drift és minorizalasi feltételek hasznalatat. A kovetkezs drift feltétel azt
fogalmazza meg, hogy létezik egy olyan V teszt fiiggvény, amelyre a P kernel , kontraktivan”
hat.

3.5. Feltétel (drift). Létezik egy V : 27 — [0, 00) fiiggvény és K > 0, v € (0, 1) konstansok,
amelyekkel minden z-re

[PV](z) <AV (z) + K

A minorizalési feltétel szerint informélisan fogalmazva ennek a V' fiiggvénynek egy szinthal-
mazéaba pozitiv valoszintiséggel vissza tud térni a folyamat. Ezt precizen a kovetkezs feltétel
fogalmazza meg:

3.6. Feltétel (minorizalas). Létezik egy olyan o € (0,1) konstans és egy v € #1(Z)
valoszintiségi mérték, amelyekre minden A € A esetén teljesiil, hogy

inf P(a: A) > av(A),

T€EC
ahol € = V=1([0,R]) és R > 2K/(1 —~). K és v a 3.5 drift feltétel konstansai.
A kovetkez§ tételt fogjuk belatni:

3.7. Tétel (geometriai ergodikus tétel). Ha az X Markov lancra teljesiilnek a 3.5 drift és
3.6 minorizalas feltételek, akkor X-nek létezik egyértelmd invaridns valdszintiségi mértéke,
és X geometriailag ergodikus a 3.4 definicié értelmében. Ha a 3.5 feltételbdl szarmazd V
fiiggvény korlatos is, akkor X egyenletesen ergodikus.

Hairer és Mattingly bizonyitasanak alapotlete az, hogy a totalis varidciés metrika helyett
egy ahhoz hasonléan definialt, silyozott totalis variaciés metrikaként értelmezheté metrika
csaladdal dolgozzunk. A dolgozatnak ebben a szakaszaban V mindig a 3.5 feltétel V fiigg-
vényét jelenti. ElGszor minden S > 0 konstanshoz bevezetiink egy silyozott szuprémum
normat:

@)l )

| fllg = S v )

Ez a hozzarendlés normét definidl azoknak az f : 2~ — R mérhetd fiiggvényeknek a vektor-
terén, amelyre |f|g véges. A |- |s norma segitségével egy metrikat adunk meg az #1(2")
téren. Legyen

ps(1 N) = sup / F() (1 — N)(da). (3:2)

Ifls<1

Azt, hogy pg-t stlyozott totalis varidcioként értelmezziik, az az el6z6vel ekvivalens definicio
indokolja, amely szerint pg(u, A) Ggy kaphat6 meg, hogy az 1— SV fiiggvényt a | — A| totalis
variacios mérték szerint integréaljuk:

(1, \) = /x 14 BV ()l — A(da). (3.3)
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Fontos megjegyezniink, hogy erre a metrikira a | - |3 norma definicioja miatt igaz, hogy
tetszéleges V és B> 0 esetén |p — A7y < pg(p, A).

Miel6tt ténylegesen hozzdkezdenénk a geometriai ergodikus tétel bizonyitasahoz, tovabbi
elk@keésziileteket tesziink. ElGszor egy félnormat definidlunk az f : 2~ — R mérhets fliggvé-

nyeken:
[f(z) — f(y)|
y 2+ BV(z)+ BV (y)

Megjegyezziik, hogy hasonloan | - |g esetéhez || - ||g csak azoknak az f fliggvényeknek a
vektorterén definial valoban félnormat, amelyekre || f[|g < co. Az igy bevezetett félnorma
segitségével .41 (2 )-en is megadunk egy stlyozott totalis variacios tavolsagot, amit dg-val
jeloliink:

I£lls := su sup

dg(p, \) :== sup / flz)(p — A)(dz). (3.4)

I lls<1

Megmutatjuk, hogy valoszintiségi mértékek esetén a dg és pg metrikdk megegyeznek.

3.8. Lemma. Ha p, A\ € #(Z") valoszintiségi mértékek, akkor pg(p, ) = dg(u, A).
Bizonyitds. A definiciokbol latszik, hogy || f[lg < | f|s, ami miatt dg esetén (3.4)-ben b&vebb
halmazon vessziik a szuprémumot, mindt pg esetén (3.2)-ben. Ezért pg < dg.

A maésik iranyua egyenlGtlenség igazoldsdhoz azt mutatjuk meg, hogy tetszéleges olyan f
fliggvényhez, amelyre | f|ls3 < 1, megadhato olyan c konstans, amely esetén |f + c|s < 1.
Mivel p és A valoszintiségi mértékek, ezért

/ @)~ N)(da) = / (F(&) + &) — N)(da),
X A

amibdl kovetkezik, hogy dg < pg.
Az adott f fiiggvényhez a
c:= inf 1+ 8V (z) — f(x) (3.5)

zed

konstans megfelelS lesz. Elgszor azt mutatjuk meg, hogy a fenti infinuum véges. || f|lz <1
miatt tetszdleges x-re és y-ra

@) < fW+1f () = Wl < [f W)l +2+ BV (x) + BV ().

Ezt atrendezve kapjuk, hogy

148V (x) — f(z) > —1— BV (y) — |f(y)]-

y tetszbleges volt, ezért kaptunk egy alsé korlatot c-re, vagyis valoban konstanst definidltunk.
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A lemma igazolasdhoz méar csak azt kell belatnunk, hogy a (3.5)-ben megadott ¢ konstanssal
valoban | f +¢|g < 1, ha || f|lg < 1. ¢ definicidja miatt

f@)+e< flz)+14BV(z) - f(z) =1+ BV(z).
A masik irdnyt egyenlStlenséghez figyeljiik meg, hogy || f|lg < 1 miatt
flx) = fly) > =2 - BV (x) — BV (y)

mindig teljesiil. Ezt a megfigyelést felhasznélva igy folytatjuk a szamolast:
f@) +e=inf f(z) +1+pV(y) - /()
> inf 1+ BV () — 2= V(@) — V(1)) = —(1+ BV (2),

vagyis valoban |f(x) + ¢| < 1+ BV (z), amivel a lemmat belattuk. O

A geometriai ergodikus tétel bizonyitasanak legfontosabb 1épése soran azt latjuk be, hogy a
P kernel a || - || 3 félnormaban kontraktivan hat minden olyan fiiggvényre, amelyre || f||g < oo.
A lemma fontossigat az adja, hogy egyszerti kivetkezményként megkapjuk bel6le azt, hogy
P kontrakcio a pg metrikaval ellatott .#1(2") téren. Ebbdl pedig egyrészt az invarians
val6szintiségi mérték létezését, mésrészt a totélis variaciés konvergenciara vonatkozo ered-
ményeket is megkapjuk. A kovetkezd lemmét szeretnénk tehat belatni.

3.9. Lemma. Ha 3.5 drift és 3.6 minorizalas feltételek teljesiilnek, akkor léteznek olyan
r € (0,1) és B > 0 konstansok, amelyek esetén minden mérhets f fiiggvényre

1P flls < rliflls- (3.6)

Bizonyitas. Ha | f]|g = oo, akkor (3.6) automatikusan teljesiil, ezért feltehetd, hogy | f|s
véges. Figyeljiik meg, hogy f helyett f/| f] s-ra attérve elég azt megmutatni, hogy minden
Il fllg = 1 fiiggvényhez létezik olyan (f-t6l nem fiiggs) r € (0, 1), amellyel

1P flls < 7.

Legyen || f[lg = 1 tetszoleges rogzitett fiiggvény. Azt szeretnénk belatni, hogy minden x és
y esetén

|Pf(z) = Pf(y)l <r(2+BV(z) + BV (y)). (3.7)

Az els6 esethez tegyiik fel, hogy
V(z)+V(y) > R.

Az el6z6, 3.8 lemma bizonyitasdban lattuk, hogy f-hez taldlhato olyan ¢ konstans, amellyel

If +clls = 1fls. Mivel [|f +cllg = [IFlls & |1P(f +)llg = [P flls; enért feltehets, hogy
|flg = 1. Ezt hasznalva azt kapjuk, hogy

|Pf(x)=Pf(y)| < P|f[(z)+P|fl(y) < PA+LV (x))+P(1+BV(y)) = 2+BPV (z)+LPV (y).
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A 3.5 drift feltétel miatt, és mert feltettiik, hogy V(x) + V(y) > R ugy folytatjuk a becslé-
seinket, hogy

(&)~ PR <2+ 28K + BV (@) + V(1)
<24 (B4 5) V@) + V)
=2+ BV (z) + BV (y),

ahol az utolso lépésben bevezettiik a g := v + 2K /R konstanst. A 3.6 minorizalasi feltétel
miatt az is igaz, hogy o € (0,1). Ahhoz, hogy az els§ esetben igazoljuk a (3.7) egyenl&tlen-
séget, megmutatjuk, hogy van egy olyan 1 € (79, 1) konstans, amellyel

2+ V() + BV (y) <27 + 7BV (z) + 1BV (y).
Az egyenlétlenséget atrendezve kapjuk, hogy

2+ BRyo
24+ BR

Mivel a lemma allitdsa annal ersebb, minél kisebb 71, ezért legyen

M = (2+ BRy)/(2 + BR).

Y=

A masodik esethez tegyiik fel, hogy V(z) 4+ V(y) < R. Ilyenkor z,y € V~'([0, R]), ezért
hasznalhatjuk a 3.6 minorizalasi feltételt. Vezessiik be a P Markov kernelt:

v(-).

1l -«
Ezzel a jeloléssel
Pf(z)=(1—a)Pf(z)+av(f) & Pfly)=1—-a)Pf(y)+av(f).

Felhasznalva hogy V nemnegativitasa miatt PV (z) < L PV (z), majd a 3.5 drift feltételt,
azt kapjuk, hogy

|Pf(x) — Pf(y)| = (1 —a)|Pf(z) — Pf(y)]
<(1—a)2+ (1 —a)B(PV(z)+ PV(y))
<(1-a)2+4B8(PV(z)+ PV(y))
<2l —a+ BK) + ByV(z) + ByV (y)).

Ha f értékét ag/K-nak valasztjuk, ahol ag € (0, «v) tetsz8leges konstans, akkor
v2 :=max{1l — (o — ap), v} vilasztassal a masodik esetben

[Pf(x) = Pf(y)| < 72(2+ BV(x) + BV (y)).

Ezzel a lemmat bebizonyitottuk az r = max{v1,v2} konstanssal. O
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Ennek a lemmanak egyszerii kovetkezménye, hogy a P operator kontrakcio .#(Z )-en a pg
metrika szerint.

3.10. Tétel. Minden p, A € #1(Z") valoszintiségi mértékre

pp(P, AP) < 7pg(p, A),

ahol 8 és r a 3.9 lemma konstansai.

Bizonyitds. A 3.8 lemma szerint valoszintiségi mértékeken pg = dg. Ezt kombinalva a (2.3)
Osszefiiggéssel azt kapjuk, hogy

pa(uP, AP) = dg(uP, AP) = sup (uP)(f) = (AP)(f) = sup u(Pf)—A(Pf).
Ifls<1 Ifls<1

Mivel a 3.9 lemma miatt P a || - |3 felnormaban kontraktiv, ezért igaz a kovetkezd egyelSt-
lenség, mert a jobb oldalan b&vebb halmazon vesziink szuprémumot:

sup p(Pf)=APF)< s up(Pf) = A(PS).
Iflls<1 {fIPfllg<r}

Egyszert atalakitasokkal adodik, hogy
Pf Pf

sup  u(Pf)=A(Pf)=r sup pu <> - A ()
{f:IPfllg<r} {f:lIPfllg<r} r r

T (G

A bizonyitas utolso6 lépéséhez figyeljiik meg, hogy

Pf Pf
r s g () A () <r sup plf) = A(f) = rda(i V),
{rllze),<p N " I7ls<1
mert az egyenlGtlenség jobb oldalan b&vebb halmazon vesziink szuprémumot. O

A geometriai ergodikus tétel bizonyitasanak befejezéséhez az invarians valoszintiségi mérték
létezését igazoljuk.

3.11. Lemma. Ha a 3.5 kontraktivitasi és 3.6 minorizéilasi feltételek teljesiilnek, akkor
létezik egy 7 invarians valoszintségi mérték, amelyre 7(V) < oc.

Bizonyitds. Legyen p, = 6, P"™ minden n > 0 egészhez. A 3.7 tételbdl tudjuk, hogy vannak
olyan r € (0,1) és 8 > 0 konstansok, amelyekre

pp(Hn+1, i) < 7" pg(p1, 02),
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vagyis (un) Cauchy-sorozat. A totalis variacios metrika teljes a véges mértékeken, ezért pg
is teljes azokon a valoszintségi mértékeken, amelyek esetén V' integralhato. Emiatt a (p,)
sorozat konvergél egy m valoszintiségi mértékhez a pg metrikdban, és pg definicioja miatt
a sorozat a totalis varidcids metrikdban is 7w-hez konvergéil. Az, hogy m invaridns, abbdl
kovetkezik, hogy P kontrakcié a totélis varidciés metrikdban, ezért

TP = ( lim un> P=lim pu,P= lim pp41 =m.
n—oo

n—0o0 n—o0

O

Az eddig igazolt tételek segitségével sikeriilt belatnunk a szakasz elején kimondott 3.7 tételt
is, amely szerint a 3.5 és 3.6 feltételek teljesiilése esetén az X Markov lanc geometriailag
ergodikus, korlatos V' esetén pedig egyenletesen ergodikus.

3.12. Tétel. Ha 3.5 és 3.6 feltételek teljesiilnek, akkor létezik a 7 invarians valdszintségi
meérték, és
|[P"(z, ) = wlry < 7"(2+ BV () + Bm(V)),

ahol r és 5 a 3.9 lemma konstansai.

Bizonyitds. A tétel egyszerii kovetkezménye annak, hogy tetszéleges u, A € A1 (Z") valoszi-
ntiségi mértékekre [ — A|7rv < pg(p, A), mivel

|1P*(z, -) = 7oy = |0 P" — 7|y < pp(6P", 7) < 1" pp(0, 7).
A pg(0z, ™) mennyiséget a (3.3) Osszefliggéssel szamolhatjuk ki:

p3(62,7) = 2+ BV (z) + Br(V).
O

3.2. Ergodikus Markov lancok, mint ergodikus dinamikai rend-
szerek

Az ergodikussag fogalmat eddig csak Markov lancok egy, a hosszu tava viselkedést jellemzd
tulajdonsagaként értettiik. Ergodikussagrol viszont nem csak Markov lancok, hanem dina-
mikai rendszerek esetén is beszélhetiink. A célunk, hogy Markov lancok ergodikussaganak
fogalmat Osszekapcsoljuk a dinamikai rendszerek ergodikussagéval. Ennek kdszonhetGen
Markov lancokra is alkalmazhatjuk a dinamikai rendszerekkel kapcsolatosan ismert ergo-
dikus tételeket, amelyek segitségével megmutatjuk, hogy ha egy Markov lanc ergodikus és
Harris rekurrens, akkor tetszéleges kezdeti eloszlassal teljesiil ré4 a nagy szamok térvénye.

Elgszor dinamikai rendszerekkel kapcsolatban vezetiink be néhany alapfogalmat. Legyen
(Q, o7, P) valoszintségi mezs, és 7 :  — Q egy olyan mérhetd fiiggvény, amelyre minden
A € of esetén igaz, hogy P[r71(A)] = P[A]. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a 7 transzformaci6
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meértéktarto, az (€2, .o/, P, 7) négyest pedig mértéktartd dinamikai rendszernek nevezziik. Az
A € o eseményt invaridns eseménynek hivjuk, ha 771(A4) = A. Az invaridns esmények
o-algebrat alkotnak, amelyet .#-vel jel6liink:

I ={Aca : 7 HA) = A}.

3.13. Definicié (ergodikus dinamikai rendszer). Az (€2,.o/,P,7) mértéktarté dinamikai
rendszert ergodikusnak nevezziik, ha az invarians események .# o-algebraja P-trivialis, vagy-
is minden A € .# eseményre P[4] € {0,1}.

Ergodikus mértéktartd dinamikai rendszerekkel kapcsolatban az egyik legfontosabb allitas
Birkhoff tétele (Klenke [7] 20.14 tétel), amely a nagy szamok torvényének dinamikai rend-
szerekre vonatkozd megfelelGje. A 7 leképezés k-adik hatvanyan az onmagaval vett k-szoros

sz

3.14. Tétel (Birkhoff). Legyen f € £1(P). Ekkor
R
=3 for" X E[f|] Prmam,
K k=0

és ha a mértéktarté dinamikai rendszer ergodikus, akkor

1 n—1
- Zf or? X2 E[f] P-m.m.
k=0

Sztochasztikus folyamatokra is tekinthetiink dinamikai rendszerekként. Legyen (X, )nen a
kanonikus Markov lanc az (2N, Z%N P,) szorzattéren, és 6 : 2N — 2N a (2.7) 6ssze-
fiiggéssel definialt eltolas transzformacio. Konnyen lathato, hogy az (2N, %N Py, 0) di-
namikai rendszer potosan akkor mértéktarto, ha a [P, valoszintiségi mértékkel a kanonikus
Markov lanc stacionérius, vagyis a u kezdeti eloszlas invarians valdszintiségi mérték. Douc
et al. [2] felépitését kovetve a kovetkezd tételt fogjuk belatni.

3.15. Tétel. Legyen X Harris rekurrens, ergodikus Markov lanc m invaridns valészintiségi
mértékkel. Ekkor tetszéleges p kezdeti eloszlas esetén minden olyan f : 27N — R fiiggvényre,
amelyre E[|f|] < oo teljesiil, hogy

n—1

1 n o0

- Y fob P25 Balf] Pyrmom. (3.8)
k=0

Specialisan, ha f csak a nulladik koordinatatol fiigg, akkor ezt gy is érhetjiik, hogy f-re
teljesiil a nagy szamok torvénye, azaz

n—1
% S F(Xe) 22 w(f) Prmam.
k=0
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A tételt két részben bizonyitjuk be. ElGszor csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a
kezdeti eloszlas a 7 invaridns valdszintiségi mérték. Ebben az esetben azt mutatjuk meg, hogy
az (2N, %N P, 0) mértéktarto dinamikai rendszer ergodikus, amibél a Birkhoff tétel miatt
kovetkezik (3.8). Ezutan azt fogjuk belatni, hogy ha van olyan kezdeti eloszlas, amellyel (3.8)
teljesiil, akkor tetszéleges kezdeti eloszlassal is teljesiil. Mindkét részben hasznosak lesznek
széamunkra a harmonikus fliggvények.

3.16. Definicié. A h: 2" — R fiiggvényt harmonikusnak nevezziik, ha minden z-re

A fenti definicidéba természetesen azt is beleértjiik, hogy a bal oldal mindig értelmes. Harmo-
nikus fliggvényekre fontos példat jelentenek az invaridns események indikatoraibol képzett
varhato értékek.

3.17. Lemma. Ha az A € # esemény invarians a 6 transzformaciora, akkor a h(x) := Eg[[ 4]

fliggvény harmonikus.

Bizonyitds. Az A esemény invarians, ezért 14 = I[4 o 8. Ennek készonhetGen, felhasznalva a
Markov tulajdonsag (2.4) és (2.8) alakjait
Ph(z) = B [h(X1)] = Ex[Ex, [La]] = Eo[Ex[la 0 0] F1]] = Eo[la] = h(z).
O
Elgszor tehat azt fogjuk belatni, hogy a 3.1 definicié értelmében ergodikus Markov lanc
esetén az (2N, BN P, 0) mértéktartd dinamikai rendszer ergodikus. Ehhez elGszor két

lemmat bizonyitunk, amelyek [2] 1.4.5 és 5.2.2 allitasai. Emlékeztetdiil idézziik fel, hogy egy
A € % halmazt akkor hivtunk elnyel6 halmaznak, ha minden x € A esetén P(z, A) = 1.

3.18. Lemma. Ha a P Markov kernelnek létezik egyértelmi invarians valészintiségi mértéke,
akkor minden A € A elnyels halmazra 7(A) € {0,1}.

Bizonyitds. Legyen 7 az egyértelmi invarians valdszintiségi mérték és A € A tetszSleges
adott elnyels halmaz. Megmutatjuk, hogy 74 := m(AN -) is invaridns mérték. Legyen B € A
tetsz6leges. Felhasznalva, hogy m4 < 7 és hogy A elnyel§ halmaz, ezért [r4P](A€) = 0, a
kovetkezs egyenlGtlenséget kapjuk:

[TaP](B) = [raP](ANB) + [maP](A°N B) < [tP|(AN B) + [raP](A°) = ma(B).

Ezt az egyenl6tlenséget Bre alkalmazva megkapjuk a maéasik iranyt egyenlGtlenséget is.
Ehhez azt hasznaljuk fel, hogy ma(2") = [taP](Z") < oo, ezért

[maP(27) = [maPl(B) = [raP|(B) < ma(B°) = ma(2") — ma(B).

Ha az A elnyl6 halmazra w(A) > 0, akkor m4/m(A) is invaridns valosziniiségi mérték. m
egyértelmiisége miatt w4 (-) = w(A)m(-), ami csak ugy lehetséges, ha w(A) = 1. O
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A 3.15 tétel bizonyitasahoz sziikséges mésik lemma invarians események indikatorainak egy
szamunkra hasznos felirasat adja meg.

3.19. Lemma. Ha A € .# invarians esemény, akkor [4 = Ex,[I[4] Pr-m.m.

Bizonyitds. El6szor figyeljiik meg, hogy ha A invarians esemény, akkor 14 = 4 o 6. Ennek,
és a Markov tulajdonsagnak koszonhetSen az (Ex, [Ia], %k )ren folymat martingal, mert

Ex[Ex,, [La] | F4] = Ex[Brlla | Fria] | Fi] = Ex[Ex, [la] | Frra] = Ex, [La],

ahol az els6 atalakitasban a Markov tulajdonsag (2.8) alakjat hasznéaltuk. Az (Ex, [I4], %)
martingél korlatos, ezért konvergens, igy

lim Ex, [[a] = lim By [l4| %] =14 Pr-m.m. és L'-ben. (3.9)
k—o0 k—o0

Felhasznalva, hogy 6 mértéktartd, és [4 =14 o 0 azt kapjuk, hogy
Er(|Ls — Ex,[La][] = Ex[|La — Ex,[La]| 0 6*] = Ex[[T4 — Ex, [La]|]-

Ebbdl k-val végtelenhez tartva kovetkezik a lemma allitasa, mert (3.9) miatt

lim E;[[I4 —Ex,[I4]|]] = 0.

k—o0

O

A 3.18 és 3.19 lemmaék segitségével igazoljuk Douc et al. [2] 5.2.6 tételét, amely elégséges
feltételt ad a Markov lanchoz asszocialt dinamikai rendszer ergodikussagara.
3.20. Tétel. Ha a P Markov kernelnek 1étezik egyértelmi invarians valoszintiségi mértéke,

akkor az (2~ N %N P 0) dinamikai rendszer ergodikus.

Bizonyitds. Legyenek A € .7 egy tetsz6leges invarians esemény, h(x) := E,[I4] és legyen
B ={z : h(z) = 1}. A 3.17 lemmé&ban lattuk, hogy ez a h fiiggvény harmonikus, ezért
minden x € B esetén

1 = h(@) = Ph(x) = Eo[h(X)].

Emiatt P,[h(X;) = 1] =1, ha 2 € B. B definicidja miatt minden B-beli z-re
| = B,[h(X) = 1] = P,[X; € B] = P(z, B),

vagyis B elnyl§ halmaz. A 3.18 lemmaban lattuk, hogy ilyenkor = (B) € {0,1}.

A 3.19 lemma miatt P,[h(Xo) = 14] = 1, ezért Pr[h(Xp) € {0,1}] = 1. Ezt Osszevetve az
eddigiekkel

Pr[A] = Er[l4] = Ex[h(X0)] = /f

h(z)m(dx) = / Ipm(dz) = m(B) € {0, 1}.

Z
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A nagy szamok torvényét megfogalmazéd 3.15 tételiink bizonyitasanak utolsé 1épéséhez mar
csak azt kell megmutatnunk, hogy Harris rekurrens Markov lancok esetén valéban elég azzal
az esettel foglalkoznunk, amikor a kezdeti eloszlas m. Ehhez Meyn és Tweedie [9] 17.1.5
tételét hasznaljuk fel.

3.21. Lemma. Ha X -irreducibilis, Harris rekurrens Markov lanc, és h korlatos harmoni-
kus fiiggvény, akkor h konstans.

Bizonyitds. A h fliggvény korlatossaga miatt elég azt belatni, hogy minden ¢ konstans esetén
vagy h > c vagy h < c. Jeldlje ¥ az X Markov lanc maximaélis irreducibilitasi mértékét. Az
{z : h(z) > c} és {x : h(x) < ¢} halmazok legalabb egyike pozitiv ¢ mértékd.

Tegyiik fel, hogy ¥({x : h(z) > ¢}) > 0 (a maésik eset teljesen hasonlé moédon kezelhetd).
A Markov lanc (2.11)-ben megfogalmazott Harris-rekurrens tulajdonsaga miatt minden z-re

limsup h(Xy) > ¢ Pp-m.m., mert minden = € 2~ esetén
k—o0

P, [limsup h(Xk) > C] =P, lzﬂ{z;h(x)zc}(Xk) =oo| =1

k—o00 1

Megmutatjuk, hogy h(z) = E, [lim sup h(Xk)] és ezért minden z-re h(z) > c.

k—o0

Ehhez azt hasznaljuk fel, hogy a (h(X%), %k )ren folyamat martingal. Valoban, A harmo-
nikussagat és a Markov tulajdonsag (2.4) alakjat felhasznalva kapjuk, hogy tetszSleges p
kezdeti eloszlas esetén

h(Xy) = Ph(Xy) = Ep[h(Xi+1) | Fi].

Mivel h korlatos, a h(X}) martingal konvergens, ezért

E, [limsup h(Xk)] =E, Lhiﬂo h(Xk)] = lim E,[A(Xy)]

k—o0

= lim B, [Eo[A(Xi) | Fol] = Eofh(Xo)] = h(a),
ahol az utolsé 1épésben a martingél tulajdonsagot hasznaltuk. O

A 3.21 lemmanak koszonhetSen a nagy szamok torvényének kezdeti eloszlastol valo fligget-
lenségét egy megfelel6 harmonikus fliggvény megadasaval mutatjuk meg.

3.22. Tétel. Legyen X t-irreducibilis, Harris rekurrens Markov lanc. Ha a nagy szamok
torvényének (3.8) alakja teljestil valamilyen kezdeti eloszlassal, akkor midnen kezdeti elosz-
lassal teljestl.

24



Bizonyitds. Legyen f € £ (P;) tetszbleges fiiggvény, és legyen

n—1
_ N . o L ook —
A= {weﬂ?f : lim ”kzof 0 —Err[f]}

k—o00

azoknak a pontoknak a halmaza, ahol teljesiil a nagy szamok torvénye. Az A esemény
invarians, ezért a 3.17 lemma miatt a h(x) := E,[l4] fliggvény harmonikus. A feltételeink
miatt valamilyen p kezdeti eloszas esetén p(h) = 1. A 3.21 lemmanak kdszonhetden ez a
h figgvény konstans 1, vagyis P,[A] = 1 minden z-re, és igy minden A\ € .#, (2 )-re is
Py[A] = 1. O

Mivel ergodikus Markov lancnak 1étezik egyértelmi invaridns valoszintiségi mértéke, ezért a
3.20 tétel miatt az ergodikussag elégséges feltétel arra, hogy a megfelel§ dinamikai rendszer
ergodikus legyen. Ekkor alkalmazhato a Birkhoff ergodikus tétel, és teljesiil a (3.8) nagy
szamok torvénye, abban az esetben, ha a kezdeti eloszlas m. A 3.22 tételben megmutat-
tuk, hogy ez a kezdeti eloszlasra vonatkozo feltétel nem sziikséges, és a 3.15 tétel valoban
tetszGleges kezdeti eloszlas mellett is igaz.
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4. fejezet

A Centralis hatareloszlas-tétel

A centralis hatareloszlas-tétel (a tovabbiakban CHT) a valoszintségszamitas fontos és széles-
korden alkalmazott eredménye. A CHT hagyoményosan csak fiiggetlen és azonos eloszlasi
valoszintiségi valtozok sorozatara vonatkozik. A célunk a fejezetben, hogy elégséges felté-
teleket mutassunk arra, hogy egy Markov lanc valds értéki fiiggvényére mikor teljesiil a
CHT? Azt mutatjuk meg, hogy Markov lancok esetén sem a fiiggetlenség, sem az azonos
eloszlas nem sziikséges feltételek. A fliggetlenségre vonatkozo feltétel helyett csak egyfaj-
ta ,gyenge Osszefiiggbségre” lesz sziikséglink, amelyet formalisan sztochasztikus folyamatok
keverd tulajdonsaganak segitségével fogalmazunk meg. ElGszor ismertetjiik sztochasztikus
folyamatok keverésének kiilonbozé valtozatait, majd bemutatjuk, hogy ezek a fogalmak ho-
gyan alkalmazhatok Markov lancokra. Stacionarius, keverd folyamatokra tobb kiilonb6zd
centarlis hatareloszlas-tétel is ismert, emiatt ha a Markov lanc stacionarius és keverd tulaj-
donsagu, akkor a CHT is teljesiil az alkalams momentumfeltételeket kielégits fiiggvényeire.
Azonban az sem sziikséges, hogy a Markov lanc stacionarius legyen, a nagy szamok torvé-
nyéhez hasonléan ebben az esetben is igaz, hogy ha a lanc Harris rekurrens, akkor ha van
olyan kezdeti eloszlas, amellyel a CHT teljesiil, akkor mindegyikkel teljesiil. Az itt ismerte-
tett tételek tobbsége megtalalhato Jones [6] 6sszegzd munkajaban, amely nagy segitségiinkre
volt a fejezet irdsa soran.

4.1. Keveré folyamatok
A keverés fogalma o-algebrak kozotti Osszefiiggés erésségét szamszertsiti. A formalis defini-
ciohoz legyenek adottak az (2, o7, P) valoszintiségi mezd, és az .7 ,9 C o rész o-algebrak.
Az F &s G o-algebrak kozotti Osszefiiggdség mérésere hasznlalhatod a, ¢ és p keverési egytitt-
hatokat a kovetkezSképpen definialjuk:

a(F,9) =sup{|P[ANB] —P[A]P[B]| : Ac #, Be ¥}, (4.1)

&(F,9) =sup{|P[B| A] —P[B]| : Ac 7, P[A] £0, B € %), (4.2)
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p(F,9) = sup{Corr(f,g) : f e L*Q,.F,P), g L*09,P)). (4.3)

c stz

jelenti, amit ugy értiink, hogy

COIT(f,g) — COV(f?.g) _ E[fg] _E[f]E[g] )
VVar(f)y/Var(g)  E[f?] - E2[f]\/E[g?] — E*[g]
Mindharom keverési egyiitthaté nemnegativ, és pontosan akkor nulla, ha az % és ¢ o-
algebrak fiiggetlenek. Ez alapjian a keverési egyiitthatokat tgy értelmezhetjiik, hogy minél
kisebb az értékiik, annal kevésbé Osszefliggsk az & és & o-algebrak. A fentieken kiviil
tobbféle keverési egyiitthato is definidlahat6, amelyek hasonlé médon mérik az Osszefiiggés
ersségét. Mi csak az «, ¢ és p egylitthatokkal foglalkozunk, mivel a centrélis hatareloszlas-
tétel szempontjabol ezek bizonyulnak a leginkdbb hasznosnak.

Ellentétben az « és p egytitthatokkal ¢(F,9) és ¢(¥,.#) nem mindig egyeznek meg. A
fenti keverési egytitthatok kapcsolatarol szol Doukhan [3] konyvének 1.1.1 allitésa, amely
szerint

20(F,9) < ¢(F,9) (4.4)
és

Aa(F,9) < p(F,9) <2627, 9)0" (9, F). (4.5)

A keverési egylitthatok segitségével definidlhatjuk sztochasztikus folyamatok kevers tulaj-
donséagat is. Legyen adott egy (Xp)nen sztochasztikus folyamat. Vezessiik be az %, :=
o(Xk : k<n),mult” és az F" := o(Xy : k> n) ,jovd” o-algebrakat.

4.1. Definicié. Az (X,,)nen sztochasztikus folyamat
(i) a-keverd vagy erdsen keverd, ha

a(n) :=sup a(F, F¥) -0 han — oo,
k>0

(ii) p-keverd vagy aszimptotikusan korrelalatlan, ha

p(n) == sup p(Fr, F*) - 0 han — oo,
k>0

(iii) ¢-keverd vagy egyenletesen keverd, ha

d(n) := sup ¢(Fy, F*™) - 0 han — oco.
k>0

Ha a folyamat a fenti definici6é szerint keverd, azt ugy is mondjuk, hogy teljesiti a megfe-
lels keverési feltételt. Szotchasztikus folyamatok keverési tulajdonsaga mindharom esetben
az F, ,mult” és az FE jov6” o-algebrak aszimptotikus fiiggetlenségeként értelmezhe-
t6. Ez a tulajdonsag teszi lehetévé olyan aszimptotikus eredmények igazolasat Oszefliggd
folyamatokra, amelyek hagyomanyosan csak fiiggetlen folyamatokra vonatkoznak.
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4.2. Megjegyzés. A (4.4) és (4.5) egyenlStlenségek kozvetlen kovetkezménye, hogy 4a(n) <
p(n) és p(n) < 2¢'/2(n), tehat ha egy folyamat egyenletesen keverd, akkor aszimptotikusan
korrelalatlan, és mind az egyenletes keverésbdl, mind az aszimptotikus korrelalatlansagbol
kovetkezik, hogy a folymat erésen keverd. Fontos megjegyezniink, hogy ha az (X, )nen
folyamat teljesiti valamelyik fenti keverési felételt, akkor tetszéleges f mérhets fliggvénnyel
az (f(Xn))nen folyamat is teljesiti ugyanezt a feltételt, hiszen a megfelels keverési egytitthato
definici6jaban sziikebb o-algebrakon vessziik a szuprémumot.

4.2. Keverd Markov lancok

Ebben a szakaszban azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett lesz egy
Markov lanc erdsen, illetve egyenletesen kevers. A p-keverés esetét itt nem targyaljuk,
mivel az altalunk hasznaltaktél eltéré modszereket igényel. Azonban a teljesség kedvéért
szeretnénk megemliteni, hogy ebben az estben is 1éteznek elégséges feltételek arra, hogy egy
Markov lanc p keverd legyen, illetve p-keverd folyamatokra is ismert centralis hatareloszlas-
tétel. Ezekrsl b&vebben [6]-ban olvashatunk. Az a és a ¢ keverés esetében ugy jarunk el,
hogy a keverési egyilitthatokat a P™ adtmenet-valoszintiségek és a 7 invarians valoszintiségi
mérték totalis variacios tavolsdgaval becsiiljiik feliil. Ezzel a mdédszerrel nem csak azt alla-
pitjuk meg, hogy a megfelel§ keverési egyiitthatok nulldhoz tartanak, hanem a konvergencia
sebességére is kapunk eredményeket, amelyeket a keverd folyamatokra vonatkozd centrélis
hatareloszlas-tételek Markov lancokra torténd alkalmazéasahoz fogunk hasznélni.

A bizonyitasunk lényegében az Ibragimov és Linnik [12] konyvének 367-368-ik oldalan meg-
talalhato gondolatmenetet kdveti. A szerzdk az idézett konyben Markov lancok egyenletesen
kever6 tulajdonsagéval foglalkoznak. Mi az ott megtalalhaté érvelés kis modositasaval az
a-keverés esetét is a ¢-keverés esetéhez hasonléan kezeljiik. ElGszor egy lemmaéat igazolunk,
ami megteremti a kapcsolatot az a(n) és ¢(n) keverési egyiitthatok és a |P"(x, - ) — w|ry
totalis variaciés tavolsag kozott.

4.3. Lemma. Legyen m a Markov lanc invarians valoszintségi mértéke. Ha A = {X, €
Agy ..., X € Ag} és B ={Xp1n € Bian, - .-, Xm € B} alakt események, akkor tetszoleges
1 kezdeti eloszlas esetén

[Pu[ANB] = PL[A]P,[B]| <

< /AO M(dﬂco)' . /Ak P(ZEk_l,dl‘k:)HPn(l‘k, -)—ﬂ'”TV + PN[A] /5{ ,u(dl‘o)”Pk+n($0’ ')—7T||TV-

Bizonyitds. A bizonyitasunk soran a (2.6) azonossag és a totalis variacios tavolsag (2.12)
alakjanak felhasznaldsaval szamolunk.

Legyen pu tetszoleges kezdeti eloszlas. A (2.6) azonossag miatt ha A és B mérhetd téglak,
akkor
‘PM[A N B] - ]PM[A]PM[B” =
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[ wtdzo)e [ Plardn) [ Pando) [ Plonsdin-)Plon-, Ba)
Ao Ay Biin Bm—1

P[4 / (dao) / PR (20, darg )+ / Plams, dim 1) Pl 1, Bu)|.
z Bk+n Bm,1
Az f(y) = I, (y) ka+n+1 P(y,dzgyny1) - me_l P(zm-2,dxm—1)P(xm-1, Bm) filggvény
bevezetésével egyszertisodik a jelolés:

“P)M[A N B] - PM[A]PM[B” =
—| [ wtdzo)- [ Planr,de (P 1)) — Bld) [ pldoo)PH ) ao)|
Ao Ay, A

=| [ wtawo)e [ Plas s dn) (P -n () 47(0) ~ Bald) [ o)l P )]
Ao Ak Z

A lemma bizonyitdsdnak befejezéséhez a haromszog-egyenlGtlenséget és a totélis varidcids

c stz

[Pu[AN B = Pyu[AJP,[B]| <

< [ utdro)-- | Pl do) [P (o) ()] + BulA) | o)l o) ()

< / (o) / P(apr, duy)| P (2, ) —lry + Buld] / w(deo) [P (o, -)— v
Ao A X

O

A lemméanak koszonhetGen mérhets téglak esetén hasznéalhaté becslést kapunk az a(n) és
¢(n) keverési egyiitthatok definiciojaban szerepls |P,[A N B] — P,[A]P,[B]| mennyiségre.
A kovetkezd megjegyzés szerint elegendd kizarolag mérhets téglak esetén becsiilni ezt a
mennyiséget.

4.4. Megjegyzés. A keverési egyiitthatok meghatérozésahoz valéjaban nem minden eset-
ben sziikséges (4.1)-ben és (4.2)-ben a szuprémumot a teljes .7 és & o-algebrak eseményein
venniink. Ehelyett elég, ha egy-egy F-et illetve ¢-t generalo félgytiri eseményeire szorit-
kozunk. Ezt az a mértékelméletbdl ismert approximacios tétel (Klenke [7] 1.65 tétele) teszi
lehet6vé, amely szerint ha of félgytird, u pedig egy o-véges mérték o(.o7)-n, akkor tetszéleges
e>0¢és A€ o(d) esetén vannak olyan Ay, ..., A, € o paronként diszjunkt félgytrtbeli
halmazok, amelyekkel p(AA U | A;) < €. Ebbdl az approximacios tételbdl egyszerd szé-
molassal adodik, hogy az a(n) és ¢(n) keverési egytitthatok esetén elég a megfeleld mérhets
téglakkal foglalkozni. A szamolas teljesen elemi, ezért itt nem részletezziik.

A 4.3 lemma segitségével elGszor azt mutatjuk meg, hogy minden, a 3.1 definici6é értelmé-
ben ergodikus Markov lanc a-kevers. Az itt bebizonyitott tételiink els6 része Athreya és
Pantula [1] tételének egy gyengébb valtozata, mivel mi csak az egyszertség kedvéért csak az
aperiodikus esettel foglalkozunk. A tétel masodik felében a(n) konvergencidjanak sebességét
is megbecsiiljiikk P" totalis variaciés konvergenciajanak segitségével.
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4.5. Tétel. Ha X ergodikus Markov lanc m invaridns val6szintiségi mértékkel, akkor X
a-kevers tetszdSleges o kezdeti eloszlas esetén. Ha

|P"(z, ) = wlrv < M(x)y(n) (4.6)
teljestil valamilyen M (x) és y(n) nemnegativ fiiggvénykkel, akkor

a(n) < sup E, [M(Xp)ly(n) + E,[M(Xo)Jy(k +n).

k>0
Bizonyitds. A 4.4 megjegyzés miatt a(n) becslésekor feltehetd, hogy A € ﬁé“‘ és B e 7Y,
mérhets téglak. A 4.3 lemma becslését hasznélva kapjuk, hogy
[PulAN Bl = P,[A]P,[B]| <

< [ wtdo) [ Prwdlev ) = wlev + [ uldo)] P ) el
Figyeljiik meg, hogy [, u(dz) [, P*(z, A) éppen X, eloszlasa P, szerint, ezért

Pu[AN B] — P[AP,[B]| < E,[|P"(Xg, -) = wlrv + [P*(Xo, ) — 7lrv].
Itt az A és B eseményeknek mar nincs szerepe, ezért

a(n) < swpE,[|P"(Xy, -) = wlrv + [P"(Xo, -) = 7lrv]. (4.7)

k>0

A |P™(z, -) — 7|y totalis variacios tavolsag 0-hoz tart minden x esetén, ezért a dominalt
konvergencia miatt valoban a(n) — 0, ha n — oo, vagyis a Markov lanc a-kevers. A
konvergencia sebességére vonatkozod eredmény a (4.7) becslés kovetkezménye. O

4.6. Megjegyzés. Az a(n)-re kapott becslés fontos specidlis esete az, amikor a kezdeti
eloszlas a stacionarius eloszlas. Ilyenkor a(n) < 2E,[M]|max{vy(n),vy(k+n)}. Ha a Markov
lanc geometriailag ergodikus, akkor (4.6)-ban y(n) = 7" valamilyen r € (0,1)-el, és igy
a(n) < 2E [M]r". Ha E;[M] < oo, akkor pedig a(n) = O(r").

A kovetkezd tétel Markov lancok egyenletes keverési tulajdonsigara ad elégséges feltételt.

4.7. Tétel. Ha az X Markov lanc egyenletesen ergodikus, akkor X egyenletesen keverd.
Ilyenkor a ¢(n) keverési egyiitthatok exponenciélis sebességgel tartanak nullahoz, azaz 1é-
teznek olyan K és p € (0,1) konstansok, amelyekkel ¢(n) < Kp™ minden n-re.

Bizonyitds. Emlékeztetdiil idézziik fel, hogy X egyenletes ergodikussigan azt értjiik, hogy
léteznek olyan C' és p € (0, 1) konstansok, hogy minden n > 1 esetén

sup |P"(x, -) —7(-)|rv < Cp™.
ze
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A bizonyitasunk soréan az a-keverés esetéhez hasonldéan szintén a 4.3 lemmat hasznaljuk,
amit a 4.4 megjegyzés tesz lehetévé. A lemma becslése szerint

[Pu[AN B] = Pyu[AJP,[B]| <

S/ N(dﬂ))“'/ P(ap—y, dog) |P"(wg, - ) —7|rv + Pu[A]/ p(dao) | P*H (o, ) =7y
Ao A Z
Az egyenletes ergodikussidg miatt pedig

|P,[ANB] —P,[A]P,[B]| <P,A]Cr™ +P, [A]Crktr < P,[A]2Cr".

A és B tetszbleges mérhets téglak voltak, ezért valoban ¢(n) < 2Cr", amivel a tételt
belattuk. O]

4.3. Centralis hatareloszlas-tétel Markov lancokra

A Markov lancokra vonatkozé centralis hatéareloszlés-tételek preciz kimondasahoz elGszor
is definidljuk mit értiikk azon, hogy a Markov lanc egy fiiggvényére teljesiil a centralis
hatareloszlas-tétel. Ezutan megmutatjuk, hogy Harris rekurrens Markov lancok esetén a
kezdeti eloszlasnak nincs szerepe a CHT szempontjabol. Ez azt jelenti, hogy ha van olyan
kezdeti eloszlas, amely esetén teljesiil a CHT, akkor tetsz6leges kezdeti eloszlassal is teljesiil.
Végiil kimondjuk a kevers folyamatokra vonatkozo centarlis hatareloszlas-tételeket, majd
a kezdeti eloszlastol valod fiiggetlenség, és az el6z6 szakasz eredményei segitségével Markov
lancokra alkalmazzuk ezeket a tételeket.

El6szor tehat definialjuk, hogyan értjiik azt, hogy a Markov lanc egy fliggvényére teljesiil a
CHT.

4.8. Definicid. Legyen X olyan Markov lanc, amelynek létezik 7 invaridans valoszintiségi
mértéke. Azt mondjuk, hogy az f : 2~ — R fiiggvényre teljesiil a centralis hatareloszlas-tétel
a p kezdeti eloszlassal, ha létezik egy 0 < 02 < oo konstans, amellyel

Tim P, [‘5/"% < t} _ \/12? /_;e‘z“z du = (#), (4.8)

i
L

ahol S, (f) = ( f(Xg) —=( f)), ® pedig a standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvényét
0

i

jeloli.
Fontos megjegyezni, hogy a centralis hatéareloszlas-tétel teljesiilésekor feltessziik, hogy a

Markov lancnak van invarians valésziniiségi mértéke.

A Markov lancokra vonatkozo centrélis hatareloszlas-tételt a Markov lanc kevers tulajdon-
sdgainak segitségével vezetjilk le. A kevers folyamatokra vonatkozo centralis hatareloszlas-
tételek feltételezik, hogy a folyamat stacionarius. Ez a feltétel nem fontos, ha a Markov
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lanc Harris rekurrens. Ilyenkor ugyanis, ha a centralis hatareloszlas-tétel teljesiil valamilyen
kezdeti eloszlassal, akkor tetszéleges kezdeti eloszlas mellett is teljesiil. Errél sz6l Meyn és
Tweedie [9] 17.1.6 allitasa, amelyet a nagy szamok torvényénél latott 3.22 tételhez hasonlo
moédon, harmonikus fiiggvények segitségével fogunk belatni.

4.9. Tétel. Ha az X -irreducibilis, Harris rekurrens Markov lancra teljesil a centralis
hatareloszlas-tétel valamilyen kezdeti eloszlassal, akkor tetsz6leges kezdeti eloszlassal telje-
siil.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy valamilyen p kezdeti eloszléssal teljesiil a centralis hatareloszlas-
tétel. Azt fogjuk megmutatni, ekkor (4.8) P, -el is teljestil minden x esetén, amibdl mar
kovetkezik a tétel allitdsa. Vezessiik be a

gn(@) =Py [i"% < t}

ésagl, = nh_}rr;o gl fiiggvényeket. Ezekkel a jelolésekkel a centralis hatareloszlas-tétel (4.8)

alakja igy irhato at:

tin B (B0 <] = v [ gtoutan) = [ domtan - o),

A 3.21 lemma szerint minden korlatos harmonikus fliggvény konstans, ezért elég azt megmu-
tatnunk, hogy a g fiiggvény harmonikus és igy gl = ®(¢). Egyszerii szamolassal kapjuk,

hogy
)
A Markov tulajdonsag (2.8) alakjat felhasznalva folytatjuk a szamolast:

e [PXI [ f/% ) t” s, s [zyl (EIELEY | %”

Su(f

no

~—

Poe= [ o) Plasdy) = Bl (X0)] = lim Eulgh(X0)] = Jim B [le [
,% n—oo n—oo

[\

— lm P, D iy (f(Xi+12) —7(f)) < t]
g p, | U0 480 t]

= lim g, (2) = goo ().

n

n(f)

Ezzel belattuk, hogy g%, valéban harmonikus, és igy lim P, [ < t] = ®(¢) minden
n—oo

t-re és minden z-re. O
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Keverg stacionarius folyamatokra a keverési egytitthatok konvergencidjara és a folyamat
momentumaira tett megfelels feltételek esetén teljesiil centralis hatareloszlas-tétel. Ez biz-
tositja, hogy alkalmas feltételek mellett a CHT Markov lancokra is teljesiiljon. Az a-keverd
stacionérius folyamatokra vonatkozo elégséges feltételeket egy tételben foglaltuk 6ssze, ame-
lyet itt nem bizonyitunk.

4.10. Tétel. Legyen (X, )nen olyan centralt stacionarius folyamat, amelyre a kovetkezd
feltételek legalabb egyike teljestil:

[e.e]
(i) esssup |Xop| < oo és Za(n) < 00,

n=0

(i) E[X§+5} < oo valamilyen § > 0 esetén és Z a(n)?/ ) < oo,
n=0
(ii) E[XZlog™ |Xo|] < oo és vannak olyan K és p € (0,1) konstansok, amelyekkel
a(n) < Kp™.

Ekkor 02 = E[X3]+2 Y 22 E[X0X}] < co. Hao? > 0, akkor az (X, )nen folyamatra teljesiil
a centralis hatéareloszlas-tétel, azaz

lxe g
k=0

— N(0,1) han — oo.
Vno? .1

A tétel (i)-es és (i7)-es pontja Ibragimov és Linnik 12| kényvének 18.5.3 és 18.5.4 tételei, a
tétel (i4i)-as pontja pedig Doukhan, Massart és Rio [4] cikkében talalhat6é meg.

Ezeket az a-keverd folymatokra vonatkozéd elégséges feltételeket Markov lancokra is alkal-
mazhatjuk. A 4.5 tételiinkben lattuk, hogy minden ergodikus Markov lanc a-keverd, és az
a(n) keverési egytitthatokat is sikeriilt megbecsiilniink a Markov lanc totalis varidcioban
vett konvergencidjanak sebességével. A kovetkezs tételben elégséges feltételeket adunk a
CHT teljesiilésére geometriailag ergodikus Markov lancok esetén. A 4.10 tétel természete-
sen akkor is alkalmazhat6, ha a totélis variaciés konvergencia sebessége ennél lassabb, mi
azonban itt csak a geometriai ergodikussag esetét emlitjiikk meg. A tétel kimondasaban M
a 4.5 tételbdl szarmazo fliggvény.

4.11. Tétel. Legyen X olyan geometriailag ergodikus, Harris rekurrens Markov lanc, amely-
re E;[M] < oo. Ekkor teljesiil a CHT minden olyan f : 2~ — R fiiggvényre, amelyre
0]20 = E:[f(X0)] + 2222, Ex[f(X0) f(Xk)] > 0 és a kovetkezs feltételek legalabb egyike
igaz:

(i) esssup, |f(Xo)| < o0,
(i) Ex[f(X0)?*°] < oo valamilyen § > 0 esetén,

(ili) Eq[f(X0)? log™ [ £(Xo)]] < oc.
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Bizonyitds. A Markov lanc Harris rekurrens, ezért a 4.9 tétel miatt elég azzal az esettel
foglalkozni, amikor a kezdeti eloszlas . Az a(n) egyiitthatokat a (4.7) Gsszefiiggéssel be-
csiilve a geometriai ergodikussag és E;[M] végessége miatt a tétel az a-keverd folyamatokra
vonatkozo6 4.10 tétel kdvetkezménye. O

Az Er[M] végességére vonatkozo feltétellel kapcsolatban a geometriai ergodikus tétel bi-
zonyitasaban lattuk, hogy ha a geometriailag ergodikus tulajdonsagot a 3.5 drift és 3.6
minorizalési feltételek segitségével ellendrizziik, akkor E[M] < oo automatikusan teljesiil.

A kovetkezs tétel az egyenletesen kevers stacionarius folyamatokra vonatkozé CHT, amely
Ibragimov és Linnik [12] kényvének 18.5.2 tétele.

4.12. Tétel. Legyen (X, )nen olyan centralt stacionérius folyamat, amelyre E[X3] < oo.

Ha
> Vo(n) < o,
n=0

akkor 0% = E[X2]+2 > 72 E[X(X}] < 0co. Ha 0% > 0, akkor az (X, )nen folyamatra teljesiil
a centralis hatareloszlas-tétel, azaz

20 Xk d
=0

=f=_— — N(0,1) han — oo.
= (0,1)

Ennek a tételnek kozvetlen kovetkezménye az egyenletesen ergodikus Markov lancokra vo-
natkozo CHT.

4.13. Kovetkezmény. Ha X egyenletesen ergodikus, Harris rekurrens Markov lanc, akkor
tetszGleges kezdeti eloszlas esetén teljesiil a CHT minden olyan f : 2~ — R fliggvényre,
amelyre E,[f(X()?] < oo és 0']2c =E,[f(X0)?] + 2> 02, Ex[f(X0) f(Xk)] > 0.

Bizonyitds. A 4.9 tétel miatt elég azt megmutatnunk, hogy teljesiil a CHT, ha a kezdeti
eloszlas m. A 4.7 tétel szerint a Markov lanc egyenletesen keverd, és a ¢(n) egytitthatokra
igaz, hogy ¢(n) < 2Cr™, ahol C és r € (0,1) az egyenletes ergodikussiag konstansai. Ez
alapjén a tétel a 4.12 ¢-kever§ folyamatokra vonatkozo6 CHT kovetkezménye. 0l
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5. fejezet

Markov lancok véletlen kornyezetben

A dolgozatban eddig csak homogén Markov lancokkal foglalkoztunk, amikor a P*(z, A) =
PXn+x € A | X,, = z] dtmenet-valoszintségek csak k értékétdl fliggtek, n értékétsl nem.
Ebben az esetben a Markov lancot a P Markov kernel és a kezdeti eloszlas segitségével
tudtuk jellemezni. A homogén Markov lancok esetét altalanosithatjuk, ha az egyetlen P
kernel helyett Markov kernelek egy {Q, : vy € %} csaladjaval foglalkozunk, amelyeket
valamilyen 2 halmaz elemeivel indexeliink.

A preciz definiciohoz legyen adott egy (€2, .%#,P) valoszintiségi mezs, egy (#,.<7) mérhets
tér, és egy Y = (Yi)rez stacionarius folyamat, amely az értékeit #%-ben veszi fel, azaz
Yi : Q — % mérhets fliggvény minden k esetén. A tovabbiakban ezt az Y folyamatot
kornyezetnek fogjuk nevezni. Legyen ezen kiviil adott az (27, ) mérhets tér, és egy olyan
Q:¥% x X x A —|0,1] fiiggvény, amelyre

(i) Q(-, -, B) & ® #-mérhet6 minden B € A esetén,
(il) Q(y,z, -) valoszintségi mérték (2, %)-n minden y és = esetén.

Vilagos, hogy rogzitett y € # mellett Q(y, -, - ) Markov-kernel az (2", %) téren, igy a Q
fiiggénnyel Markov kernelek egy #-al indexelt csaladjat adtuk meg. Legyen X = (Xj)ren
olyan sztochasztikus folyamat, amelyben minden k-ra Xj : Q — 2" mérhets. Azt mondjuk,
hogy az X folyamat Markov lanc az Y véletlen kérnyezetben ) atmenet-valoszintiségekkel,
ha minden k£ € N esetén

P[Xk-i-l €B | Xoye-s kay] = Q(kaka B)
Ezt a definiciot agy értelmezhetjiik, hogy az egylépéses dtmenet-valoszintiségeket a Q(Yy, -, -)

kernel adja meg, vagyis a kornyezetet jelentd Y folyamat valasztja ki, hogy az adott 1épésben
mik legyenek az dtmenet-valdszintiségek.

A homogén Markov lancok esetéhez hasonloan itt is azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy mit
tudunk mondani a hosszt tavi viselkedésrél.
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Lovas és Rasonyi [8] igazoltak, hogy a geometriai ergodikus tételnél latott 3.5 drift és 3.6 mi-
norizalas feltételekhez hasonlo feltételek mellett a pu, := P[X,, € -] eloszlasok konvergalnak
a totalis variacios metrikdban. A 3.5 feltétel megfelelGje véletlen kérnyezet esetén az

5.1. Feltétel (drift feltétel). Léteznek olyan V : 2" — [0,00) és v, K : # — (0, 00) mérhetd
fliggvények, amelyekre minden x és y esetén

[QRVI(z) <~(y)V(z) + K(y).
Fontos kiilonbség a 3.5 drift feltételhez képest, hogy nem koveteljiik meg, hogy v(y) < 1
legyen minden y-ra. Ehelyett azt varjuk el, hogy ~ ,hosszi tdvon” legyen 1-nél kisebb.
5.2. Feltétel (hosszu tava kontraktivitas). Az 5.1 feltétel v és K fliggvényeire teljesiil, hogy

5 := limsup E/" (K(YO) ﬁv(iﬁ)) <1

n—00 .
=1

A 3.6 minorizalési feltételt a kivetkezd feltétel altalanositja.

5.3. Feltétel (minorizalas). Valamilyen ¢ € (0,572 — 1) szamhoz létezik egy olyan o €
[0,1) konstans és egy k : ¥ x B — [0, 1] Markov-kernel, amelyekre minden y és minden
B € % esetén
inf ,x,B) > (1—-a)k(y, B). 5.1
xev_l(m(me(y ) = (1 —a)k(y, B) (5.1)
ahol R(y) = K(y)/(ev(y)) és minden y-ra V([0 R(y)]) # 0.

Lovas és Rasonyi [8]-ban ezek mellett a feltételek mellett a kovetkezd tételt bizonyitottak
be.

5.4. Tétel. Ha az 5.1 drift, az 5.2 hosszi tava kontraktivitasi és az 5.3 minorizalési feltételek
teljesiilnek, akkor létezik egy u. valoszintiségi mérték 2 -en, amelyre

lim ||pn — p| v = 0.
n—0o0

A konvergencia sebességére az is igaz, hogy |un — pslrv = 0(6_4”1/3) valamilyen ¢ > 0
konstanssal.

Ezen feliil az is igaz, hogy ergodikus kornyezet esetén a nagy szamok torvénye is teljesiil a
Markov lancra.

5.5. Tétel. Ha Y ergodikus, és az 5.1, 5.2 és 5.3 feltételek teljesiilnek, akkor minden
[+ Z — R korlatos mérhets fliggvényre

1 n
n; F(Xi) = /g[ fdus LP-ben

minden 1 < p < oo esetén.
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5.1. A hosszi tava kontraktivitasi feltétel vizsgalata

A 5.4 tétel feltételei koziil a legnehezebben az 5.2 hosszi tava kontraktivitési feltétel ellen-
6rizhetS. Ahhoz, hogy 5.2 teljesiiljon elég azt megkovetelniink, hogy

esssupy <1

legyen, ez azonban egy meglehetésen szigoru feltétel y-ra. Ha az (Yy)kez stacionarius fo-
lyamat marginélisai fiiggetlenek, akkor a hossza tava kontraktivitasi feltétel nyilvanvaldéan
teljesiil minden olyan ~ fiiggvényre, amelyre E[vy(Y7)] < 1. Kérdés, hogy mennyire enyhit-
hets a fiiggetlenség feltétele, ahhoz, hogy a kontraktivitési feltétel tovabbra is minden 1-nél
kisebb varhato értékd ~ fiiggvényre teljesiiljon. Fliggetlenség helyett a gyenge 6sszefliggsé-
get keverési egylitthatokkal mérve az deriil ki, hogy Y keverd tulajdonsidga 6nmagéban nem
elég a hosszi tavia kontraktivitashoz, amit egy példén keresztiil mutatunk meg.

5.1.1. Keverés és a hosszui tava kontraktivitasi feltétel

A kovetkezd példdban azt mutatjuk meg, hogy a-keverd kornyezet esetén megadhatd olyan
~ fiiggvény, amelynek a varhato értéke 1/2-hez tetszdlegesen kozeli, azonban v nem teljesiti
az 5.2 feltételt. Emiatt nem igaz az, hogy keverd Y esetén a 7-ra tett E[y(Y7)] < 1 feltétel
elégséges lenne a hosszi tava kontraktivitashoz.

Legyen (Z,)nen fliggetlen, azonos eloszlast pénzfeldobas-sorozat, P[Zy = 0] = P[Zy = 1] =
1/2 eloszlassal, ¢s Y,, = Z,—1 + Z,. Ekkor Y,, és Y,, figgetlenek, ha |n —m| > 1, ezért az
(Y3 )nen stacionarius folyamat nyilvan a-keverd, hiszen a(n) = 0, ha n > 2. Valasszunk egy
olyan ~ fiiggvényt, ami haromféle értéket vehet fel. Jeldlje ezeket a pozitiv szamokat =,y és
z, és legyen v(0) = z, y(1) = y és v(2) = 2. Tegyiik fel, hogy

E[y(Y;)] = Z + % + Z <1 (5.2)

Belatjuk, hogy ~ ilyen megvalasztasa esetén elGfordulhat, hogy az 5.2 hosszti tava kont-
raktivitasi feltétel nem teljesiil. Ehhez el8szor vegyiik az a, := E[[];_; 7(Y%)] sorozatot.
Ahhoz, hogy az 5.2 feltétel ne teljesiiljon, a Holder-egyenlétlenség miatt elég, ha a,, — oo,
ha n — oo.

A TT7_, v(Y3) valoszintiségi valtozora tekinthetiink tgy, mint ami az QM := {0,1}"*! hal-
mazon van értelmezve. Bontsuk fel Q(")-t két részre. Legyen Q[()n) ={we Q™ :w, =0}
és an) = {w e QW :w, 1 =1} a 0-ra illetve az 1-re végz6ds n + 1 hosszi 0-1 sorozatok
halmaza. Az eseménytér ilyen felbontasaval az a,-et definialé integral is két részre bonthato.
Legyen

by, = Y.)dP,, és ¢, := Y. )dP,,
/Qén)k]]lv( A /95%117( A

37



ahol a P, mérték a Z folyamat altal meghatarozott n + 1 és 1/2 paraméterekkel leirhato
binomialis eloszlas Q(™-en. Ekkor an = by + ¢y, és igaz a kovetkezd rekurzié:

xb c by, + zc
bpay = DonEYO (g YO EOn (5.3)
2 2
A rekurzioét az magyarazza, hogy az w € Q(()nH) elemek kétféleképpen allhatnak els: az

elsG esetben wyy1 = 0, tehat az utolso6 el6tti koordinata is 0, a masodikban w,4+1 = 1. Ha

példaul w olyan, ahol az utolso elGtti és az utolsé koordinata is 0, akkor az utols6 koordinatat
elhagyva kapott w’ € Qén), és Y11 = 0, tehat az ilyen elemi eseményeken az integral éppen
xby /2. A t6bbi esetre ugyanezt végiggondolva pedig megkapjuk a 5.3 rekurziot.

by és c¢1 konnyen kiszamolhato, értékiik by = x/4 4+ y/4 és ¢ = y/4 + z/4. Bevezetve az

=Y
Yy z

()=
C1 4

S6t, a rekurzio is egyszertibb alakban irhato fel:
(bn—i-l) _ EA (bn> ’
Cn+1 2 Cn
by, 1,

Ha feltessziik, hogy z,y,z nemnegativak, és A-nak van két kiilénbozs valos sajatértéke,
akkor A spektralfelbontésabdl latjuk, hogy az a, sorozat pontosan tart végtelenhez, ha az
A matrix nagyobb A; sajatértéke nagyobb, mint 2. A karakterisztikus polinom gyokei

T4zt (x—2)2+ 92
)\1,2: 92 ’

métrixot pedig egyszertisodik a jelolés:

amibdl azt kapjuk, hogy

igy A1 > 2 pontosan akkor teljesiil, ha
20 + 2z —xz+ 1y —4>0. (5.4)

Ezt a feltételt tobb megengedett ~ fiiggvény is teljesiti. v varhato értéke linearis fiiggvénye
(x,y, z)-nek, igy a minimalis varhato értéket addé ponthéarmas nemnegativ x,y, z esetén a
(5.4) egyenlettel megadott halmaz hataran van. Egy ilyen globalis minimumhely az z = 0,
y = 0, z = 2. Ehhez figyeljiik meg, hogy (5.2) miatt minden minimumhelyen y = 0, mivel
ha nem igy lenne, akkor y értékét csokkentve, majd x vagy z értékét ugyanennyivel névelve
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a (5.4) feltétel tovabbra is teljesiil, de v varhato értéke csokkent. Az y = 0 esetben (5.2)-t
nyilvan tgy minimalizalhatjuk a (5.4) feltétel teljesitése mellett, ha vagy x = 0 vagy z = 0.

Ezen a minimumbhelyen E[y(Y7)] = 1/2. y-t tetsz6legesen kicsi pozitiv szamnak valasztva
kapjuk, hogy olyan ~ fiiggvény is van, amelyre E[v(Y71)] 1/2-hez tetszslegesen kozel van, de
~ nem teljesiti a hossz tava kontraktivitasi feltételt.

5.2. Példak Markov lancokra véletlen kornyezetben

Lovas és Rasonyi [8] cikkében harom példat is lathatunk az 5.4 és 5.5 tételek alkalmaz-
hatosagra. Mi tovabbi két példat mutatunk olyan Markov lancokra véletlen kornyezetben,
amelyekre teljesiilnek ezek a tételek. Ehhez azt fogjuk elledrizni, hogy a példakban szerepld
Markov lancok teljesitik-e az 5.1, 5.2 és 5.3 drift, hossza tdvia kontraktvitas és minorizalas
feltételeket. Mindkét példankban a bizonyitasok a [8] cikkben megtalalhato linearis rend-
szer példajahoz hasonloan torténnek. Kornyezet alatt tovabbra is egy (Yi)gez, & -értékd
stacionérius folyamatot értiink.

5.2.1. Bilinearis rendszer véletlen kérnyezetben

Legyenek adottak az a,b, c: % — R mérhets fiiggvények, és egy € = (e, )nen fuggetlen, azo-
nos eloszlasa sztochasztikus folyamat. Feltessziik azt is, hogy ¢ fliggetlen a kdrnyezettdl is.
Az a,b és c fiiggvények és € a kornyezettel egylitt meghatéroznak egy X = (X, )nen Markov
lancot véletlen kornyezetben, amit bilineéris rendszernek neveziink véletlen kornyezeben és
a kovetkezSképpen definidlunk:

Xnt1 = a(Yn)Xn +b(Yn) Xnent1 + c(Yn)ent1. (5.5)

Ez a modell a bilinearis rendszer altalanositasa, ami csak abban kiilonbozik (5.5)-t61, hogy
a, b és ¢ konstansok, igy a kornyezetnek nincs szerepe.

A célunk, hogy olyan egyszertien ellendrizhets feltételeket adjunk meg az a,b és c fiiggvé-
nyekre, valamint e-ra, amelyekbdl levezethet6k az 5.1, 5.2 és 5.3 feltételek. Ehhez sziikség
van a ) dtmenet-valoszintiségek pontos felirdsara. A (5.5) bilineéaris rendszer ) atmenet-
valoszintiségei a definiciok alapjan igy irhatok fel:

Qly,z,A) =P[Xpy1 € A| Y, =y, X, = z] =Pla(y)x + b(y)zer + c(y)e1 € A].

Mivel Q(y,z, -) nem mas, mint & egy fiiggvényének eloszlasa, ezért a Q(y)V fiiggvény is
egyszeriden kiszdmolhato:

Qy)V(z) = /RV(Z)Q(Q, z,dz) = E[V(a(y)z + b(y)zer + c(y)er)]-

Ez alapjan gy gondoljuk, hogy V = |z| jo valasztas lehet a 5.1 drift feltétel igazolasadhoz.
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5.6. Lemma. Ha E[|e1]] < oo és minden y-ra |a(y)| + |b(y)] > 0, akkor teljesiil a 5.1
drift feltétel a V(z) = |z[, v(y) = la(y)| + [b(y)[Eller]] & K(y) = max{1,|e(y)[Efle1[]}
fliggvényekkel.

Bizonyitds. A haromszog egyenlGtlenség felhasznalaséval kapjuk, hogy
Q)V (z) = Ella(y)z + b(y)ze1 + c(y)ail] < Efla(y)z| + [b(y)ze1| + |e(y)en]

= (la() + [b@)[Eller D] + |c()[Eller]] = v (y)V (z) + K(y)-
0

Sajnos a 5.2 hosszu tava kontraktivitasi feltétel teljesiiléséhez nem tudtunk kényelmesen
ellendrizhetd kellGen &ltalanos feltételeket taldlni az a és b fliggvényekre, igy azt kell fel-
tenniink, hogy 5.2 teljesiil a fenti v fliggvényre. Ezt a konkrét modellben adott a és b
fiiggvények, € folyamat és az (Y, )nez kornyezet esetén kiilon kell ellendrizni.

A minorizélasi feltétel ellendrzéséhez tovabbi feltételeket tesziik az e folyamatra és az a, b, ¢
fiiggvényekre. Ezeket egy lemmaban foglaljuk Gssze.

5.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy e; abszolut folytonos a A Lebesgue-mértékre, és az f si-
riiségfiiggvényének van pozitiv alsé korlatja minden korldtos halmazon. A 5.3 minorizalasi
feltétel teljesiil, ha a,b és ¢ korlatos, ingfy la(y)| + [b(y)| > 0 és

ye

inf b(y)x + >0,
me[flg;q’ye@! (y)x + c(y)]

ahol K = sup R(y), R(y) pedig a 5.3 feltételben bevezetett fiiggvény.
yeW

Bizonyitds. El6szor azt 1latjuk be, hogy K < oo, azaz (5.1)-ben z egy korlatos halmazba esik.
A c fuggvény korlatossaga miatt K (y) is korlatos. infyes |a(y)| + [b(y)| > 0 miatt pedig
1/~(y) is korlatos, ezért R(y) = K(y)/dv(y) szintén korlatos teetszsleges 6 > 0 esetén.
Emiatt V1[0, R(y)]) = [-R(y), R(y)] lefedhets egy megfeleléen nagy, y-tol nem fiiggd
[- K, K] intervallummal.

Vezessiik be a ggy(t) = a(y)z + b(y)xt + c(y)t fliggvényt. Legyen B € B(R) tetszbleges, és
A= Bn|0,1]. Egyszerd szamolassal kapjuk, hogy

Q(y,x, B) = Pla(y)x + b(y)xe1 + c(y)e1 € Bl > Pla(y)x + b(y)xer + c(y)er € A] =

— Plgay(61) € 4] = ElLa(gn(e0))] = [ Lalon@)FOMa) = [ f)
R gy (A)
Az A+u={u+v:veA}ésaud={uw : ve A} jeldlések segitségével g;./ (A) igy frhato
fel:
-1 _ A—aly)
5 =yt o)
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Az a, b, c fliggvényekre tett feltételeink és x korlatossaga miatt van olyan korlatos H halmaz,
amelyre g;yl (A) C H és H nem fligg z-t6l, y-tol és A-tol, ezért

1 . . : 1
L T OND 2 MG g 702 XA jaf 50t et

Az utolso lépésben a Lebesgue mérték eltolas-invaridns tulajdonsagat hasznaltuk fel, illetve
azt, hogy A(uA) = |u|A(A4). Az e strtségfiiggvényére vonatkozo feltétel miatt pedig
1

T e W T o <

vagyis a [0, 1] intervallumra megszoritott Lebesgue-mérték a-szorosa megfelels lesz minori-
7416 mértéknek. ]

A véletlen kérnyezetbe helyezett bilineéris rendszer stabilitasaval kapcsolatos megallapita-
sainkat egy tételben foglaljuk Gssze.

5.8. Tétel. A (5.5) bilineéris rendszerre teljesiil a 5.4 tétel, és ergodikus kornyezet esetén a
5.5 tétel, ha

(i) E[le1]] < oo, €1 abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre, és a striségfiiggvényének van
pozitiv als6 korlatja minden korlédtos halmazon.

(i) limsup EY™ (I |a(Y7)] + [b(YD)[E[le1[]] < 1

n—oo
(iii) a,b és c korlatosak
(iv) infyea la(y)] + [b(y)] > 0
(v) inf |b(y)x + c(y)| > 0, ahol K = sup R(y)

$E[—K,K],y€=@/ ye@

5.2.2. SETAR modell véletlen kornyezetben

Az id@sorok elemzésének témakorébsl ismert SETAR (self-exciting threshold autoregressive)
modell az autoregressziv modell dltalanositasa. Az egyszertiség kedvéért a modellt mi itt csak
a legegyszertibb alakjaban definialjuk, ahol X,, valos értéki és csak X,,—1-en keresztiil fiigg a
korabbi allapotoktol. Tong [11] cikkében tovabbi valtozatok és szamos példa is megtalalhato.

Legyenek —oo =ty < t1 < ... < t,, = oo adottak. Az (X,,)nen folyamat SETAR modell, ha
Xn_|_1 =a; X, + bi{:‘n, ha X, € (ti—l,ti]7 (56)

ahol ay, ag, ..., an és by, ba, ..., by, konstansok, (e,)nen pedig egy fiiggetlen, azonos eloszlast
folyamat.
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Az (5.6) modellt altalanosithatjuk, ha az a; és b; konstansok helyett # — R fiiggvénye-
ket irunk. FEzzel a modositassal (a kornyezet alatt tovabbra is egy (Yi)rez stacionarius
folyamatot értve) az

XnJrl = al(Yn)Xn =+ bl(Yn)6n, ha X, € (tifl, ti] (57)

folyamat SETAR modell véletlen kornyezetben. Az (5.7) 6sszefiiggéssel definialt modell Mar-
kov lanc véletlen kérnyezetben, igy az a; és b; fiiggvényekre valamint az (e, )nez, folyamatra
tett feltételek segitségével alkalmazhatjuk az X, eloszlasanak konvergencidjat biztosito 5.4
és 5.5 tételeket. A feltételeinket egy tételben foglaljuk Gssze.

5.9. Tétel. Legyen (X,,)neny SETAR modell véletlen kornyezetben. (X,)nen-re teljesiil a
5.4 tétel, és ergodikus kornyezet esetén a 5.5 tétel, ha

(i) E[le1]] < oo, €1 abszolat folytonos a Lebesgue-mértékre, és a striségfiiggvényének van

pozitiv alsé korlatja minden korladtos halmazon.

s 1
(i) limsup EY/™ 74 1I§HZE%>;1|GZ(YJ)| <1

n—oo
(iii) mindegyik a; fiiggvény korlatos

iv) inf ; >0
(iv) [nf max |a;i(y)]
(v) mindegyik b; figgvényre 0 < k < |b;| < K < oo
Bizonyitds. A tétel bizonyitadsa a bilinearis rendszerre vonatkozo 5.8 tételnél latotthoz ha-

sonloan torténik. ElGszor a @ kernelt irjuk fel. Ebben segit, ha a modellt definialo (5.7)
egyenletet a (t;_1,t;] intervallumok indikatorainak segitségével irjuk fel:

Xoer = D T, 0 () (03(Ya) X+ bi(Va)en).
=1
Ebbdl

Q(y7xaA) = IP>[*Xn+1 €A ’ Xp==z, Y, = y] =P [Z H(ti,l,ti](x) (ai(y)x + bi(y)5n> €A
=1

Miutén a @ kernelt mar ismerjik, [Q(y)V](z)-et szamoljuk ki, elgszor tetszoleges V' fiigg-

vényre:
4 (Z LT (2) (ai(y)x + bi(y)€n>)] .
i=1

Ahogy a 5.8 tétel esetén V(z) = |z| itt is kényelmes valasztasnak tiinik, igy ezzel a V
fliggvénnyel folytatjuk a szamolést.

[Qy)V](z) =E
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El6szor a drift feltételt igazoljuk:

[Qy)V](x) =E

Zm: Ity (%) (ai(y)ﬂf + bi(y)€n>
i=1

|

<2l Y Ty @)las)] +Ellenl] Y Ly ,0(@)biy)]
i=1

=1

< Jal max Jai(v)| + Elleal] Y [5:(w)]
- =1

amivel a 5.1 drift feltételt belattuk a v(y) = max lai(y)| és K(y) = max{1,> ", [b;i(y)|}

fiiggvényekkel.

A minorizalashoz vegyiik észre, hogy a b; fliggvények korlatossdga miatt K(y) is korla-

tos. A (uii)-as feltétel masodik része miatt 1/v(y) is korlatos, igy sup R(y) < oo, és ezért
yeW

V1[0, R(y)]) korlatos.

Vezessiik be a
m

goy(t) = T, (@) (@) + iyt

i=1
fliggvényt.
A 5.8 tétel bizonyitasahoz hasonloan itt is elég megmutatni, hogy minden A C Z(R) N[0, 1]

halmazra g;yl (A) lefedhets egy z-t6l, y-tol és A-tol nem fiiggd korlatos halmazzal. Ezt az
a; és 1/b; fuggvények korlatossaga biztositja, mert g, (t) € A elégséges feltétele, ha

A—a;i(y)x

YT

V1<i<m.
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Kiemelt jelolések

N
Ny
R

(2, 2)
a
b

w(f)
Il = Alrv
ZLP(P), LP(Q, o, P)

esssup f

a nemnegativ egészek halmaza

a pozitiv egészek halmaza

a bovitett valos szdmok halmaza

tetsz6leges mérhetd tér

az f: 2" — [0, 00] nemnegativ mérhetd fiiggvények halmaza
az f: 2 — R korlatos fiiggvények halmaza

az (2, A) téren értelmezett o-véges meértékek halmaza

az (2, A) téren értelmezett valoszintségi mértékek halmaza
a 1 mérték totalis varidcidja

az f fiiggvény p mérték szerinti integrélja

a i és A mértékek totalis variacios tavolsaga

az (Q, o, P) valoszintiségi mezdén értelmezett olyan f : Q — R
meérhetd fliggvények halmaza, amelyekre fQ |fIPdP < oo

az f fliggvény lényeges fels6 korlatja, ami azoknak a ¢ szdmok-
nak az infinuma, amelyekre P[f <¢] =1
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