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Bevezetés

Diophantikus egyenleteknek a racionalis (vagy egész) egyiitthatos polinomegyenleteket ne-
vezziik, melyeknek racionélis (vagy egész) megoldésait keressiik. Ezek megoldasa mindig
is foglalkoztatta a matematikus tarsadalmat. Bevezet§ szamelméleten megtanuljuk, hogy
az ax + by = c tipusu egyenleteknek mikor van megoldasa az egészek kozott; ezt kdvets-
en lineéris algebrabol, hogy egyenletrendszereket mikor tudunk megoldani. A kévetkezd
nehézségi szint, amikor homogén masodfoku egyenleteknek keressiik a megoldasat. Ezek
a kupszeletek, azaz a 0-génuszu gorbék, amikre a Hasse-Minkowski tétel ad valaszt, mely
szerint akkor és csak akkor létezik racionalis megoldas, ha a valos és p-adikus szamtestek
felett mind 1étezik megoldas. Ezt nevezik globalis-lokélis elvnek is. Speciélisan ha egy 0
génuszu gorbének van racionalis pontja, akkor végtelen sok racionalis pontja van. A masik
extrém esetet, mikor a gorbe génusza 1-nél nagyobb. Erre vonatkozik Faltings (hires és
mély) tétele, mely szerint ezen gorbéken mindig csak véges sok raciondlis pont van. A
kozbiils6 esettel elérkeztiink az elliptikus gorbékhez, amik az 1 génuszu gérbék, melyeken
van racionalis pont. Itt 1étezik ellenpélda, ahol a globélis-lokalis elv sériil, ezért méas esz-
kozokhoz kell fordulnunk. Viszont ebben az 1-génuszi esetben van egy csoportstruktira a
gbrbén, ami egy természetes eszkdz a megoldasok megadasara, ennek megértése alapvetd
fontossagu. Diplomamunkadmban ezzel foglalkozom: belatom a Mordell-Weil tételt, azaz,

hogy tetszdleges szamtest felett a megoldashalmazunk egy végesen generalt Abel-csoport.



1. fejezet

Elliptikus gorbék bevezetd elmélete

avagy Geometria és Aritmetika

1.1. Racionalis pontok

A sikunkon egy pontot racionalisnak neveziink, ha mindkét koordinataja racionalis szam.
Egy egyenest racionalis egyenesnek hivunk, ha az egyenes egyenletét fel tudjuk irni raci-
onélis szamokkal, azaz:

ar +by+c=0

a,b,c € Q. Azt a tényt konnyen lathatjuk, hogyha van két racionélis pontunk, akkor a
rajtuk atmend egyenes raciondalis egyenes lesz, egyszertien csak fel kell irni az egyenes
egyenletét. Ha van két racionélis egyenesiink és nekik van kézos pontjuk, akkor ez a pont
racionalis lesz: ezt abbdl lathatjuk, hogy egy egyenletrendszert oldunk meg, aminek raci-

onalis egyilitthatoi vannak, igy csak racionalis eredményt kaphatunk.

Minket a gorbéken 1évé racionalis pontok fognak érdekelni, az el6z6ekhez hasonléan defi-

nidljuk a racionélis kipot, legyen
az® +bry+cy’ +dr+ey+ f=0

a kupunk egyenlete, akkor hivjuk racionélisnak, ha minden egyiitthatdja racionalis. A kip-
nak szeretnénk nézni a metszetét egy racionélis egyenessel. Ekkor az egyenletek megoldasa
soran egy masodfoku egyenletet kapunk, aminek két megoldasa lesz, de nem sziikségsze-

riien lesznek a megoldasai racionalisak. Azonban ha tudjuk, hogy az egyik az, akkor a



mésik is, ez a Viéte formulak miatt van.

1.2. Harmadfoka gorbék geometriaja
Harmadfoku gérbének hivjuk a kovetkezost
3 2 2 3 2 2 . . s
ax® + bx*y + cxy” +dy° +ex* + fry+gy" + jr+iy+ 5 =0.

Azt mondjuk, hogy a harmadfoku gorbe racionalis ha az egyiitthatoi racionalisak.

Egy egyenes a gorbénket 3 pontban fogja metszeni, ezt kihasznalva ha tudunk két ra-
cionalis pontot a gorbénken akkor az Gket 0sszekotd egyenesen lesz még egy harmadik
racionalis pont ami a gorbénken is rajta van. Ez azért van igy, mert amikor felirjuk az
egyenleteket egy harmadfokt polinomunk lesz, aminek két gyokérsl tudjuk, hogy raciona-
lis igy a harmadik is az kell, hogy legyen.

Ezzel egy miiveletet kapunk a gorbénk racionélis pontjainak halmazan ami két ponthoz
rendel egy harmadikat amit Px( jeloliink, de ez még 6nmagéban nem lesz csoportmivelet

mert nem sziikségszertien lesz egységelemiink.

Ahhoz, hogy ebbdl csoportmitveletet csinaljunk kicsit modositanunk kell illetve kelleni
fog talalni egy racionalis pontot a gorbénken amit rogzitiink. A rogzitett racionalis pon-
tunkat jelolje O. Ekkor P és () pontunkhoz rendeljiik hozza P * Q pontot, ezutan nézzik
a (P * Q) * O pontot, ezt definidljuk P 4+ Q-nak. Ezzel mar egy csoportmiiveletet defini-
altunk aminek egységeleme O, valamint kommutativ is. Az inverzét a kévetkez6 képpen
kapjuk meg, vegyiik O * O pontot, ez legyen S. Q) inverze a —(Q) = ) * S pont lesz, hiszen
—Q+Q=(—Q*xQ)+xO = (9)*xOD =90, elss lépésben a —Q) Q) egyenesen a 3.pont S lesz
a konstrukcié miatt, de S és a kitlintetett pontunk egyenesén megint a kitiintetett pont
lesz a 3. hisz S-et igy definialtuk.

Az asszociativitas is hasonlé geometriai okoskodéssal kijon.



1.3. Weierstrass Normalizalt alak

1.3.1. Definici6. A K test projektiv sikjat, az (a : b : ¢) € K3 harmasok halmazanak
definialjuk azokkal a kitételekkel, hogy

(1) két pont ekvivalensnek tekintiink (a : b : ¢) ~ (a/ : V/ : ), ha It € K* : d = at,
b =bt,d =ct

(2) (0:0:0) pontot nem vessziik be a projektiv sikunkba.

1.3.2. Definici6. Egy nemszingularis projektiv harmad foka egy génuszi gorbét aminek

van legalabb egy racionalis pontja, elliptikus gorbének nevezziik.

Tegyiik fel, hogy van egy harmadfoka gérbénk a projektiv sikon valamint a kitiintetett O
pont, azt fogjuk megvalositani, hogy tgy vélasztjuk meg a tengelyeinket, hogy a gérbénk
egyenlete minél egyszertibb legyen.

A Z = 0 tengelyt valasszuk a gorbe O-beli érintéjének ez az egyenes még egy pontban
metszi a gérbénket, az itt 1évd érinté lesz az X = 0 tengely, végil Y = 0 egy tetszbleges
D-en atmend egyenes ami nem a Z = (.

Ezutan ha attériink affin koordinatakra az x = X/Z és y = Y/Z megfeleltetésekkel, az

egyenletiink a kovetkezé alakot Olti:
vy* + (ax +b)y = ca® +dr +e
ezutédn végig szorozva x-szel valamint az y = xy helyettesitéssel élve:
y' + (az + by = f(2)

ahol, deg(f(x)) = 3, ha f(z) f6egyiitthatoja nem 1 akkor helyettesitsiik az = és y valto-

zokat Az illetve A%y valtozokkal, igy az egyenletiink Weierstrass alakja:

v =23+ ar? + bxr +c

1.4. Explicit képletek elliptikus gorbén a csoport sza-
balyra
E:y* =2+ a2z’ +br +c
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A fenti egyenletet szeretnénk homogenizalni, x = X/Z és y =Y/ Z:
Y27 = X3+ aX?Z+0XZ%+ 23

Keressiik a gorbénk és a Z = 0 (végtelen beli) egyenes metszetét, vagyis a X2 = 0 egyenlet
megoldasait. Vagyis a gorbénknek pontosan egy pontja lesz a végtelenben, az a pont ahol
a fliggbleges egyenesek metszik egymast, ezt a pontot fogjuk mi O pontnak valasztani.
Ossze szeretnénk adni P, = (x1,y;) illetve Py = (z9,%,) pontokat. Elsé lépésben htizunk
rajta egy egyenest és megkeressiik a 3. metszéspontot, ez lesz P x Py = (x3,y3). Az O
valasztasa miatt P + P, a P, * Py-nak az x = 0 egyenesre vett tiikorképe lesz, mert
O-ban a fiiggsleges egyenesek talalkoznak vagyis 3.metszépont az O és Py x Py = (23,y3)
altal feszitett egyenesen és a goérbe metszete lesz de a gorbénk szimmetrikus x = 0O-ra
igy valoban a tiikorképe lesz, koordinatékkal kifejezve Py + P» = (x3, —ys3). Tehat, hogy
tudjuk szamolni P, + P» elég P, * P, koordinatajat tudni.

A P, és P, pontok altal feszitett egyenes egyenlete:

Y2 — Y1
To — 1

y=Ar+ v, ahol A = sV =1y, — A\r1 = Y3 — A\Ts.

A konstrukcié miatt tudjuk, hogy a goérbénk P;-ben és P»-ben metszi az egyenesiinket,
a harmadik pontot tgy kaphatjuk meg, hogy az egyenes egyenletét be helyettesitjik a
gorbénk egyenletébe:

' =M+ v =2 +ar® +bx+c

Tudjuk, hogy van két racionalis gyoke igy a harmadik is az kell legyen vagyis van gyokté-
nyezGs alakja Q test felett, rendezve az egyenletet kapjuk:

0=a+(a— 2 )2* + (b—2 )z + (c — v*) = (z — 1) (z — 22)(x — x3).
Nézziik meg mindkét oldalt 2% egyiitthatojat, ebbsl kapjuk, hogy:
a— N =—x; — 19 — 23
ezt rendezve valamint felhasznalva az egyenes egyenletét:
r3 =N —a—1x — 1y Y3 = A\rg + V.
Ezzel a P, + P> koordinatéi:
(N —a—x) — 29, AN —a— 21 —29) — V)

9



1.5. Elliptikus gorbék redukcioja modulo p
Vegyiink egy elliptikus gorbét:
E:Y*Z=X*+aX*Z+bXZ*° 407 a,bcQ, A=4a®+270*+£0.

Valtozok cseréje utan X — X/c? Y + Y/ ahol ¢ € Q szamot tgy valasztjuk, hogy
az 1j a,b egyiitthatok egészek legyenek ezutan vehetjiik ket modulo p igy kapunk egy
gorbét E az [F, test felett.

Egy dimenzioés algebrai csoportok

Legyen k egy tokéletes test. A kovetkezd az irreducibilis algebrai gorbék listaja melyek

rendelkeznek csoport strukturaval amit regularis leképezések definidlnak.

Elliptikus gorbék

Ezek az egyetlen irreducibilis projektiv gorbék amiknek a csoport strukturajat polinomok

adjak meg.

Additiv csoport

Legyen A! az affin egyenes, ez egy csoport az dsszeadéasra nézve,
Ak =k, (v,y)—=a+y: kxk—k

A! teret ezzel a csoportstruktiraval ellatva G, jeldljiik.

Multiplikativ csoport

Vegyiik az affin egyenest az origo nélkiil, ez egy csoport lesz a szorzasra nézve:
AYBN\{O} =k, (z,y) = a-y: k™ Xk — k™.

Gy, jeloljik A'(k)\{0} halmazt ellatva ezzel a csoport strukturaval. Az = — (z,27 ')

azonositja a G,, csoportot az XY =1 affin gorbével.

10



Csavart multiplikativ csoport

Legyen a egy nemnégyzet elem k> testben, és legyen L = k[/a]. Ekkor létezik egy algebrai

csoport Gy, la] k felett, amire:
Gplal(k) = {y € L*|Nmp vy = 1}.
Legyen o = /a, igy {1, a} egy bazisa L testnek mint k vektortér. Ekkor
(x + ay)(2' + ') = z2' + ayy’ + alzy’ + 2'y)

és

Nm(z + ay) = (z + ay)(z — ay) = 2> — ay®.

Gynla] csoportot az X% — aY? = 1 affin sikgérbének definialjuk a:
(z,y) - (2 y) = (22’ + ayy', 2y + 2'y)

csoport strukturaval.

Elliptikus gorbék redukcidja
Vegyiink egy elliptikus gorbét:
E:Y*Z =X*+aX?*Z+bXZ*°4+0b73, a,beQ, A=4a®+270*#0.

Valtozok cseréje utan X — X/c?, Y — Y/c® ahol ¢ szdmot gy vélasztjuk, hogy az
4j a,b egyttthatok egészek legyenek és |A| minimaélis; ekkor az egyenletet minimalisnak

nevezziik. Ekkor E redukcidja egy p primre:
E:Y?Z=X*+aXZ*>+b7°
ahol @,b az a és b egészek képei F, testben. Harom esetet kiilonboztetiink meg:

(a) J6 redukcié. Ha p # 2 és p nem osztja A, ekkor E egy elliptikus gorbe T, test
felett. Egy P = (z : y : z) € F ponthoz valaszthatunk olyan reprezenténs hogy
x,y,2 € 7 és nincs kozos osztojuk, ekkor P aof (T : 7 : ) egy joldefinialt pont £
gorbén. Mivel (0 : 1 :0) a (0 : 1 : 0) pontba képzddik és egyenesek redukcioja
egyenes, igy a E(Q) — E(F,) egy homomorfizmus.

11



(b) Csticsos, vagy additiv redukcié. Ebben az esetben E van egy csticsa, és E” ~
G,. Ha p # 2,3 ez pontosan akkor fordul el6 ha p|4a® + 27b% és p| — 2ab.

(c) Csomo ponti, vagy multiplikativ redukcié. Ha p # 2,3 pontosan akkor fordul
el6, ha pl4a® +27b% és p nem osztja —2ab. A tangensek a csom6pontban racionalisak
F, felett akkor és csak akkor ha —2ab négyzet IF, testben és ebben az esetben
E™ = G,, és azt mondjuk, hogy E gorbének hasadé multiplikativ redukci6ja van.
Mésfelsl ha —2ab nem négyzet, akkor E 2= G,,[—2ab] és F elliptikus gorbének

ekkor nemhasadé multiplikativ redukcioja van.

12



2. fejezet
Elliptikus gorbék aritmetikaja

A kovetkezd két fejezetben belatjuk az altalanos véges bazis tételt Elliptikus gorbékre.

2.0.1. Tétel. Legyen E elliptikus girbe a K szdmtest felett ekkor E(K) egy végesen

generdlt csoport lesz.

2.1. Csoport kohomolégia

2.1.1. Definici6. Véges csoport kohomologiaja:

Legyen G véges csoport, és legyen M Abel csoport. A G csoport hatéasa M-en egy leképezés
G x M — M, ugy hogy:

(a) o(m+m') = om + om’ minden o € G, m,m’ € M

(b) o(tm) = o(rm) minden o,7 € G, m € M

(¢) 1gm = m minden m € M

2.1.2. Példa. Legyen L egy véges Galois bovitése a K testnek G Galois csoporttal, és
legyen E egy elliptikus gorbe K felett. Ekkor L, L™ és E(L) mind rendelkezik egy termé-
szetes G-hatassal.
Egy M G-modulusra, definialjuk

HY(G, M) =M% = {m € M|om =m,Yo € G}.

A fenti példakra,

HY(G,L) =K, H(G,L*) = K* ¢s H(G, E(L)) = E(K).

13



2.1.3. Definicié. Egy f : G — M homomorfizmust keresztezett homomorfizmusnak

hivunk ha teljesiil ré a kovetkez§ azonossag:
flor) = f(o)+of(r),Yo,T € G

Vegyiik észre, hogy a feltétel implikalja f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1), azaz f(1) = 0.
Minden m € M elemhez hozzarendelhetiink egy keresztezett homomorfizmust a kévetkezs
képpen:

flo) =om —m, Yo € G.

Ilyen tipust keresztezett homomorfizmusokat principalisnak nevezziik. Osszege és kiilonb-
sége keresztezett és principélis homomorfizmusoknak keresztezett illetve principalis ho-

momorfizmus. Igy definialhatjuk a kovetkezs csoportot:

{keresztezett homomorfizmus}

HY(G, M) =
(G, M) {principalis keresztezett homomorfizmus}

2.1.4. Példa. Ha G trivialisan hat M Abel csoporton, azaz om = m minden o € G és
m € M, akkor a keresztezett homomorfizmus egyszertien egy homomorfizmus és minden
principalis keresztezett homomorfizmus nulla. Igy a H'(G, M) = Hom(G, M) csoportok

azonosak.

2.1.5. Allitas. Legyen L egy véges Galois bovitése K testnek G Galois csoporttal. Ekkor
HY(G,L*) =0, azaz minden G — L* principdlis.

Bizonyitas. Legyen f egy G — L* keresztezett homomorfizmus. Multiplikativ jel6lés-

modot hasznalva, a kovetkezdt jelenti:

flor) = f(o)-a(f(7)), oT€C.

Kell egy v € L™ hogy f(o) = o(7)/y minden ¢ € G. Mivel f(7) nem nulla, Dedekind

karakterek linearis fiiggetlenségérsl szolod tétele mutatja, hogy:

Zf(T)T:L—>L

TEG

egy nem nulla leképezés, azaz 1étezik egy o € L, hogy:

BELSf(r) - 7(a) £0

TEG

14



Ekkor tetszéleges 0 € G Galois hatasra:

o(8) = o(f(r) - (o7)(a)

TG

=Y flo)™" - flor) - (o7)(a)

TEG
= f(o) ) floT) - (o7)(a)
TEG
— flo)" -4

Ezt atrendezve kapjuk, hogy f(o) = 8/0(8) = o(87Y)/p~L. O

2.1.6. Kovetkezmény. Fgy P = (z¢ : ... : x,) € P"(L) pontot a G Galois csoport fixen
hagy akkor és csak akkor ha reprezentdalhato eqy K-beli n + 1-essel.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ P = P minden o € G. Ekkor:
0(xg, ..., xn) = c(0)(Toy .y Tn).

Valamilyen c(o) € L*, ez ad egy 0 — ¢(0) hozzarendelést ami egy keresztezett homomor-

fizmus lesz:
o(1(xo, .y ) = o(c(T) (X0, ooy ) = o(c(7))o(x0, ..., 1) = o(c(T))c(a) (0, ovs Tn),
azaz c(o1) = o(c(1))c(o). Ezek mind principélisak igy ¢(o) = ¢/o(c) valami ¢ € L* ezzel:
o(cxg, ...,cxy) = c(o)o(c)(zo, .., Tn) = (X0, .., Tn) = (cTg, ..., CTp).
A feltétel miatt cx; € K. O

2.1.7. Allitas. Tetszdleges G-modulusok egzakt sorozatdra:
0—>M—N—P—0,
létezik eqy kanonikus egzakt sorozat:
0 — H%G, M) — H°(G,N) —» HG,P) >

HY(G,M)— HY(G,N) - H'(G, P)
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Bizonyitas. Elsének definialjuk a d leképezést a kovetkezs képpen: legyen p € P9, ehhez
létezik egy n € N elem ami p-be képzddik, és on —n € M minden o € G csoport-
elemre. A 0 — on —n : G — M egy keresztezett homomorfizmus, aminek az osztalyat
§(p) definidljuk. Egy masik n' ami p elembe képzédik ugyan gy indukal egy kersztezett
homomorfizmust, ami az el6z6t6l o — o(n —n') — (n —n') principalis keresztezett homo-
morfizmusban tér el, igy d(p) osztaly jol definialt. A bizonyitas hatralévs része hasonld

modszerekkel bizonyithato. U
2.1.8. Allitas. Ha G csoport rendje m, akkor mH" (g, M) = 0.

Bizonyitas. Altalanosan ha G egy véges m indexti részcsoport, akkor létezik egy komeg-
szoritas leképezés Cor : H'(H, M) — H'(G, M), hogy Cor o Res = m. Alkalmazzuk ezt

a H =1 részcsoportra. [

2.2. Végtelen Galois csoportok kohomologiaja

Legyen k egy tokéletes test, és legyen k% egy algebrai lezartja k testnek. k% azon auto-
morfizmusainak G csoportja melyek k résztestet fixen hagyjék ellathato egy természetes
topologiaval, ahol egy részcsoport pontosan akkor nyilt ha létezik k testnek egy olyan vé-
ges bévitése melyet fixen hagy, ezt a topoldgiat Krull topologidnak nevezziik. G' csoportot
egyiitt a Krull topologiaval k% k feletti Galois csoportjanak hivjuk. A nyilt részcsoportok
egy kornyezetbazisat adjak 1g csoportelemnek. Nyilt részcsoportok zartak, igy nyiltak
tetsz6leges metszete zart, valamint minden zart részcsoport nyiltak metszete. A szokasos
Galois elmélet végtelen Galois csoportokra is igaz marad, azaz létezik bijektiv megfelel-
tetés K koztes testek k C K C k% és G zart részcsoportjai kozott, miszerint & minden

véges bovitésének megfelel egy nyilt részcsoport GG csoportban.

Egy M G-modulust diszkrétnek neveziink ha a G x M — M leképezés folytonos az
M moduluson a diszkrét topologiat, a G csoporton pedig a Krull topoldgiat véve. Ez

ekvivalens a kovetkezgvel:

M = UMH H nyilt G csoportban,
H

azaz, M minden eleméjhez 1étezik egy G-beli részcsoport, amik fixen hagyjak k valamelyik
véges bovitését. Példaul, M = k% M = k** és M = E(k**) mind diszkrét G-modulusok,
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mert
kal:UK, alx :UKX’ E(kalX):UE(K)

ahol K végigfut k Osszes véges bévitésén melyeket k% tartalmaz.

Amikor M diszkrét, egy keresztezett homomorfizmus f : G — M folytonos akkor és csak
akkor f konstans valamely H nyilt részcsoport altal meghatarozott mellékosztalyokon,
vagyis f leképezés egy inflacios leképezés azaz egy G/H — M keresztezett homomorfiz-
mus. Minden principalis keresztezett homomorfizmus folytonos ugyanis M minden eleme

invarians egy nyilt G normélosztora.

Legyen G egy végtelen Galois csoport és M egy diszkrét G-modulus, ekkor definialhat-
juk HY(G, M) azon f : G — M azon keresztezett homomorfizmusok csoportjanak amit

principalis keresztezett homomorfizmus faktorizalasaval kapunk. Ezzel a definicioval:

HY (G, M) = ling HY(G/H, M*™)

H«G

ahol H végigfut G csoport 6sszes nyilt normalosztojan. Expliciten ez a kovetkezdt jelenti:

(a) HY(G, M) az Inf:HY(G/H, M) — H'(G, M) inflacios leképezések képeinek uniodja

ahol H végigfut G csoport Osszes nyilt normélosztojan.

(b) Egy v € H'(G/H, M*™) elem képe nulla lesz H'(G, M) csoportban akkor és csak
akkor ha létezik olyan H' G-beli nyilt norméloszt6, hogy H' C H és HY(G/H', M)

csoportban a v képe nulla.
Specidlisan a H'(G, M) csoport torzios.
2.2.1. Példa. (a) 1.1.5 &llitds miatt:

HY (G, k™) = lim H' (Gal(K /k), K*) = 0
K/k

(b) Legyen L egy test és n > 1 egész, valamint

pn(L) ={§ € L7€" = 1}.

n,

1= (B — B D ko 51
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A fenti egzakt sorozatbodl szarmaztathatjuk a kohomoldgia csoportoknak a kivetkezs

egzakt sorozatat:
1= pn(k) = k< 5k — HY(G, (k™) — 1
ami szolgaltat egy kanonikus izomorfizmust:
H(G pa(K)) 2 1 [
Ha £ egy szam test és n > 1, akkor ez a csoport végtelen. Példaul, a
(—1)=() H pe®)
p prim
ahol minden kitevé 0 vagy 1 értéket veszi fel és csak véges sok nemnulla kitevs

szerepel a szorzatban, reprezentans rendszerét adjak Q*/Q*?, ami egy végtelen

dimenzios vektortér lesz Iy felett.

(c) Ha a G csoport trividlisan hat az M moduluson, akkor H'(G, M) a folytonos « :
G — M morfizmusok halmaza. Mivel M diszkrét, a magja ezen leképezéseknek nyilt.
Ha K egy rogzitett test, akkor o definial egy injektiv homomorfizmust Gal(K/k) —
M.

Egy E elliptikus gorbére k test felett, H'(Gal(k* /k), E(k™)) helyett H(k, E) roviditést

hasznéaljuk.

2.2.2. Példa. Legye E egy elliptikus gorbe Q felett, és Q% pedig legyen a Q test algebrai
lezartja C testben, valamint valasszunk le algebrai lezartjat a Q, testnek. A Q — Q,
beagyazas kiterjed egy Q% le bedgyazassa,

Qal N le
T T
Q -

Gal(Q;l /Q,) csoport hatasa a Q C le moduluson definial egy

Gal(Q}'/Q,) — Gal(Q"/Q)

homomorfizmust.
Igy tetszoleges Gal(Q™ /Q) — E(Q™) keresztezett homomorfizmus definial egy Gal(Q¥/Q) —
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E (@gl) keresztezett homomorfizmust. Ez az elsé kohomologia csoportokon is indukél egy

homomorfizmust:

H'(Q,E) = H'(Q,, E)

ami fiiggetlen lesz a Q% — le bedgyazas valasztasatol.
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2.3. A Selmer és Tate-Shafarevich csoportok

Bevezetem a kovetkez§ jelolést Q. = R, valamint oo is beleértem ha primekre hivatkozok.

2.3.1. Lemma. Legyen E elliptikus gorbe eqy k algebrailag zdrt test felett, ésn € 7Z ekkor
a P— nP: E(k) — E(k) leképezés szirjektiv.

Bizonyitas. A bizonyitas megtalalhato [3] jegyzetben a 4. fejezetének 2.1 lemméja. [

A fenti lemma miatt a kévetkezs sorozat egzakt lesz:
0 — E,(Q") = BE(Q") = E@Q") =0
és ebbdl kapjuk a kohomologiak egzakt sorozatat:
0— E(Q) = E(Q) — H(Q,E,) - H'(Q,E) = H'(Q,E).
Ezt felhasznalva kapjuk alabbi révid egzakt sorozatot:

0— E(Q)/nE(Q) - HY(Q,E,) - H'(Q,E), — 0.

HY(Q, E),, csoport HY(Q, E) n. torzi6 csoportja. Ha a H'(Q, E,) csoport véges, ak-
kor tudnank hogy E(Q)/nE(Q) is véges, de ez nem sziikségszert. Példaul ha az F
Osszes masodrendii pontjanak koordinatéja Q testbeli, akkor Gal(Q/Q) trivialisan hat
E»(Q) = (Z/27,)* moduluson. Ekkor

H'(Q, By) = HY(Q, p2 % p2) = (Q/Q%) x (Q*/Q*?),

ami végtelen. Ehelyett a kovetkezbek szerint jarunk el. Ha az E elliptikus gorbénket Q,

felett nézziik kapunk egy hasonl6 egzakt sorozatot és egy kommutativ diagrammot:

0— FQ)/nEQ — HYQE, — HY QE), —0

{ { {
0— FQ,)/nEQ,) — HYQ,E, — HY Q,,E), —0

H'(Q, E,,) csoportot akarjuk helyettesiteni egy részhalmazaval ami tartalmazza a E(Q)/nE(Q)
képét gy hogy errdl a részhalmazrol be tudjuk latni, hogy véges. Kovetkezs képpen te-
hetjiik ezt meg ha v € H'(Q, E,) egy E(Q) csoport elem, akkor a képe v, € H'(Q,, E,,)

egy F(Q,) csoport elem. Ez alapjan bevezethetjiik a kovetkezd definiciot:

S(”)(E/Q) ={y¢€ H'(Q,E,) : V¥p, v E(Q,) csoportbdl jon}
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= Ker (Hl(c@, E) -~ ]] Hl(@p,E)>

p prim
Az S™ csoportot Selmer csoportnak hivjuk. Ennek mintéjara definialhatjuk a Tate-

Shafarevich csoportot:

[I(E/Q) = Ker (Hl(@,m - 11 H1<@p,E>>

p prim

Ez egy torzios csoport lesz. A III(E/Q) csoportnak van egy geometriai értelmezése is,
amibdl lathato, hogy 1 génuszi gorbék esetén méri a Hasse elv sériilését. Valamint lathato

hogy a fenti definiciok kiterjednek tetszéleges szamtestek esetére.

2.3.2. Lemma. Tetszdleges Abel csoport homomorfizmus pdrokra
A% BSC
létezik eqy egzakt sorozat:
0 — Ker(a) — Ker(8 o a) < Ker(f) —

— Koker(a) — Koker( o ) = Koker(3) — 0

Ezt a lemmat alkalmazhatjuk az alabbi leképezésekre:

E(Q)/nEQ) — H'(Q,E,) = [] H(Q, E)n

p prim

ami a kovetkezé rovid egzakt sorozatot adja:

0 — E(Q)/nE(Q) — S™(E/Q) — LL(E/Q) — 0
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3. fejezet

Selmer csoport végessége

Ezen fejezetben belatjuk a kovetkezs tételt:

3.0.1. Tétel. Minden Q < K szamtest feletti E elliptikus gorbére, és tetszdleges n € 7
egészre a ST (E/K) Selemer csoport véges.

3.1. Elckésziletek

3.1.1. Lemma. Legyen E eqy elliptikus gorbe a Q, test felett jo redukcioval, és legyen
n € Z\pZ. Egy E(Q,) modulusbeli P pont nQ) alakd valamilyen Q) € E(Q,) elemre akkor
és csak akkor ha a képe P € E(F,) nQ alaki valamilyen Q € E(F,) elemre.

Bizonyitas. Mivel P — P egy homomorfizmus, a sziikségesség egyértelmt, az elégséges-

séget pedig diagram vadaszattal latjuk be:
0— EYQ,) — EQ,) — E[F,) —0

" " "
0— FEY(Q,) — EQ,) — E(F,) —0

hasznaljuk hogy, fiiggsleges nyilak izomorfizmusok. Részletesebben, legyen P € E(Q,)
olyan pont aminek a képére teljesiil: P = nQ, ekkor a P — nQ E(F,) null elemébe kép-
z6dik, ami egy E'(Q,) modulusbeli elem. Ezért, P — nQ = nQ" valamilyen Q" € E*(Q))
elemre azaz P =n(Q + Q') O

A kovetkezSkben sziikségiink lesz egy kis algebrai szamelméletre. Legyen K Q,, egy véges
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bévitése, a Z, egészlezartja Ok K testben szintén egy féidedl gytrd lesz ami lokalis is
azaz, (m) az egyetlen maximalis idealja. Ezért, p = egység x 7€ valamilyen e € Z elemre,
ezt az egészet hivjuk a K elagazasi indexének Q, felett. Ha e = 1 akkor a maximalis ideal

(p), ekkor K nem elagazo Q, felett.

3.1.2. Lemma. k test I, egy véges bovitése, ekkor létezik egy nem eldgazo bovitése Q,
testnek K aminek a foka [k : Fp| valamint Ok /pOk = k.

Bizonyitas. Legyen « egy primitiv eleme k testnek F), felett, és legyen fo(X) az o mini-

mél polinomja F, felett, ezzel

k=TFyla] = Fp/(fo(X))-

Minden f(X) € Z,[X] normalt polinomra ami teljesiti fo(X) = f(X) mod p egyenletet,
a test K = Q,[X]/(f(X)) rendelkezik a megkévetelt tulajdonsagokkal. [

3.1.3. Megjegyzés. Legyen K D Ok — k mint a lemméban. Legyen ¢ k rendje, ekkor
X9— X gyokei k testben lesznek. A Hensel lemma igaz O gytirtire is, igy X?— X minden
gyoke felemelhets O gytrtibe. Ezért K az X?— X polinom felbontasi testét tartalmazza,

sGt azonos vele.

Legyen K mint a lemmaban. Mivel Ok egy f6ideal gytird és p az egyetlen prim eleme,
igy minden o € K* felirhato egyértelmien up™ alakban ahol u € Of és m € Z. De-
finidljuk egy elem rendjét a kévetkezd képpen ord,(a) = m. Ekkor ord, egy K* — Z

homomorfizmus, ami az ord, : Q; — Z kiterjesztése.

3.1.4. Lemma. Legyen E egy elliptikus girbe Q,, felett jo redukcioval, és legyen n € Z\pZ.
Minden p € E(Q), pontra, létezik K Q, egy véges bovitése amire P € nE(K).

3.1.5. Allitas. Legyen E eqy elliptikus gorbe Q, felett és A diszkrimindnssal, valamint
legyen T azon primszimok halmaza amik osztjdk 2nA szimot. Minden v € S™(Q) és p ¢
T pdroshoz létezik egy véges nemeldgazd K bévitése Q, testnek gy, hogy v a H' (K, E,,)

csoport null elemébe képzddik.

Bizonyitas. A Selmer csoport definiciojabol tudjuk, hogy létezik P € E(Q,) ami v,
elemre képzddik a v € H'(Q,, E,,) képére. Mivel p nem osztja 2nA szamot igy létezik egy
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nemelagaz6 K bovitése Q, testnek amire P € nFE(K), és igy v, a H'(Q, E,,) null elemébe
képzadik:
E@Q = E@Q - HY(QE)

i i i
E@Q) = BQ) — H'(Q,E)
S + +

E(K) » E(K) — HYK,E,)

3.2. Végesség egy specialis esetben

Ebben a részben belatjuk, hogy S (E/Q) véges ha E minden masodrendii pontjainak
koordinataja Q testbeliek. Ez a feltétel azt jelenti, hogy E egyenlete a kdvetkezs képpen
irhato fel:

Y?Z = (X —aZ)(X - BZ2)(X —~Z), «,B,7€Q.

Ez implikalja a kévetkezot:
Ey(Q") = Ex(Q) = (Z/2Z)* = (u2)*,
ezekhez hozzéavéve a Gal(Q* /Q) trividlis hatéasat, és igy
HY(Q, Ey) = HY(Q, up)* = (Q*/Q*%)%

Legyen v € S@(E/Q) ¢ H'(Q, E). Minden p, primre ami nem osztja 2A, létezik egy
véges nemelagazo K bévitése Q,, testnek amire v a nullaba képzdédik a fiiggéleges nyilak

mentén:

R

@ E) 5 @/
\ {
HYK,E,) = (K*/K*2)?
Tegyiik fel, hogy:
v o ((_1>e(00) H pe(l’)7 (_1)«5/(00) H psl(P)> . 0< 5(p>’5'(p) <1,
p prim p prim

a fenti nyil menti megfeleltetés. Most ord,, ((—1)5("0) [T, pem pg(”)) = &(po), és igy ha
(—1)s(=) IT, prim p°P) egy négyzet K testben, akkor (Py) = 0. Ebbél adéddéan az egyet-
len p ami megjelenhet a faktorizdciéban azok a primek amik osztjak 2A. Ez véges sok

lehet&séget ad v elemre.
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3.3. Az altalanos eset bizonyitasa

Tudjuk [2]-bdl, hogy Q testnek egy értékelése van és igy egy telitése Q, minden (p) prim-
idedlra Z gytriben. Valamint van még egy telitése R ezeken kiviil, amit az egyszertiség
kedvéért Q. jeloliink. Ehhez hasonléan ha L egy szamtest akkor van egy telitése igy ér-
tékelése is minden Op gytribeli primidealra és tovabbi telitések minden R testbe vald
kiilonb6z6 beagyazasra vagy kiilonbozé komplex-konjugalt bedgyazas parokra C testbe.

Jeloljiikk P(p)-vel azon értékelések halmazat amik kiterjesztik | - |, értékelést. Ekkor

L®Q@pg H L,,

veP(p)

ahol L, az L telitése v értékelésre nézve. Legyen P = |J P(p). Minden E elliptikus
p prim
gorbére L felett, definidljuk a kovetkezdt:

SM™(E/L) = Ker (HI(L, E,) = [[H'(L.. E)) .

veP

Adott n egészre, ahelyett hogy belatnank S™ (E/Q) végességét egyszertibb belatni S (E/L)
végességét elegendGen nagy L szdmtestre. Kovetkez6 lemméabol lathaté hogy valoban elég-

séges ezt az esetet vizsgalni:

3.3.1. Lemma. Tetszdleges L|Q Galois bovitésére és n > 1 egészre, a
S"(E/Q) — S™(E/L)

leképezés magja véges.

Bizonyitas. Mivel S™(E/Q) illetve S™(E/L) a HY(Q, E,) és H'(L,E,) csoportok

megfelel§ részcsoportjai, igy elégséges hogy a magja a
HYQ,E,) = H'(L, E,)

leképezésnek véges. Ez a mag valojaban a H'(Gal(L/Q), E,,(L)) csoport, ami véges hisz
mind Gal(L/Q) és E,(L) is véges. O
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A specialis eset bizonyitasanal a kovetkezs tényeket hasznaltuk ki:
(a) Q tartalmaz egy primitiv egységgyokot
(b) E(Q)y = E(Q™),y (feltétel szerint)

(¢) minden véges T' primek részhalmazara, a

r s (ord,(r) mod2): Q*/Q** — @2/22

p¢T

leképezés magja véges.

Valamely L véges Galois bévitésére Q testnek, L tartalmazni fog egy n-edik primitiv
egységgyokot és gy F(L) tartalmazni fogja az E(Q¥) modulus n-ed rendi elemeit. Ahogy
majd a kévetkezdkben belatjuk, (c) analogonja szamtestekre harom algebrai szamelméleti

tételbdl fog kovetkezni, és igy a specidlis eset bizonyitasa atvihets lesz az éltalanos esetre.

Algebrai Szamelméleti kitérd

Kovetkezékben L a Q test egy véges bévitése lesz és Op az algebrai egészek gytirtje L
testben. Tételek nagyrésze csak kimondasara keriil és ezek bizonyitasat csak hivatkozni

fogom.
3.3.2. Tétel (Dedekind). Minden Oy, gyiri beli idedl felirhato primidedlok szorzataként.

Bizonyitas. Ennél altalanosabb tételt fogunk belatni: Minden 2l Dedekind gytrtiben egy

tetszbleges valodi nem nulla ideal a felirhato a kovetkezs alakban:
a— p;lp? . :Ln

3.3.3. Lemma. Legyen A egy Noether gyird, ekkor minden a idedl tartalmazza nemnulla

primidedlok szorzatdt.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az allitas nem teljesiil és valaszunk egy maximalis idealt
az ellenpéldakbol. Ekkor a maga sem lehet primidedl, igy léteznek =,y ¢ A, hogy =y € a
de sem z sem y nem eleme a idedlnak. a + () és a+ (y) idealok valodi részhalmaza a, de
a szorzatukat a tartalmazza. Azonban a maximaélis volt ami nem tartalmaz primszorzatot
ezért a + (z) és a + (y) idealok tartalmaznak de ekkor a is tartalmaz ami ellentmondas.

Ezzel igazolva allitdsunk. [
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3.3.4. Allitas. Ha p egy mazimdlis idedl az R gytrdben akkor, R/p" = R, /my minden
n>1.

Bizonyitas. Bizonyitas megtalalhato [2| 37.oldalan 3.7.3 allitas. O
Fenti lemma értelmében tetsz6leges a idedlja A gytiriinek tartalmazza nemnulla primek
szorzatat:
b=pi'ps’ -
Azt is feltehetjiik, hogy a fenti felirasban a p; primidedlok mind kiilénbo6z6ek. Ekkor:
AJb = Afpt X Afpy? X XA = Ay far X Ay, fagt X X Ay fagr

Ahol g, = p;A,, az Ay, lokalizalt gytir maximalis idealja. Az els§ izomorfizmust a Kinai
maradék tétel adja, a masodik izomorfizmust pedig a fenti allitas adja. Ez az izomorfizmus

T1

mutatja, hogy a/b idealnak qi* /q7* X q52/q52 X -+ - X g¥m /q/» valamilyen s; < r; egészekre.

Ez az ideal a pi' - - - pi™ képe az izomorfizmusnal, igy :
a=pi'---pimin A/b.
Mivel mindkét ideal tartalmazza b idealt igy kapjuk, hogy:
a= i
Azaz valoban felirhato egy ideal primidealok szorzataként mar csak az egyértelmiiség van
hétra.
Tegyiik fel hogy van két faktorizacionk, nulla kitevés tényezSket hozzavéve a szorzatunk-

hoz feltehetjiik, hogy ugyanazok a primek jelennek meg a faktorizacionkban csak mas

kitevGvel:
pil ...pim:a:pil...pim
A fenti bizonyitasban lattuk, hogy q% = aA,, = q/* ahol q; maximélis ideal A, gytiriiben

igy sziikségszerien s; = t;. [

3.3.5. Definicio. Legyen a € Oy, és p egy primideélja, legyen az ord, a p kitevije az (a)

((Z) _ Hpordp(a)'
p

v = ¢ € L testelem rendje legyen ordy(a) — ord,(b). Az Op, osztalycsoportja C', amit

kovetkez6 homomorfizmus komagjaként definidlunk:

faktorizaciojaban, azaz

L* — @ Z—C —0

pCOL,p prim
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3.3.6. Tétel. Ha L test a Q eqy véges bovitése akkor a bovités osztdly csoportja véges.
Bizonyitas. Bizonyitas megtalalhato [2| 32.oldalan 3.5.9 Tétel. O

3.3.7. Definicio. U az egységek csoportja O gytirtiben.

3.3.8. Tétel. Az U csoport végesen generdlt.

Bizonyitas. [3] 5.1 Tétel. O

Tetsz6leges kommutativ gytriben a egység O gytirtiben akkor és csak akkor, ha (a) = O.
A mi esetiinkben, ez ekvivalens azzal, hogy ord,(a) = 0, vagyis kapjuk a kovetkezd egzakt
sorozatot:

0U—L"—» @ Z—-C—0

pCOL.p prim
végesen generalt U egység csoporttal és véges C' osztalycsoporttal. Ennek segitségével az

el6bbi tételeket valamivel altalanosabban is kimondhatjuk:

3.3.9. Kovetkezmény. Ha T primidedlok eqy véges halmaza az L testbovitésben, akkor

az Ur, Cr csoportok a kovetkezd egzakt sorozat dltal definidlva:

1” a—ordy (a

L@z~ Cr -0

pgT

0—>UT—>

végesen generdlt illetve véges.

Bizonyitas.

a—ordy (a rojekcio
* —ordp(a) @Z projek @Z
p pgT

A fenti leképezés sorozat, kernel kokernel sorozata ad egy egzakt sorozatot:

0—>U—>UT—>€BZ—>O—>OT—>O

peT

g

Selmer csoport végességének a bizonyitasa

A fentiek alapjan a kovetkezd lemma bizonyitja az S™(E/L) csoport végességét és igy

S™(E/Q) csoport végességét is.
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3.3.10. Lemma. Legyen T C P véges részhalmaz ami tartalmazza P(o0) primet, legyen

N a magja a kévetkezd leképezésnek:

a — (ordy(a) mod n) : L™ /L*" — @Z/Zn.
peET

Ekkor létezik eqy egzakt sorozat:
0—Ur/Up - N — (Cr)p
Bizonyitas. Diagramm vadaszattal bizonyitjuk

0 — Ur — L — DBuZ — Cr — 0

" " " "
0O — Up — L* — EBP¢TZ — O — 0
! \

L — @, L)L

Legyen a € L* egy N-beli elem reprezentansa. Ekkor n|ord,(«) minden p ¢ T, igy o
elemiinket leképezhetjiik (%(a)) elem ¢ osztalydba Cp csoportban. Ekkor nc = 0. Ha
c = 0, akkor létezik egy 5 € L*, hogy ord,(f) = ordy(a)/n minden p ¢ T primidealra.
Most o/ egy Ur beli elem, és jol definialt egy U7 beli elem erejéig. O

3.4. Magassagok; a véges bazis tétel bizonyitasanak be-
fejezése

Legyen P = (ag : ... : a,) € P*"(Q). Azt mondjuk hogy, (ap : ... : a,) egy primitiv

reprezentansa P pontnak, ha:
a; € Z, ged(ag, ..., an) = 1.
A magassagat, H(P) P pontnak a kovetkez6 képpen definialjuk:
H(P)= max |a|

A logaritmikus magasségot h(P) a P pontnak logH (P) értékeként definialjuk.
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Magassag P! téren

Legyen F(X,Y) és G(X,Y) m-fokt homogén polinomok a Q[X, Y] gytrtiben, és legyen
V(Q) a kozos nullhelyeik halmaza. Ekkor F' és G meghataroznak egy leképezést:

p : PHQ\V(Q) = PHQ), (z:y) = (Fz,y) : G(z,y))

3.4.1. Allitas. Ha F(X,Y) és G(X,Y) m-fokii homogén polinomok nincs kizds nullhe-
lyiik PL(Q¥) téren, akkor létezik eqy B konstans, hogy

|h(¢(P)) —m - h(P)| < B, minden P € P'(Q).

Bizonyitas. F'és GG polinomokat tetsz6leges konstanssal szorozva nem valtoztatjuk ¢ ér-
tékét, igy feltehetjiik, hogy egész egyiitthatosak. Legyen (a : b) egy primitiv reprezentansa

P pontnak. Ekkor tetszéleges ¢ XY™ monomra:
|ca’t’| < |e| max(|a™], [0™]),

és ezzel:

|F(a,b)], |G(a,b)| < C - (maz(|al, [b]))™
ahol C' = (m + 1) max(|F vagy G egytitthatoja|). Fentiekbdl kapjuk:
H(p(P)) < max(|F(a,b)],|G(a,b)]) < C - max([al, [b])™ = C - H(P)™
Ha vessziik a logaritmusat az egyenlGtlenségiinknek a kovetkezst kapjuk:
h(p(P)) < mh(P) +log C

Feltételiink szerint az F' és G rezultansa R (mint homogén polinomok rezultdnsa) nem
nulla. Vegyiik az Y ""F(X,Y) = F(5,1) ¢s az Y ™G(X,Y) = G(5,1). Hogyha ezekere

tgy tekintiink, mint egyvaltozos polinomokra az = valtozéban, akkor ugyan az lesz a

Y
rezultansuk, mint F(X,Y) és G(X,Y) polinomoknak. Valamint léteznek U(3%), V(35) €
Z[%£] m — 1 foku polinomok, hogy
X, X X, X
ULIE( D+ V()G =R

egyenldség teljesiil. Ezutan ha végig szorozzuk az azonossagunkat Y?m~! valtozéval és
Y™ lU(5) = U(X,Y) valamint Y™V () = V(X,Y) jel6lésekkel élve kapjuk:

U(X,Y)F(X,Y) + V(X,V)G(X,Y) = Ry~
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egyenletet. A fenti gondolatmenet hasonléan végig viheté X valtozoval ekkor a poli-
nomjainkat % valtozo polinomjaiként tekintjitk homogenizalas utan kapunk U’ (X,Y) és

V'(X,Y) m — 1 valtozos polinomokat valamint a kivetkezdé egyenletet:
UX,Y)F(X,Y)+ V' (X,Y)G(X,Y) = RX? 1,
Helyettesitsiik (a, b) értékeket (X,Y") helyére:
Ula,b)F(a,b) + V(a,b)G(a,b) = Rb*"*

U (a,b)F(a,b) + V' (a,0)G(a,b) = Ra®™ .

Fenti egyenletekbdl lathatjuk, hogy:
ged(F(a,b), G(a,b)) osztja ged(Rb*™ ', RV¥*™ 1) = R.
A bizonyitas elsé feléhez hasonloan, létezik egy C' > 0 konstans amire
Ula,b),U (a,b),V(a,b),V (a,b) < C - (max(|al, [b]))™

2C' - (max(|al, [b]))" ™" - max(| F(a, )], |G(a, b)]) < max(|Ra*"~"|,|[RV*"|).

Ezt Osszevetve azzal, hogy ged(F'(a,b), G(a,b))| R, kapjuk:

H(@(P) < rprmax((Fla. )] [G(o.D) < 55 H(P)™
Logaritmust véve adodik az allitas
h(e(P)) < mh(P) — log(2C).
O
3.4.2. Megjegyzés. Létezik egy jol definialt leképezés:
VP! x P! — P?
(a:b),(c:d)— (ac:ad+ be: bd)
ezt a leképzést Veronese leképezésnek hivjuk.

3.4.3. Lemma. Legyen R a (P, Q) képe a Veronese leképezésnél. Ekkor:
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Bizonyitas. Valasszunk P és () pontoknak egy egy primitiv reprezentanst, ezek legyenek
(a:0b) és (c:d). Ekkor

H(R) > max(|ac|, |ad 4 be|, |bd|) > 2max(|al, |b]) max(|c|, |d|) = 2H(P)H(Q).

Ha egy p prim osztja ac és bd egészeket is, akkor vagy osztja a és d de b és ¢ nem osztja, vagy
pont forditva. Barmelyik is legyen, biztosan nem osztja ad + be, és ezzel (ac, ad + be, bd)
egy primitiv reprezentansa lesz R pontnak. Mar csak a kovetkezs egyenlStlenséget kell
belatnunk:

1
max(acl, [ad + bel, [bd]) < 5 max(|al, |b]) max(|c[, |d])

ez konnyen latszik barmelyik két elem is legyen a jobb oldalon a maximum legalabb a

szorzatuk megtalalhato a bal oldalt. [J

Magassag az elliptikus gorbéken
Legyen E egy elliptikus gorbe
E:Y?Z =aXZ*+073, a,bcQ, A=4a>+ 270 #0.
Egy P € E(Q) pontra, definialjuk
H(P) = H(((P) : 2(P))) ha 2(P) # 0
H(P)=1haP=(0:1:0)

h(P) = log(H(P))

3.4.4. Lemma. Minden B > 0 konstansra a {P € E(Q) : h(P) < B} egy véges halmaz.

Bizonyitas. Az egyértelmd, hogy B konstansra a {P € P'(Q) : h(P) < B} halmaz
véges, de minden (g, z9) € P!, maximum két pont van amikre (x¢,v, 20) € E(Q), és igy
{P € E(Q) : h(P) < B} szintén véges. [

3.4.5. Allitas. Létezik eqy A konstans:

Ih(2P) — 4H(P)| < A.
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Bizonyitas. Legyen P = (z:y:z) és 2P = (x5 : Y : 22). A duplikécios formula szerint:
(z2 0 ) = (F(2) : G(x))

ahol F(X,Z) és G(X, Z) homogén 4-ed foku polinomok, amiket a kovetkez6 formula ad
meg:
F(X,1) = (3X*+a)’ —8X(X* +aX + )

G(X,1) =4(X? +aX +b).

Mivel X3 4+ aX + b és a derivaltja 3X? + a polinomnak nincs kozos gyoke, igy F(X, 1) és
G(X, 1) polinomoknak sem lesz igy hasznalhatjuk a 2.4.1 Allitasunkat ahol ¢ a duplikacios

formula és m = 4 ezzel kapjuk, hogy valéban létezik ilyen A konstans:
|h(2P) — 4h(P)| < A.
U
3.4.6. Allitas. Létezik mazimum egy b : E(Q) — R ami kielégiti a kivetkezd feltételeket:
1. (a) h(P) — h(P) korldtos E(Q) halmazon;
2. (b) h(2P) = 4h(P).

Bizonyitas. Ha h kielégiti az (a) feltételt B korlattal, akkor:

[R(2"P) — h(2"P)| < B.

Ha ezenfeliil a (b) feltételt is kielégiti akkor,

-2 .5

azaz h(2"P)/4™ konvergal h(P) fiiggvényhez. O

3.4.7. Megjegyzés. Tetszéleges h : E(Q) — R fiiggvényt mely kielégiti az (a) és (b)
feltételeket kanonikusnak, Néron-Tatenek vagy magasséag fiiggvénynek nevezziik. A bizo-
nyités szerint ha h létezik akkor biztosan a h(2"P)/4" hatarértéke.

3.4.8. Lemma. Minden P € E(Q), a h(2"P)/4™ sorozat Cauchy R testben.
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Bizonyitas. A 2.4.5 allités értelmében létezik A konstans:
|h(2P) — 4h(P)| < A

minden P pontra. Legyen N > M >0 és P € F(Q),

h(2VP)  h(2MP)|  |<= h(2""'P)  h(2"P)
AN yM - An+1  yn
n=M
N-1 1
<> YT |h(2"F1P) — 4h(2"P)|
n=M
N-1
1
S 4n+1A
n=M
A (11
S i + Z_l + E + E +
_ A
= 3.4M

Azaz h(2"P)/4" Cauchy. O
3.4.9. Definicio. A fenti lemma miatt értelmes a kovetkezs definicio

h(P) = lim h2"P)

n—00 4qn

minden P € E(Q) pontra.
3.4.10. Tétel. Az h(P) : E — R egy Néron-Tate fiigguény; tovdbbd,
e (a) minden C <0, a {P € E(Q)|h(P) < C} halmaz véges;
e (b) h(P) <0, és ez egyenldséggel teljesiil, akkor és csak akkor ha P véges rendi.

Bizonyitas. (a):Az el6z6 tétel bizonyitasabol felhasznalhatjuk az egyenl6tlenséget M = 0
helyettesitéssel:

4
3

h(2NP)  h(P)
’ AN 1

_ ‘ <
ezutén vegyiik a hatarértékét N — oo, azaz h(P)—h(P) korlatos. Azon P pontok halmaza
amire h(P) < C teljesiil véges ugyanis h magassagfiiggvényre ez teljesiil és h(P) — h(P)
korlatos.

(b): H(P) > 1 és egész igy h(P) > 0 és h(P) > 0. Ha P torziés pont akkor {2"P|n > 0}
véges, igy h(P) korlatos rajta, legyen ez a korlat D és h(P) = h(2"P)/4" < D /4™ minden
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n nemnegativ egészre. Masfelsl ha P nem véges rendd pont, akkor {2"P|n > 0} végtelen
és igy h nem korlatos rajta. Ekkor h(2"P) > 1 valamilyen n egészre és igy h(P) > 47" > 0.
0

3.4.11. Megjegyzés. Legyen f : M — K, egy M Abel csoportbdl egy K, charK # 2
testbe mend fiiggvény. Egy ilyen f fiiggvényt kvadratikusnak neveziink, ha f(2x) = 4f(x)
és

B(z,y) *5 f(e+y) — fx) — f(y)

bi-additiv. Ekkor B szimmetrikus és ez az egyetlen szimmetrikus bi-additiv forma B :

M x M — K, hogy f(x) = $B(z,z) teljesiil. Sziikségiink lesz a kdvetkez$ lemmara:

3.4.12. Lemma. Az f : M — K M Abel csoportbol K, charK # 2 testbe mend fiigguény

kvadratikus ha teljesiti a paralelogramma eqyenldséget:

flx+y)+ flr—y) =2f(2) +2f(y) Y,y € M.

Bizonyitas. f teljesitse a paralelogramma egyenlGséget. Legyen x = y = 0, ezzel kapjuk,
hogy f(0) = 0, x = y valasztassal a f(2x) = 4f(z) azonossagot kapjuk. Ha z = 0
akkor f(—y) = f(y). Szimmetria miatt elég az egyik oldali additivitast megmutatni, azaz
B(x +vy,z) = B(x,2) + B(y, z) azonossagot:

fety+z)—flaty) - fz)=fle+2) = flz) = f)+ fly+2) = fly) = f(2)
ezt nullara rendezve kapjuk:
flety+z)—fle+y) —fletz) = fly+2)+ fla)+ f(z) + fly) = 0.

A paralelogramma egyenlGséget hasznalva kapjuk a kovetkez6 négy azonossagot:
fety+z)+ flaty—z)—2f(e+y) —2f(z) =0
flety—2)+fle—y+2)—2f(x) - 2f(y—2)=0
fle+y+z)+ flx—y+2)—2f(x+2)-2f(y) =0

2f(y+2)+2f(y—2) —4f(y) —4f(2) = 0
Az els6tol kezdve Osszeadva Gket valtakozo elGjellel és az elsét pozitivval véve:

2f(r+y+z) = 2f(r+y) —2f(z +2) = 2f(y + 2) + 2f (z) + 2f(2) + 2f(y) =0
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3.4.13. Allitas. A h: E(Q) — R magassdg fiigguény egy kvadratikus forma.

Ennek belatasdhoz a paralelogramma egyenlGséget fogjuk hasznélni.

3.4.14. Lemma. Létezik eqy C' konstans amire:
H(P,+ P)H(P, — P) < H(P)*H(R,)?
minden Pi, P, € E(Q) pontra.

Bizonyitas. Legyen Py = Py + Py és Py =P, — Py és P, = (x; : y; %)

Ekkor (z3xy : 232, + 2423 1 2324) = (wo, w1, wy), ahol
Wy = ($221 - $122)2

w, = 2(1’11‘2 + CLleg)(flflzg + 1’221) + 4b<2122)2
wy = (2179)% — 2aw1T921 29 — 4b(212125 + 1927 2) + a(z122)°.

Ebbdl kovetkezik, hogy:
H(wo LWy U}Q) S CH<P1)2 H(P2)2
U

3.4.15. Lemma. A kanonikus magassdg fiigguény h : E(Q) — R teljesiti a parelallo-

garmma egyenldséget:
WP+ Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q).
Bizonyitas. Az el6z6 lemma beli egyenlStlenség logaritmusat véve kapjuk az alabbit:
h(P+ Q)+ h(P— Q) < 2h(P) + 2h(Q) + B.
P és @ helyére 2" P és 2"() irva és végig osztva 4", valamint n — oo:
WP+ Q)+ h(P —Q) < 2h(P) + 2h(Q).

Legyen P' = P+ Q és Q = P — Q ez fogja adni a masik iranyu egyenlStlenséget:

R(P)+h(Q) < 2h (P e ) 2R (P ¢ ) = SR(P + Q)+ (P~ Q)
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3.4.16. Megjegyzés. Legyen K egy szamtest. Ha Ok nem egy principalis tartomany,
akkor el6fordulhat, hogy nem létezik primitiv reprezentansa egy P € P"(K) pontnak és
ekkor a pont magassagénak definicioja nem terjed ki egybdl szamtestekre. Ehelyett kissé

kiilénb6z6 megkozelitést valasztunk ilyenkor. Egy ¢ € Q* elmere:
H el =1.
2,...,00

Itt |.|, a szokdsos abszolut érték ha p = oo egyébként pedig a p-adikus értékelés. Ekkor
egy P=(ap:ay:..:a,) € P"(Q) pontra a magassagot definialjuk a kovetkezs képpen:

#(P) = [ max(lay)

ez fliiggetlen P reprezentansanak a valasztasatol. Tovabba (ao, ..., a,) egy primitiv repre-
zentans minden p # oo max; |a;|, = 1, azaz H(P) = max; |a;|~ ami megegyezik a korabbi
definicioval. Egy K szamtest esetén, lehetséges normalizélni az értékelést igy a Q esetén

bevezetett szorzatformula érvényben marad igy:
de
H(P) = Hm?X(|ai|y), P=(ap:a1:...:a)

megadja nekiink a jo jelolését a magassagnak P(K') projektiv téren. Ezzel a definicioval

ezen szakasz minden eredménye kiterjeszthets szamtestek feletti elliptikus gorbékre.

Ujabb Algebrai Szamelméleti kitérs

KovetkezSkben belatjuk, hogy a fenti megjegyzésben emlitett normalizalés valoban elvé-

gezhet6 szamtestek esetén.

3.4.17. Tétel (Szorzat formula). p =2,3,5,7, ..., 00, legyen |.|, a megfeleld normalizdlds

abszolut érték Q testen. Minden nemnulla raciondlis szamra:
H lal, =1
p prim

Bizonyitas. Legyen o = § a,b € Z. Ekkor |a|, = 1 hacsak pla vagy p|b. Ekkor |af, =1
kivéve véges sok v primre, azaz a szorzat véges igy joldefinialt.

Legyen m(a) = [, |al,. Ekkor 7 egy Q* — R* homomorfizmus, igy elég belatni hogy
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7m(—1) =1 és 7(p) = 1 minden primre. Ez els6 egyértlemd hisz, | — 1| = 1 minden abszolut

értékre. A méasodik tulajdonsig sem nehéz:

Ipl, =1/p, ply=1,haqg#p, ¢ |ples=p

ezen szamok szorzata 1 és ezzel be is lattuk hogy az allitas beli szorzat minden racionalis
szamra egy. [l

A kovetkez§ allitast csak kimondom a bizonyitasa megtalalhato [3] jegyzetben 7.38 tétel.

3.4.18. Tétel. Legyen K eqy diszkrét |.|x abszolit értékkel telitett test, és L legyen egy
véges szepardbilis n fokiu bévitése. Ekkor |.|x kiterjeszthetd egyértelmien L testre egy ab-

szolit értékének |.|r, és L teljes lesz erre az abszolit értékre nézve. Minden 5 € L:

1
1Bl = INmp,xB|j

1
3.4.19. Megjegyzés. A ||, = [Nmy k| azonossagbol latszik hogy |.|;, diszkrét akkor

¢és csak akkor, ha |.|x diszkrét.

Legyen K egy test |.| abszolut értékkel (ez lehet arkhimédészi vagy diszkrét nem-arkhimédészi),
és legyen L egy véges szeparabilis bovitése. Ha K teljes, tudjuk, hogy létezik |.| egy egy-
értelmd kiterjesztése L testre el6zd tétel miatt. Legyen L = Kla] és legyen f(X) az «
minimal polinomja K test felett. Legyen |.|" |.| kiterjesztése L testre. Ezutan vehetjiik L

az L teljessé tételét |.|” abszolutértékkel, ezzel kapjuk a kovetkezs diagrammot:

L — L
) )
K — K

Ekkor L = K[a] mivel K[a] teljes és véges K felett és tartalmazza L testet. Legyen g(X) az
o minimal polinomja K felett. Mivel f(a) = 0 és g(X)|f(X) igy |.| minden kiterjesztéséhez
hozza tudunk rendelni f(X) egy irreducibilis faktorat K [] polinomgytriiben.

Ha pedig ¢(X) egy normalt irreducibilis faktora f(X) polinomnak K [X] polinomgytirtiben

A~

és K[z] = K[X]/(g(X)) a kovetkezs diagrammot kapjuk:

L 5% Kz
T T
K - K
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A Kkiterjesztési tétel szerint K abszolut értéke egyértelmiden kiterjed K [x] testre és ez
indukal egy abszolut értéket L testen ami |.| kiterjesztése. A fenti két miivelet egymas

inverzei ezzel a kovetkezd allitast be is lattuk:

3.4.20. Allitas. Legyen L = K [a] egy véges szepardbilis bévitése K testnek, és legyen
F(X) a minimdl polinomja K felett. Ekkor létezik egy bijekcio f(X) K[X] beli faktorai és

|.| abszolutérték L kiterjesztései kizott.

Van egy kanonikusabb modja L telitéseinek szarmaztatasara a kiilonbozs |.| kiterjesztései

esetén.

3.4.21. Allitas. Legyen |.| eqy abszolitérték (arkhimédészi vagy diszkrét nem arkhimé-
dészi) K testen és L legyen a K eqy vége szepardbilis bdvitése, K pedig a K telitése.
Ekkor |.| csak véges sok |.|1, ..., |.|4 kiterjesztése van az L testre. L; jelolje L telitését az |.|;

abszolutértékre nézve, ekkor

Lox K = ﬁL
=1

Bizonyitas. Mivel L szeparabilis K felett, igy L = K[a] =2 K[X]/(f(X)) minden a € L
primitiv elemre és f(X) minimél polinomjara. Tegyiik fel, hogy f(X) faktoraira bomlik

~

K[X] felett:
FX) = [(X) - foX) - fo(X)
ahol f;(X) normalt és irreducibilis. Ekkor

Lok K = Klo] @x K = K[X]/(f(X)) = HK[X]/(J‘L-(X))

igy az bizonyitas kovetkezik az el6z6 allitdsunkbol. Megjegyezendd, hogy a kanonikus
leképezés L testbdl a telitésébe a +— a;, és a kanonikus kiterjesztését K — L; K testre
b — b adja. Ezzel az allitasunk beli izomorfizmus a ® b — (a1, ..., a,b). O

3.4.22. Allitas. Az el dllitds feltételeivel, minden o € L elemre:

Nmp, g (a) = HNmLi/k(a), Trp k(o) = ZTrLi/K(oz)
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Bizonyitas. a norméja és nyoma definici6 szerint a determinénsa és nyoma az  — ax :
L — L K-linearis leképezésnek. Ezek nem valtoznak amikor L testet tenzorszorozzuk K-

T sz

szorzatra és Osszegre esik szét. [J

Miel6tt belatnank a szorzat formulat szamtestekre, sziikségiink van a lokalis testek egy
tulajdonsagéara. Legyen K egy lokalis test |.| normalizalt abszolutértékkel. Ha K = R

akkor kapjuk a szokasos abszolut értékiinket, ha K = C akkor a szokésos abszolutérték

1

ord(a)
négyzetét, és |a| = <N—p> ha az abszolutértéke egy p primideal definilja.

Legyen L a K teste egy véges szeparabilis bvitése, és legyen |.| az egyértelmii kiterjesztése

a K test abszolut értékének L bovitésre. Legyen ||| a |.| abszolutérték normalizaltja L
testen. Szeretnénk megérteni a kapcsolatot ||.|| és |.| kozott.

3.4.23. Lemma. A fenti esetben, ||a|| = |a|™, aholn = |L : K|.

Bizonyitas. Ha K arkhimédészi, akkor csak két eset lehet és ezek egyértelmiiek. Igy
tegytik fel, hogy K nemarkhimédészi. Mivel normalizalt abszolit értékiink van létezik c:
|I.]l = |.I¢, és elég megnéziink hogy az azonossag teljestil m € K primekre. Legyen 1T L egy

primje, és legyen B = (II) valamint p = (), akkor m = (egység) x I1¢, és igy
1 e 1 ef
Il =11 = () = () =M

3.4.24. Allitas. Legyen L/K egy véges bovitése szamtesteknek. Minden v € K primre és

[Tl = [TINmggal..

wlv

azaz ¢c=mn. U

aeL:

-1l €s ||-llo @ normalizdlt abszolit értékek w és v primekre.

Bizonyitas. Legyen |.|;, i = 1,2,...,g |||, kiterjesztése L testre, és legyen ||.||; a [.|;

abszolutértéknek megfelel§ normalizalt abszolut érték. Ekkor:

g g g g
INmp/aly = (I Nmyg, gallo = [ [INmg, gallo = [T lel™ = ] [l
i=1 i=1 i=1

i=1
Ahol els6 egyenlGségnél azt hasznaltuk ki, hogy a norma szorzatra bomlik a bévitésnek
megfelelGen ahogy a bekezdés elején lattuk. Utolso el6tti egyenldségnél kiterjesztési tételt

hasznaltuk, valamint az utolsé egyenlGségnél az el6z6 lemmat hasznaltuk. [
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3.4.25. Tétel (Szorzat formula szamtestekre). Legyen K egy algebrai szamtest; minden

[Tladle =1

nemnulla o € K esetén:

Bizonyitas.
[Tt =TTt TTIellw | = [TINmg gl
w v wlv v
ahol v végigfut Q 6sszes primjén 2, 3,5, 7, ...,00. A mésodik egyenlGséget az el6z6 allitasunk

adja és utolso szorzata 1 lesz a Q testre vonatkozo szorzatformula miatt. [J

Véges bazis tétel bizonyitasanak befejezése

3.4.26. Allitas. Legyen C' > 0 alkalmasan megudlasztott konstans amire S = {P €
E(Q)|h(p) < O} tartalmazza 2E(Q) E(Q) beli reprezentdnsainak egy halmazdt, ekkor S
generdlja E(Q) csoportot.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 3@ € F(Q) ami nincs benne az S altal generalt részcso-
portban. Mivel h diszkrét értékeket vesz fel megvalaszthatjuk @@ pontunkat tgy, hogy
h(Q) a lehets legkisebb legyen. S definiciojabol adédéan IP € S amire Q = P + 2R

valamilyen R € E(Q). R nem lehet az S altal generalt részcsoportban hisz ) nincs benne,
igy h(R) > h(Q). Igy,

2h(P) =P+ Q)+ WP - Q) —2h(Q) >

>0+ h(2R) — 2h(Q) =
= 4h(R) — 2h(Q) > 21(Q)

ami ellentmondés hiszen h(P) < C és h(Q) > C. O
Mivel a magassag fiiggvényt kiterjeszthettiik szamtestekre igy ugyan ez a bizonyitas mii-
kodik valtoztatas nélkiil tetszéleges szamtestre. Tehat ezzel belattuk a kovetkezd tételt

18:

3.4.27. Tétel. Minden Q < K szdmtest feletti E elliptikus gorbére, és tetszdleges n € 7
egészre a ST (E/K) Selemer csoport véges.
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4. fejezet

A rang szamolasa

Most mar tudjuk, hogy a csoportunk F(Q) végesen generalt, igy a végesen generalt Abel

csoportokra vonatkozo6 alaptétel alapjan:

2

E(Q) - E(@)torzié ¥ ZT?

valamilyen r > 0, ez az egész szamot hivjuk E(Q) rangjanak. F(Q)ioris csoportot tudjuk,
hogy kell kiszdmolni hisz csak véges sok csoport realizalodhat elliptikus gorbe torzios cso-

portjaként. Szeretnénk r rangot meghatarozni, masképpen F(Q)/E(Q)toris €8y béazisat.

4.1. Rang szamitasa altalanos esetben

S%(E/Q) tekinthetjiik a rang egy kiszdmolhato felsé hataranak III(E/Q), hibataggal.
FE(Q) képét kell meghataroznunk S?(Q) csoportban.

0= EQ/2EQ) — H(QE») — H(QE)» —0

T 1 1
0— E(Q)/2"EQ) — HYQ Epn) — HYQ E)pn —0

Ez alapjan konstrualhatjuk a kovetkezé kommutativ diagrammot:
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0 — EQ/)2EQ - SPE/Q - LO(E/Q): — 0

T T T

0 — EQ/M4BE@Q - SYWE/Q) - I(E/QN — 0
1 1 1
T T T

0 = E(Q/2EQ) - SE(E/Q) — LI(E/Q — 0

A bal oldali fiiggsleges leképezések a természetes hanyados leképezések. Legyen S@™ (E/Q)
az S®")(E/Q) csoport képe S (E/Q) csoportban.

4.1.1. Allitas. Az E(Q)/2E(Q) csoportot tartalmazza (), S*™ (E/Q), és ezek egyenldek
ha nem létezik egy nem nulla elem HI(E/Q) csoportban ami oszthato lenne 2 minden

hatvanydval.

Bizonyitas. Mivel a baloldali fiiggsleges leképezések mind sziirjektivek, FE(Q)/2E(Q)
képe SPAE/Q csoportban egyenls E(Q)/2"E(Q) képével, amit tartalmaz S?™(E/Q) a
diagramm kommutativitasa miatt. Mésik irény, legyen v € (), S®™(E/Q), az az min-
den n egészre létezik egy elem v, € S®") ami v elembe képzédik. Legyen 6, 7, képe
III(E/Q)an csoportban. Ekkor 27714, = §; minden n egészre, és igy 0, oszthatéd ketts
minden hatvanyaval. Ha az egyetlen ilyen elem III(E/Q) csoportban 0, akkor v benne
van E(Q)/2E(Q) képében. O

4.1.2. Megjegyzés. Mivel III(E/Q) torzios csoport és III(F/Q)s véges, ha nem léte-
zik nemnulla elem III(E/Q) csoportban ami oszthaté lenne 2 minden hatvanyaval, akkor
a 2-csoport komponense II(E/Q) csoportnak véges. Ha 2" 'TII(E/Q)ymo = 0, ekkor
diagramm vadaszattal kaphatjuk a kévetkezst: S?m0)(E/Q) = SGm+)(E/Q) = ... &
E(Q)/2E(Q). Ez ad egy lehetséges stratégiat rang kiszamitasara. Szamoljuk ki S cso-
portot, tovabba szamoljuk ki F(Q) T'(1) részcsoportjat amiket a h(P) < 10 pontok ge-
neralnak. Ha T'(1) fedi S® csoportot akkor készen is vagyunk megtalaltuk az r rangot
ezen feliil még F(Q) generatorait is. Ha nem szamoljuk ki S?° csoportot, és a T(2) rész-
csoportot amit a h(P) < 10? pontok generalnak. Ha T'(2) képe S csoportban S22
akkor megtalaltuk a csoportunk rangjat. Ha nem tovabb iterdlhatjuk ezt a folyamatot.
Legrosszabb eshetdség: A Tate-Shaferevich csoport tartalmaz egy nemnulla elemet amit

kett6 minden hatvanya oszt, amikor is a fenti szamitéast orokké valoségig kéne folytatnunk.
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Ez akkor torténne meg ha példaul III(E/Q) a Q/Z csoportot tartalmazna. Széles korben

sejtett hogy ez sohasem fordul eld.

4.1.3. Sejtés. A Tate-Shafarevich csoport mindig véges.

Ha a sejtés igaznak bizonyul a fenti stratégia algoritmussa valna E(Q) csoport szamité-

séhoz.

4.1.4. Megjegyzés. 1987-ig nem volt ismert egyetlen elliptikus gorbére sem Q feletti
hogy a Tate-Shafarevich csoportja véges. Kolyvagin és Rubin bizonyitotta speciélis esetben

1987 kornyékén. Azonban a sejtésnek még kozel sem teljes a bizonyitasa.

4.2. Rang explicit szadmolasa

El6z6ekben mar lattuk, hogy a rang szamitasa lehet igen hosszadalmas folyamat, de ese-
tenként vannak egyszertibb médszerek. Hogy elkeriiljiik a Q testtdl kiilonb6z6 L széamtes-

tekkel valo szamolast tegyiik fel, hogy minden mésodrendd pontunk racionalis Q felett:
E:Y?Z=(X-aZ)(X - BZ)(X —~Z)
ahol o, 3,7 kiilonbo6z6 egészek. (X — aZ)(X — Z)(X —vZ) diszkriminansa:
A=(a— BB —a)
4.2.1. Allitas. E(Q) rangja r teljesiti a kovetkezd egyenldtlenséget:
r < {p|p osztja 2A}

Bizonyitas. Mivel F(Q) = E(Q)toricBZ", ezért E(Q)/2E(Q) = E(Q)torzio/2E(Q)torsic®
(2/27)". Mivel E(Q)iorzio véges, a E(Q)iorzio 2 E (Q)torzic leképezés magjanak és komag-
janak ugyan az a rendje, azaz E(Q)ioris/2E (Q)torsis = (Z/27)*. Van egy:

E(Q)/2E(Q) - (Q*/Q*)*

egy beagyazas és a képét tartalmazza a Q% /Q?* két részesoportjanak szorzata; -1 és azon
primek melyekre E elliptikus gorbének rossz redukciéja van, azaz azok amik osztjak 2A

altal generalt részcsoportok. [
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Lehetséges ezt a becslést javitani. Legyen T; azon primek halmaza, amik osztjak A és
a redukcié csomoéponti, és legyen T, azon primek halmaza amik osztjak A és a redukcio
cstcsos. Az az Ty azon primek halmaza amikre modulo két gyoke egybeesik (X — a)(X —
B)(X — v) polinomnak, és Ty azon primek melyekre modulo mind a harom gyok egybe

esik. Legyen t és ty a T} és Ty halmazok elemszama.
4.2.2. Allitas. E(Q) r rangja kielégiti r < t, + 2ty — 1 egyenldtlenséget.

Bizonyitas. Legyen ¢, : F(Q)/2E(Q) — Q*/Q**

(f_a)(@w ha z # 0,z # az
Yal(x:y:2) =S (= B)(a—9)Q* haz#0,z=az
Q~ ha (z:y:2)=(0:1:0)

¢p leképezést definidlhatjuk ugyan igy, ekkor

P (pa(P), s(P)) : E(Q)/2E(Q) — (Q*/Q**)?

leképezés injektiv. Minden p primre, legyen ¢,(P) a (Z/27Z)* egy eleme aminek a koordi-
natai:

ord,(¢a(P)) mod 2, és ord,(ps(P)) mod 2
valamint ¢, (P) legyen eleme a {£1}? halmaznak és koordinétai:

sign(wa(P)), és sign(pg(P))
Bizonyitéas kovetkezd 1épéseke keresztiil végezziik:
1. (a) ha p nem osztja A, akkor ¢,(P) = 0 minden P pontra;

2. (b) ha p € Ty, akkor ¢,(P) tartalmazza az F3 diagonalisa minden P pontra;

3. (c¢) amikor a, f,7 rendezettek, azaz o < [ < 7, ¢o(P) egyenls (+1,+1) vagy
(+1,-1).

A p = 2 esetet kivéve (a) pontot mar belattuk. (b) esetet csak a = f mod p és P = (x :
y:1), 2 #a,B,7. Legyen

a = ordy(z — a), b=ordy(x — ), ¢ =ord,(x — 7).
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Mivel
(. —a)(z— B)(z —7)

egy négyzet (elliptikus gorbénk egy pontja), igy a + b+ ¢ = mod 2. Ha a < 0, akkor p~
megjelenik mint = nevezé faktora, mert a € Z, és ebbdl kovetkezik hogy b = a = ¢. Hisz
a+ b+ c=mod 2 ez implikalja, hogy a = b = ¢ = 0 mod 2 és igy ¢,(P) = 0. Ugyanez az
érvelés elmondhato b < 0 és ¢ < 0 esetén. Ha a > 0, akkor p osztja az © — o szamlalojat.
Mivel p nem osztja o — 7, igy (o — ) + (z — «) = (z — ) sem osztja ezzel ¢ = 0. Most
a+b = 0 mod 2 kivetkezik, hogy ¢,(P) az F3 diagonalisaban van. Hasonl6 érvelés el-

mondhat6 b > 0 és ¢ > 0 esetén. (b) tovabbi alesetei hasonlo szamolasokkal bizonyithatok.

Végezetiil lassuk be (c) pontot. Legyen P = (x : y : 1), x # «, 3,7. Feltehetjiik, hogy
a<pf <, ésigy (r—a)>(x—pF)>(xr—7). Ekkor ¢ (P) = (+1,+1),(+1, —1) vagy
(—1,—1). Azonban

(& - a)(z — Bz — )

egy négyzet Q testben igy a (—1,—1) par nem fordulhat el6. Az z = a, 2 = ésx =~

esetek ehhez hasonléan egyszertien beldthatok. [J

4.2.3. Példa. Vegyiik a kovetkezs elliptikus gorbét:
E:Y*Z=X"-XZ?

erre a gorbére (a, B,7) = (—1,0,1). Az egyetlen rossz prim 2, amire a redukcionk csomo-

ponti. Ezért r = 0, és E gérbének nincs végtelen rendd pontja:

E(Q) = (z/27,)%.
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