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Bevezetés

Taldn mindenki szdmara ismert hungarikum Rubik Erng jatéka, a Rubik-kocka. Ezen
kirakos els6 ranézésre nagyon egyszertinek tiinhet, legalabbis ez lehet az ember els§ benyo-
mésa rola, azonban hamar kideriil, hogy valéjaban ez az egyszerii szabalyok altal vezérelt
jaték megoldasa egy meglehetdsen nehéz feladat, és barki szaméra tartogat kihivasokat.
Ertem ezalatt azt, hogy mig egy kezdd jatékosnak oriasi élményt jelenthet a kocka ki-
rakasa, addig egy profi versenyzének mésodpercek téredékeival valo elGrelépés is nagy
fejlédésnek szamit. Tehat van egy egyszeriinek tiing jatékunk, ami valojaban roppant
nehéz és Osszetett. Ezt a nehézséget a Rubik-kocka matematikai leirdsa is jol szemlélteti.

A csoportelmélet jo eszkoztarat biztosit a Rubik-kocka struktirajanak alapos matema-
tikai vizsgalatara. Legyen Gg a kocka szimmetriacsoportja és Sg = {U, D, L, R, F, B}
az a generatorrendszer, amelyben a megfelel6 bet a megfelel6 lap 6ramutatd jarasaval
megegyez6 90°-o0s forgatasat jeloli (példaul U ="up” azaz a felsg lap stb.), vagyis minden
port alternald és ciklikus csoportok direkt és szemidirekt szorzataiként el§allo szornyeteg,

nevezetesen

GR =~ (C‘; X 0211) X ((Ag X A12> X CQ),

amely alapjan a G rendje

Gal = (521 <(8! .412z) '2)

= 43252003 274 489 856 000.

A sok kiilonb6z6 lehetéség ellenére a kocka kirakasa nagyon jol algoritmizalhatd, igy az
évek soran szamtalan megoldéasi modszert fejlesztettek ki a Rubik-kocka szerelmesei (pl.
Friedrich metodus, Roux metodus stb.).

Lathatjuk tehat, hogy a Rubik-kocka nagyon gazdag matematikai strukttaraval rendel-
kezik, ami 0sszhangban van azzal a tapasztalati ténnyel, hogy a kirakasa nagyon nehéz.
Mindezek ellenére ez a bonyolult struktura tartalmaz magaban egy meglep&en egyszert
és hihetetlennek hangzo6 informaciot. Szinte azonnal feltevédik a kérdés, hogy egy teljesen
altalanos poziciot kézhez kapva legfennebb mennyi forgatas sziikséges ahhoz, hogy a koc-
ka kirakott allapotba keriiljon. Erre vonatkozd kutatasokat és kisérleteket mar 1981 6ta

végeznek, végiil 2014-ben Rockiki és Davidson bizonyitottak, hogy ez a szdm 26, vagyis a



kocka tetszéleges poziciobol legfennebb 26 forgatassal kirakhato, ami meghdokkentd ahhoz
mérten, hogy a kocka csoportja milyen nagy. A Rubik-kockaval foglalkoz6 kutatok és
versenyz&k kdrében ezt a szdmot Isten szamanak nevezik. Megjegyzends, hogy ha egy lap
180°-0s forgatasat csak egy forgatasnak tekintjiik (ez az tn. half turn metric), akkor ez a
szam 20.

Ez a nem kissé megleps eredmény mas megfogalmazasban azt jelenti, hogy a (G, Sg)
paroshoz tartozo Cayley-grdf atmérdje pontosan 26, amely azt jelenti, hogy barmely cso-
portbeli elem felirhato legfennebb 26 generatorelemmel és azok inverzeivel. A Cayley-graf
barmely csoport és hozza tartozd generatorrendszer esetén definialhato (lasd a késébbi fe-

jezetben) és fontos informéaciot tarol a csoport struktirajat illetGen. Cayley-grafok atme-
log|G]
log(2[S])

atmeérGje ennél az értéknél joval nagyobb lehet. Babai Laszlo, neves magyar matematikus,

rGjére a altalanos als6 korlatot ad, viszont ha G kommutativ, akkor a Cayley-graf
a nem kommutativ véges egyszert csoportok Cayley-grafjanak atmérgjével kapcsolatosan
fogalmazott meg egy nagyon erGs sejtést, miszerint a G' csoporttol fliggetleniil 1étezik olyan
¢ > 0 konstans, hogy

diam(Cay(G, 5)) < (log|G|)",
ahol S tetszoleges generatorrendszere G-nek. Ez azt jelenti, hogy nem kommutativ véges

log|G|
log(2]5])

also korlat. Részeredményeket sikeriilt elérni, viszont teljes egészében a probléma a mai

egyszeri csoportok esetén az altalanos fels§ korlat nem sokkal nagyobb, mint a

napig megoldatlan.
Ezen szakdolgozat nem tartalmaz egyéni eredményt, célja a Cayley-grafokkal valo is-
merkedés és azok atmérGjével kapcsolatos néhany fontos eredmény ismertetése. Ennek

szellemében a szakdolgozat a kovetkezGképpen épiil fel:

e az elsd fejezetben a Cayley-grafokkal kapcsolatos alapvetd definicidkat és tulajdon-
sdgokat mutatjuk be (mint példaul a csucstranzitivitas és regularitas, Sabidussi hires

karakterizacios tételei stb.), néhany standard példaval szemléltetve az elméletet;

e a madsodik fejezet a Cayley-grafok atmérdgjérsl szol, néhany alapvets eredmény is-
mertetése utan belatjuk Babai és Seress 1987-es tételét, amely fels§ korlatot ad
a szimemtrikus és alternald csoportok dtmérdjére, majd kitériink a Babai-sejtéssel

kapcsolatos jelenleg ismert eredményekre;

e a harmadik fejezet Cayley-grafokkal kapcsolatos alkalmazasokat tartalmaz: bizo-
nyitjuk a Nielsen-Schreier-tételt Cayley-grafok segitségével, megvizsgaljuk a legro-
videbb utak problémajat Cayley-grafokban, végiil a 2-rangu szabad csoport Cayley-

grafjan adunk egy paradox felbontast a Banach-Tarski paradoxon bizonyitasahoz.



KoGszonetnyilvanitas

Eziton szeretném koszonetemet kifejezni mindazoknak, akik nélkiil ez a dolgozat nem
késziilhetett volna el.

Ko6szonom Halasi Zoltan tanar trnak, hogy felkeltette az érdekl6désemet a téma irant,
és mély szakértelemmel és tiirelemmel vezetett a dolgozat megirasa kozben. Koszonom a
konzultaciokat, a sok hasznos tanacsot és segitséget, amiknek héala jobban megérthettem
a fogalmakat és az azok kozotti kapcsolatokat.

Tovabba koészonom minden kedves tanaromnak, hogy betekintést nydjtottak a mate-
matika egy-egy nagyobb szeletébe, ami altal egy nagyon szines, szertedgazd mégis mélyen
Osszefiiggd vildgot ismerhettem meg. Az elGadasok hallgatasa, a gyakorlatokra valo ké-
sziilés és az eszmecserék nagyon inspirdloak és motivaloak voltak szamomra, igy az évek
soran kivancsibbé és lelkesebbé valtam a matematika miiveléséhez.

Halaval tartozok a csaladomnak, akik lelki és anyagi tAmogatasa nélkiil nem tarthatnék
most ott, ahol vagyok. Kiilén kdszénom a higomnak, a kedvesemnek és a barataimnak,
hogy mindvégig hittek bennem és a nehezebb idGszakokban is tiirelemmel és biztatassal
fordultak felém.

Végezetiil koszoném a Marton Aron Szakkollégiumnak a tanulméanyaim soran nytjtott
anyagi tAmogatast, a mtthelygyiilések és a szakkollégiumi konferencidk nagyon tanulsago-

sak voltak, sokat tudtam beldliik meriteni igy szakmailag, mint emberileg is.



1 Cayley-grafok

Ehhez az fejezethez tobbnyire a [LaSel6], [Me08|, [GoRol3]|, [Sa58]|, [Sa64], [Lo15] és a
[Zh21] cikkekbdl és jegyzetekbdl inspirdlodtunk.

Ahogyan azt a bevezet§ rész végén is irtuk, ez a fejezet Cayley-grafokkal kapcsolatos
alapveté definiciokat, tulajdonsdgokat és példédkat tartalmaz. Csoportelméleti tanulma-
nyaink egyik nagyon fontos tétele a Cayley-tétel, amely kimondja, hogy minden csoportra
tekinthetiink permutaciocsoportként, pontosabban minden G csoport izomorf a Sym(G)
szimmetrikus csoport egy részcsoportjaval. Egy hasonlo, szintén Cayley nevéhez fiz6d6

tételbdl juthatunk el a Cayley-graf definiciojahoz.

1.1. Tétel. Minden végesen generdlt csoport hien reprezentdlhato eqy dsszefliggd, irdnyi-

tott, lokdlisan véges grif automorfizmuscsoportjinak egy részcsoportjaként.

Egy irdanyitott grafot akkor neveziink lokdlisan végesnek, ha barmely v cstcs esetén a

bemend élek szama (v be-foka), illetve a kimeng élek szama (v ki-foka) véges.

Bizonyitds. Legyen G egy végesen generalt csoport és S = {s1,...,s,} véges generator-
rendszere G-nek. Legyen I' := C_aiy (G,S) az az irdnyitott graf melynek cstcsait a G
elemei alkotjak és minden g € G és s € S elemekhez rendeljiik hozza a g — gs irdnyitott
élt. Ezt nevezziik a GG csoporthoz és S generatorrendszerhez tartozod irdnyitott Cayley-
grifnak (roviden Cayley-digrdf). Mivel G végesen generalt ezért I' lokalisan véges lesz,
hiszen ha kijeloliink egy tetszéGleges g csiicsot a grafon, akkor az csak véges sokféleképpen
allhat el hs alakban, hiszen S véges. Mivel S generatorrendszer, ezért barmely v, w € G
elem esetén a v~ 1w felirhato a S U S~ !-beli elemek szorzataként, ami a I' Cayley-grafban
éppen egy (nem feltétlen iranyitott) utat jelent v-bél w-be. Ebbél adodik, hogy I' 6ssze-
fiiggs. A G csoport hatasa a I' grafon baloldali eltolassal adodik, specialisan legyen g € G
tetszbleges elem, amely a h-val jelolt csiicsot a gh cstcsba képezi, ami a csticshalmaz egy
ként hat a grafon, a kés6ébbiekben fogjuk beldtni. Ezzel bizonyitottuk, hogy G része a I'

automorfizmuscsoportjanak. O]

Megjegyzendd, hogy a fenti tételben adott konstrukecio erGsen fiigg az S generatorrend-
szer valasztasatol. Ez az S5 szimmetrikus csoporton keresztiil egyszertien szemléltethetd.
Legyenek S = {(1,2),(1,2,3)} és S" = {(1,2),(2,3)} generatorrendszerek. Ekkor a ko-
vetkez6 két digrafhoz jutunk:



1 Cayley-grafok

1.1. abra. Cay (Ss, S) és Cay (Ss, )

Az 1.1-es Tétel jo lehetGséget ad arra, hogy egy adott csoport tulajdonsagait grafel-
méleti szempontbol vizsgaljuk. Valdjaban a tétel kimondhaté iranyitatlan grafokkal is,
a konstrukcié annyiban moédosul, hogy az élekre iranyitatlan élekként gondolunk. Igy

jutunk el az irdnyitatlan Cayley-grdf (réviden Cayley-grdf) fogalmahoz.

1.2. Definicié. Legyen G egy tetszéleges végesen generdlt csoport, S C G tetszéleges
véges generatorrendszerrel. A Cay (G, S) Cayley-grif az a graf, melynek csacsait a G
csoport elemei adjak és két g,h € G cstucs kozott pontosan akkor halad él, ha létezik

olyan s € S elem, melyre h = gs vagy g = hs.

A hurokélek elkeriilése érdekében mindig fel fogjuk tenni, hogy S olyan generatorrend-
szer, ami nem tartalmazza az egységelemet. A definiciokbdl kénnyen adodik, hogy a
Cayley-graf egyszertien ugy keletkezik, hogy vessziik a Cayley-digrafot és elhagyjuk az
élek iranyitasat. Altalanosabban azt is megtehetjiik, hogy magarol az S-rél nem kovetel-
jiik meg, hogy generatorrendszer legyen. Ekkor viszont a Cayley-graf nem lesz 6sszefiiggs.
Tovabba ha S zart az inverzképzésre, akkor a Cayley-graf azonosithaté a Cayley-digraffal.
Valoban, ha g és h kozott halad irdnyitott él, akkor h = gs, ugyanakkor ¢ = hs™! is
teljesiil, ami azt jelenti, hogy a h és g kozott is halad irdanyitott él.

A kovetkezd néhany fontosabb példan keresztiil szemléltetjiik a definiciot, tovabbi pél-

dék és azok részletesebb targyalasa olvashato a [LaSel6| jegyzetbdl.

1.3. Példa. Kezdjiik a legegyszeriibb példaval. Ha G = (Z, +) végtelen ciklikus csoport
és S = {1}, akkor a Cayley-graf egy végtelen lanc lesz.

1.4. Példa. Legyen C,, = {g} az n-elemi ciklikus csoport g generatorral. Ekkor a hozza
tartozo Cay (C,,, g) Cayley-graf egy n cstcst korgraf. Ez az n = 6 esetén a kovetkezskép-

pen néz ki:



1 Cayley-grafok

g q
om0}
1.5. Példa. Az el6z6 példat tovabb tarkithatjuk. Legyen n = 6, vegyiik a (Cg, ) =
(Zg,+) azonositast és tekintsiik az S = {1,2} generatorrendszert. Ekkor a Cayley-graf
az el6z8 példahoz hasonloan egy szabdlyos hatszog lesz, mely (az extra generatorelem

kiovetkeztében) kiegésziil kettd darab 3 hossziusagu korrel, mint ahogyan azt a kovetkezd

abra is mutatja:

1.6. Példa. Tekintsiik a szabélyos négyoldali sokszég szimmetriacsoportjat, vagyis a Dy
diédercsoportot és legyen S = {r, s}, ahol r egy forgatas, s pedig egy tiikrozés. Ekkor a
Cay (D4, S) Cayley-graf a kovetkezo:

Vegyiik észre, hogy a Cayley-grafban megjelend koérok tulajdonképpen a csoportbeli
relacioknak felelnek meg.

A kovetkezd példahoz roviden felelevenitjiik a szabad csoport definiciojat. Legyen S
egy tetszoleges halmaz. Az si's?---si» (n>0,s; € S,¢; € {—1,+1}) alakua sorozatokat

szavaknak nevezziik. Ha egy adott szoban megjelenik egy s és az s~! bet egyméas mellett,



1 Cayley-grafok

akkor veliik egyszertiisithetiink. Hasonléan, egy szoban barmely két egymast kévets elem
kozé beszurhatjuk az ss~! vagy az s~ s szavakat. Az ilyen egyszeriisitéseket és bovitéseket
elemi atalakitasoknak nevezziik. Két szot ekvivalensnek neveziink, ha elemi &talakitasok
véges sorozatabol megkaphatok egyméasbol. Az S, mint szabad generatorrendszer altal
generalt szabad csoport elemei a szavak (ezen relaci6 szerinti) ekvivalenciaosztéalyai, mig
a csoport miiveletet konkatenacio (egymas mellé iras) segitségével definidljuk, az egység-
elemet az iires szo osztalya képezi. Ezt a csoportot F (S)-el jeloljik, és S elemszamat a
szabad csoport rangjanak nevezziik. Ha |S| = n véges szam, akkor szokasos az F,, jelolés is.
A szabad csoportok teljesitik a kovetkez6 univerzalis tulajdonsagot: ha G egy tetszéleges
csoport és p : S — G tetszlleges leképezés, akkor egyértelmtien létezik egy @ : F'(S) — G
csoporthomomorfizmus gy, hogy @ o« = ¢, ahol ¢ az S kanonikus beagyazasa F (5)-be.

Ezzel a definicioval nagyon sok helyzetben kénnyebb dolgozni.

1.7. Példa. A kivetkezd, hopehelyre emlékeztets, abra sokak szamaéra ismerds lehet. Ez
az Iy, = (x,y| ) 2-rangiu szabad csoport Cayley-grafja. Itt a kék szind csicsok olyan
xyPr . gonyBr alaki elemek, melyekre aq + ... + oy, + 51 + ... + B, paros, mig a piros
csucsok esetén (kizard) vagy az aq + ... + ay, vagy a b1 + ... + 5, paratlan. A kék szind
csucsok halmaza egy 2-indexii részesoportot alkot Fy-ben, ennek a komplementere (a piros

csucsok halmaza) pedig ezen részesoport mellékosztélya.

1.2. dbra. Az F, Cayley-grafja

1.8. Példa. Legyen G = Z, X Z,, ciklikus csoportok direkt szorzata és legyen S =
{(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1)} generatorrendszere G-nek. Az egyszeriisécg kedvéért az
(1,7) part, ahol 0 < 7 < nés0 < j < m, jeloljiik ij-vel. Mivel S elemszama 4, ezért
minden ¢j csicsnak 4 szomszéda lesz abban az esetben, amikor m,n > 2. Az igy kapott

Cayley-grafot (n x m)-es torikus rdcsgrdaf nak nevezziik. Ezek a grafok, ahogyan a neviik
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is jelzi, a 2-dimenzids torusz feliiletére rajzolhatok. Ez azt jelenti, hogy a graf cstcsait a
torusz pontjainak feleltetjiik meg, az éleket pedig [0, 1] intervallumok homeomorf képeivel
azonositjuk a téruszon oly médon, hogy egy e élnek megfelel§ v végpontjai pontosan az
e csicsainak felelnek meg a grafban, az e-nek megfelel§ iv més cstcsot nem tartalmaz,
valamint két iv sosem metszi egymast belsé pontban. Az 1.3-as, 1.4-es és 1.5-6s abrakon
az egyszeriibb 2-dimenzios torikus racsgrafokat szemléltettiik, valamint a 1.6-os dbran a

kvaternidcsoport Cayley-grafja lathato a toruszra rajzolva.

01l @ ® 11
1 11 2
®
00 @ ® 10
1.3. dbra. (2 x 2)-es torikus racsgraf ¢
0 10 2

1.4. dbra. (3 x 2)-es torikus racsgraf

1.6. Aabra. Kvaterni6csoport Cayley-
grafja a toruszon

1.5. abra. (3 x 3)-as torikus racsgraf

Ez a konstrukcio tetszéleges d dimenziéban altaldnosithato. Egyszerten legyen G =
Liny X Lipy X -+ - X L, és S ={(£1,0,...,0),(0,£1,...,0), ..., (0, ..., £1) }. Példaul a parhu-
zamos szuperszamitogépekkel kapcsolatos Cray-kutatds egy 3-dimenzios torikus halézatot

vesz alapul.

1.9. Példa. A példak sorat egy némileg altalanosabb konstrukcioval zarjuk. Vegyiik észre,

10



1 Cayley-grafok

hogy van egységeleme és minden eleme invertalhato, tehat egy félcsoport esetén is értelmes
definicihoz jutunk. Vegyiik az (N2, +) félcsoportot, ahol a ,,+” a pontonkénti dsszeadas,
és tekintsiik az S = {(1,0), (0, 1)} generatorrendszert. Ekkor a Cayley-digraf egy végtelen

halo lesz:

N N e
{(0,5)} {(1,5)} (2.5)} {(3.5)} (4,5)} {(5.5) -
e N N N N
N N R TN 7 TN
((0,4) {(1,4) (2, lJ\' (3.4)} “l.l\J, {(5.4) -

NI A A O N A NG
- N T ) ™ AN
((0.3)—{(1.3)—((2 (3.3 —{(1.3) (5.3)}
G N R G R G NG
N N N P e ~
(0.2) /1_)J (2.2)) :f{.‘%.ﬂ. (1.2)——(5.2)
N N N N N N/
B TN N N N
(0.1)—{(1.1)) /21} (3.1 —{4.1)—((5.1)
/ N N N N4 N
N N TN A ™ o
@.UJ‘ {(1,0}} (2.0)} {(3.0)} (4 lJ\Jj :j{.‘;.u\';;H .
N N N N N N

A tovabbiakban a Cayley-grafok néhany alapvetd tulajdonsigat vizsgaljuk meg, amihez
el6bb grafelméleti fogalmakat elevenitiink fel. A kovetkez6kben minden gréafra a standard
' = (V, E) grafelméleti jelolést fogjuk hasznalni, ami alatt azt kell érteni, hogy a I" grafot
a V cstcshalmaz és az E élhalmaz segitségével adtunk meg. Az altalanos matematikai
filozofiat kovetve definidljuk a grafok kozotti homomorfizmus fogalméat. Ha a v,w € V
csiucsok kozott halad él, akkor ezt az egyszeriiség kedvéért jeloljiik a v ~ w relacidval,
illetve a koztiik halado élt {v,w} € E modon jeloljiik.

1.10. Definicio. Legyen I'y = (Vi, Ey) és I'y = (Va, Ey) két tetszéleges graf. Egy
w Vi — Vy leképezést T'1-b6l T's-be mend grdafhomomorfizmusnak neveziink, ha min-
den v,w € V] csics esetén, melyekre v ~ w kivetkezik, hogy ¢ (v) ~ ¢ (w), tehat az élek
is élekbe képz6dnek a ¢ altal. Ha ¢ bijektiv és az inverze is grafhomomorfizmus, akkor -t
grifizomorfizmusnak nevezziik. A I' — I' grafizomorfizmusokat grdfautomorfizmusoknak
nevezziik. A T' Gsszes automorfizmusa a fliiggvénykompozicioval ellatva csoportot alkot,

és ezt nevezziik a I' graf automorfizmuscsoportjdnak. Jeloljiik ezt a csoportot Aut(I')-val.

A kovetkez6 abran két egymassal izomorf graf lathato, ahol az izomorfizmust az 1 —

¢,2—b,3— aés4d— dhozzarendelés definidlja. Megemlitendd, hogy nem izomorf cso-
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1 Cayley-grafok

portoknak lehet izomorf Cayley-grafjuk. Példaul a Cay(Ss, {(1,2),(2,3)}) és Cay(Cs, {g})

grafok izomorfak, de az S5 nem izomorf a Cg-al.

Az Aut(T") csoport nem mas, mint egy, a V' csiucshalmazon hat6é permutaciéesoport.

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy a I' = (V, E) graf csidcstranzitiv, ha az automorfiz-
muscsoportja tranzitivan hat a csticsok halmazan, vagyis barmely v,w € V cstics esetén
létezik olyan ¢ € Aut(I") grafautomorfizmus, melyre w = ¢ (v). Egy cstcs foka (jeloljiik
deg (v)-vel) nem mas, mint a ra illeszkedd élek szama, ahol a hurokéleket kétszer szamol-
juk. Egyszert grafban ez pontosan az adott csics szomszédainak a szdama. A I' grafot

requldrisnak nevezziik, ha minden csiicsnak azonos foka van.

Cstcstranzitiv grafok intuitiven olyan grafok, amelyek barmely csticsbol szemlélve ugyan-
olyannak latszanak. Mivel a grafautomorfizmusok megtartjik a fokszamot, ezért minden
csucstranzitiv graf egyben regularis is. A forditott allitas altalaban nem igaz. Egy ilyen
grafra példa a 1.7-es abran lathato. Ha cstucstranzitiv lenne, akkor példaul az 1-es cstcsot
az H5-0s csicsba tudnank képezni grafautomorfizmussal, de a grafautomorfizmusok harom-
szoget haromszogbe képeznek, viszont az 1-es csics része egy haromszognek, de az 5-0s
csucs nem része egyetlen haromszognek sem. A kovetkezdkben belatjuk, hogy minden
Cayley-graf cstucstranzitiv és igy regularis is (ahogyan azt a példék is sejtetik), illetve egy
ellenpéldaval bizonyitjuk, hogy nem minden cstcstranzitiv graf all el valamilyen csoport

Cayley-grafjaként.

5 7
2 ® 9
11
1 4
12
¢ 10
3 6 8

1.7. 4bra. Regularis, de nem csicstranzitiv graf

A cstcstranzitivitas bizonyitasahoz legyen v és w a Cayley-grafunk két tetszéleges csi-

csa.
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1 Cayley-grafok

Az L, : G — G, g — ag bhaleltolas a G cstcshalmaz egy bijekcioja, melynek inverze
Lq—1. Egyszerid szamolas mutatja, hogy L, grafhomomorfizmus. Ugyanis ha = ~ y, akkor

definici6 szerint létezik g € S tgy, hogy y = xg, de ekkor

a(xg) = ay,

ahonnan az asszociativitas alapjan adodik az (az) g = ay egyenlGség. Tehat azt kaptuk,
hogy ax ~ ay, ami azt jelenti, hogy L, grathomomorfizmus. Ez minden a € G-re igaz,
specialisan a™! € G elemre is, igy az L;' = L, is grafhomomorfizmus. Ezzel belattuk,
hogy L, grafizomorfizmus.

Az a = wo™t

valasztéas révén L, (v) = av = (wv™')v = w adodik, és ezzel a készen
vagyunk a bizonyitassal.

Mivel az 1.7-es dbran szerepl§ graf nem csucstranzitiv ezért Cayley-graf sem lehet, ko-
vetkezésképp nem minden regularis graf all el6 Cayley-grafként. A kovetkezSkben arra a
kérdésre fogunk vélaszt adni, hogy vajon a cstucstranzitiv grafok Cayley-grafok-e. Intuiti-
ven persze érezhetd, hogy a Cayley-grafok valamivel ,merevebbek” mint a csicstranzitiv

grafok. Tekintsiik az 1.8-as abran lathatd Petersen-grdfot.

1.8. dbra. Petersen-graf 1.9.&bra. (1,4,5,2,3) hatésa 1.10. abra. (1,4,3,2) hatéasa

Ez a graf csdcstranzitiv. Ehhez tekintsiik az 1.8-as abran lathato cimkézését. A csi-
csokat az {1,2,3,4,5} kételemi részhalmazaival cimkeézziik, és két csics kozott pontosan
akkor halad él, ha diszjunkt részhalmazokkal vannak cimkézve (példaul az {1,2} és {3,4}
csucsok kozott halad él). Roviden egy {a, b} részhalmazhoz tartozé cstcsot ab-vel fogunk
jelolni. A bels6 (kiilsG) kérben 16v6 cstcsokat belsé (kiilsd) korben 1évs csticsokba konnye-
dén eljuttathatjuk, ha az (1,4,5,2,3) permutéaciot egymés utan alkalmazzuk, hiszen ez a
belsd (kiilsG) csticsok forgatasat eredményezi (lasd az 1.9-es abrat). Ha tetszéleges belss
csucsot szeretnénk kiilsG csucsba vinni (vagy forditva), akkor azt példaul az (1,4,3,2)
permutacioval tudjuk elérni (1.10-es dbra). Persze ezzel még nem biztos, hogy a valasz-
tott csucsot oda képeztiik, ahova szerettiik volna, ezért még az (1,4,5,2,3) permutacio

megfelel6 hatvinyat alkalmaznunk kell. Ezek a permutaciok grafautomorfizmusok, ezzel
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1 Cayley-grafok

tehat a Petersen-graf csicstranzitivitasat belattuk.

Most megmutatjuk, hogy a Petersen-graf nem allhat el Cayley-grafként. Ha Cayley-
graf lenne, akkor egy tizelemi csoportbol szarmazna, tehat vagy a Cyg ciklikus csoport,
vagy a Djy diédercsoport és azok valamely generatorrendszere definidlna. Tételezziik
fel, hogy a generatorrendszer elemei az sq, ..., s elemek. Ekkor a Cayley-grafban az e
szomszédai az s1, ..., S, 5], ..., s,gl elemek lesznek. Mivel a Petersen-graf 3-regularis, ezért
sziikséges, hogy a Cayley-grafban az 1-nek harom szomszédja legyen, ez pedig azt jelenti,
hogy csak olyan generatorrendszerek johetnek szoba, amelyek vagy harom mésodrendd
elemet, vagy egy masodrendii és egy nem masodrendi elemet tartalmaznak.

Ha Dyo = (r,s), ahol o(r) = 5 (forgatas) és o(s) = 2 (tiikrozés), akkor 1 = srsr,
ami egy 4 hosszisagi kornek felel meg a Cayley-grafban, viszont ilyen koér a Petersen-
grafban nincs, tehat nem lehetnek izomorf grafok (vo. az 1.11-es és 1.12-es dbrakat). Ha
Dyy = (a,b,c), ahol a, b és ¢ harom kiilonb6z6 tiikrozés és ¢ = aba vagy ¢ = bab, akkor
az 1 = caba vagy az 1 = cbab 4 hosszu kort kapjuk. Ha ¢ nem egyezik meg az a, b, aba és
bab tiikrozések egyikével sem, akkor c-re mar csak egy lehetdség maradt, hiszen Osszesen
Ot tiikrozése van a szabalyos 6tszognek. Ekkor a cac tiikrézés nem lehet ¢, a és bab sem,
mert az azt implikadlna, hogy ¢ = a vagy ¢ = b. Ha cac = aba, akkor cbc = bab, mert
a c-vel valé konjugélas tigy hat a masik négy tiikrézésen, hogy két kettes ciklust valosit
meg. Viszont ebbél azt kapnank, hogy ¢ (ab) ¢ = (cac) (cbe) = ababab = (ab)®, ami nem
lehetséges, hiszen ab egy forgatas, amit ha egy tiikrozéssel konjugélunk, akkor az inverzét
kell kapnunk, ami (ab)4. Tehat cac = b egyenlGség kell, hogy igaz legyen, ami az 1 = cach
azonossaghoz vezet. Tehat ebben az esetben sem lehet a Cayley-graf izomorf a Petersen-
graffal.

A () ciklikus csoport esetén ha Chg = <gk,g5>, ahol o(g) = 10 és k € Z,, akkor az
1 = g*¢°g7%g® relacio egy 4 hossztisagt kort jelent a Cayley-grafban, tehat ekkor sem

kapunk a Petersen-gréaffal izomorf grafot.

1.11. abra. Petersen-graf 1.12. abra. A D;y egy Cayley-grafja
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1 Cayley-grafok

A kovetkezd diagramban Osszefoglaltuk a fent ismertetett implikaciokat.

[T-es példa
’F Cayley-graf ‘ ’F Csﬁcstranzitiv‘

Legyen I' = (V, E) egy tetszdleges graf és G a csicsok egy permutaciocsoportja. Tet-

sz6leges v € V' csics esetén legyen
G, ={9e€G:g9(v) =1}

a v csucs stabilizdatora, és
hG,:={hg:g€ G,}

jelolje G, egy (bal oldali) mellékosztalydt tetszbleges h € G-re.

1.12. Segédtétel. Legyen G a V csucshalmaz egy tranzitiv permutdciocsoportja ésv € V

tetszdleges csics. Ekkor a

w—{heG:h(v)=w}
hozzdrendelés bijekcio a 'V és G, mellékosztdlyai kozott.

Fejezetiinket Sabidussi két tételével zarjuk: az elsG a cstucstranzitiv grafokat jellemzi a
Cayley-grafokon keresztiil, mig a masodik a Cayley-grafokat karakterizalja.

Legyen I = (‘7, E) al = (V,E) graf egy részgrafja, ahol V. C V és E C E. Azt
mondjuk, hogy a T a I' retraktuma, ha van olyan f : I’ — I’ grathomomorfizmus, melynek
a I-ra vett megszoritasa bijektiv. Ekvivalens definicichoz jutunk, ha a I'-ra vett megszo-
ritasrol azt koveteljilk meg, hogy az identitas legyen. A v,w € V cstcsok tavolsagan a

kozottiik halado legrévidebb ut hosszat értjik, amit d (v, w)-vel jeloliink.

1.13. Tétel. (Sabidussi, 1964) Minden 6sszefiiggd csucstranzitiv grdf eqy Cayley-grdf ret-

raktuma.

Bizonyitds. Legyen I = (f/, E) Osszefiiggd cstuicstranzitiv graf, v € 1% egy rogzitett csics
és tekintsiik az

S = {g € Aut(f) v Ng('u)}

halmazt. Legyen G az S altal generélt részcsoport Aut (f)—ban. Ekkor G tranzitivan hat
aT grafon. Ehhez elegend6 belatni, hogy barmely w € V cstcshoz létezik G-beli elem, ami
a v-t a w-be képezi. A bizonyitas d (v, w) szerinti indukcioval torténik. Ha d (v, w) = 1,
akkor a I cstcstranzitivitdsa miatt létezik olyan h € Aut (f ) grafautomorfizmus, amelyre
w = h(v) és definici6 szerint h € S, tehat h € G. Tegyiik fel, hogy d (v, w) < k-ra

igaz az allitds. Ha d(v,w) = k + 1, akkor létezik a v-t a w-vel Gsszekots legrovidebb
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uton egy z € 1% cstcs, ami szomszédja a w-nek és d (v,z) < k, igy indukcids feltevés
alapjan létezik olyan g € G elem, amire ¢ (v) = z. A T' cstcstranzitiv, ezért van olyan
h € Aut (f‘) automorfizmus, amelyre h(z) = w. Ekkor hg(v) = w. Mivel a z és w
csticsok szomszédosak, ezért a g7! (2) és g7 (w) csticsok is szomszédosak lesznek, tehat
v=yg2) ~ gt (w) = g' (hg (v)). Ebbdl adodik, hogy g thg € S C G, igy hg =
g (g7 hg) € G, amit bizonyitani kellett.

Vegyiik a I' = Cay(G, S) Cayley-grafot. Belatjuk, hogy I' izomorf a I' egy retrak-
tumaval. A 1.12-as Segédtétel alapjan az S, = {g € G:g(v) = w} a G, stabilizator
Sw. Jeloljik Ay, A, ..., Ag-

val a G, szerinti mellékosztalyokat és vegyilink egy-egy a; € A; reprezentanst minden

egy mellékosztéalya, valamint az S elall agy, mint S =, .,
i = 1,...,k-ra. Belatjuk, hogy az {ai,...,ax} cstcsok altal feszitett részgraf' izomorf a
-val és retraktuma a I'-nak. Jeloljiik a feszitett részgrafot I'[ay, ..., ag]-val.

Megmutatjuk, hogy S = G,SG,-vel. Az S C G,SG, irdny trividlisan teljesiil. Vegyiik
ah,h €G,ésge S elemeket. Ekkor definici6 szerint v ~ g (v), ahonnan a v = h (v) ~
g(h(v)) = gh(v) adédik és igy a v = h' (v) ~ W (gh(v)) = RK'gh(v) is teljesiil, tehat
hgh € S.

Most azt latjuk be, hogy minden A; mellékosztalyon beliil a I'-ban nem haladnak élek,
valamint két kiilonboz6 A;, A; mellékosztaly kozott vagy nem halad él, vagy az altaluk
feszitett részgraf a K (A;, A;)? teljes paros graf. Ehhez vegyiink egy a;g € A; és egy ajh €
Aj (g,h € G,) reprezentanst. Az S definiciojabol azonnal adodik, hogy S = S~!. Ekkor
a Cayley-graf definicioja alapjan a;g ~ ajh pontosan akkor, ha (a,-g)f1 a;h € S vagyis
g 'a;'a;h € S, ahonnan az a; 'a; € gSh™' € G,SG, = S adédik. Ez azt jelenti, hogy
a kiilonb6z6 mellékosztélyok elemei kozotti szomszédsag fiiggetlen a reprezentéansoktol,
ez pedig pontosan azt jelenti, hogy két mellékosztalybol vagy teljes paros grafot kapunk,
vagy egyaltalan nem haladnak élek az elemek kozott. Mivel I-ban nincsenek hurokélek
ezért 1 ¢ S, tehat 1 = a;'a; ¢ S és igy barmely g, h € G, esetén a;g = a;h.

Definialjuk a ¢ : T' — T'[ay, ..., az] leképezést a

w—> a; €Sy,

hozzarendeléssel. Legyen z,y € V két tesz6leges cstcs. Mivel G tranzitivan hat I'-n, ezért
léteznek olyan g, h € G elemek, melyekre g (v) = x és h (v) = y. Ekkor az x ~ y pontosan
akkor, ha g (v) ~ h(v). Tehéat azt kaptuk, hogy v ~ ¢~ 'h (v) vagyis g~ 'h € S. Masrészt
az elézéek alapjan ¢ (x) ~ ¢ (y) pontosan akkor, ha o (z) "o (y) € S. A g(v) = z és

'Egy T graf feszitett részgrdfjan egy olyan grafot értiink, melynek cstcsai az I' graf csticsainak egy S
részhalmaza, élei pedig a részhalmazban szerepld cstucsokat 6sszekots élek. Jelolese: T'[S].
2Egy T grafot pdros grdfnak neveziink, ha a csticshalmaz felbonthaté diszjunk médon A és B részhal-
mazok uniéjara gy, hogy minden I'-beli él egyik végponja A-ban, a mésik végpontja pedig B-ben
van. Jelolés: T' = (A, B).
A K (A, B) teljes paros graf az az (A, B) paros graf, melynek két osztalydnak barmely két csucsa
kozott halad él.
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h (v) =y alapjan g és h azokat a mellékosztalyokat reprezentaljak, ahova a ¢ (z) és ¢ (y)
tartozik, igy feltehetjiik, hogy ¢ = ¢ (z) és h = ¢ (y). Ekkor ¢ (z) ~ ¢ (y) pontosan
akkor, ha ¢g7th € S, tehat ¢ megérzi az éleket. A ¢ injektivitdsa az S,, mellékosztalyok
diszjunktsiga miatt azonnali, mig a sziirjektivitas a definicié szerint nyilvanvalé. Ezzel
belattuk, hogy I izomorf a I [ay, ..., az] graffal.

Végiil megmutatjuk, hogy I'[a,...,ax] a T’ retraktuma. Ehhez tekintsiik a p : T' —
I [ay, ..., ax]

g—>aiag€Ai

leképezést. Az el6z6 szamolas mutatja, hogy ez valoban egy grathomomorfizmus és sziir-

jektiv, tovabba az is nyilvanvalo, hogy a T [ay, ..., ai]-ra vett megszoritas az identitas. [

Végezetiil belatjuk Sabidussi karakterizacios tételét [Sa58, Lemma 4.

1.14. Tétel. (Sabidussi, 1958) Egy I' = (V, E) dsszefiiggd graf pontosan akkor Cayley-
grafja eqy G csoportnak és valamilyen S C G generdtorrendszernek, ha I' automorfiz-
muscsoportja tartalmaz egy olyan Go < Aut(I') részcsoportot, ami requldrisan hat a T

csucsain.

Bizonyitds. El6bb tegyiik fel, hogy a I' valamilyen G csoport Cayley-grafja. Tekintsiik a
L:G— Au(l'), g — <h Lo, gh) baleltolasokkal vett hatast, ami nyilvan regularis. Az
L értelemszeriien injektiv, igy G = Im(L) < Aut(I') tehat a Gy := Im (L) jo lesz.

Most tételezziik fel, hogy a I' 6szefiiggs graf automorfizmuscsoportja tartalmaz egy G
részcsoportot, amely a cstiicsokon reguléris. Legyen vy, v € V' két tetsz6leges cstics. Ekkor
a regularitas miatt egyértelmiien létezik egy ¢, € Go, amelyre ¢, (vy) = v. Legyenek a vy
szomszédai vy, ..., v,, és tekintsiik az S = {Py,, ..., P, } C Go részhalmazt. A priori nem
tudjuk, hogy az S generatorrendszere lenne a Gg-nak, de ez most nem fontos, a bizonyités
késbbi szakaszabol automatikusan fog kovetkezni. Tekintsiik a 'y = Cay (G, S) Cayley-

grafot és defininidljuk a

Ty - T

gzﬁv—EHJ

leképezést. Belatjuk, hogy e grafizomorfizmus. Jelolje Ey a 'y élhalmazat.

Bijekci6: a bijekcio a hatas regularitasabol adodik.

Grafhomomorfizmus: legyen {¢,, ¢, ¢, } € Ey tetszéleges él, ahol ¢, € Gy és ¢,, € S.
Ekkor € ({¢y, 0vdv, }) = {dw (v0) , &0 (v3)} € E, hiszen {v,v;} € E és ¢, € Aut (), tehat
¢ grafhomomorfizmus. Az e ! is grafhomomorfizmus: ha {v,w} € E tetsz6leges él, akkor
oyt ({v,w}) = {vo, ¢, (w)} € E, tehat ¢! (w) = v; = ¢y, (vy) valamely 1 < i < n
esetén. Kovetkezésképpen e ({v,w}) = {¢y, oot } € Fo.

Ezzel tehat belattuk, hogy I' izomorf a 'y Cayley-graffal, ahonnan az is kdvetkezik,

hogy T’y Osszefiiggs, vagyis S generdtorrendszere a GGy csoportnak. [
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2 Cayley-grafok atmeérgje és a

Babai-sejtés

Az eddigiek alapjan lattuk, hogy a Cayley-grafok nagyon er6s szimmetriatulajdonsa-
gokkal rendelkeznek. Most ,metrikus” szempontbol szeretnénk ezeket a grafokat, és ennek
megfelelGen a csoport strukturajat vizsgalni, amit az atmérd fogalman keresztiil fogunk
megtenni. Ahogyan azt a bevezetében is emlitettiik, a Rubik-kocka barmilyen pozici6-
bol legfennebb 26 forgatassal kirakhato, ami éppen a Rubik-kocka csoportjahoz tartozé
Cayley-graf atmérdje. CPU halozatok tervezéséhez is kdzponti szerepet toltenek be a
Cayley-grafok, ahol fontos, hogy az egyes CPU-k ne legyenek til tavol egymastol, vagyis
barmely két szamitogép kozotti informécidcsere soran csak kevés kozbiilsé szamitogépen
kelljen athaladnia az informéacionak, tehat lényeges, hogy a valasztott Cayley-graf atmé-
r6je kicsi legyen.

Ezen fejezetben a Cayley-grafok dtmérgjével kapcsolatos eredményeket mutatunk be.
Bizonyitjuk Babai és Seress 1987-ben publikilt eredményét (lasd [BaSe87]), ami fels6
korlatot ad az .S,, szimmetrikus- és A,, alternal6 csoportok atmérdjére. Kitériink a Babai-
sejtésre és bizonyitas nélkiil ismertetjiik a sejtéshez kapcsolodo jelenleg ismert legjobb

felsé korlatokat.

2.1. Cayley-grafok atmeérgje

A tovabbiakban feltessziik, hogy G véges csoport. ElSbb bevezetjiik az atmérs fogalméat

tetszGleges graf esetén.

2.1. Definicié. Legyen I' = (V, E) egy tetsz6leges graf. Jeloljik a v,w € V csucsok
tavolsagat d (v, w)-vel. Ekkor a I' graf dtmérdje a cstucsok tavolsdgainak maximuma,
vagyis

diam(I") := v%%}xi/d (v,w).

Hasonlé modon definidlhatd az atmérs digrafok esetén is.

2.2. Példa. Konnyen lathato, hogy az n csicst korgraf atmérdje ng, az n cstcsi teljes

graf a&tmérGje 1, illetve a Petersen-graf atmérdje 2.
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés

Ha I' = Cay (G, 5) egy Cayley-graf, akkor értelemszertien az atméré fligg az S generé-
torrendszert6l. Példaul mig a G = S5 és S = {(1,2),(1,2,3)} esetén 2 az atmérs, addig
az. S" ={(1,2),(2,3)} generatorrendszer esetén az atmérd 3 lesz (lasd az 1.1-es abrat).

Ahogyan azt a Rubik-kocka példaja is sejteti, az &tmérd szoros kapcsolatban all a cso-
port struktarajaval. Hogy ezt precizen megfogalmazhassuk, sziikségiink lesz a kévetkezs

két definiciora.

2.3. Definicidé. Legyen G egy csoport és S egy generatorrendszer. A g € G elem §
szerinti hossza az a legkisebb d pozitiv egész szam, amelyre g el6all d darab S U S~1-beli

elemek szorzataként. Jeldljiik ezt a szamot length(g, S)-el.

2.4. Definicid. Legyen G egy csoport és S egy generatorrendszer. A G csoport S szerinti

datmérdje a csoportelemek S szerinti hosszainak a maximuma, azaz
diam(G, S) = max length(g, S)
ge

Az aldbbi egyszerti allitas teremt kapcsolatot a két atmérs kozott.

2.5. Allitas. Legyen G egy csoport S generdtorrendszerrel, és legyen I' = Cay(G,S) a
megfeleld Cayley-graf. Ekkor diam(T') = diam(G, S), vagyis a Cayley-grif dtmérdje az a
legkisebb k pozitiv egész szam, amelyre minden csoportbeli elem elddll legfennebb k darab

S U S~ -beli elem szorzataként.

Bizonyitds. A definiciokbol konnyen adodik, hogy az S U S~1-feletti szavak a Cayley-
grafban utaknak felelnek meg és forditva, ahol a sz6 hossza az ut hosszaval egyezik meg.

Ez alapjan, ha g és h két tetsz6leges elem, akkor

d(g,h) = length(g~'h, 9),

ahonnan a
diam(I') = max d (g, h) = maxlength(l, S) = diam(G, 5)
g,heG leG
egyenldség adodi, ahol [ = g~ 1h. O

Hasonloan egy T' C G részhalmaz S-feletti hossza is definidlhat6, nevezetesen legyen
length (T, 5) = max length (g, 5) .
ge

A d(g,h) =length(g~'h, S) egyenlSséghdl, és a grafelméleti haromszog-egyenlGtlenséghdl!

egy nagyon hasznos egyenl6tlenség kovetkezik, amit tobbszor is hasznélni fogunk, neve-

LGrafelméleti haromszog-egyenl6tlenség: ha x,y, 2 tetszleges csicsok egy I' grafban, akkor d (x,z) <
d(z,y) +d(y, ).
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zetesen ha g, h € G, akkor
length(gh, S) < length(g, S) + length(h, S).

Az is konnyen adodik, hogy ha S és T két kiilonb6z6 generatorrendszere a G csoportnak,
akkor
diam (G, S) < diam (G, T) - length (7', S) .

Egy csoport dtmérdje legyen a diam(G,S) S-feletti atmérck maximuma, amikor S
végigfutja a generatorrendszerek halmazat, és jeloljiik ezt diam(G)-vel. Természetesen
tevédik fel a kérdés, hogy mennyire nehéz egy Cayley-graf atmérgjének a meghatarozasa.
Even és Goldreich 1981-es publikaciojukban (lasd [EvGo81]) belattak, hogy egy Cayley-
graf atmérdjének kiszamitasa NP-nehéz probléma, ezért altalaban nem a tényleges atmérs
meghatarozasa lesz a cél, hanem annak a vizsgalata, hogy milyen also, és fels§ korlatok
adhatok, illetve ezek mennyire esnek téavol egymastol. Tovabba az is érdekes kérdés,
hogy adott tipust csoportok (lasd késébb a Babai-sejtést) atmérGjére adhato-e valamilyen
segységes” fels6 korlat?

Trividlis felsg korlatot ad az atmérére a csoport elemszama. Mostantol log az e-alapt

logaritmust jeloli. Egy lehetséges also korlat csoporttol és generatorrendszertdl fiiggetleniil
log|G|
log(2]5])

diam(I")= d, valamint legyen t := 2|S|. Jeloljiik B (e, r)-el az e koriili r sugara gdmbot,

nagysagrendd. Legyen ugyanis I' = Cay(G, S) Cayley-graf és tételezziik fel, hogy

vagyis azon csucsok halmazat, amelyek legfennebb r tavolsdgra vannak az egységelemtol
(masképp: legfennebb r darab S U S~ !-beli elem szorzataként allnak els). Ekkor konnyen
adodik, hogy

|B(e,1)| <t+1

1B (e,2)| <t*+t+1

|B(e,r)| <t" 4+t + ..+ 1.
A |B (e, r)|-et tovabb becsiilhetjiik, nevezetesen

|IB(e,r)| <t" 4+t 4. +1

et
B t—1
<t 4+t -1
< 2t".
Mivel a graf atmérGje d, ezért sziikségképpen |G| = |B (e, d)| < 2t¢, ahonnan logaritmé-

lassal adodik a kivant alsé korlat d-re.
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A kovetkezd allitasban megmutatjuk, hogy ha S specialis tulajdonsagu, akkor a Cayley-

graf atmérgje kicsi.
2.6. Allitas. Ha H valddi részesoport G-ben és S = G \ H, akkor

1 ha H={1}

diam(I") = )
") 2 ha H # {1}

Bizonyitds. Ha H = {1}, akkor a I' Cayley-graf nem mas, mint a K| teljes graf, aminek
nyilvan 1 az atmérdje.

Tegyiik fel, hogy H # {1} és vegyiink két tetszéleges g1,90 € G \ H elemet. Mivel
az 1 egységelem szomszédai éppen az S U S™! elemek, ezért az g, és go is szomszédos
1-el, tehat d(g1,92) < 2. Ha g1 € H és go ¢ H, akkor szomszédosak a Cayley-grafban,
hiszen g, 'g1 € G\ H, és igy g1 = g295 g1, tehat d (g1, g2) = 1. Végiil ha g1, 9o € H (ez
lehetséges, mivel feltétel szerint |[H| > 2) és s € G\ H, akkor s71g;, s7'g, € G\ H, ahonnan
kovetkezik, hogy s szomszédos gi-el és go-vel is (hiszen g2 = ss™'g19). Tovabba g; és
g2 nem szomszédosak egymadssal, mert g; *gs és g, "g1 H-beli elemek, tehat d (g1, g2) = 2.

Ezzel belattuk, hogy a Cayley-graf atmérGje 2. n

2.2. Példa szamolasok az S, és A, csoportok esetén

Miel6tt ratérnénk Babai és Seress eredményére, az S,, szimmetrikus-, illetve az A,, alter-
nalé csoportokon mutatunk be kiilonb6z6 technikakat az atmérs szamolasara, becslésére.

A permutéaciok szorzasa konvencié szerint jobbroél balra torténik.

2.7. Allitas. Tekintsiik S,-nek az S = {(1,2),(1,2,...,n)} generdtorrendszerét. Ekkor
diam (S,, S) = O (n?) .

Bizonyitds. Legyen (a,b) egy tetszGleges transzpozicio, ahol a < b, és legyen m = (1,2)
valamint ¢ = (1,2,...,n). Mivel a < b, ezért b = a + k, valamilyen k pozitiv egészre.

Konjugaljuk meg m-t 091 (70)* '-el, jeldljiik ezt 77 ()" _el. Ekkor

a—1

(7ro‘)ki1 o
1" —1—7a
(m,)kfl go—1
2 — k+1—a+k=0
Tovabba tudjuk, hogy a konjugélas megérzi a ciklusstruktarat, tehat a A CLO T egy

transzpozicio kell legyen. A szamolas mutatja, hogy A Gl (ab). Ezzel egy becslés
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adhato tetsz6leges transzpozicio S-folotti hosszara, ugyanis

length (ﬂ”a_l(m’)k_l, S) < 2 - length (a“_l (mo)F ™, S) + length(m, S)
<2-(a—1+4+2(k-1))+1
<2-(2n+n)+1
= 6n + 1.

Legyen most p € S, tetszbleges permutéacié. Mivel p felithat6 maximum n—1 transzpozicié

szorzataként, ezért
length(p,S) < (n—1)- (6n+1) = O (n?),

ahonnan adodik, hogy diam(S,, S) = O (n?). O
A kovetkez§ allitast kétféleképpen fogjuk bizonyitani.

2.8. Allitas. Tekintsiik S,-nek az S = {(1,2),(2,3),...,(n — 1,n)} generdtorrendszerét.

Ekkor
diam(T") = (Z) :

Bizonyitds. 1. Az els6 bizonyitas tisztan az S,, csoport tulajdonsagait hasznélja. Legyen
o € S, tetsz6leges permutacio. Jeloljiik az inverziok szamat® \ (o)-val. Az egyszeriiség
kedvéért az (1,7 + 1) transzpoziciot jeloljiik s;-vel. Vegyiik észre, hogy a A (o) éppen a o S-
folotti hossza. Valoban, ha o nem az egységelem, akkor van olyan 4, hogy o (i + 1) < o (7)
és az s; elemmel valo szorzas 1-el csokkenti a A (0)-t. Folytatva ezt az eljarast o-bol elGall
az egységelem A (o) darab szorzas utan. Ebbél adodik az allitas, hiszen egy tetszéleges
permutaciéban maximum (’;) inverzio lehet.

A Cay (S,,S) graf egy szép, szimmetrikus politop 1-vaza, amit n-edfoki permutaé-
dernek is szokas nevezni. Ez lényegében azon n-dimenziés pontok konvex burka, amelyek
koordinatai az {1,2,...,n} halmaz permutécidival egyeznek meg. Innen azonnal adodik,

hogy a permutaéder az n-dimenzios térbe beagyazott (n — 1)-dimenzids politop, ugyanis
n(n+1)

a koordinatak 0sszege minden cstcs esetében 1+2+...+n = =5, vagyis minden csics
benne van az x1 + 2o+ ...+ x, = @ egyenleti hipersikban. Két csics kézott pontosan

akkor halad él, ha azok koordinatasora két szomszédos koordinata felcserélésében kiilon-
bézik (n = 4-re ez a politop a 2.1-es abran lathato). A bizonyitott allitds geometriailag
azt jelenti, hogy ha a permutaéderben az élek mentén akarunk eljutni az egyik csicsbol a

n(n

maésikba, akkor azt legfeljebb Tfl) élen keresztiil megtehetjiik.

2Azon (i,j) parok szdma, amelyekre i < j és o (i) > o (5).
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2.1. abra. Negyedfoku permutaéder

2. A masodik bizonyitas a Lie-algebrak elméletében felbukkand Weyl-csoportok segit-
ségével torténik. Az elmélet részletes leirasa nem célja ezen szakdolgozatnak, a fogalmak
és eredmények részletes leirdsa megtalalhato példaul James E. Humphreys Introduction
to Lie Algebras and Representations Theory cimi konyvében [Hu72|.

Gydkrendszer: legyen E egy valos euklideszi tér, (-,-) skalaris szorzattal. Az o € F
nemnulla vektorra meréleges P, hipersikra valo tiikrozést jeloljiik w,-val. Ez tetsz6leges

a-ra meréleges 5 vektorhoz a (-t rendeli, mig az a-t a —a-ba kiildi. Nem nehéz belatni,

hogy
2(8,a)

(a, @)
Legyen & C E véges részhalmaz. ®-t gydskrendszernek nevezziik, ha teljesiti az aldbbi
feltételeket:

we (B) = 8 —

a, minden § € E-re.

e O generalja E-t, 0 ¢ ® és ha a € ®, akkor ca € ® pontosan akkor, ha o = +1;

e ha a € ¢, akkor a w, tiikrozés ®-t sajat magaba viszi;

o 289 c 7 minden a, 8 € d-re.

(a,0)
A ® C FE gyokrendszerhez tartozd6 Weyl-csoport a w,, o € ® tiikrozések altal generalt

részcsoport az E altalanos linearis csoportjaban, vagyis
W=W(®):=(w,:a€d) <GL(E).

Bizonyithato, hogy W véges csoport. Azt mondjuk, hogy [[ C ® fundamentdlis gyik-
rendszere ®-nek, ha [] bazisa F-nek és minden g € & gyokre

BZZI{?Q'OJ,

a€el]

ahol k, € Z és vagy minden k, > 0, vagy minden k, < 0. Minden & C E gyokrendszer

tartalmaz fundamentalis rendszert, és egy fundamentalis rendszer megad egy ® = & U
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®~! felbontast, ahol

Ot = 5:Zka-a:kazo, mindenaEH :
a€c]]

¢ = Bzz:k;a-oz:kago, mindenaEH :
0461_[

A ®F elemeit pozitiv gyokoknek, mig a @~ elemeit negativ gyokoknek nevezzik. Nyil-
vanvalo, hogy —®+ = &, tehat a negativ és pozitiv gyokok szama megegyezik. A ®-
hez tartozé6 Weyl-csoportot mar az un. fundamentdlis tikrézések is generaljak, vagyis
azok a w, elemek, amelyekre a € []. Tetsz6leges g € W Weyl-csoportbeli elem elGall
J = W, Wy, -+ - W,, alakban, ahol a, ...,y fundamentalis gyokok. A g hossza [(g) = t,
alakban, ahol
ay, ..., oy fundamentalis gyokok. Egy g € W-re legyen n (g) := [®T N g~ (®7)], azaz n (g)

ha t a legkisebb olyan pozitiv egész, melyre g el6all ¢ = wy, Wa, * - Wy,

azon pozitiv gyokok szama, melyeket g negativ gyokbe képez. Belathatd, hogy minden
g€ W-rel(g)=n(g).

Legyen E = {(ay,...,an41) € R : 3" a; = 0} < R™™! egy n dimenzios euklideszi tér,
ahol a skalaris szorzatot az R"1-en vett természetes skalaris szorzas megszoritasaval nyer-
jik. Minden 1 <17 # j < n+1-re vegyiik az a;; = ¢, —e; = (O, ey 0, 11"0’ .,0,—1,0, ...,O)
vektort és legyen ® = {y; : i # j} C E, ami gyokrendszer E-ben és elemszamajn (n+1).
Egy a;; esetén P, = {(a1,...,an11) 1 @i = a;} és w,,; az i és j koordinatak felcserélését
eredményezi és az altaluk generdlt Weyl-csoport S, 1-el izomorf. Egy lehetséges funda-
mentalis rendszere ®-nek a [[ = {e1 — e2,e2 — €3, ..., €, — €541} és ezekhez a vektorokhoz
tartozo fundamentalis tiikrozések éppen azoknak a transzpozicidknak felelnek meg, ame-
lyek a feltételben szerepelnek. Tehat az a g € W elem lesz a leghosszabb, amelyik az

n(n+1)

Osszes pozitiv gyokot a negativakba viszi, és a pozitiv gyokok szama ———. Megismételve

a gonolatmenetet n + 1 helyett n-re adodik az allitas. O

Ismert, hogy az A,, alternal6 csoportot generaljak a 3-ciklusok. A megfelel§ Cayley-graf

atmeérgjére a kovetkezo fels6 becslés adhato.
2.9. Allitas. Legyen S C A, a 3-ciklusok halmaza. Ekkor diam (A,,S) < n.

Bizonyitds. Legyen m € A, tetszGleges permutécio. Legyen ¢ = (iy,...,1;) egy k-ciklus
a 7 ciklusfelbontasaban. Nyilvan ¢ = (i1,142) (ig,43) - - - (ix_1, i) . Ez alapjan, ha k paros,
akkor ¢ paratlan szamu transzpozicioé szorzata, illetve paratlan k esetén c paros szamu

transzpozicié szorzataként all eld.

Ha c foka paratlan, azaz k = 2m+1 alaka, akkor ¢ = (i1i9i3) (i30475) « - - (1g—atp—30k—2) (Ip—_2ik_11k)

/

-~
m
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alakban irhaté fel, amibdl a
length (¢, ) < m < deg(c)

egyenl6tlenség adodik.

Ha ¢ foka péaros, vagyis k = 2m alakt, akkor mivel m paros permutécio, sziikséges,
hogy paros sok paros foku ciklust tartalmazzon a ciklusfelbontasa, kovetkezésképpen c-
hez valaszthatunk egy ¢ = (ji, ..., Ji) paros foka (I = 2¢) ciklust a 7 ciklusfelbontésabol.
Ekkor a cc felirhato (g1, ix, j2, .-y J1) (31, -y ik—1, J1, i) alakban, ahol a ciklusok fokai rendre
2m + 1 és 2¢g + 1. Innen a

length (cc’, S) < m + ¢ < deg(c) + deg ()

becsléshez jutunk.

Tekintsiik a m = cy¢y - - - ¢, ciklusfelbontéast. Ekkor

length (7, ) < > length (cc, S) + > length (c, S)

c,c/ ps. hosszu ciklusok c ptl. hosszu ciklus

< Zdeg (¢, S) < n.
i—1

2.3. Babai és Seress tételének bizonyitasa

A tovabbiakban olyan eredményeket fogunk bemutatni, amelyek mind a szimmetrikus-,
mind pedig az alternal6 csoport esetén érvényesek lesznek, ezért mostantol G jeldlje az
A, vagy S, csoportot.

Célunk a kovetkezs tétel bizonyitasa, melyben a [Tan| cikkben bemutatott gondolat-

menetet vissziik végig.

2.10. Tétel. (Babai-Seress, 1987) Legyen G az S, vagy A, csoportok valamelyike. Ekkor

diam(G) <exp (W(l +o (1))) :

Jeloljiik a m permutécio tartdjdt supp (7)-vel, vagyis azon elemek halmazat, amelyeket a
7 mozgat. A 7 foka definicio szerint a tartojanak az elemszama, amit deg (7)-vel jeldliink.

A bizonyitashoz el6bb néhany segédtételt fogunk igazolni.

2.11. Definicié. A T' C G részhalmazt k-tranzitivnak (1 < k < n) nevezziik, ha minden
(1, .o, Tk) €8 (Ya,...,yk) (ahol x; # x; és y; # y; ha i # j) par esetén létezik m € T

permutaci6, melyre 7 (x;) = y;.
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Els6 segédtételiink a k-tranzitiv részhalmazok S-feletti hosszara ad n-ben polinomiélis

felsé korlatot.

2.12. Segédtétel. Barmely S C G generdtorrendszerhez és tetszdleges 1 < k < n — 2

szamhoz létezik eqy Ry C G k-tranzitiv részhalmaz, melynek S-feletti hosszdra teljesiil a
length (Ry, S) < n*.

Bizonyitds. Jeloljik Qg-val az {1,2,...,n} halmaz elemeibdl alkotott Gsszes k-hosszi vek-
tort. Az S természetes médon hat az € elemein, mégpedig egy vektort koordinatanként
permutél. Tekintsiik azt a I' grafot, aminek a V' csticshalmaza az ),-val egyezik meg, és
két vektor kdzott pontosan akkor halad és, ha van olyan S-beli elem, ami az egyik vektort
a masik vektorba képezi. Mivel S generdlja G-t és G tranzitivan hat az (;-n, ezért T’

Osszefiiggd és barmely két csiics tavolsaga maximum |V| lehet. Tovabba

n!

(n—k)!

amit bizonyitani kellett. ]

V| = =nn—1)--(n—k+1) <n"

A 2.12-es Segédtétel kovetkezménye, hogy a diam (G, S) atmérére 3-ciklusok segitségével

tudunk felsg korlatot adni.

2.13. Segédtétel. Legyen S C G generdtorrendszer és v € G eqy 3-ciklus. Ekkor
diam (G, S) < 1+ 2n* +n - length (v, S).

Bizonyitds. Barmely 3-ciklus elGallithat6 a y-bol konjugalassal: vegyiink egy R3 3-tranzitiv
részhalmazt, és az elemeivel konjugaljuk a v-t. Ha m € A, tetszéleges paros permutacio,
akkor 7 legfeljebb n darab 3-ciklus szorzataként all eld, tehat

length (7,5) < n - (length (R3,.S) + length (v, S) + length (R3, 5))
< 2n* + n - length (v, S),

ahol felhasznaltuk a 2.12-es Segédtételt.
Legyen 7 € S, paratlan permutacié. Mivel S generalja S,-t, sziikséges, hogy S tartal-

mazzon egy o paratlan permutaciot. Ekkor o~ !7 paros permutacio, tehat a

length (7, S) = length (o0~ ', S)
< length (0, S) + length (¢~ "7, 5)
<1+ 2n*+n-length (v, 95)

egyenlGtlenség adodik. O]
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2.14. Segédtétel. Legyenek o és olyan permutdcidk, melyekre |supp (o) N supp (7)| = 1.

1

Ekkor a [o, 7] = owo ™ n™! kommutdtor egy 3-ciklus.

Bizonyitds. Legyen x € supp (o) Nsupp (7). Ekkor a

xﬂ—ilwr*l(ac)gﬂfl(x)ﬁxiﬂf(x)
a(a:)ﬂ—iaa(x)a—igxiwr(x)iwr(x)

W(m)w—il’a—ia*l(x)gafl(x)éx

szamolasbol és abbol, hogy a kommutator az x, o (x) és m (x) elemeken kiviil minden mast

helyben hagy, kovetkezik, hogy [o, 7] = (x,0 (x), 7 (z)). O

Egy x € supp (7) elem 7 szerinti periddusdnak nevezziik azt a legkisebb pozitiv egész
m szamot, melyre 7™ (z) = x. Jeloljiik a periodust period (x)-szel. Vezessiik be az
{1,2,...,n} =: [n] jelolést.

A kovetkezd két segédtétel fogja képezni a 2.10-es Tétel bizonyitasanak alapjat.

2.15. Segédtétel. Legyen m egy olyan permutdcio, hogy a pi, ..., px pdronként kilonbozd
primek osztjdk a m rendjét és Hle pi > n®, valamilyen s pozitiv egész szamra. FEkkor

létezik egy m pozitiv egész, melyre 2 < deg (7™) < 2.

Bizonyitds. Tekintsiik az ord (1) = [[i_, p}* - L felirast, ahol ged (L,p;) = 1, tovabba

definialjuk minden p; primhez az [; = %r(”) szamot. Megmutatjuk, hogy az m valamelyik

l;i-vel egyezik meg. 2

Mivel minden permutaci6 diszjunkt ciklusok szorzatara bonthatoé, ezért konnyen latha-
t6, hogy tetszdleges x € [n] elem periddusa éppen 7 azon ciklusanak a hossza, amelyik
az r-et mozgatja. Legyen A (z) = {i: p; | period (z)}. Az A (x)-ben szerepls indexekhez

tartozo primek osztjik az x-et mozgato ciklus hosszat, és mivel a ciklus hossza maximum

H Pi<n

i€A(x)

n lehet, a

egyenl6tlenség adodik, minden x € [n]-re.

Ha 7l (x) = z, akkor period (z) | I;, igy p; { period (x), tehat i ¢ A(x). Tovabba a
deg (wli) definicio szerint a 7 altal mozgatott elemek szamaval egyezik meg, ami az el6z6
kovetkeztetés alapjan azon x € [n] elemek szamaval egyenls, amikre i € A (z). Legyen ez
a szam V.

Legyen R (i,z) az ,i € A (x)” relacio indikatorfiiggvénye. Ezen jelolés alapjan

> R(i,z) = N;.

z€[n]
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés

ATLe A(z) Pi < 1 egyenlStlenséget logaritmalva a

Y R(i,x)logpi = Y logp; <logn

i€[k] i€ A(z)

egyenlGtlenséghez jutunk. Emlékezziink, hogy feltettiik, hogy Hle p; > n’, vagyis

k
Z log p; > slogn.
i=1

Az N; értékek log p; stlyokkal vett silyozott atlagara a kdvetkezs felsé becslés adhato:

Z?:l Nl IngZ _ Z?:l Z:pe[n] R (Z7 $) 1Og Di

i logp; > log p;
er[n] (Zf:l R (Za I) 1ngz>
Zf:1 log p;

_ er[n] logn
—  slogn

_nlogn n
~ slogn s

Innen kovetkezik, hogy létezik olyan N;, ami kisebb vagy egyenld, mint 2. O

2.16. Segédtétel. Legyen S C G generdtorrendszer és m € G eqy tetszdleges permutdcio,
melyre deg () = k > 2. Legyen d € N olyan, hogy d < § ésd=dy+...+d,, ahol d; € N.
Ekkor létezik A € G permutdcid, melyre

1. deg(N) < 2k;
2. X tartalmaz dy, ..., d, hosszi ciklusokat;

3. length (X, S) < 2 - length(m, S) + 2 - length (Ra4, S), ahol Rey C G egy 2d-tranzitiv

részhalmaz.

Bizonyitds. Legyen B C supp (7) olyan részhalmaz, melynek elemszama d és BNw (B) = ()
(ilyen B nyilvan valaszthatd). Mivel Ryy 2d-tranzitiv részhalmaz, ezért valaszthato olyan
0 € Ryy permutacio, amelyre o|p d; hosszi ciklusok szorzata, és o fixen hagyja a 7 (B)

elemeit.

1 1

Legyen A\ = o~ 7~ om. Nyilvanval6, hogy két permutéacié szorzatdnak a foka maximum
a szorzatban szerepld permutaciok fokanak az dsszege lehet. Tovabba o~ 'n~lo foka meg-
egyezik a 7 fokaval, hiszen konjugéltak, tehat ugyanolyan tipust ciklusfelbontasuk van.
Ekkor

deg (\) < deg (67'77'0) + deg (7) = 2k.
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés

A 2-es és 3-as tulajdonsigok nyilvanvaloak, mivel g = o7 !|p. ]

Az f g : N — R fiiggvények esetén bevezetjiik az f ~ g jelolést, amely alatt az értendd,
hogy lim,,_, % = 1. A definiciobol egyszertien adodik, hogy ha f(n) ~ g(n), akkor
f(n)=g(n)(1+o0(1)). Ha f(n) <g(n) ~ h(n), akkor azt f(n) < h(n) modon fogjuk
jelolni.

Most mar minden kellék a rendelkezésiinkre all a 2.10-es Tétel bizonyitasahoz.

A 2.10-es Tétel bizonyitdsa. Legyen S C G tetsz6leges véges generatorrendszer. Defini-

aljuk a

k
o (n,s) = min{k : le- > ns},
i=1
#(n,s)

¢(n’ S) = Z Di,
=1

ahol p; az i-edik primet jeloli. Legyen s = logn. Ekkor ¢ (n,2s) ~ %
2(log n)*

loglogn ?

a primszamteé-
tel® alapjan, és v (n,2s) ~ amely Riemann-Stieltjes integralassal szdmolhaté ki.
Legyen t = 3 - (n,2s) . Tetszéleges t-edfokt o € G permutaciohoz létezik olyan p € R,
t-tranzitiv permutécio, melyre |supp (o) Nsupp (p)| = 1. A 2.14-es Segédtétel alapjan a

[0, p| kommutétor egy 3-ciklus, tehét

length ([0, p] , S) < 2-length (0, S) + 2 - length (R, S)
< 3-length (0,95) - length (R, S)
< 3n'-length (o, 9),

ahol az utols6 becslésnél a 2.12-es Segédtételt hasznaltuk fel.

Induljunk ki egy tetsz6leges m € G permutaciobol. Alkalmazzuk 7-re a 2.15-0s és 2.16-
os Segédtételeket, és tegylik fel, hogy a j-edik lépésben a m; € G permutéciot allitottuk
els, amelynek foka m > ¢. m;-re alkalmazva a 2.16-os Segédtételt d = ¢ (n,2s) és d; = p;-
re, egy olyan 7; € G elemhez jutunk, aminek a foka legfeljebb 2m. 7i-re alkalmazhato a
2.15-6s Segédtétel, ami egy 71 € G elemet eredményez deg (mj41) < 5% = 2 fokkal. A
2.12-es és 2.16-0s Segédtételek alapjan

length (7}, S) < 2 (length (7}, S) + length (Raq, 5))
< 2-length (7, S) + 2n*
< 2n'-length (7, S) .

z
logx*

3Jelolje 7 (x) az x-nél kisebb primszamok szamat. A primszamtétel szerint 7 (x) ~
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés

Legyen g : N — N az tn. Landau-fiiggvény, amely minden n € N-hez hozzérendeli az
S, legnagyobb rendii elemét. Landu bizonyitotta [La09]-ben, hogy

g(n) ~ eVnlogn(l+o(1))

Ennek segitségével becsiilni tudjuk a 7;;; S-feletti hosszat:

length (741, 5) < length (7.1, j) length (7?}, S)
< g(m)-2n'-length (7}, S)

Tegyiik fel, hogy a fenti eljarasban [ lépés utdn jutunk el egy legfennebb t-edfokt
permutaciohoz. Mivel minden lépésben s = logn-ed részére csokken a permutacio foka,
ezért a

4
n <tN6(logn)

log logn
nloglogn
~ 6 (logn)*

nloglogn 1
[ 2 log v T ) Toal
(logn) oglogn

= (logn + logloglogn — log 6 — 4loglogn — loglogn) -

log logn
logn
loglogn

becslés adhato [-re. Legyen tehat [ ~ logn. Ekkor

length (7, S) < g (n (%) : (Qnt)l

ﬁ logn ( )i>(1+0(1)) ‘ (2nt)l

=0
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés

amelyet ha logaritmalunk, akkor a

6 (logn)°
log logn

logn
loglength (7, .5) < Z log (

Z) + log2logn +
logn

(logn)

logn
2\ e ()
logn (logn)"
nlogn + Llog( n >—|— n 21og( " 2)
logn logn (logn) (logn)
+ logn " o < n )
"\ oz 7 \(log )’

~ \/nlogn

becsléshez jutunk, ahonnan a

length (7;, S) < evnlosn(i+o(l)

egyenlGtlenség kovetkezik. Végiil a 2.13-as és 2.14-es Segédtételekbdl kovetkezik a

diam (G, S) < 6x/nlogn(l—l—o(l))

becslés. O

2.4. A Babai-sejtés

A sejtést Babai és Seress (lasd a [BaSe87]-es cikket) fogalmaztak meg 1987-ben, mely
szerint minden nemkommutativ véges egyszerti G csoport esetén létezik olyan abszolit

¢ > 0 konstans, melyre
diam(G) < (log |G|)°,

vagyis a csoport atmérdjére log |G|-ben polinomidlis felsé korlat adhato. Ekvivalens mo-
don

diam(Cay(G, S)) < (log|G|)°,

minden S C G generdtorrendszerre. Megyjegyzends, hogy ha a sejtés igaz Cayley-
grafokra, akkor igaz a Cayley-digrafokra is (més ¢ konstanssal), hiszen Babai bizonyitotta
a |Ba06]-ban, hogy

diam (Czy (G.S)) < O (diam (Cay (G, 5))* (log|G])")

_>
ahol Cay (G, S) a Cayley-digrafot jel6li.
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés

log|G|
log(2|S1)

alsd korlatot adott. A sejtés lényegében azt mondja ki, hogy a nemkommutativ véges

Emlékezziink vissza, hogy minden G csoport és S generatorrendszer esetén a

egyszeri csoportok esetén a fels§ korlat nagysagrendileg nem sokkal nagyobb, mint a
log|G|
log(2/5])

a felsé korlat nagysagrendekkel nagyobb lehet, mint (log|G|)°, nevezetesen ha |G| = n,
|S| = s és ' = Cay (G, S) akkor

also korlat (mindketts log|G|-ben polinomialis). Kommutativ csoportok esetén

diam (I") > 2%711/5 — s,

ahol e az Euler-féle szam. Valoban, ha a I' atmérGje d és S = {z1,...,x:}, akkor a G

minden eleme felirhato #%" - .. 2% alakban, ahol > kil < d, kévetkezésképpen
o5 (d + 3) > .
s

25<d+5> :25(d+s)!

Tovabba

s sld!
:25(d+5)(d+5_1)"'(d+5—(8—1))d!
sld!
:2S(d+s)(d+s—1)...(d+3_(5_1))
s!
<25(d;5)8 ) (ze(ds+ 8))37

ahonnan atrendezéssel adodik az egyenlGtlenség.

A Babai-sejtés a mai napig egy nyitott kérdés, viszont szdmos részeredmény ismert a
témaban. Példaul Babai, Kantor és Lubotzky 1989-ben kozolt cikkiikben [BaKal.u89|
belattak, hogy létezik olyan ¢ > 0 konstans, mely esetén minden G nemkommutativ
véges egyszerli csoportnak van olyan legfennebb hételemti S generdtorrendszere, amire
Cay(G, S) atmérdje kisebb, mint clog |G|.

A tovabbiakban attekintjiik a témaban elért eddigi eredményeket. A véges egyszert
csoportok klasszifikacioja alapjan az alternalo, a Lie-tipusu véges egyszert és a sporadikus

csoportok tartoznak a sejtés korébe.

A sporadikus csoportok esete

Sporadikus csoportok esetén a sejtés trividlisan teljesiil. Mivel csak véges sok sporadikus
csoport van, szam szerint 27 (vagy 26 és a Tits-csoport) ezért van egy korlat a méretiikre.
De ekkor

diam(G) < |G| < (log |G|)¢,
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés

alkalmasan valasztott ¢ > 0 konstanssal. Igy mindegyik sporadikus csoporthoz nyeriink

egy konstanst, és ezeknek a maximuma megfeleld lesz.

Az alternalé csoport esete

Vegyiik észre, hogy a sejtés egy jobb felsd korlatot feltételez az alternald csoport atmé-
rGjére, mint amit a 2.10-es Tételben bizonyitottunk. Nevezetesen a sejtés teljesiilése az
A,, alternal6 csoport esetén a

diam (A4,) < nf,

felsé becslést jelentené, ahol ¢ > 0 abszolit konstans.

Az A, alternal6 csoport atmérgjére a jelenleg ismert legjobb felsd korlat log n-ben kvazi-
polinomialis!, amelyet Helfgott és Seress bizonyitottak 2014-ben [HeSel4], nevezetesen ha
G = S, vagy A,, akkor

diam (G) < exp (O ((log n)*loglog n)).

Babai és Seress a [BaSe92| cikkiikben hasonlo kvazi-polinomialis felsg korlatot sejtettek
tranzitiv permutécidocsoportokra, mégpedig ha G egy n-edfokt tranzitiv permutécidcso-
port, akkor

diam (@) < exp ((logn)).

Ugyanebben a cikkben azt is belattak, hogy ha G egy n-edfoku tranzitiv permutaciocso-
port, akkor
diam (G) < exp (O (log® n)) diam (Ay)

ahol Ay a legnagyobb alternald csoport a G kompozicidlancdban. Ebbél és a Helfgott-
Seress korlathol kovetkezik a tranzitiv permutaciocsoportokra sejtett felsG korlat.

Valoszintiségelméleti eszkozok segitségével is adhato felsg korlat az atmérdre, neveze-
tesen ha G = S, vagy A, és a g,h € G elemeket egyenletes eloszlassal, fiiggetleniil
vélasztjuk, akkor nagy valosziniiséggel generédlni fogjak a G-t, amikor n — oo, és eb-
ben az esetben a megfelels Cayley-graf atmérGje nagy valoszintséggel kisebb lesz, mint
n? (logn). Bzt Helfgott, Seress ¢s Zuk bizonyitottik a [HeSeZul5| cikkben.

A Lie-tipusia véges egyszerii csoportok esete

Az SLy(p) (ahol p tetszdleges prim) csoport esetén a sejtést Helfgott bizonyitotta a
2008-as [He08| cikkében a kovetkezd allitas alapjan.

Allitas. Legyen p egy prim és legyen A egy generdtorrendszere az SLy (p) csoportnak..

1Azt mondjuk, hogy f (n) kvdzi-polinomidlis, ha log f (n) polinomidlis log n-ben.
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés
1. Tegyiik fel, hogy |A| < p*~° wvalamilyen régzitett pozitiv §-ra. Ekkor
| A%| > c| A",

ahol ¢ > 0 és € > 0 csak a 6-tdl fiiggenek.

2. Tegyiik fel, hogy |A| > p° valamilyen régzitett 5 > O-ra. Ekkor létezik olyan 6-tdl
fliggd pozitiv egész szdm, melyre az SLo (p) minden eleme felirhatd legfennebb k

darab AU A7 1-beli elem szorzataként.

2011-ben az eredményt kiterjesztette az SLs (p) csoportra a [Hell| cikkben. Pyber és
Szabo [PySzal6], illetve toliik fiiggetleniil Breuillard, Green és Tao [BrGrTall| bizonyi-
tottak a kovetkezd szorzattételt, melybdl kovetkezik a Babai-sejtés minden véges rangu

Lie-tipust véges egyszerd csoport esetén. Ez tulajdonképpen a fenti allitas altalanositasa.

Tétel. Bdarmely pozitiv egész r szdmhoz létezik eqy € = € () > 0 dgy, hogy ha G tetszdleges

r-rangi Lie-tipusi véges eqyszerd csoport S generdtorrendszerrel, akkor vagy |S3| > |S|'
vagy S = G.

Kovetkezmény. Ha G egy r-rangu Lie-tipusi véges egyszertd csoport, akkor bdrmely S

generdtorrendszer eselén

. _ o (loglGI\°
diam(Cay(G,S)) = O (log ]S\) :

ahol ¢ csak az r-tdl fiigg.

Bizonyitds. Legyen ¢ = € (r) az el6z6 Tétel alapjan, valamint legyen k a legkisebb egész
szam, amelyre |S|(1+€)k > |G| . Tételezziik fel, hogy 5(3") # G. Az el6z6 tétel t6bbszori
alkalmazasabol adodik, hogy

5] > 151" > ja,

ami ellentmondéas. Tehét
diam (Cay (G, S)) < 3.

Legyen c = log, . 3, ekkor

log |G log |G|\ “
15|179" > |G = (1+ o) > %uﬂ' —3F> (LH) :

ahonnan adddik, hogy
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2 Cayley-grafok atmérdje és a Babai-sejtés

Megjegyzendd, hogy ha az S mérete nagy, akkor ez egy jobb becslés, mint ami a Babai-
sejtésben megjelenik.

Szintén korlatos rang esetén, fontos megemliteni Breuillard, Green, Guralnick és Tao
eredményét (lasd [BrGrGuTalb, Theorem 1.2]), amely szerint egy véletlen Cayley-graf
majdnem biztosan (1 — o (1) valészintiséggel) expander graf, amibél az atmérére adodik
az O (log |G|) fels6 korlat. Az expander grafok nagyon fontos elemét képezik a grafelmélet-
nek, és rengeteg elméleti és gyakorlati hasznuk van, példaul nagy halézatok tervezésénél,
algebrai kodelméletben, szamelméletben és geometridban. Ezen grafok részletes elméleti
leirasa megtalalhato példaul a [HoLiWi06] jegyzetben.

Nemkorlatos rang esetén a kérdés nyitott. Halasi, Maroti, Pyber és Qiao
(lasd [HaMaPyQil19]) belattak, hogy ha G nemkorlatos rangi Lie-tipust véges egyszerd
csoport, akkor

diam(G) < Pz’

ahol a csoportot az F, primhatvany elemszamu véges test folott értelmeztiik.

Klasszikus csoportok esetén Garonzi, Halasi és Somlai a kévetkezét bizonyitottak be.

Tétel. (Garonzi-Halasi-Somlai, [GaHaS022]) Legyen V' egy n-dimenzios vektortér az Fy
véges test folétt, ahol q pdratlan primhatvdny és G legyen az SL (V) , Sp (V) vagy SU (V)
csoportok barmelyike. Legyen S egy olyan generdtorrendszere G-nek, ami tartalmaz nyi-
rast’. Ekkor

diam(Cay(G, S)) = (nlogq)®,

valamilyen ¢ > 0 konstansra, feltéve, hogy
e q#9, ha G=5Sp(V);
e ¢ #81, ha G=SU(V);
e ¢ £9ésq#81l, haG=SL(V).

Véletlen generatorrendszereket vizsgalva Eberhard és Jezernik bizonyitottak
(lasd [EbJe22, Corollary 1.5]), hogy az SL, (p) csoportra teljesiil a Babai-sejtés, feltéve,
hogy p korlatos prim és a csoportnak legalabb 3 véletlen generatorat tekintjiik. Ez az
eredmény tovabbfejleszthets, vagyis S L, (p) helyett minden olyan esetben igaz, amikor a

Garonzi-Halasi-Somlai eredmény teljesiil.

menziés és Imrv C Kerv.

35



3 Alkalmazasok

Ebben a fejezetben alkalmazasokon keresztiil mutatjuk meg, hogy miként hasznalhatok
a Cayley-grafok a matematika kiilonb6z6 teriiletén. F§ forrasaink a [Lo15], [LaSel6],
[Se80] és [PPP] jegyzetek.

3.1. Nielsen-Schreier-tétel

Az alkalmazasok sorat a Nielsen-Schreier-tétel bizonyitasaval kezdjiik. Legyen S tet-

sz6leges halmaz és F'(S) az S altal generélt szabad csoport.

3.1. Tétel. (Nielsen-Schreier) Szabad csoport minden részcsoportja szabad csoport. Ha

H egy véges indexd részcsoport F (S)-ben, akkor H rangja
|F(S): H|(]S|—1)+ 1.

A részletes algebrai bizonyitas Palfy Péter Pal Csoportok és reprezentdcidik c. |PPP]
egyetemi jegyzetébdl olvashatd. Mi most a Cayley-grafok segitségével torténé bizonyitast
mutatunk be, amihez Clara Loh Geometric group theory, an introduction c. konyvét
hasznaltuk forrasul [Lo15].

3.2. Definicid. Legyen G tetszGleges csoport és I' = (V, E) tetsz6leges graf, valamint
vegyiikk G-nek egy ¢ : G — Aut(I') hatasat a I' grafon. Azt mondjuk, hogy a ¢ hatas

szabad, ha szabad a cstcsokon és az éleken egyarant, vagyis barmely g € G \ {1} elemre

¢ (g) (v) # v, minden v € V-re és
{p(g) (), (g9) (V)} # {v,v'}, minden {v,v'} € E esetén.

Vizsgaljuk meg egy kicsit részletesebben ezt a definiciot. Egyik feltétel sem implikalja
a masikat. Képzeljik el, hogy egy ¢ (g) € Aut(I') automorfizmus egyetlen csticsot sem
hagy helyben. Ez nem zarja ki azt, hogy egy ¢l fixen maradjon, példaul ha {v,,ve} € F és
¢ (g) (v1) = v9, v (g) (v2) = vy, hiszen iranyitatlan grafban a {vy, vo} és {ve, v1} ugyanazt
az élt reprezentaljak, tehat szabad hatas esetén a ¢ (¢) automorfizmus egy adott él két
csucspontjat nem cserélheti fel egymaéassal. Forditva, ha minden él elmozdul egy téle
kiilénb6z6 élbe, akkor az tgy is torténhet, hogy példaul {v, ve}-ben vy fixen marad és v,

a vy egy masik szomszédjaba képzadik.
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A Nielsen-Schreier-tétel bizonyitasa a kovetkezd tételen fog milni.

3.3. Tétel. Eqgy G csoport pontosan akkor szabad csoport, ha létezik olyan fa, amin G

szabadon hat.

Ennek bizonyitasdhoz tovabbi algebrai grafelméleti fogalmakra és lemmékra lesz sziik-
ségesiink.

Lattuk, hogy a baleltolas a Cayley-grafon egy hatast ad meg. A kdvetkezd lemméaban
sziikséges és elégséges feltételt adunk arra vonatkozoan, hogy ez a hatas milyen esetben

lesz szabad.

3.4. Segédtétel. Legyen G egy csoport S generdtorrendszerrel. A baleltolds pontosan
akkor fog szabadon hatni a I' = Cay(G, S) Cayley-grdfon, ha S nem tartalmaz mdsodrendd

elemet.

Bizonyitds. Mivel G regularisan hat sajat magan baleltolassal, ezért a I' csticsain a hatas
szabad. Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett lesz ez a hatas szabad az éleken.

Ha s € S masodrendii elem, akkor s helyben hagyja az {1, s} = {s?, s} élt, kovetkezés-
képpen a hatds nem lesz szabad az éleken.

Tételezziik fel, hogy a baleltolas nem szabad a I élein. Legyen g € G olyan elem, amely
a {v,v'} € E élt helyben hagyja, vagyis {v,v'} = g-{v,v'} ={g-v,g9-v'}. A Cayley-graf
definicioja alapjan az, hogy a v és v’ csucsok kozott halad él azzal ekvivalens, hogy létezik
s € S ugy, hogy v/ = v-s. Két lehetéség allhat fenn aszerint, hogy a g a v-t és a v'-t
helyben hagyja, vagy megcseréli Gket.

e ha g-v=wvés g -v =, akkor kiovetkezik, hogy g = e, hiszen a hatas szabad a

cstcsokon;
e hag-v=1vésg-v =w, akkor

v=g-vV=g-(v-8)=(g-v)-s=v-5=(v-85)-5=v-5,

tehat s = 1 kell legyen, hiszen a jobbeltolas is szabad a csticsokon, de s # 1 igy az

S tartalmaz masodrendii elemet.

]

3.5. Segédtétel. Legyen F := F (S) az S dltal generdlt szabad csoport. Ekkor a T' =
Cay(F,S) Cayley-grif egy fa.

3.6. Eszrevétel. Vegyiik észre, hogy a forditott allitas nem igaz. Egy egyszeri ellenpélda a
Zs kételemt csoport az S = {1} generatorrendszerrel, hiszen ebben az esetben a Cayley-

graf egy kétcsicsu graf egy éllel, ami nyilvan fa, de Z, nem szabad csoport.
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Bizonyitds. Definicio szerint a szabad csoport elemei szavak ekvivalenciaosztalyai. Konnyen
belathato (lasd példaul a [Lo15] jegyzetben a 3.3.5-0s Allitast és a 3.3.6-os Kovetkez-
ményt), hogy minden ekvivalenciaosztaly pontosan egy egyszerisithetetlen szt tartalmaz.

! egymas mellett. A tovabbiakban

Ezek olyan szavak, amelyekben nem szerepel s és s~
tehat egy szabad csoport elemeire egyszertisithetetlen szavakként gondolunk.

Két dolgot kell megmutatnunk. Egyrészt azt, hogy I' Osszefiiggd méasrészt, hogy I'-
ban nincs kor. Az OsszefiiggGség nyilvanvald, hiszen ez éppen azzal ekvivalens, hogy S
generatorrendszer.

Tegyiik fel indirekten, hogy I' tartalmaz egy go,...,g,—1, n > 3 kort. Ez azt jelenti,

hogy minden ¢ € {0,...,n — 2} index esetén
gi+1 = Yi - Sit1, ahol s;41 € SU S_la

és
Sn = g;—l * go-

Ekkor teljesiil az

S182  Sp_1Sn =05 91 01 G2 Gnlta Gno1  Gnt1 G0 =1

egyenlGség, ami lehetetlen, ugyanis a go, ..., 9,1 csicsok mind kiilénb6znek, tehat az
S1+ -+ Sp—1 sz0 egyszertisithetetlen kell hogy legyen. Tehat I" kdrmentes, igy valoban egy
fa. O

A 3.5-6s Segédtétel megfordithato, ha S-re egy extra feltételt tiiziink ki.

3.7. Segédtétel. Legyen G egy csoport és S C G olyan generdtorrendszer, amely teljesiti
azt, hogy barmely s,t € S esetén s-t # 1. Ekkor ha a I' = Cay(G, S) Cayley-grif egy fa,

akkor S szabad generdtorrendszere G-nek.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy az F' := F (S) szabad csoport izomorf a G-vel. A szabad
csoportok univerzalis tulajdonsaga alapjan a idg : S — G, s 15, ¢ identikus leképezés
kiterjed egyértelmten egy ¢ : F' (S) — G csoporthomomorfizmussi, ami az S-en identikus.
Mivel S generalja a G-t, ezért a ¢ sziirjektiv, tehat csak azt kell belatnunk, hogy ¢
injektiv. Tételezziik fel, hogy ¢ nem injektiv és legyen s;---s, € F az a minimélis
hosszlisagi nemdiires egyszerisithetetlen sz6, ami a G egységelemébe képz&dik. Mivel

¢|s = idg injektiv adodik, hogy n > 2. Ha n = 2, akkor

e=@(s1-8) = (s1) @ (s2) = 5150,

ami ellentmond az S-re kitlizott tulajdonsdgnak. Tegyiik fel, hogy n > 3 és vegyiik a gy :=

1és giv1:= gi - ¢ (Sit1) = ¢ - Si+1 elemeket minden i € {0,...,n — 2}-re. Mivel az s1---s,
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minimalis hosszusagu sz0, ami az e-be képzdédik, kovetkezik, hogy a go, ..., g,—1 elemek
mind kiilonbo6z6ek, rdadasul definicié szerint ezek a I'-ban egy kort képeznek, hiszen a
{90, 91}, {gn—2y, -1} és {gn-1,90} = {s1 - Sn_1,1} = {51+ Sn_1,51 - S} mind élei
a I' grafnak, ami ellentmond annak, hogy I' fa. Tehat ¢ injektiv, kovetkezésképpen F

izomorf G-vel. OJ

Legyen G egy tetszéleges csoport és tekintsiik a hatasat egy I' Osszefiiggd grafon. A
hatas feszitdfdjinak nevezziik azt a I'-beli részgrafot, ami fa és minden orbitbo6l pontosan
egy csucsot tartalmaz. Tekintsiik példaul a 3.1-es dbran lathato grafot, és vegyiik azt a
Z-vel vald hatast, ami a csicsokat vizszintes irdnyba mozgatja. A hatéas egy feszitotajat

piros szinnel jeldltiik.

T
—
e
3.2. abra. A T’ és eltoltjainak 0sszeom-
3.1. 4bra. Z-hatas egy feszit6faja lasztasa egy pontta

Gréfelméletbdl ismert tétel, hogy minden 6sszefiiggd grafon vett csoporthatasnak van
feszit6faja (lasd példaul [L615, Theorem 4.2.4]). Most mar minden kellék a rendelkezé-

siinkre 4ll, hogy ratérjiink a 3.3-as Tétel bizonyitasara.

Bizonyitds. Tételezziik fel, hogy G szabad csoport S szabad generatorrendszerrel. Ekkor a
3.5-0s Segédtétel alapjan a I' = Cay(G, S) egy fa. Hasson a G baleltolasokkal a I" Cayley-
grafon. A szabad csoport univerzalis tulajdonsigat alkalmazva az S — 7Z leképezésre
adodik, hogy S nem tartalmazhat masodrendi elemet. Ekkor a 3.4-es Segédtétel alapjan
a baleltolas szabadon hat a I'-n.

Most tegyiik fel, hogy a G szabadon hat egy 7 fan. Ekkor létezik a hatashoz 7' C T
feszitéfa. A szabad hatasbol és a feszit6fa definiciojabol adodik, hogy ¢ - 77 diszjunkt
T'-t61, minden g # 1-re. Nevezziink egy T-beli élt lényegesnek!' akkor, ha nem T’-beli él
de az egyik végpontja 7'-ben van (lasd a 3.1-es abran a kék élt). Megszerkesztjiik G egy
szabad generatorrendszerét.

Legyen e = {u,v} egy lényeges él u € T és v ¢ T' csticsokkal. Mivel 77 a szoban forgo
hatés feszit6faja, ezért T a v cstcs orbitjabol pontosan egy csicsot fog tartalmazni, azaz

egyértelmten létezik egy g. € G csoportelem gy, hogy g- ' -v a T cstcsa, igy v a g. - T’

'Képzeljiik el azt a grafot, amit a 7-bél kapunk oly médon, hogy a 7' és annak minden g - 7" eltolt
példanyat dsszeomlasztunk egyetlen pontta (ezt szemlélteti a 3.2-es dbra). Ekkor az eredeti 7' grafbeli
lényeges élek ebben a grafban is élek lesznek. Innen ered a megnevezés.
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csucsa. Legyen S az
S :={g. € G : e lényeges él T-ben} C G

részhalmaz. Mivel v nincs T7-ben igy 1 sem lehet benne az S-ban. Ha e és ¢ két olyan
lényeges él, melyekre g. = ¢, akkor e = ¢/, mivel T fa, igy T' és go - T = ger - T’
Osszefliggd részgrafokat nem kotheti Gssze két kiilonbozé él, hiszen akkor lenne 7-ben
egy kor. Tovabba ha g € S, vagyis ¢ = ¢. valamilyen e lényeges élre, akkor g=! =
gg-1.e € S. Ez abbol adodik, hogy ha e = {u,v}, ahol u € T" és v ¢ T, akkor g~ - e =
(g7 u, g 1
glt-uegt-T # T, tehat g=' - e is lényeges él. Az a csoportelem, melynek az

v}, és a g € G elem definicioja szerint g—' - v méar T'-ben van, viszont
inverze a g1 - u csticsot T'-be képezi éppen a g = (¢71) ™", vagyis g~! = gyt Vegiil S
nem tartalmazhat méasodrendi elemet, hiszen ha g, € S masodrendd elem lenne, akkor
ge = 9;' = g, egyenloségbGl az adodna, hogy e = ¢! - e, ami lehetetlen, hiszen
G szabadon hat a 7T-n. S minden eleme és annak inverze koziil pontosan az egyiket
kivalasztva kapunk egy S C S részhalmazt, melyre SN S =0 és SUS! = S.

Belatjuk, hogy S generalja a G-t, amibél kovetkezzik, hogy S is generatorrendszer G-
ben. Legyen g € G tetszbleges elem és valasszunk egy tetszGleges v € T’ csticsot. Mivel
T Osszefiiggs, ezért létezik it a v és a g - v kozott. Ez az ut a 7' néhéany eltoltjan halad
at, legyenek ezek sorrendben a go - 7',91 - T',...,gn - T  részgrafok, ahol go = 1,9, = ¢
és minden i € {0,...,n — 1} indexre g;11 # gi- A g; - T és g1 - T’ részgrafokat Gsszekoti
egy e; ¢l. Ekkor a g; ' - e; lényeges él, és a neki megfelel§ csoportelem az s; := g; ' - gi1
lesz. Ekkor a

g:gn:go_l'gn

=90 g9 9t

= S0 Sp_1
elgallitast kapjuk, tehat S (és igy S is) generatorrendszer. A Cay <G, S') tulajdonképpen
a T-bdl keletkezik ugy, hogy a T’ és annak eltoltjait 6sszeomlasztjuk egy pontta. Ezt jol
szemlélteti a 3.2-es dbra a Z 1-rangu szabad csoport esetén.

Mar csak azt kell bizonyitani, hogy S szabad generatorrendszer. Mivel SN S~ = ()
teljesiil, ezért a 3.7-es Segédtétel alapjan elegendd megmutatni, hogy a Cay(G, S) Cayley-
graf kormentes. Tegyiik fel indirekte, hogy a Cay (G, S) = Cay (G, S) graf tartalmaz egy
90y -+, gn—1 kOrt, ahol g;11 = ¢g; - $;41 minden i € {0,...,n — 2} esetén és gy = gn_1 - Sn.
Legyen e¢; = {u;,v;} a T' és s;11 - T’ részgrafokat Osszekotd lényeges él minden i €
{0,...,n — 1}-re. Tekintsiik a go-ep = {go - v, g0 vo} €s g1 - e1 = {g1 - u1, g1 - v1} éleket.
Elsbbi a go-T" és go-s1-T" = g1 T részgrafok kozott, mig utobbia gi-T" és g1-so-T' = go- T’

részgrafok kozott halad. Mivel a 7' és annak eltoltjai mind Gsszefiiggd grafok, ezért a go-vg
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és gy - up csiucsok kozott van egy at g; - T'-ben. Ezt az eljarast folytatva és kihasznalva,
hogy a go, ..., gn—1 elemek kort definidlnak a Cay <G, 5) Cayley-grafban egy T-beli korhoz

jutunk, ami ellentmondés. O
A Nielsen-Schreier-tétel a kovetkezGképpen bizonyithato.

Bizonyitds. Ha G := F (S) szabad csoport, akkor a T := Cay(G, S) Cayley-graf egy fa és
a 3.3-as Tétel szerint G szabadon hat rajta baleltolasokkal. Ekkor ha H egy részcsoport
G-ben, akkor H is szabadon hat ezen a fan baleltolasokkal, tehat a 3.3-as Tétel alapjan
H is szabad csoport kell legyen.

Legyen 7' = (V') E’) a H-nak T-n vett hatasanak egy feszit6faja, legyen G rangja n
és H indexe k. A 3.3-as Tétel bizonyitasabol kideriil, hogy a H rangja éppen a lényeges
élek szamanak a fele. Jeldljiikk a lényeges élek szamat l-el. A H orbitjai éppen a H
szerinti jobboldali mellékosztalyok, és T’ ezek mindegyikébdl pontosan egyet tartalmaz,
igy |T'| = |G : H| = k. Mivel T reguléris fa, ezért minden csticsnak a foka 2 - |S| =2 - n,

igy ha Gsszegezziik a T'-beli cstcsok fokait a

2~n-k=2deg(v)

veV’

egyenlGséghez jutunk. Tovabba T’ k-cstcsu fa, igy éleinek szama k — 1. Ekkor a
> deg(v) =2-(k—1)+1

osszefiiggés adodik, hiszen a szumméban 7' minden élét kétszer szamoljuk meg. Végiil a
2:n-k=2-(k—1)+1

egyenletbdl kifejezve az l-et, megkapjuk, hogy H rangja

é:k-(n—l)—l—l.

]

Térjiink vissza egy pillanatra a 2-rangi szabad csoport esetére. A 1.2-es abran 1évé kék
csucsok 3-rangi szabad csoportot alkotnak a Nielsen-Schreier-tétel szerint, hiszen ezek egy
2-indexti részcsoportot képeznek Fy-ben. Kénnyen lathato, hogy H-t szabadon generalja

az S = {z% xy,zy~'} halmaz.
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3.2. Legrovidebb utak problémaja Cayley-grafokban

Cayley-grafok esetében az Gn. legrévidebb utak problémdja kisebb komplexitast, mint
altalanos grafokban.

Legyen G egy n-elemii véges csoport S generdtorrendszerrel, és I' a hozzajuk rendelt
Cayley-graf. Tovabba legyen g, h € G két tetsz6leges cstics és k = d (g, h) ,ahol 1 < k < D,
D pedig a Cayley-graf atmérgjét jeloli. Mivel a g és h cstcsok kozotti legrévidebb ut hossza

k, ezért léteznek az s;,, Siy, ..., Si, € S generatorelemek, amelyek ezt az utat adjék, vagyis
Siq Sig Sig_q Sig
g=go —> g1 —>Go—> " — g1 —> gr = h,

ahol
g5 = 9o * Siy * Siy 7 Siys

minden 1 < 7 < k esetén. Innen azt kapjuk, hogy a

h:g'sh'siz"'sik

alakban 4ll el§, ahonnan

-1
g h=1-5; -5;,-5.

Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy ha a g és h csticsok kozotti legrovidebb utat az
Si1s Sig, --- Sip, generdtorokon keresztiil értiik el, akkor az e identités és a g~ th elemek kozott

is megkapjuk a legréovidebb utat az s;,, si,, ..., s;, elemeken keresztiil és forditva. Mivel a

k

{97 h : g, h € G} a teljes G csoporttal egyezik meg, ezért a legrovidebb it megtalalasahoz
n(n—1)
2

elegend§ az e identitas és az Gsszes tobbi n — 1 darab cstcs kozotti legrovidebb utakat

nem sziikséges az 0sszes darab cstcspar esetén megtalalni a legrovidebb utakat,

megkeresni. Ez tehat azt jelenti, hogy Cayley-grafokban a legrévidebb utak problémaéja
O (n) komplexitési O (n?) helyett.
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3.3. Cayley-grafok és a Banach-Tarski paradoxon

A Banach-Tarski paradoxon a halmazelméleti geometria nagyon hires paradoxona, ame-
lyet S. Banach és A. Tarski bizonyitottak be 1924-ben annak szemléltetésére, hogy a ki-
valasztasi axioma helytelen. A paradoxon a kovetkezét allitja: a haromdimenzids t6mor
gombot a kivalasztasi axioma felhasznéalésaval fel lehet bontani véges sok, (nem mérhe-
t6) részhalmaz diszjunkt unidjara, amelyek térben torténé mozgatasaval két, az eredeti
gombbel megegyez§ méretd tomor gombot lehet Osszerakni. A paradoxon abban rejlik,
hogy a fizikai valésdgbol kiindilva két gomb térfogata kétszer akkora, mint egy gémb tér-
fogata, az atdarabolas pedig térfogattartd. De akkor viszonylag konnyen meg tudna barki
gazdagodni: csak egy aranygombre van sziikségiink, amit a tétel szerint atdarabolunk két
aranygombé és igy tovabb. A csalas” ott torténik, hogy nem mérhets darabokat feltételez
a tétel, persze a fizikai valosdgban ez lehetetlen, ott csak mérhets darabokat tudunk lét-
rehozni. Az &llitdst ma mar matematikailag helyesnek fogadjuk el, és nem a kivalasztési
axioma helytelenségét, hanem az intuiciok tévedhet&ségét szemlélteti. A Banach-Tarski

paradoxon bizonyitasa 4 1épésbdl all:
1. Megadjuk a 2-rangu szabad csoport paradox felbontaséat.

2. Keresiink a haromdimenziés térhez egy olyan forgascsoportot, ami izomorf a 2-rangut

szabad csoporttal.

3. Az elsé 1épésben megadott felbontast és a kivalasztasi axiomat hasznélva megadjuk

az egységgdmbfeliilet egy paradox felbontésat.
4. Kiterjesztjiik a felbontast a haromdimenzios tomoér gémbre.

Ebben a részben csak az elsé lépését szeretnénk bemutatni, ugyanis ez a lépés jol szem-
1éltehetd egy bizonyos Cayley-grafon.

Az F, szabad csoport a kovetkezGképpen bonthato fel: jeloljiik S (a)-val az a-val kez-
d6d6 redukalt szavak halmazét, hasonlo modon tekintsiik az S (a™'), S(b) és S (b71)

diszjunkt halmazokat. Nem nehéz latni, hogy
F=1US(US(a)uSmus (™).

Célunk az, hogy az F>-t ezekbdl a darabokbol kétféleképpen hozzuk létre diszjunkt rész-
halmazok uni6jaként, hiszen pontosan ezt szeretnénk elérni a tomér gomb esetén is. A
fenti felbontasban 1évs S (a™!) és S (b~1) részhalmazokat toljuk el rendre a-val és b-vel.

Ezzel két kiilénb6z6 felbontast kaptunk, hiszen

Fy,=S(a)uaS (a'),
Fy=S{®)UbS (b7).
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A felbontés szépen szemléltethets az F, Cayley-grafjan:

44



lrodalomjegyzék

[Ba06]

[BaSe92]

[BaKaLu89|

[BaSe87]

[BiYal7]

[BrGrGuTal5]

[BrGrTall]

[EbJe22]

[EvGo81]

[GaHaSo022]

[GoRo13]

L. Babai, On the diameter of Eulerian orientations of graphs, in: Proc.
17th Ann. Symp. on Discrete Algorithms (SODA’06), ACM-STAM, 2006,
pp.-822-831.

L. Babai, A. Seress, On the diameter of permutation groups, European J.
Combin. 13 (1992), 231-243.

L. Babai, W. M. Kantor, A. Lubotzky, Small diameter Cayley-graphs for

finite simple groups, European Journal of Combinatorics, 10, 1989.

L. Babai, A. Seress, On the Diameter of Cayley Graphs of the Symmetric
Group, The American Mathematical Monthly, Vol. 94, No. 6 (Jun. - Jul.,
1987), 497-506.

A. Biswas, Y. Yang, A diameter bound for finite simple groups of large
rank, J. Lond. Math. Soc. (2) 95 (2017), 455-474.

E. Breuillard, B. Green, R. Guralnick, T. Tao, Fzpansion in finite simple
groups of Lie type, J. Eur. Math. Soc. 17(6), 1367-1434 (2015).

E. Breuillard, B. Green, T. Tao, Approzimate subgroups of linear groups,
Geom. Funct.Anal. 21 (2011) 774-819.

S. Eberhard, U. Jezernik, Babai’s conjecture for high-rank classical groups
with random generators, Invent. Math. 227 (2022), 149-210.

S. Even, O. Goldreich, The minimum-length generator sequence problem
is NP-hard, J. Algorithms 2, 311-313 (1981).

M. Garonzi, Z. Halasi, G. Somlai, On the Diameter of Cayley Graphs of
Classical Groups With Generating Sets Containing a Transvection, 2022,
arXiv:2203.03323.

C. Godsil, G. Royle, Algebraic Graph Theory, Graduate Texts in Mathe-
matics, Springer New York, 2013.

[HaMaPyQil9| Z. Halasi, A. Maroti, L. Pyber, Y. Qiao, An improved diameter bound for

finite simple groups of Lie type, Bull. Lond. Math. Soc. 51 (2019), 645-657.

45



|[HeSeZul5|

[HeSel4]

[Hell]

[He08)]

[HoLiWi06]

[Hu72]

[LaSel6]

[La09)]

[L&15]

[McKaPro4]

[Me03)

[PPP]

[PySzal6]

[Sa64]

[Sa58]

IRODALOMJEGYZEK

H. A. Helfgott, A. Seress, A. Zuk, Random generators of the symmetric

group: diameter, mizing time and spectral gap, Journal of Algebra, Vol.
421 (2015), 249-368.

H. A. Helfgott, A. Seress, On the diameter of permutation groups, Ann.
Math. (2) 179 (2014) 611-658.

H. A. Helfgott, Growth in SL3(Z /pZ), Journal of the European Mathe-
matical Society, Vol. 13, Issue 3 (2011), 761-851.

H. A. Helfgott, Growth and generation in SLo(Z /pZ), Ann. Math. (2)
167 (2008) 601-623.

S. Hoory, N. Linial, A. Widgerson, Fzpander Graphs and Their Applica-
tions, Bulletin (New Series) of the American Mathematical Society, Vol.
43, Num. 4, 439-561, 2006.

J. E. Humphreys, Introduction to Lie Algebras and Representation Theory,
Springer-Verlag, New York, 1972.

Lakshmivarahan, S. & Selvaganesh, Lavanya & Dhall, S.K.. (2016). Cayley
graphs.

E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilunk der Primzahlen, Bd.
I, Teubner, Leipzig, 1909.

C. Loh, Geometric group theory, an introduction, Lecture notes, Regens-
burg, 2015.

B. D. McKay, C. E. Praeger, Vertex-transitive graphs which are not cayley
graphs, i. Journal of the Australian Mathematical Society. Series A. Pure
Mathematics and Statistics, 56(1):5363, 1994.

J. Meier, Groups Graphs and Trees: An introduction to the Geometry of
infinite groups, Cambridge, 2008.

P. P. Palfy, Csoportok és reprezentdicioik, Egyetemi jegyzet, Budapest,
2020.

L. Pyber, E. Szabo, Growth in finite simple groups of Lie type, J. Amer.
Math. Soc. 29 (2016), 95-146.

G. Sabidussi, Vertez-transitive graphs, Monatsh. Math, 68:426-438, 1964.

G. Sabidussi, On a class of fixed-point-free graphs, Proceedings of the
American Mathematical Society, 9(5):800804, 1958.

46



IRODALOMJEGYZEK

[Se80] J. - P. Serre, Trees, Springer-Verlag, 1980.
[Tan)| Y. Sh. Tan, On the Diameter of Cayley Graphs of Finite Groups, 2011.
[Zh21] F. Zhou, CO:444: Algebraic Graph Theory, Lecture notes, Waterloo, 2021.

47



	Bevezetés
	Köszönetnyilvánítás

	Cayley-gráfok
	Cayley-gráfok átmérője és a Babai-sejtés
	Cayley-gráfok átmérője
	Példa számolások az Sn és An csoportok esetén
	Babai és Seress tételének bizonyítása
	A Babai-sejtés
	A sporadikus csoportok esete
	Az alternáló csoport esete
	A Lie-típusú véges egyszerű csoportok esete


	Alkalmazások
	Nielsen-Schreier-tétel
	Legrövidebb utak problémája Cayley-gráfokban
	Cayley-gráfok és a Banach-Tarski paradoxon

	Irodalomjegyzék

