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Bevezetés

R™ kompakt halmazaival valé munkdja soran Fiirstenberg [4] a kévetkezOképpen
definidlta a mikrohalmazt: A’ mikrohalmaza A-nak, ha léteznek ~, € R aranyok, és
t, € R™ eltolasvektorok, hogy v, A+t, € R™ konvergdl A’-h6z a Hausdorff metrikaban.

R™-en adott u lokalisan véges Borel mérték és egy pont esetén, a mértéket a pont
egy kis kornyezetében tekintve, azt megfeleléen (pl. az egységkorlemezre) felnagyitva
és 1-re normalva, vehetjiik az ilyen nagyitasok altal definialt mértékek gyenge limeszét,
ezt nevezik tangens mértéknek.

Ezen két definicié altal motivalva alkotta meg Buczolich Zoltan a mikrotangens
halmaz fogalmat: vegyiink egy f folytonos fiiggvényt és a grafikonjan egy (xo; f(xo))
pontot, majd nagyitsuk fel a pont kornyezetében latott grafikonrészletet. Ezt toljuk el
tgy, hogy (zo; f(x0)) éppen az origbba essen, majd a kapott halmazt szoritsuk meg a
[—1,1]? négyzetre. gy kapunk egy kompakt halmazt. Ily médon, egyre nagyobb mér-
tékil nagyitasok altal nyerhetjiik sikbeli kompakt halmazok sorozatat, melynek vizs-
galhatjuk a Hausdorff metrikdban vett limeszét. Egy sikbeli kompakt halmazt az f
fliggvény zo-beli mikrotangens halmazénak hivjuk, ha eldall alkalmas, (zq; f(x)) korii-
li nagyitasokkal nyert kompakt halmazok Hausdorff limeszeként. Az (xq; f(z0)) pontot
f univerzalis mikrotangens pontjanak hivjuk, ha minden [—1, 1]-en vett, 0-ban 0 érté-
ket felvevo folytonos fliggvény grafikonja mikrotangens halmaza xy-nak, tehat minden
ilyen folytonos fiiggvényre létezik (xo; f(xo)) olyan kornyezete, hogy f grafikonjanak
odaeso része nagyon hasonlit ezen folytonos fiiggvény grafikonjara. Az univerzalis mik-

rotangens pontok halmazat UMT(f)-el jeloljik.



Ezen dolgozat célja a folytonos fliggvények mikrotangens halmazairél szolo alapveto
allitasok ismertetése. Az eredmények nagy része az univerzalis mikrotangens pontok
halmazanak méretérol szol, mértékelméleti és topologiai szemszogbhdl. A {6, 1.16-os
tétel példaul azt mondja ki, hogy a tipikus [0, 1]-en folytonos fiiggvény grafikonjanak
tipikus pontja univerzalis mikrotangens pont s6t, UMT(f), z-tengelyre vett vetiile-
te teljes mértékii. Ezzel szemben latni fogjuk, hogy UMT(f) barmilyen mas irdnyba
vett vetiilete mar nullmértékii (és ez nem csak tipikus fiiggvény esetén, hanem min-
den fuggvényre igaz). Ebbdl kévetkezik, hogy a tipikus f-re UMT(f) egy teljesen
rektifikalhatatlan halmaz a sikon, igy majdnem minden irdnyban nulla Hausdorff di-
menzids a vetiilete. Tehat tipikus folytonos figgvényre UM F(f) vetiilete majdnem
minden irdnyban nulldimenzids. Felmeriil a kérdés, hogy megcserélheto-e ez az allitas,
azaz igaz-e, hogy majdnem minden irdnyban a tipikus folytonos fliggvényre UMT(f)
nulldimenziés. Ez a probléma nyitott.

A szakdolgozatban két sajat eredményt kozliink. Az els6, miszerint minden null-
mértéki kompakt halmazhoz 1étezik olyan nala bévebb nullmértékii halmaz, mely el6all
alkalmas f-re UMT(f), y-tengelyre vett vetiileteként.

Ezutdn némi el6készités utan a harmadik fejezetben bebizonyitjuk az 1.16 tétel

c-Holder-« fiiggvények korében igaz variansat.



Koszonetnyilvanitas

Nagyon szépen koszonom Buczolich Zoltan Tandr Ur segitségét a témavélasztésban,
értékes észrevételeit és féleg hatalmas tiirelmét, amit ezen szakdolgozat megirasakor

irdnyomban tanusitott.
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1. fejezet

Tipikus folytonos fiiggvények

mikrotangens halmazai

1.1. Definicidk, jelolések

A dolgozat soran az alabbi jeloléseket hasznéljuk:

R? pontjait (x;y)-nal jeldljiik, mig az x és y végponti nyilt intervallumot (z,y)-
nal. Adott A C R? esetén |A|, int(A) és cl(A) jeloli az A halmaz dtmérdjét,

belsejét és lezartjat, ebben a sorrendben.

e Az (x;y) kozepli 20 > 0 oldalu zart négyzetet Q((x;y),0)-vel jeloljik, azaz
Q(z;y),0) = {(2"y/) - |o" —a[ <6 és [y’ —y| <0}

o Kiilon jeloljik @ ((0;0),1)-et: Q.
o graph(f)-fel jeloljik az f fuggvény grafikonjat.

o F C R?esetén CENT(F)-fel jeloljiik F N Q? azon 6sszefiiggdségi komponensét,
amelyik tartalmazza a (0;0) pontot. Az elnevezés eredete, hogy ezt a komponenst

nevezzilk a centralis komponensnek.

« A két koordinatatengelyre vald vetitést m,-szel és m,-nal jeloljik.
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o C[]—1,1]¢-val jeloljik azon g : [—1,1] — R folytonos fiiggvények halmazat, me-
lyekre ¢(0) = 0.

o € RP esetén ||z|| jeloli z euklideszi normajat.

1.1. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér, A C X
K.(A)={re X :d(z,A) <e}.

1.2. Definicid. Legyen (X,d) metrikus tér, és A, B C X kompakt halmazok. A és B

Hausdorff tavolsdga:
disty(A, B) =inf{e: A C K.(B) és B C K.(A)}.

1.3. Definicié. (s-dimenziés Hausdorff mérték) Legyen (X, d) metrikus tér. AzA C X

halmaz s-dimenzios Hausdorff elémértéke:
Ha(A) = inf { 3 [Aif* - A C UR AV |Ay| < 6}
i=1
A s-dimenzios Hausdorff mértéke:

H5(A) = lim H3(A).

6—0

1.4. Definicié. Egy f : [0,1] — R figgvényt c-Holder-a-nak neveziink, ha

[f(2) = fy)l < e |z =yl Ve,yel0,1].

Ezen figgvények terét C2([0, 1])-el jeloljiik.

Mivel C([0,1]) a C([0, 1])-nek zéart altere, igy az 6rokolt topologidval teljes metrikus

tér.
1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy [ eqy ¢~ -Holder-a fiigguény, ha létezik ¢ < ¢ gy,
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hogy f, ¢-Hélder-c.

1.6. Definici6. Legyen n: RP — RP a standard magfiigguény:

1
expy—1 e ke [zl £1;
n(x) = {~te}
0 ktilonben;

és legyen
x
() = ¢ (T> :
ahol c,-t dgy vdlasztjuk meg, hogy [z, n-(z)dx =1 teljesiljon.
Bizonyitas nélkiill mondjuk ki a kovetkez6, alapvetd fontossagu tételt (lasd [7], 8.4
tétel).

1.7. Tétel. (Baire-kategdria tétel) Legyen X teljes metrikus tér és minden n € N-re

U, strd nyilt halmaz. Ekkor N,2, U, siri.

Nem nehéz latni, hogy a Vitali lefedési tételnek ([8] 2.8 Tétel) a zart négyzetekre

megfogalmazott variansa is igaz.

1.8. Tétel. (Vitali lefedési tétel) Legyen u egy Radon mérték R*-en, A C R? és Q
zdart négyzetek csalddja ugy, hogy A minden pontja tetszélegesen kis sugari négyzetnek

kézéppontja Q-bol, azaz
V(z;y) € A, inf {r : Q((m;y),r) € Q} =0.
Ekkor léteznek diszjunkt QQ; € Q négyzetek, hogy
Y (A \ LZJQ1> =0.

1.9. Definicié. Az f € C0,1] fugguény mikrotangens (MT) halmazainak rendszerét
az xg € (0,1) pontban frr(xo)-val jeldljik és a kovetkezdképpen definidljuk: 6, > 0



esetén legyen

F(f,a0.8,) = 5 ((graph(£) 0 Q(ao: £(20).8,)) = (av: f(a0)) )

tehdat a graph(f) halmaz Q((xo; f(z0)), 0n)-be esd részét 1/, -szeresére nagyitjuk, majd
eltoljuk Q*-be. Eqy F halmaz az f mikrotangens halmaza (MT halmaza) xo-ban, az-
az F € fyr(xg) ha létezik 6, \, 0, hogy F(f,xo,d,) konvergal F-hez a Hausdorff
metrikiban. Az F halmaz az f egy centralis mikrotangens (CMT) halmaza xqy-ban,
azaz F' € foyr(xo) ha létezik 6, N\ 0, hogy CENT(F(f,x0,0,)) konvergdl F-hez a

Hausdorff metrikdban.

Koénnyen lathat6, hogy ha f differencidlhaté zg-ban, akkor fur(xo) = fomr(zo)
és ez a halmaz egyediil az origon atmend f'(xq) meredekségii egyenesbdl all. Tovabbi

informaciéért lasd [6, 2.0.3 Allitds].

1.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy xo grafikonszeri vagy centrdalis grafikonszerd MT-
pontja f-nek ha létezik g € C[—1,1]¢ hogy graph(g) N Q* € furr(xo), vagy graph(g) N

Q* € four(xo).

Legyen rendre

GLMT(f) := {(:170; f(x0)> s xo € [0, 1], zo grafikonszertt MT-pontja f—nek},

CGLMT(f) := {(a:o; f(mo)) :xg € [0, 1], zo centrélis grafikonszertt MT-pontja f—nek}

a grafikonszerii és a centralis grafikonszerti mikrotangens pontok halmaza. Nyilvanva-

16an CGLMT(f) D GLMT(f).

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy xq egy univerzalis MT-pontja f-nek, ha graph(g)N
Q? € fur(xo) minden g € C[—1,1]y-ra.
Azon (xo; f(xo)) pontok halmazdt, melyekre xo univerzdlis MT-pont, UMT(f)-el jeldl-

Juik.



1.12. Definicié. Rdgzitett g € C[—1, 1]y esetén rendre GLMT,(f)-el és CGLMT,(f)-
el jeloljik azon (xo; f(xo)) pontok halmazdt, melyekre graph(g)NQ? € farr(xo), illetve
CENT(Q”’CLPh(Q) n Qg) € fur(xo)-

Nyilvanvaléan GLMT,(f) C GLMT(f), GLMT,(f) C CGLMT,(f) C CGLMT(f).
Az utolsé tartalmazés azért teljesiil, mert mindig tudunk olyan g; € C[—1, 1]o-t taldlni,

amelyre graph(g;) N Q* = C’ENT(gTaph(g) N Q2>.



1.2. Mikrotangens pontok a fiiggvénygrafikonon

Kezdjiik egy eredménnyel, ami tetszéleges folytonos fiiggvényre teljestil, nem csak egy
rezidudalis halmazon. Ez a tétel mutatja, hogy egy f fiiggvény grafikonjan a grafikon-
szerl és a centrélis grafikonszerti pontok mérhetoségi szemszogbdl nem alkothatnak tul

nagy halmazt.

1.13. Tétel. Bdarmely f € C[0,1] figgvényre a GLMT(f) és a CGLMT(f) halmazok

o-véges H-mértékiick.

Bizonyitds. Mivel CGLMT(f) D GLMT(f), igy elegendd bebizonyitanunk a tételt
CGLMT(f)-re. Adott 6, > 0 esetén jelolje Ejs. azon (mo; f(xo)) pontok halmazat,
amelyekre a CENT(F(f, x0,5)> halmaz nem metszi az Ly, = {(t;1) : [t| < e} és az
L_y.={(t;—1) : |t| < e} szakaszokat. Felhaszndalva, hogy f folytonos és L;. U L_; .
egy zart halmaz, konnyen lathato, hogy Es. relativ nyilt graph(f)-ben.

Most tegyiik fel, hogy g € C[—1,1] és graph(g) N Q* € four(x). Ekkor 1étezik
olyan £ > 0, amire graph(g) N (L1 U L_y.) = 0. Mivel a graph(g) NQ? és L1 UL_;
halmazok kompaktak, a haromszog-egyenl6tlenség miatt 1étezik olyan € > 0, amire ha

disty (graph(g)ﬂQQ, C’ENT(F(f, Zo, 5))) < &', akkor C’ENT(F(f, xo, 5)) nem metszi

c /e

szamokat, hogy CENT(F(f, Xo, 5n)) nem metszi Ly, U L_y -t. Igy

(xo;f(xo)) € ﬁ U Ese.

n=lo<s<d

(203 f(x0)) € CGLMT(f)-bol kovetkezik, hogy

(fﬁo;f(ifo)) € Ej ﬁ U Es 1 = Hy.

m=1n=1o<5<d

Ezekutan igazoljuk, hogy H,, = M2 Upcsc1 Es 1 véges Hi-mértékil minden m >

1-re. Ebbdl persze az is kovetkezni fog, hogy az ilyenek megszamlalhaté unidjaként
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eldalls Hy, o-véges H-mértékii.

Az vilagos, hogy Hy és H,, Borel halmazok, igy mérheték az egydimenziés Haus-
dorff mérték szerint. Tegyiik fel indirekt, hogy H'(H,,) = oco. Ekkor [3] 4.10-es tétele
és 4.10-es feladata miatt barmely fix c-re tudunk valasztani egy H. C H Borel halmazt
tgy, hogy H'(H.) = c. Legyen 1 > 0 adott. Tekintsiik minden (:170; f(x0)> esetén azon
Q((xo; f(xo)),énm) négyzeteket, amelyekre 0, ., < 7 és CENT(F(f, Zo, (5n7x0)) nem
metszi Ll,i UL_L%—et. Ezek a négyzetek H. egy Q Vitali-fedését adjak. A Vitali lefedé-
si tételt alkalmazva a u(A) = H'(AN H,) mértékre, kapjuk a Q) = Q((mk, f(xk)>, 5k>
négyzetek diszjunkt rendszerét, ahol (xk; f (xk)) € H., o, € (0,n) és ezen négyzetek
atméréi kisebbek mint 2v/2n, valamint H'(H. \ UrQy) = 0.

Tehat azt kaptuk, hogy (xk; f(ack)> € Q= Q((wk; f(xk)),5k> minden x € [z —
%5,“ T + %5k]—re. Igy k # k' esetén az [z — %&g, T+ %&ﬁ] és [xp — %5% T + %5;«]
intervallumok [0, 1] diszjunkt részintervallumai. Ebbol kovetkezik, hogy > %51@ <1
6s 30 |Qul = Tk 2v20, < V2m. Masrészt H'(H. \ UpQr) = 0-bdl kovetkezik, hogy
>k |Qk| > § kicsiny n értékekre, ami viszont lehetetlen, ha ¢ > 2v/2m. [

R.D. Mauldin és S.C.Williams [9] eredménye mutatja, hogy egy tipikus folytonos
fiiggvény grafikonja 1 Hausdorff dimenzids, de nem o-véges H-mértéki, igy ebben az
értelemben a grafikonszeri, vagy centralis grafikonszerti mikrotangens pontok halmaza
egy kicsiny részét képezi a fiiggvénygrafikonnak. Ahogy azt késobb latni fogjuk, kate-
goria szempontbol mar mas a helyzet. A koévetkezd harom allitas mutatja, hogy ezen
kicsiség ellenére a GLMT(f) és CGLMT(f) halmazok z-tengelyre esé vetiilete egy

rezidualis figgvényhalmazon teljes mértéki.
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1.3. UMT(f) topoldgiaja

1.14. Lemma. Ha g € C[-1,1)y és f € CI0,1], akkor graph(f) topoldgidjiban
GLMT(f) egqy G5 halmaz.

Bizonyitds. Adott € > O-ra

E,. = {(:vo; f(l‘o)) : disty (F(f, o, q), graph(g) N Qz) < 6}.

« sz

GIMT, (> N N U B,

neNmeN q< 1
m

Masrészt, ha (xo;f(aro)> € GLMT,(f) és n,m € N adottak, akkor vélaszthatunk
GLMT,(f) definiciéja alapjan ¢ < %—et, hogy distH(F(f, T, 9), graph(g) N Q2) < %
Vegyiik észre, hogy f csak megszamlalhatd sok intervallumon lehet konstans illetve
csak megszamlalhatéan sok kiilonboz6 szigoru lokalis szélséértéke lehet. Adott esetben

valasztva egy picivel nagyobb ¢ € (6, %) értéket, még mindig fennall

disty (F(f, %o, q), graph(g) N QQ) < 711 (1.1)

és most mar feltehetjiik, hogy f nem konstans és nincs szigori lokalis szélséértéke
Q((:L‘O; f (a:o)), q) hatéaran. Ekkor f, zo-beli folytonossiga és (1.1) miatt valaszthatunk
§ € (0,g—09)-t, hogy Vo' € (xg—0', xg+0") esetén distH(F((f,x,q),graph(g)ﬂ@g) <1

és igy (xo; f(:vg)) € Eq7%. Tehat kijott a mésik iranyu tartalmazas is, azaz

GLMT,(f)= ) N U E,

neNmeN ¢« %

1
n
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1.4. UMT(f) vetiiletei

1.15. Lemma. Adott g € C[—1, 1] fiigguény esetén C[0, 1] egy siirii Gs halmazdt alkot-
jik azon f € C|0,1] fuggvények, amelyekre \(m,(GLMT,(f))) = M7, (CGLMT,(f))) =
1 = A([0,1)).

Ezt a lemméat nem bizonyitjuk, mert a 3. fejezetben bebizonyitunk egy hasonlé
allitast a c-Holder-a fiiggvények korében, aminek a bizonyitasa ezen a bizonyitdson
alapszik és ehhez nagyon hasonld. Az érdeklédé olvasé [1]-ben (Lemma 3) olvashat

tobbet.

1.16. Tétel. Létezik C|0, 1]-nek egy sirt Gs részhalmaza G, amire N(m,(UMT(f))) =
1 minden f € G-re. Tovdbbd, UMT(f) egy siri Gs halmaz graph(f) topoldgidjd-
ban. Ezdltal a tipikus C0, 1]-beli folytonos figguény esetén majdnem minden x € [0, 1]
univerzalis MT-pont és graph(f) tipikus pontja UMT(f)-ben van.
Bizonyitas. Legyen {g,}>°; egy megszamlalhaté stirii rendszer C[—1, 1]p-ban. Az 1.15
lemma alapjan minden egyes g,-hez létezik C[0, 1] egy G" slirli G5 részhalmaza 1gy,
hogy )\<7rx (GLMTgn(f))> = 1 minden f € G™-re. Legyen G = N> ,G"™.

Tegyiik fel, hogy f € G és g € C[—1, 1]y adottak. Azt szeretnénk megmutatni, hogy
majdnem minden zq € [0, 1]-re graph(g) N Q* € fur(zo). Legyen

X

Il
PO

o (GLMT,, (f)) = 7 ( ﬁ GLMT,,( f)).

n=1

Ekkor A\(X) = 1. Tegyiik fel, hogy xy € X és ¢ > 0 adott. Mivel {g,}2, sfirt,

valaszthatunk olyan g,-t, amire

disty; (graph(g.) N Q% graph(g) N Q*) < % (1.2)
Mivel zy € X és f € NS°_,G™ C G, tudunk vélasztani olyan ¢ € (0, )-t, hogy
disty (F(f, xo, 5) N Q?, graph(g,) N Qz) < % (1.3)
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fgy, (1.2)-t és (1.3)-t dsszevetve, barmely € > O-ra létezik 6 € (0,¢), hogy
disty (F(f, Zo, 5),graph(g) N Q2) <e.

Tehdt graph(g) N Q* € farr(xo).

A fentiekben igazabdl azt is megmutattuk, hogy ha (xo; f(xo)) e N2 GLMT, (f),
akkor (xo; f (1:0)) € UMT(f). A maésik irdnyu tartalmazds pedig nyilvanvald, igy
adodik, hogy

ﬁ GLMT,, (f) = UMT(f).

n=1

Mivel f folytonos, A(X) = 1 miatt N;>; GLMT, (f) strl f grafikonjdban. 1.14 miatt
aNpey GLMT,, (f) metszet, graph(f) egy Gs részhalmaza. Ezekbdl kovetkezik, hogy
az UMT(f) halmaz graph(f) egy sirti Gs részhalmaza. ]

Annak ellenére, hogy UMT(f)-nek nagy a vizszintes vetiilete, megmutatjuk, hogy
minden més irdnyban nullmérték(i a vetillete. Igy ez a halmaz teljesen rektifikdlha-
tatlan. Ugyanis ha metszene egy rektifikdlhaté halmazt, akkor a metszet egy olyan
pozitiv H-mértékli Borel halmaz lenne, aminek a vetitési tételek értelmében majdnem
minden iranyba pozitiv mértékd lenne a vetiilete.

Jeloljiik go-val a [—1, 1]-en azonosan 0 fiiggvényt. Ez esetben persze CGLMT, (f) =
GLMT, (f) minden f € CI0,1]-re.

1.17. Lemma. Minden f € C[0,1)-re A(m,(GLMT,(f))) = 0.

Bizonyitds. Hasznaljuk az 1.13 tétel jeloléseit: valasszunk ¢ = 1-et és figyeljilk meg,
hogy ¢ € (0,1) esetén disty (F(f, xo,é),gmph(go) N Q?%) < &-bél kévetkezik, hogy

F(f,x0,0) nem metszi az Ly ; U L_;; halmazt, st
|f(z) — f(z0)] < €0 is teljesiil x € [xg — I, 29 + d]-ra. (1.4)

Mivel GLMT,, (f) pontjairél van sz6, minden ilyen xy pontra és n pozitiv egészre létezik

dwon < %, hogy disty (F(f, xo.éxo,n),gmph(g@ N Q?) < ¢/. Emiatt alkalmazhajuk a
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Vitali lefedési tételt (1.8 tétel) a

{Q((mo;f(xo)),émn) : (ZL‘O; f(xo)) € GLMT, (f),n € Z+}

rendszerre. A tétel szerint léteznek Qp = Q((xk, f(a:k)),ék) négyzetek, melyek disz-
junktak és H'(GLMT,,(f) \ UxQx) = 0. Ebbl kovetkezik, hogy

ANy (GLM Ty, (f) \ UsQx)) = 0. (1.5)

Két ilyen négyzetnek nem lehetnek egymas f6lé es6 részei, hiszen F(f,x,d;) nem
metszi az Ly U L_;; halmazt, igy f nem lenne fiiggvény. Ebbdl és a négyzetek disz-
junktsagabol kovetkezik, hogy k # k' esetén [x — Ok, 2 + Ok] és [vr — Opr, Tpr + Op]
szintén diszjunktak. Igy 3, 20, < 1 és (1.4) miatt kapjuk, hogy

Ay (graph(f) NUpQr)) < &' Y26, < €.
K

Ezt (1.5)-tel egyttt felhasznalva kapjuk, hogy )\(Wy(gmph( f))) < &' teljesiil barmely

g’ > 0 szamra és ezzel kész a bizonyitas. O

Egy vizszintestol kiillonb6zo, m meredekségli egyenesre vald vetités esetén is alkal-
mazhatnank ezt a gondolatmenetet, csak a go fliggvény helyett a g,,(z) = % - linearis

fuggvényt, illetve GLMT, (f)-et kellene vizsgalnunk.

1.18. Tétel. Minden f € C[0,1]-re )\(ﬂ'y(UMT(f))) = 0. Tehdt egy folytonos fiigg-

vény esetében majdnem minden y dsképhalmaza nem tartalmaz UMT(f)-beli pontot.

Bizonyitdas. Mivel UMT(f) C GLMT,,(f), igy a tétel kovetkezik az 1.17 Lemmabol.
O

Azt megmutattuk, hogy UMT(f) y-tengelyre es6 vetiilete csak nullmértéki lehet,

felmeriil azonban a kérdés, hogy el6allhat-e minden nullmértékii halmaz ilyen médon.
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El6szor vegyiik észre, hogy mivel UMT(f) egy Borel halmaz, csakis analitikus nullmér-

tékil halmazok jonnek szoba. Ebben a kérdésben a kovetkezd allitast sikeriilt belatni.

1.19. Definicié. Legyen K C R nullmértékii kompakt halmaz. K eqy fedorendszerének

nevezzik az {I,}5°, halmazokat, ha
e minden n-re K C I,
o I, véges sok diszjunkt zdart intervallum unidja: I, = Ufgllm
* ngl ‘[n,i’ < %

e Vn >0, V1 <[ <k, ésVl < m < kpyr esetén Inpipm NIng = Liv1m vagy

In+l,m N In,l = @

A triadikus Cantor-halmaznak példaul egy fedorendszerét kapjuk, ha I,,-nek vessziik

c sz

« /s

vegytink egy 1/n-nél kisebb 6sszhosszisagu nyilt intervallumokbdl allé {Uy }22 , fedést.
A kompaktsag miatt ebbdl kivalaszthatunk egy véges fedést, az ebben szerepl6 nyilt
intervallumokhoz hozzavéve a végpontjaikat, kapunk véges sok zart intervallumot, me-

lyek unidjat elmetszve I, 1-gyel, egy [,-nek megfelelé halmazt kapunk.

1.20. Tétel. Tetszileges K C R nullmértékid kompakt halmazhoz létezik olyan f €
C10,1] figgvény, melyre K C m, (UMT(f))

Bizonyitds. Rogzitsik K egy fed6rendszerét {I,}>° ,-t. Konstrualni fogunk egy C' C
[0, 1] kompakt halmazt, amire f ‘C(C’) = K fog teljestilni, s6t f egy bijekcié lesz C'
és K kozott. Minden x € C-re (m,f(x)) € UMT(f) lesz, igy teljestilni fog, hogy
KCm, (U MT(f)). Igaz lesz tovabba, hogy C-nek 1étezik olyan fedérendszere {J,,}°° ,
amihez létezik olyan {s,}>2 | pozitiv egész szamokbdl 4116 szigorian névé sorozat, hogy
I, és J, ugyanannyi zart intervallum unidjaként all el6. Ez azt jelenti, hogy a két

fedorendszer viszonylag hasonld, ezen a hasonlésagon fog alapulni a bijekcio.
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Vegyiik C[—1,1]p egy {hm}:o_, stril részhalmazat. A mikrotangens pontok létre-
hozasanal elég, hogy ezen fiiggvények grafikonjait kozelitsiik tetszoleges pontossaggal.
Soroljuk fel a h,, fiiggvényeket oly mdédon, hogy mindegyik fliggvény végtelen sokszor
szerepeljen a felsoroldsban, amit {g,}>2 ;-nel jelolink.

A konstrukcié n-edik 1épésében meghatarozzuk s,-et, J,, = Ufii Ini-t, a J,; zart
intervallumokndl nagyobb H,; O J,,; (még mindig diszjunkt) intervallumokat, melyek-
nek pontosan a kozepében fekszik J,, ;, és az f; folytonos fiiggvényt. A H, ; halmazok
meghatarozasa utan, berajzoljuk f6léjitk (az f* , fuggvénygrafikonjanak a helyére) egy
olyan g, figgvénygrafikonjat, amellyel a kapott fliggvény J,,; pontjai felett I ;-t ve-
szi fel képként, és J,; pontjaiban, megfelelé nagyitas mellett a g, fliggvényt 2,L%—gyel
kozeliti. Aztan a berajzolt grafikonrészleteket a két végiiknél egy-egy kis intervallu-
mon (tehat itt is atrajzolva az eddigi fiiggvénygrafikont, ezt a zold szakaszok jelzik az
abran), folytonosan 6sszekotjitk a korabbi fiiggvénygrafikon megmaradt részével. fgy
kapjuk meg az f* | fliggvénybdl az f* figgvényt (1.1 dbra), amire tehat a g, fentebb

leirt tulajdonsaga miatt teljesiil:

_ ‘Hn,z| - ’Jn,i’_
2

1
dists (F(fi,wm),gmph(gn) N Q2> < g &€ i re. (1.6)

Az f* fiiggvények szuprémum normaban Cauchy-sorozatot fognak alkotni, igy egyenle-
tesen konvergélnak. Jeloljik f-el a limeszt. A célunk, hogy az f legyen a tételben ke-
resett fliggvény. Mid6n az f; fliggvénybdl atrajzolgatdsokkal megkonstrualjuk az f
fiiggvényt, tiigyeliink arra, hogy annyira kicsit valtoztassunk szuprémum normaban f-
en, hogy az (1.6) tipust kozelitések ne romoljanak el tilsdgosan, azaz a konstrukci6
végén a

= ——-TI¢

1
distan(F(f,.m),9raph(n) 1 Q?) < 5o @ € o ;

on’

tulajdonsagot kapjuk, minden n-re, i-re. Nézziik tehat akkor a konstrukciot.

Legyen g, olyan folytonosan differencidlhaté R — R figgvény, amely [—1, 1] semmi-
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1.1. 4bra.
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— gna[-1—10,14/]
intervallumon
— 9n
—-1-9 146
i i i i x
-1 1

1.2. 4bra.

lyen részintervalluman nem konstans, a grafikonjanak nincs szélséértéke Q*-en, g, (0) =

0, graph(g,) nem megy at Q* egyik csticsdn sem,

1
disty (gmph(gn) N Q?, graph(gy) N Q2> = disty <F(§n, 0,1), graph(g,) N QQ) < Supa

z € (—o0,—1] esetén |§n(z) — gn(—1)| < 71, valamint z € [1,00) esetén |g,(z) —
gn(1)| < 7= (1.2 dbra). A g, fiiggvény korlatos intervallumokon val6 egyenletes

folytonossaga alapjan vélaszthatunk e = ﬁ—héz 0-t, igy

1
disty (F (G, 7. 1), F(3,0,1)) < 5z, || < 6ora

amibol igy

1
disty, (F (g, 7, 1), graph(ga) N Q) < vy 12l < 0ra.

Legyen &’ =

3n([=5,9])

F(§n,0,1+ 6) halmaz ardnyosan kicsinyitett masat tegyiik be alkalmas H,, ; folé agy,

. Tegyiik fel, hogy f*_,, Jn—1, Sn—1 adottak. A célunk az, hogy

hogy az eredetileg |z| < 6 halmaz {61é es6 fiiggvénygrafikon rész transzforméltja essen
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Jn,i f6lé, rdadasul olyan magassagba, hogy fr(J, ;) = I, ; is teljestiljon. Ekkor valoban

Jn; pontjai lennének azok amelyekben sir-gyel tudnénk kozeliteni g,, grafikonjat. Az

.. s P |[Jnil 8 , . % - . ,
eddigiek alapjan teljesiilnie kell o] = Ty5-nek, és mivel [i(JIni) = L, -t is szeretnénk,
3 S : 3 ‘ISn,i| — 57/ A |15n»’i‘ _ ¢ 3 2
emiatt kovetkezik az is, hogy A Ezekbdl e = i Az is fontos szdmunkra,

hogy i # j esetén H,; N H, ; = 0 teljestiljon.

Legyen ¢ = min; {(\Hn,u] — |Jn,17i])/2}. Legyen [ > s,_1 olyan, hogy minden 1 <
J < kpre, |I;;] < 2,1% -c. Olyan I} j-k esetén, amelyek részei I, , ;-nek, tudunk talalni
olyan L,,_1 ; C J,_1; diszjunkt zart intervallumokat, amelyek f_; altali képei pontosan
az I;; intervallumok. Legyen d = min;{|L,_;;|}. Valasszuk s, > [-t olyannak, hogy
1€—+,5 - >i s, 4] < d teljesiiljon. Ezt meg tudjuk tenni, hiszen a fedérendszer elemeinek
mértéke tart 0-hoz.

A feddrendszer tulajdonsidga miatt minden k-ra létezik egyetlen j, hogy I,  C I ;.

Ekkor legyen H,; olyan zart intervallum, melynek méretére teljesiil, hogy |H, x| =

1;5 N, k], €8 Hyp C int(Ly—1;). A fenti egyenlétlenség alapjan ezen intervallumok
eléirt hosszainak Gsszege kisebb, mint |L,,_; j|, igy probléma nélkill meg tudjuk ket
valasztani diszjunktaknak. Vegyiik észre, hogy az |I; ;|-re tett feltevések miatt az egész
L1, x I ; téglalapban rajzolhatunk &t figgvénygrafikont, még akkor is teljesiilni fog
\fi = fiy]l < 5o - ¢ igy az (1.6) tipust kozelitések is maximum -t romlanak
(1.3 4dbra). Ha esetleg I, ; egyik végpontja megegyezne I ;-vel, akkor persze nem
tudnank ugy H,; folé rajzolni g, grafikonjat, hogy az L, ; x I;; téglalapon beliil
Ga(l-1-6,1+ 5])‘ | Hpa.

Ha s,-t ugy valasztjuk, hogy I, ; &tmérdje elegendden kicsi legyen minden i-re, akkor

maradjunk, de a kilogads nagyon kicsi lenne, maximum

H, .1 atmérdje is kicsi lesz és ez a kilogés igy elhanyagolhaté.

Természetesen ahogy kijeloltiikk a H,, , halmazokat, azonnal adédnak a J,, ; halma-
zok is (1 < k < ks,) hiszen ezek a H, -k kozepén fekszenek el6irt hosszal. Most az
oszes H, j, f6lé rajzoljuk oda g, ardnyosan kicsinyitett masat ugy, hogy J, x-k folott a
kép legyen az I, j, halmaz.

Barmely két szomszédos H,, ; halmaz kozott van egy kis hézag és az efolott a hézag

folott 1évo figgvénygrafikon persze nem csatlakozik folytonosan a H,, ,-k f6lé rajzolt
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kiegészitd szakaszok
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grafikonhoz, de egy alkalmasan kicsi 1 hossztisagu kis intervallumon linearisan ssze-
kothetjik ezeket, rdadasul H,  C int(L,_; ;) miatt ezek a kis intervallumok megva-
laszthatoak L,_;; belsejében is. Ez volt a konstrukcié n. 1épése.

Az egy lépésben atrajzolt részeken persze elcsuszik a figgvény, de csak maximum
W% - c-vel, hiszen H, C L,_1; esetén f} (L,—1,) = I; és a H, f6lé odarajzolt
grafikonndl is H,, ; képe részhalmaza lesz I; j-nek, amirél mar kordbban feltettiik, hogy
[I1j| < goer-c. Tehdt |f, — fi| < 3 - ¢. Ebb& kovetkezik, hogy az egyes lépésekben
létrejovo fiiggvények egyenletesen konvergalnak, nevezziik a limeszt f-nek.

Ha y € K, akkor léteznek Iy, ;. I, 4y, ... zart halmazok gy , hogy N>, Is, .., = {y}-
Mivel N2 Jn.4, egyelemil, jeloljiikk a metszetet z-szel. A konstrukcié miatt f(J,,,) =
I, i, illetve még az is teljesiil, hogy |f — fi| < 3=, tehét

nsln

o0 1 o0
n=1 n=1

Megkaptuk tehét, hogy f(C) D K. Azt is kénnyi latni, hogy ez valdjaban bijekcio.
Minden x € J,, pontra teljesiil, hogy

1
disty, (F(f,,0,), graph(gn) N Q) < o

n

alkalmas d,-el. Tehat minden x € C pontra igaz, hogy (a:; f(a:)) e UMT(f), igy mivel
f(C) =K, K Cm,(UMT(f)).
[
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1.5. Pakolasi dimenzio

c sz

c s

Legyen

P (F;) = sup { > |B;|° : {B;} olyan diszjunkt, maximum 4 sugarti gdmbék csalddja,

J
melyek kézéppontjai Fj-ben fekszenek}

és P§(F;) = limso Pi(F;). Végil P*(F), az F Borel halmaz s-dimenziés pakoldsi

mértéke a kovetkezo:
PH(F,) =inf { > Py(F) : F C UF}. (1.7)

P. Humke és G. Petruska [5] bizonyitota be, hogy a tipikus folytonos fiiggvény grafi-
konjanak pakolasi dimenzidja 2. A kovetkezokben latni fogjuk, hogy a tipikus folytonos
fliggvény esetén pakolasi dimenzi6 nézéponthbdol UMT(f) igencsak nagy halmaz.

Konnyen lathatd, hogy a tipikus f € C]0,1] fuggvény tetszdleges [a,b] C [0, 1]-re

(a < b) valé megszoritdsanak grafikonja is 2 pakolasi dimenzi6ju.

1.21. Tétel. A tipikus folytonos f € C[0,1] figgvény esetén UMT(f) pakoldsi dimen-

zioja 2.

Bizonyitds. Tegytuk fel, hogy UMT(f), graph(f) egy strii Gs részhalmaza, illetve
PSUMT(f)) < oo, s < 2-re. Megmutatjuk, hogy létezik olyan [a,b] C [0, 1] inter-
vallum, amelyen f grafikonjanak a pakolasi dimenzidja kisebb vagy egyenld, mint s.
(1.7) és a Baire-kategoéria tétel miatt létezik egy olyan F-el jelolt U, F; fedés és olyan i
index, amire graph(f) C F, P§(F;) < oo és Fj stiri graph(f) egy porcidjaban. Fixal-
juk ezt az F fedést. Valasszunk egy [a,b] C [0, 1] (nemelfajuld) intervallumot, amire F;

stirli az S = graph(f|.5) halmazban. Mivel F'N S stirti S-ben, igy a pakolasi mérték
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tulajdonsdga miatt Pg(F; N S) = P3(S). Igy Pg(S) < oo, amibdl kovetkezik, hogy
P*(S) < oo tehat S pakolasi dimenzidja kisebb, mint 2. Ez ellentmond annak, hogy
a tipikus folytonos fiiggvény esetén minden [a, b] intervallumra graph(f|.) pakolasi

dimenzidja 2. O]
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2. fejezet

Holder fiiggvények

Ebben a fejezetben a {6 célunk az 2.4 Lemma bizonyitasa, aminek segitségével tudjuk
majd a 3. fejezetben bebizonyitani az 1.15 Lemma c-Hoélder-a fiiggvények korében igaz
variansat, a 3.1 Lemmat. Az aldbb kozolt allitdsok kivétel nélkil [2] 4. fejezetébol

valok.

2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy FF C RP és f : F' — R egy c-Hélder-a fligguény. Ekkor
létezik eqy g : R? — R c-Holder-av fiigguény igy, hogy Vo € F esetén g(x) = f(z).

2.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy F' C R? kompakt és ¢ > 0 fix. Ekkor az F-rol képezo
Lipschitz, c-Hélder-a fiigguények az F-en értelmezett c-Holder-a fligguények eqy stiri

nyilt részhalmazdt alkotjdak.

Bizonyitds. Vegylunk egy tetszoleges f : ' — R, c-Holder-a fliggvényt és fixaljunk
egy € > 0-t. A 2.1 tételt hasznalva terjessziik ki a fiiggvényt RP-re. Az igy kapott
c-Holder-a figgvényt is f-nek fogjuk nevezni. Koztudott a C*° fliggvények elméleté-
bél, hogyha tekintjik az f, = f *n, konvoliciét (n,-t 1.6-ban definidltuk), ez egy C'*
figgvényt ad és f, — f a szuprémum normaban RP barmely kompakt részhalmazan,

amidon r — 04. Ezenfelil f,

-, is c-Holder-«, ugyanis felhasznalva a haromszogegyen-

16tlenséget és a tényt, hogy 7, tartdja a {|z| < r} halmaz,

50) = £ =| [, m) =0 = [ oty 2
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< [ w2 - fy=2ldz= [ n(@lfe-2) - fly- )z

=clz —y|* n-(2)dz = clx — y|*.
{lz|<r}

Kovetkezésképpen le tudunk fixdlni egy r-et, hogy f,

- o8y olyan c-Holder-a fiigg-
vény legyen, ami az f fiiggvény F-re vett megszoritasa szuprémumnorma szerinti e-
kornyezetében van. Tegyiik fel, hogy F’ egy kompakt konvex halmaz, ami tartalmazza
F-et. Minthogy f, sima, a derivaltja F'-n korlatos. Kovetkezésképpen f, K-Lipschitz
F' D F-en alkalmas K > O-ra. O

2.3. Definicié. Egy figgvény f : F — R szakaszonként affin F C RP-n, ha tudunk ta-
lalni egy egymdsba nem nyidlé (pdronként diszjunkt belsejii), nem-degenerdlt, zart szimp-
lexekbdl d@llé olyan o rendszert, amelyre F C Uge, S esetén az {S € o : SN B # (0}
halmaz véges minden korldtos B C RP-re, és barmely S € o-ra f megszoritdsa SN F-re

megegyezik eqy alkalmas affin figguény S N F-re valo megszoritisdval.

2.4. Lemma. Legyen F kompakt, 0 < o < 1 és 0 < ¢ fix. Ekkor az F-en lokdlisan
nemkonstans és szakaszonként affin ¢ -Hélder-a fligguények a c-Hélder-a fiigguények-

nek eqy suri részhalmazdt alkotjak.
Miel6tt ezt a lemméat bebizonyitanank, sziikségiink van a kévetkezo allitésra:

2.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy S C R? egy nemdegenerdlt p-szimplex xq, 21, ey Tp CSU-
csokkal és fv: {zo,..2zp} = R egy K-Lipschitz figgvény alkalmas K > 0-val. Legyen S
leghosszabb élének hossza a > 0, valamint legyen b = ming<;<p, b;, ahol b; a tdvolsdg x;

és a tobbi pont dltal feszitett hipersik kozott. Ekkor az aldbbi modon definidlt f : S — R

fiiggvény M-Lipschitz, ahol



M:(p+1)-K-%

tehat M csakis §-n keresztil fiigg S-tol.

Bizonyitas. Minthogy S a cstucsainak konvex kombinaciéja és barmely két cstcs Ossze
van kotve egy éllel, igy |S| = a. Egy konstanst hozzdadva f—hoz nem valtozik sem
az allitas feltétele, sem a kovetkezménye, tehdt feltehetd, hogy min f = 0, {gy a K-
Lipschitz tulajdonsag miatt max f < Ka is teljesiil.

Legyenek z, " € S tetszéleges pontok:

p p p p
=0 =0 =0

1=0

Az altalanossag csorbitéasa nélkiil feltehetjik, hogy |y — 75| a maximalis a |y; — /|

tavolsdgok kozil (i = 0,1, ...,p). Ekkor

|f(x) = f(2)] < X_p: i =il - fla) < (p+1) |0 — 7l - Ka. (2.1)

Konnyen lathat6, hogy x tavolsaga az x4, ..., x, pontok altal meghatérozott hipersiktol

pontosan ypby, mig x’ tavolsaga ugyanettdl a hipersiktol v4by. Ezekbol kovetkezik, hogy
|z = 2'[ = [0 — 70lbo = |70 = 70lb- (2.2)
Osszevetve (2.1)-et és (2.2)-t kapjuk, hogy
7@) =T < 0+ 1) ho =l Ka < 0+ 1) K - Flo —o/| = Mo — &',

]

A 2./ lemma bizonyitdsa. Tekintsiink egy tetszéleges f : F' — R, c-Holder-« fiiggvényt
és fixdljuk € > 0-t. Mivel F' kompakt, tudunk olyan 0 < v < 1l-et vélasztani, amelyre

I1f =7flls < 5. Ekkor v f, ¢-Holder-a fiiggvény F-en, ¢/ = ¢y < c-vel. Ujra hasznélva
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a 2.1 lemmat, kiterjesztjiik v f-et RP-re gy, hogy a kiterjesztés is ¢-Holder-a legyen.
Vélasszunk egy F’ zart p-dimenzids kockat, ami tartalmazza F-et a belsejében. A 2.2
lemma alapjan valamilyen K > 0-val, F’ értelmezési tartomannyal tudunk talalni egy
K-Lipschitz ¢-Holder-a, f figgvényt, amire H f —f Hoo < 7, amibdl kovetkezik, hogy
71l <3

A tovabbiakban készitiink f-bol egy szakaszonként c-Holder-a fiiggvényt, f-t, amire
teljestilni fog

H?— fHOO <e F-en. (2.3)

Ezt részletezendd, fixdljuk a p-dimenzids egységkocka egy tetszoleges, egymésba nem
nyul6, nem-degenerdlt p-szimplexekre valo U felosztasat. (Ezen felbontas 1étezését nem
részletezziik, egyszerii latni.) Most osszuk fel F’-t ugyanakkora, egymasba nem nyulo
hiperkockakra gy, hogy a kis kockak atméréje egy 6 > 0 konstans ald essen, amit majd
késébb hatarozunk meg. Osszuk tovabb ezeket a hiperkockdkat U-nak megfeleléen
szimplexekre, azaz ®g-val jelolve az egységkockat ()-ba vivé hasonlésagot, tekintsiik
a{Dg(9): S € U} felosztast minden létrejovd kisebb kockara. Most ha tekintiink egy
ilyen médon 1étrejove szimplexet amelynek cstcsai o, ..., x,, barmely z = >V vz,

konvex kombinaciéra legyen

F) = > e
Figyeljik meg, hogy
F@) - ()| < Zv fle) — F@)| + @) - rw| < K5+ 5 < 24

ha § < A 2.5 allitas szerint az igy 1étrejové f fiiggvény Lipschitz tulajdonsagi lesz

g
E.
barmely kis szimplexre megszoritva, a Lipschitz konstans pedig invarians a hasonldosé-
gokra. Viszont barmely ilyen kis szimplex hasonl6 egy alkalmas S € U szimplexhez, és
mivel U véges, igy véges sok ilyen S van. Tehat §-t6l fiiggetleniil tudunk olyan M-et

valasztani, hogy f, M-Lipschitz legyen barmelyik kis részre megszoritva.

Emiatt f nyilvanvaléan M-Lipschitz F’-n is, hiszen barmely F'-ben 1év6 szakasz véges
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unioként all el6 kisebb szimplexekben 1év6 szakaszokbol.
Valasszunk ki és fixdljunk le egy ¢’ € (¢,c)-t. Tekintsiink most egy tetszéleges

x,y € F'-t. f Lipschitz tulajdonsidga miatt
[f(@) = F)l < Mz —y| = Mz =y e —y|* < |z —y|*

_1
ha |z —y| < (CMN) "% azaz ha x és y elég kozel vannak egymashoz, akkor a Holder

korlat teljesiil. Igy a tovdbbiakban koncentrilhatunk olyan z,y parokra, amelyekre

o=yl > (%)

Tudunk talalni olyan x’ és ¢’ csticsokat a kis szimplexekbdl, amik legfeljebb § tavolsagra

_1
11—«

vannak z-t6l és y-tol. Ebbol

[f(z) = FW)l < [f (@) = F@)] + [F@) = FW) + 7)) = F )l

Az elsO és a harmadik tagot a Lipschitz tulajdonsidggal, a masodikat a Holder tulaj-

donsdggal becsiilve (minthogy f(2) = f(x') és f(y') = f(v')) kapjuk, hogy
|f(x) = F(y)| < 2Mé+c|a" —y|* < 2M6 + ¢ (|o — y[ + 20)".

Amidén 6 — 0+, a kifejezés a jobb oldalon tart ¢’ |x —y|*-hoz. Kovetkezésképpen, mivel
|z — y| alulrél korlatos, ez a kifejezés elég kicsiny d-ra mindig kisebb, mint |z — y|*.
Tehat megkaptuk, hogy f, ¢’-Holder-ar, F'-n. Haszndlva (2.4)-et, a szakaszonként affin
f fiiggvény megperturbalhaté még egy kicsikét tigy, hogy egy lokdlisan nem-konstans,

szakaszonként affin ¢~-Holder-a fliggvényt kapjunk, amire mar (2.3) teljesiil. O
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3. fejezet

Holder fiiggvények mikrotangens

halmazai

3.1. Vetiiletek nagysaga

Amennyiben az 1.15 lemménak és az 1.16 tételnek a c-Holder-« fliggvények korében ha-
sonld variansat probalnank megfogalmazni, elsére arra gondolhatnank, hogy modosit-
juk UMT(f) definicidjat és ahelyett, hogy az 6sszes g € C[—1, 1]y fiiggvény grafikonjat
kozelitenénk, kozelitsiik csak az ebbe a térbe esé c-Holder-a fiiggvények grafikonjait.
Ez persze gyengébb eredményt adna, hiszen a c-Holder-a fliggvények nem alkotnak
stiri halmazt C[—1, 1]p-ban, tehdt ebbdl nem kovetkezne, hogy minden g € C[—1, 1],
fliggvény grafikonjat is tudnank kozeliteni. A meglep6 a kovetkezd eredményben, hogy
jaiba belezoomolva is képesek lesziink kozeliteni az 6sszes g € C[—1, 1)y fliggvény gra-
fikonjat. Ebben a részben az elsé fejezetben szereplo 1.15 és 1.16 allitasok, Holder

fiiggvények korében megfelel6 varidnsait mondjuk ki és bizonyitjuk be.

3.1. Lemma. Adott g € C[—1,1]y fiiggvény esetén azon f € C¢ figguények halmaza,
melyekre N(m,(GLMT,(f))) = Mm(CGLMT,(f))) = X(0,1]) egy siri Gs halmazt
alkot CY'-ban.
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Bizonyitds. GLMT,(f) C CGLMT,(f)-bol kovetkezden elég azt megmutatnunk, hogy
A7 (GLMT,(f))) =1 minden f € G-re Cf egy alkalmas G siiri G részhalmazara.
Fixdljunk C¢-ban egy { f, }>°_, megszamlalhaté siirti rendszert, amelynek elemei Lips-
chitz fiiggvények és mindegyik 17-Holder-a. Ilyet a 2.4 lemma biztosit szamunkra.
Tegyiik fel, hogy n € N fix. A célunk olyan fmm € CY fuggvényeket és olyan 7y, , > 0
szamokat taldlni, melyekre minden f € B( fmm, Nm.n) esetén létezik olyan X, ,, C [0, 1],

hogy a kovetkezok teljestilnek:

i A0, 1\ Xow) < 25

1

n

#i. barmely o € X, , esetén létezik 9., € <0,
disty, (F(f, %0, 0x,), graph(g) N Q%) < ;

> , amire

6. B(fums i) C B(fm, n}ﬂ)

Ezekutén legyen G, = Usr_, B(fmm, Nimn) €8 G = Noy Gn.

Mivel G,, egy strti nyilt halmaz Cf-ban, hiszen egy siirti ponthalmaz pontjai koré
tettiink gomboket, igy G rezidudlis. Ha f € G, akkor léteznek {frn, n %1, {fm,n 12,
sorozatok gy, hogy Vn-re f € B( fmmn,ﬁmmn).

Mivel A([0,1] \ X,..n) < 3, a Borel-Cantelli lemma szerint azon zo € [0, 1] pon-
tok, amelyek végtelen sok n-re benne vannak [0,1] \ X,,, »,-ben, nullmértékii halmazt
alkotnak. Igy, majdnem minden z, € [0, 1]-re létezik egy N,, kiiszobindex, hogy min-
den n > Ny-ra xg € X, n. EbbOl kovetkezik, hogy graph(g) N Q* € fur(xo), azaz
(wo; f(z0)) € GLMT,(f).

Igy aztdn a lemma allitdsdnak bebizonyitasahoz elég megkonstrudlnunk fix n,m €
N-re az fmm figgvényeket, az 7y, ,, szdmokat, és az X,, , halmazokat. Legyen fi = fn,
=2 X;=0ém=1

Rekurzivan fogjuk meghatérozni az f; fiiggvényeket, az n; szdmokat és az X7 hal-
mazokat. A 2.4 lemma szerint f; Lipschitz fiiggvény, és alkalmas e-ra (1 —¢)-Holder-a.
A konstrukei6 kozben tigyelni fogunk arra, hogy a konstrudlandé f7 fiiggvény (1 — 57 )-

Holder-« és Lipschitz is legyen, a Lipschitz konstanst L;-vel elnevezve. A {6 gondolat,
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hogy a kozelitend6 g fiiggvény grafikonjanak ardnyosan kicsinyitett példanyait rajzol-
juk rd fi-re, ezt ismételgetve minél t6bb darabon minél kisebb példdnyokkal. Ugyesen
rajzolva, nemcsak a rarajzolt példanyok kozéppontjaiban kapunk valamilyenféle jo ko-

zelitést, hanem azon pontok kis kornyezetében is. Legyen tehat

glx) ha —1<z<1;

gi(r) = qg(=1) ha z<-—1;

g(l)  ha z>1.

Mivel g € C[—1, 1]y, valaszthatunk olyan fix M-et, hogy |g|,|g1| < M. Az altaldanosséig
csorbitasa nélkiil feltehetjik, hogy M > 1. A ¢; pici modositasaval készitsiink egy
92 € C(R) fiiggvényt tigy, hogy

¢ |92| <M,
e ¢ folytonosan differencialhato,

e @9 semmilyen intervallumon sem konstans,

disty (gmph(gz) N Q?, graph(g) N QQ) = disty (F (92,0, 1), graph(g) N Q2) <5
e go-nek nincs szélséértéke Q? hataran, és
¢, grafikonja nem megy at Q? egyetlen csiicsan sem.

A go-nek ezek a tulajdonsagai azért kellenek, mert az intervallumon konstanssag, lokalis
extrémum ... stb. Q2 hatdran ugrdsokat okozhat a Hausdorff metrikdban, amikor g,
vizsgalatarol attériink egy hozza kozeli ¢g* fiiggvény vizsgalatara, vagy a 0 kozéppontrol

x kozéppontra.
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Felhasznalva gy egyenletes folytonossagat korlatos intervallumokon, valasszunk § =

+--hez ¢ = 4-t. Ekkor minden g* € B(gs, 1-) esetén

disty, (F(g",2,1), F(g2,0,1)) < disty(F(g", 2,1), F(g2, 7, 1)) .
| .

. 1 1
+dlstH(F(g2,.:E, 1), F(go,0, 1)) < in + = o ha |z] <.

Az els6 becslés a gomb sugara, a masodik az egyenletes folytonossag miatt teljestil.

A fenti egyenl8tlenség (3.1)-gyel egyiitt minden g* € B(gs, 4 )-re implikdlja, hogy
1
disty, (F(g",,1), graph(9) N Q*) < — ha |z| <. (3.2)
n

Tegyuk fel, hogy fr, n;, X; adott valamilyen j > O-ra. Ezekbdl megkonstrualjuk
Jii1-et, i q-et és X7 -et.

Végig feltételezni fogjuk, hogy X7 véges sok zart intervallum unidja, és [0,1] \ Xj
minden maximadlis részintervallumanak hossza legaldbb ;.

Most véalasszunk egy nagy 4-gyel oszthat6 természetes szamot x;-t ugy, hogy
— < min <Tj, 77j>, (3.3)

és az f; oszcillacibja egy 4/k; hosszi intervallumon legyen kisebb mint 75 /3 (ez az
utolsé feltétel is elérhetd k; elég nagyra novelésével, ugyhogy 1étezik ilyen x;). Tegyiik

fel, hogy k egy egész szdm, és 2 € [0,1]. Ha z € [4k+1 4’“*3} akkor

j Ky

azaz rajzoljuk rd az F'(gs, 0,1+ ) halmaz ardnyos mésit az f; fliggvény grafikonjdnak

(451 4EE3] ntervallum feletti részébe.
J J

Tekintsiik azt a hy linedris figgvényt, ami 4k/k;-ben 0-t vesz fel, (4k + 1)/k;-ben

pedig f7, (4/:1) —f; (%)-t. Ez természetesen Lipschitz fliggvény, illetve f7 is az volt
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korabbi feltevésiink szerint, tigyhogy a kettd Gsszege is az a [%, 4’;—“} intervallumon.
J J

Ha z € [4k 4’;’1} akkor legyen:

fin(x) == fi(z) + h(z).

4l~c+3 4k+4
Kj Kj

fiiggvény, ami ‘“f{—?—ben fj+1<4k+3) — f;‘(‘“;—jg)—t vesz fel, %—ben pedig 0-t. Legyen

Kj

Hasonlban jarunk el a [ } intervallum esetében is. Legyen hs az a linearis

[4k+3 4k+d

) ] esetén:
ik

fip (@) = i (x) + ha(x).

fi-et a 4k+1 és 4k+3 alakd pontokban (3.4) utdn most mar masodszor is definidltuk,

de ez nem okoz problemat mert ezekben a pontokban a két érték egybeesik.
Vegytik észre, hogy a = alaku pontokban egyaltalan nem is valtozik meg f7 értéke,

igy bar f_]*+1( D)-nek két erteket is definidlunk (& és i—j alakban felirva), ez a

ketto megegyezik, mégpedig f*( )Vel Ahogy kordbban emlitettiik, f7,; Lipschitz

tulajdonsagn [i—’;, 4’:;1] -n, hasonlé érvelés miatt [4’:3, 4’;’:4] -n is, és mivel megegyezik
egy folytonosan differencialhaté fiiggvénnyel [4’”1, 4k+3] n, ezért ott is. Mivel a fenti
Kj
Ak A(k+1)

definiciét minden [?j’ T] alaki intervallumban alkalmazzuk és ezek véges sokan
vannak, ezért kijelenthetd, hogy f7,, Lipschitz [0, 1]-en.

Figyeljiik meg, hogy ez a konstans nem fiigg attol, hogy mekkora x;-t valasztunk. A
grafikonra rarajzolt g, ardnyos méasa kicsinyitéstol fiiggetlentil ugyanakkora Lipschitz
egyutthatoval rendelkezik, fr-nek is van egy rogzitett Lipchitz konstansa, és a hy,
hsy linedris figgvények meredeksége is legfeljebb M+L / N = M + L;, ugyhogy ezen

konstansok osszege biztosan valaszthato Lji-nek.

Ak42\ _ g dkt2 k41 4k+3
Mivel f7( . )= [r (7= o ), ezért tetszbleges x € [*= el ] pontra

4k 4k
) = @) <|fiale) = Fa(57) + (T - @) <
f;+1(x) - f;+1 <4kﬁ+2>‘ + f; <4k:‘— 2) — fj*(x) < ],:! + ij
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Mivel |h;| maximuma

x [ 4kt1 x (Ak41 M+L; : / Ak Ak+1
j+1( . ) = /; (TN < ——, igy a fenti becslés a o

4k 4k+1

© 22 esetén
Kj Kj

alaku intervallumokon is &ll, hiszen = € |

M+ L,

kj

(@) = f5 (@) = [ () + ha(2) = f7 (@) = [ (2)] <

4(k+1)

Ugyanilyen érvelés miikodik a [543
J J

} alakl intervallumokra is.

bl

Ezzel az jott ki, hogy a
M+ L;

Ky

(@) = £ (@) <

az egész [0, 1] intervallumon. Mivel M és L; most rogzitettek, igy k-t elézetesen elég

nagyra valasztva, ez a kiillonbség tetszolegesen kicsivé teheto, azaz elérhetd, hogy

Froale) ~ @) < (3.5)

legyen [0, 1]-en. Ezzel utélagosan kaptunk egy tjabb feltételt r; nagysagara vonatko-
zban.

Térjink rd f7,; 1 — 555-Holder-a mivoltdnak tisztazasdra. Ha

1 Ta
o —y| < <Lj(1—2f+1)) ,

akkor

Wh@%%%wNS%M—MSO—

)Iw —yl|*

Tehat "kis" tavolsagok esetén a Lipschitz tulajdonsag szolgaltatja a Holder tulajdonsa-

€
2i+1

got. "Nagy" tavolsdgok esetén azt hasznaljuk fel, hogy
(1 — L) =
27 +1
— > -~ = 7
[z —y| = ( I, > :

ezért ha

M+L,  « ((b@))f‘a

. +2 ‘
Kj 27 L;

35



akkor

i1 (@) = i@ = 1 (2) = [ (@) + f7(@) = 7 ) + 7 () = )]

M+ L;
<2-+J+<1—8.>]:€—yla
/<Lj 27
e ((L=zm)\™= : .
i) e
€ «a € «a € «a

(3.5) és (3.2) miatt tetszéleges 17, < mln{ 3, 2+ }-re teljesiilni fog, hogy bérmely
f € B(ff11,m;,,) figgvény esetén

1
disty (F <f, Z, ’M) ,graph(g) N Q2> < rlz

=iyl <

ha z € 4k+2 ,(:’ly+’y)7 4’:._2 - lij(iy+’7) és B(f;'k—i-lu 77;+1) - B(f;; 77;) Legyen
‘ . 4k + 2 v 4k + 2 0%
kez L i ki(L+7) Ky Ki(147)

sz

lementerében tartalmaz legalabb egy [4k 4('#1)] alakt intervallumot. Emiatt 1étezik
Kj

egy olyan v* konstans, amely j-t6l nem fiigg, csakis y-tél ugy, hogy

MU0, 1]\ X7 y) < (1= y)HN([0, 1]\ X7).

Ezaltal, a fenti konstrukcidt elég nagy j-ig ismételve eljuthatunk egy olyan X7* hal-

mazhoz, amelyre H'([0,1] \ X7,,) < 5-. Ekkor megéllunk és rogzitjiik Foom = fr-t
Thmn 7= 1~ és Xppp 1= Xi-t O
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Ezutén az 1.16 allitas Holder varidnsanak bizonyitasa szinte szérol széra megegyezik

az 1.16 allitas bizonyitasaval.

3.2. Tétel. Létezik C{([0, 1])-nek egy sirii Gs részhalmaza G, amire \(m,(UMT(f))) =
1 minden f € G-re. Eziltal a tipikus C¢ ([0, 1])-beli figgvény esetén majdnem minden

x € [0, 1] univerzdlis MT-pont.

Bizonyitds. Legyen {g,}>2, egy megszamldlhaté stirti rendszer C[—1, 1]p-ban. A 3.1
lemma alapjan minden egyes g,-hez 1étezik C¢([0, 1]) egy G, stirti Gs részhalmaza 1gy,
hogy /\<7rw (GLMTgn(f))> = 1 minden f € G"-re. Legyen G = N> ,G".

Tegyiik fel, hogy f € G és g € C[—1, 1]y adottak. Azt szeretnénk megmutatni, hogy
majdnem minden zq € [0, 1]-re graph(g) N Q* € fur(xo). Legyen

X

ﬁ e (GLMT, (f)) = w<ﬁ GLMTn(f)>.

n=1 n=1

Ekkor A(X) = 1. Tegyiik fel, hogy zo € X és ¢ > 0 adott. Mivel {g,}>2, sfirf,

n=1

valaszthatunk olyan g,-t, amire

disty (graph(gn) N Q2% graph(g) N Qz) < %. (3.6)
Mivel zp € X és f € N%_,G™ C G", tudunk valasztani olyan 6 € (0, ¢)-t, hogy
disty <F(f, Zo, (5) N Q?, graph(g,) N QQ) < % (3.7)
Tgy, (3.6)-ot és (3.7)-et Gsszevetve, barmely e > 0-ra létezik § € (0, ), hogy
disty (F(f, Zo, 5>,gmph(g) N QQ) < e.
Tehét graph(g) N Q* € fur(xo). O
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