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1. Bevezetés

A homologikus algebrai fogalmak, modszerek a topologidbdl erednek, azonban
tisztan algebrai eszkozokkel is felépithetSk és targyalhatok, illetve algebrai ered-
mények felhasznéalasaval tjabb allitasok, tételek igazolhatok. A topologiabol eredd
homologikus algebrai modszerek a gytirtelméleten beliil is kivaloan alkalmazha-
tok, példaul a modulusok reprezentéacidelméletében (Auslander—Reiten-sorozatok
és -grafok).

Szémos dimenziofogalom definidlhatoé a homologikus algebraban. A diploma-
munkam célja homologikus dimenziok bemutatasa, illetve néhany hozzajuk kap-
csolodo, jellemzGen altalanosan megoldatlan, azonban specialis esetekben igazolt
sejtés ismertetése. Illusztracioként bemutatom az altalanositott Nakayama-sejtés
bizonyitasat egy specialis esetben Dréxler és Happel nyoman.

A homologikus algebréaban fontos szerepet jatszanak a grafalgebrak. Konnyen
kezelhetsk, és Gabriel tétele szerint az algebrak egy nagy osztidlya megadhato
grafalgebrak segitségével. Az un. Nakayama-algebrak egyszertiségiikbsl kifolyo-
lag, mivel a grafjuk kénnyen leirhato, széles korben alkalmazhatok az algebraban.
A dolgozatomban koriiljarok néhany Nakayama-algebrakhoz kapcsolédo fontosabb
allitast. A véges dimenziés algebrak érdekes invariansa a finitisztikus dimenzio.
Nemrég talaltak egy viszonylag egyszerd modszert, amellyel kiszdmithato a fini-
tisztikus dimenzié Nakayama-algebrék esetén. Ezt a modszert ismertetem Ringel
cikke alapjéan, illetve sajat példakat hozok az alkalmazésara: minden n természe-
tes szamra megadok egy olyan Osszefiiged Nakayama-algebrat, amelynek végtelen
a globalis dimenzidja, és n a finitisztikus dimenzibja.

A dolgozatomban a gytrtik mindig egységelemesek, a modulusok pedig, ha
masként nem jelzem, jobb oldaliak. Mod-R, illetve R-Mod jeldli a jobb, illetve

“ e,

illetve a bal oldali végesen generdlt modulusok kategoriajat. Az algebrak min-



dig asszociativak. Szamos allitas, illetve sejtés megfogalmazhat6 altalanosabban,
un. Artin-algebrakra, azonban én az egyszertiség kedvéért véges dimenzios K-
algebrakra mondom ki Gket, ahol K test. Az olvasorol feltételezem, hogy jartas a
gytrtelméletben, igy az alapvets fogalmakat nem definidlom, illetve ismertebb al-
litasokat bizonyitéas nélkiil hasznalok. Igy példaul az Ext funktorokat sem vezetem

be kiilon, hiszen az alapoktol valo felépitésiik hosszadalmas lenne.



2. Homologikus dimenziék, homologikus sejtések

2.1. Alapfogalmak

Ebben az alfejezetben definidlok néhany fogalmat, amelyekre sziikség lesz a
homologikus algebrai problémak megértéséhez. Ezek a legtobb gytirtielmélettel,
illetve homologikus algebraval foglalkoz6 konyvben megtalalhatok, lasd példaul

[T, 16].

2.1.1. Definicié. Legyen M modulus. Az N < M részmodulusra azt mondjuk,
hogy M lényeges részmodulusa, ha fennall, hogy H < M és H N N = 0 esetén
H =0. Jelolés: N < M.

2.1.2. Definicié. Legyenek M és I modulusok, i : M < [ bedgyazas. Azt
mondjuk, hogy az (I,4) par az M modulus injektiv burka, ha I injektiv, és M ~
im¢ < [. Jeloles: I = I(M). Szokas az (M) modulust is az M injektiv burkanak

nevezni.

2.1.3. Tétel. Tetszoleges M modulusnak létezik I(M) injektiv burka, és ez izo-

morfizmus erejéig egyértelmii.

2.1.4. Megjegyzés. Azt, hogy miért az i beagyazassal definidljuk az injektiv

burkot, az aldbbi példa magyarazza:

2.1.5. Példa. Létezhet I(M)-nek olyan M-mel izomorf részmodulusa, amelynek
I(M) nem injektiv burka. Legyen példaul

N = éMj,
j=1

ahol M; ~ M % 0 minden j-re. Legyen I(N) az injektiv burok az ¢ : N — I(N)

bedgyazéassal. Tekintsiik NV alabbi részmodulusét:
N'=0a M.
j=2
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Nyilvan N’ ~ N, azonban ¢(N') € I(N), mivel
i(M; ® @ 0;) Ni(N') =0,
j=2
ahol 0; ~ 0 minden j-re, azonban
i(My & € 0;) #0.
j=2

2.1.6. Megjegyzés. A tovabbiakban, ha ez nem okoz félreértést, mi is az I(M)

modulusra fogunk hivatkozni az M injektiv burkaként.

2.1.7. Definicié. Legyen M modulus. Az N < M részmodulusra azt mondjuk,
hogy M felesleges részmodulusa, ha fennéll, hogy H < M és N + H = M esetén
H =M. Jelolés: N < M.

2.1.8. Definicié. Legyenek M és P modulusok, p : P — M sziirjektiv homo-
morfizmus. Azt mondjuk, hogy a (P, p) par az M modulus projektiv feddje, ha P
projektiv, és kerp < P. Jelolés: P = P(M). Szokas a P(M) modulust is az M

projektiv fedGjének nevezni.

2.1.9. Tétel. Nem minden modulusnak 1étezik projektiv fedGje, azonban ha léte-

zik, akkor az izomorfizmus erejéig egyértelm.

2.1.10. Megjegyzés. Amennyiben egyértelmt, hogy mi a p : P — P(M) sziir-

jektiv homomorfizmus, gyakran a P(M) modulusra utalunk projektiv fedsként.

2.1.11. Megjegyzés. A lényeges és a felesleges részmodulus, illetve az injektiv

burok és a projektiv fedé duélis fogalmak.

2.1.12. Definici6. Azt mondjuk, hogy az R gytrd jobbperfekt, ha minden Mg
modulusnak van projektiv fedGje. A balperfekt gytirt ezzel analdog moédon defini-

alhato.



2.1.13. Megjegyzés. (Lasd [6].) Ha R jobb-Artin-gytiri, akkor R jobbperfekt és
balperfekt.

A jobbperfekt gytiriik definiciojanak a gyengitésével jutunk a szemiperfekt gyi-

rik fogalmahoz:

2.1.14. Definici6é. Az R gyiiriit szemiperfektnek nevezziik, ha minden egysze-
rid R-modulusnak létezik projektiv fedGje. Ez a definici6 azzal ekvivalens, hogy
minden végesen generalt R-modulusnak létezik projektiv feddje, illetve azzal is,
hogy R Jacobson-radikélja szerinti faktora féligegyszerd, és az idempotens elemek

felemelhetk modulo a Jacobson-radikal.

2.1.15. Definici6é. Legyenek X és Y modulusok. Azt mondjuk, hogy az f: X —

Y morfizmus komagja az Y/im f faktormodulus. Jeldlés: coker f.

2.1.16. Definicié. Az M modulus injektiv (ko)felolddsa alatt az alabbi (véges

vagy végtelen) egzakt sorozatot értjiik:
O—-M—Iy—1 —>1,— ...,

ahol minden n természetes szamra [, injektiv. Legyen C, .5 az I, — I,;1 mor-
fizmus komagja, C az M — I, morfizmus komagja, mig Cy = M. Ekkor azt
mondjuk, hogy C,, az n-edik kosyzygymodulus. Az injektiv kofelolddst minimdlis-

nak nevezziik, ha C, < I, injektiv burok minden n-re.

2.1.17. Megjegyzés. Minden modulusnak létezik injektiv kofeloldasa, illetve mi-
nimalis injektiv kofeloldasa, tovabba a minimalis injektiv kofeloldas (valamilyen

természetes értelemben) egyértelmid. Vegyiik észre, hogy a
0—-C,—1,—Chy1 —0

sorozat minden n-re révid egzakt sorozat.



2.1.18. Definicié. Az M modulus projektiv felolddsa alatt az alabbi (véges vagy

végtelen) egzakt sorozatot értjiik:
...—>P2—>P1—>P0—>M—>O,

ahol minden n természetes szamra P, projektiv. Legyen K, .o a P,.1 — P,
morfizmus magja, K; a Py — M morfizmus magja, mig Ky = M. FEkkor azt
mondjuk, hogy K, az n-edik syzygymodulus. A projektiv felolddast minimdlisnak

nevezziik, ha P, 2% K, — 0 projektiv fed minden n-re, azaz ker p,, = K, < PB,.

2.1.19. Megjegyzés. Minden modulusnak létezik projektiv feloldasa, illetve ha
létezik a minimalis projektiv feloldas, akkor az (valamilyen természetes értelem-
ben) egyértelmtd. Ha R jobbperfekt, akkor létezik minimalis projektiv feloldéas.
Vegyiik észre, hogy a

00— K,y1—PF,—K,—0

sorozat minden n-re révid egzakt sorozat.

2.1.20. Allitas. (Dimenzioeltolds) Legyen az N modulus injektiv kofeloldasa az

alabbi egzakt sorozat:
O—->N—=Iy—=1—>1,—...,
tovabba C1,...,C,, ... a megfelels kosyzygyk. Ekkor
Ext"(M,N) = Ext" (M, Cy) = ... = Ext'(M,C,_,)
tetszbleges M modulusra, illetve n pozitiv egészre.

Bizonyitds. Legyen Cy = N. n = l-re nyilvan igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy

n > 2, majd alkalmazzuk az Ext funktort az alabbi révid egzakt sorozatokra:

0—)CZ—>IZ—>CH_1—)O



Ekkor i = 0 esetén az alabbi hosszu egzakt sorozatot kapjuk:
o= Ext" N (M, N) — Ext" (M, Iy) — Ext" (M, C;) —
— Ext" (M, N) — Ext"(M, ) — Ext"(M,Cy) — ...
Mivel I injektiv, igy
Ext" (M, Iy) = Ext"(M, Iy) = 0,

tehat
Ext™(M, N) ~ Ext" (M, C).

n = 2 esetén kész vagyunk, igy feltehets, hogy n > 3. Hasonléan kapjuk ¢ = 1

esetén az alabbi hosszu egzakt sorozatot:
o= Ext" (M, Cy) — Ext"3(M, 1) — Ext" (M, Cy) —
— Ext"Y(M,Cy) — BExt" (M, I,) — Ext" ' (M,Cy) — ...
Mivel I; injektiv, igy
Ext" *(M, ) = Ext" (M, ;) = 0,

tehét
Ext" (M, C)) ~ Ext" (M, Cy).

Az eddigiekhez hasonléan folytatva ezt az eljarast kapjuk, hogy
Ext"(M, N) ~ Ext"'(M, Cy) ~ Ext"*(M,Cy) ~ ... ~ Ext' (M, C,_,).

2.1.21. Megjegyzés. Projektiv feloldéasbol kiindulva hasonl6 formula adédik di-

menzibdeltolasra.

Fontos algebraosztalyt képeznek a grafalgebrak, a segitségiikkel szamos példa

konstrualhato a homologikus algebraban.
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2.1.22. Definicid. Legyen I' = (V| E) iranyitott (véges vagy végtelen) graf, amely
tartalmazhat hurok-, illetve tobbszoros éleket is. A szokasos modon V' a cstcsok,
E az élek halmaza. Legyen K test, ekkor a KT grdfalgebra az Osszes iranyitott
uthol all6 bazis generatuma (mint vektortér). Ut alatt itt irdnyitott élek egy-
méashoz illeszkedd sorozatat értjiik, szokas az ilyet pontosabban élsorozatnak is
nevezni. A cstcsokat nulla hossziisagu, a hurokéleket pedig egy hosszisagu utak-
nak tekintjiik (azonos kiindulasi és végpontokkal). Két baziselem (iranyitott tt)
szorzatat értelmezziik az alabbi modon: ha az a ut vépontja megegyezik a b ut
kiindulasi pontjaval, akkor az ab szorzat a két it egymaés utan flizésével kapott ut,
kiilonben pedig 0. A grafalgebraban a szorzast a baziselemeken megadott szorzés
disztributiv kiterjesztéseként definiéljuk.

Konnyen lathato, hogy KT'-nak pontosan akkor van egységeleme, ha V' véges;
ekkor az egységelem az Osszes csics Osszege. K1 pontosan akkor véges dimenzios,
ha I" véges (azaz V és E is véges) és aciklikus, azaz nincs benne iranyitott kor. A
tovabbiakban altalaban feltessziik, hogy a graf véges, de azt nem feltétleniil, hogy
aciklikus.

A KT algebranak olyan I ideéljait szeretnénk definiélni, amelyekre a KT'/I
faktornak ugyanaz a grafja, mint a KT algebranak, és a faktor véges dimenzios.
Az I < KT idealt megengedhetd idedlnak nevezziik, ha létezik n természetes szam,
hogy I tartalmazza az Gsszes n hosszu utat (ekkor az Gsszes legalabb n hosszit is
tartalmazza), tovabbé I generalhato olyan elemek altal, amelyek legalabb 2 hosszu
utak linearis kombinaciéi. Az elsd feltétel azt garantalja, hogy a faktoralgebra
véges dimenzids, mig a masodik feltételnek az a jelentGsége, hogy a faktoralgebra

un. Gabriel-grafja megegyezzen I'-val.

A grafalgebrak faktorainak jelentségét illusztralja Gabriel tétele. Miel6tt

azonban ezt kimondanank, sziikségiink lesz az Gn. bézisgytirik fogalméra.

2.1.23. Definici6. Az R szemiperfekt gytrtit bazisgyirinek nevezziik, ha a Jacob-



son-radikalja szerinti faktora elGall ferdetestek direkt Osszegeként. Ez a definicié
azzal ekvivalens, hogy R direkt felbonthatatlanok direkt Gsszegére valo felbonta-

sdban a direkt felbonthatatlan 6sszeadandok paronként nem izomorfak.

2.1.24. Tétel. (Gabriel) Ha K algebrailag zart, A pedig K feletti véges dimenzios
béazisalgebra, akkor egyértelmtien létezik I' irdnyitott graf, és létezik (nem feltétle-
niil egyértelmten) I < KT megengedhetd ideal, hogy A ~ KT'/I. I'-t az A algebra

Gabriel-grafjanak nevezziik.

2.1.25. Megjegyzés. Megmutathato, hogy tetszéleges A véges dimenzids algeb-

sz 2

mondjuk ilyenkor, hogy A és B Morita-ekvivalensek. Vagyis Gabriel tétele sze-
rint algebrailag zart test feletti algebra modulusait vizsgalhatjuk tugy, hogy egy
grafalgebra faktora feletti modulusokat tekintiink.

2.2. Homologikus dimenzidk

Ebben az alfejezetben definidlok néhany fajta homologikus dimenziot, és be-

mutatok néhany klasszikus tételt, ezek megtalalhatok példaul a [16] konyvben.

2.2.1. Definicié. Legyen M modulus. Azt mondjuk, hogy M injektiv dimenzidja
n (jelolés: id M = n), ha M-nek létezik

O-M—-Iy—...—1,—0

n hosszu injektiv kofeloldasa, de révidebb nem. M injektiv dimenzidja végtelen,

ha nem létezik M-nek véges injektiv kofeloldéasa (jelolés: id M = 0o).
Az Ext funktor segitségével az alabbi modon jellemezhetd az injektiv dimenzio:

2.2.2. Allitas. Legyen az M modulus injektiv dimenzidja véges. Ekkor az alab-

biak ekvivalensek:



1. idM =n.

2. Létezik N modulus, hogy Ext"(N, M) # 0, és minden K modulusra
Ext"t (K, M) = 0.

3. Minden i < n-hez létezik N; modulus, hogy Ext’(N;, M) # 0, és minden K
modulusra és m > n-re Ext™ (K, M) = 0.

2.2.3. Definicio. Legyen M modulus. Azt mondjuk, hogy M projektiv dimenzidja
n (jeldlés: pd M = n), ha M-nek létezik

O—-PFP,—... 2 F—>M-—=0

n hosszi projektiv feloldasa, de révidebb nem. M projektiv dimenzidja végtelen,

ha nem létezik M-nek véges projektiv feloldasa (jelolés: pd M = 00).
Az Ext funktor segitségével az alabbi médon jellemezhet a projektiv dimenzio:

2.2.4. Allitas. Legyen az M modulus projektiv dimenzi6ja véges. Ekkor az alab-

biak ekvivalensek:
1. pd M =n.

2. Létezik N modulus, hogy Ext" (M, N) # 0, és minden K modulusra
Ext"" (M, K) = 0.

3. Minden i < n-hez létezik N; modulus, hogy Ext’(M, N;) # 0, és minden K

modulusra és m > n-re Ext™ (M, K) = 0.

2.2.5. Definicid. (Lasd példaul [4].) Az R gytri jobb oldali globdlis dimenzidjdt

az aldbbi modon definialjuk:

r.gl.dim R = sup{pd M : M € Mod-R},
ehhez hasonléan R bal oldali globdlis dimenzioja:

l.gl.dim R = sup{pd M : M € R-Mod}.
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2.2.6. Allitas.
sup{pd M : M € Mod-R} = sup{id M : M € Mod-R}.

Bizonyitds. A és a allitas alapjan lathaté, hogy mindkét szuprémum

egyenld az alabbi szuprémummal:
sup{n : IM, N € Mod-R : Ext"(M, N) # 0}.

Konnyen lathato, hogy r.gl.dim R pontosan akkor 0, ha minden R-modulus
projektiv, ami azzal ekvivalens, hogy R féligegyszerd. A féligegyszertiség kétoldali

feltétel, igy az alabbi allitast kapjuk:
2.2.7. Allitas. Az alabbiak ekvivalensek:
1. r.gl.dim R = 0.
2. R féligegyszert.
3. R féligegyszert.
4. lgl.dim R = 0.

Ebbdl kévetkezik, hogy amennyiben valamelyik globalis dimenzié nem 0, akkor
a masik sem az; tovabba Jategaonkar példaibol lathato, hogy a kétféle dimenzid
értéke tetszbleges (k,l) lehet, ha 1 < k,I < oo. Pontosabban, Jategaonkar az

alabbit igazolta:
2.2.8. Megjegyzés. (Lasd [11].) Legyen R bal-Noether gytiri. Ekkor
l.gl.dim R < r.gl.dim R.

Minden (k,[) parhoz, ahol 1 < k <1 < oo, létezik Ry, bal-Noether-gytrd, hogy
lgldlm RkJ =k és rgldlm RkJ =1.

11



Ugyanakkor véges dimenzids K-algebrak esetén a K-dualitdas miatt a jobb,
illetve a bal oldali globalis dimenzi6 megegyezik, ezért ilyenkor csak globalis di-

menziérol fogunk beszélni:

2.2.9. Megjegyzés. Ha K test és A véges dimenzios K-algebra, akkor r.gl.dim A =
l.gl.dim A.

2.2.10. Tétel. (Auslander)
r.gldim R = sup{pd R/I : Ip < Rg}.

Bizonyitds. Ha sup{pd R/I : Ir < Rr} = oo, akkor r.gl.dim R = oo, tehét készen
vagyunk. Tegyiik fel, hogy a szuprémum véges: sup{pd R/I : Ir < Rr} = n.
Ekkor minden I jobbideélra Ext"™'(R/I, —) = 0. Ahhoz, hogy r.gl.dim R = n is
teljesiiljon, elég, ha Ext"™(—, N) = 0 fennall minden N modulusra. Vegyiik N
egy injektiv kofeloldasat:

O—-N—->L—-5LH—...—1,—>1L,...,

ahol Cy,...,C,,... a megfelels kosyzygyk. Ekkor Ext™*'(M, N)-et felirhatjuk
a kosyzygyk és alacsonyabb rendd Ext funktorok segitségével, a dimenzideltolés

szokasos modszerével:
Ext"t (M, N) = Ext"(M,Cy) = ... = Ext' (M, C,).
Legyen M = R/I, ekkor a kordbbiak alapjan
Ext'(R/I,C,) = Ext"™ (R/I,N) = 0.
Lassuk be, hogy C,, injektiv, mert ekkor Ext'(—, C,) = 0 miatt

Ext"™ (M, N) = Ext'(M,C,) =0

12



tetsz6leges M modulusra, azaz készen vagyunk. C), injektivitasahoz a Baer-kritériumot
hasznaljuk, azaz azt kell belatni, hogy tetszéleges I jobbidedlra az f : [ — C,
morfizmus kiterjeszthets az i : I — R beagyazason atvezetve egy f : R — C,

morfizmussa. Tekintsiik az aldbbi diagramot:

i

R/I —— 0

R/I —— 0

v

\
7

1
b
k/

C

n

~

T

\

7
0 \
7

g

Az f : R — C, morfizmus pontosan akkor létezik, ha a masodik révid egzakt
sorozat felhasad. Ext'(R/I,C,) = 0 miatt viszont a masodik révid egzakt sorozat

valoban felhasad, ezzel belattuk a tételt.

2.2.11. Tétel. Legyen az R gytrd jobb-Artin, ekkor
r.gl.dim R = max{pd S : S € Mod-R egyszerti}.

Bizonyitds. R jobb-Artin, igy a Hopkins—Levitzki-tétel szerint jobb-Noether is, te-
hat R kompziciolancanak hossza véges. A Jordan—Holder-tétel szerint a kompozi-
ciofaktorok egyértelmtek, tovabba minden egyszerd modulus elall egy maximaélis
jobbideal szerinti faktorként, igy véges sok egyszerd modulus van, tehat a képlet
jobb oldalan vehet6 maximum. Az el6z8 tétel alapjan elég az R/I alaku ciklikus
modulusokat vizsgalni, ezek jobb-Artinok, igy véges hosszti a kompozicidlancuk.
Ha
0O —+N—=>K—=M-=0

rovid egzakt sorozat, akkor pd K < max{pd N,pd M}. Ezt felhasznalva, a kom-

pozicidhosszra vonatkozo indukciéval kapjuk a tétel allitasat.
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2.2.12. Példa. Az el6z6 tétel alapjan tetszéleges K test globalis dimenzidja 0,
mivel egyediill K egyszerdi K-modulus, és K projektiv. Ez abbdl is kovetkezik,
hogy K féligegyszert.

2.2.13. Tétel. Legyen R gytirt, R[z] pedig a felette vett polinomgytirt, ekkor
lgl.dim R[x] = L.gl.dim R + 1,
ha valamelyik globalis dimenzi6é végtelen, akkor a masik is az.
2.2.14. Kovetkezmény. (Hilbert syzygytétele) Legyen K test, ekkor
Lgl.dim K[zy,..., 2, = n.

Bizonyitds. Alkalmazzuk n-szer az el6z6 tételt kihasznalva, hogy K-nak 0 a globalis

dimenzidja.

2.2.15. Definicio. (Lasd [I7, B, 4, ©].) Az R gytrid (kis, injektiv) finitisztikus

dimenzidgjat az aldbbi modon definialjuk:
i.fin.dim R = sup{id M : M € mod-R,id M < oo},
ehhez hasonloan R (kis, projektiv) finitisztikus dimenzidja:
p.fin.dim R = sup{pd M : M € mod-R,pd M < co}.

2.2.16. Definicid. (Lasd [17,16].) Az R gytri (nagy, injektiv) finitisztikus dimen-

ziojdt az alabbi moédon definialjuk:
i.Fin.dim R = sup{id M : M € Mod-R,id M < oo},
ehhez hasonléan R (nagy, projektiv) finitisztikus dimenzidja:
p.Fin.dim R = sup{pd M : M € Mod-R,pd M < oo}.
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Néhéany éve talaltak egy viszonylag egyszerti modszert a finitisztikus dimenzio
kiszamitasara az in. Nakayama-algebrak esetében, ezt kés6bb bemutatom, illetve

példékat is hozok az alkalmazasara.

2.2.17. Definici6. (Lasd [19].) Legyen A véges dimenzios K-algebra. A domindns
dimenzidgjdt az alabbi modon definialjuk: Vegyiik A minimélis injektiv kofeloldasat
(amennyiben ez véges, tekintsiink ra olyan végtelen kofeloldasként, amelynek egy

indext6l kezdve minden tagja 0):
0—>A—=>Iy—1 =1, —....
A domindns dimenzidgja legyen

domdim A = inf{n : pd I,, > 0}.

2.3. Homologikus sejtések

Széamos sejtést lehet megfogalmazni a kiilonféle homologikus dimenzidkkal kap-
csolatban, a tovabbiakban ismertetek néhanyat. Ezek koziil az egyik legérdekesebb
a régota megoldatlan finitisztikusdimenzio-sejtés. A kovetkezs sejtéseket kicsit al-
talanosabb esetben is lehetne vizsgalni, tn. Artin-algebrakra (amelyeket alabb
definiélok); azonban az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban véges dimenzios K-
algebrakkal fogok foglalkozni. Az itt ismertetett definiciok megtaldlhatok példaul
a [16] konyvben.

2.3.1. Definicidé. Azt mondjuk, hogy A Artin-algebra, ha A algebra és Ar végesen

generalt R-modulus az R kommutativ Artin-gytrd felett.

2.3.2. Sejtés. (Finitisztikusdimenzio-sejtés, lasd példaul [2I].) Legyen A véges
dimenzios K-algebra. A sejtés szerint p.fin.dim A (i.fin.dim A) véges, illetve az

erésebb verzi6 szerint p.Fin.dim A (i.Fin.dim A) véges.
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2.3.3. Sejtés. (Lasd példaul [21].) Egy masik sejtés szerint (kordbban ezt is

emlegették finitisztikusdimenzio-sejtésként)
p.fin.dim A = p.Fin.dim A (i.fin.dim A = i.Fin.dim A).

Ez a sejtés azonban nem igaz. Zimmermann-Huisgen adott elGszor példat olyan
véges dimenzids K-algebrakra, amelyeknek a kis, illetve a nagy finitisztikus di-
menzidja nem egyenld [20]. Néhany évvel késébb Smalp megmutatta, hogy a nagy,
illetve a kis finitisztikus dimenzi6é kiilonbségének a szuprémuma val6jaban végte-
len [I8]. Természetesen ettdl fliggetlentil még lehet mindkét finitisztikus dimenzio

véges.

2.3.4. Sejtés. (Nakayama-sejtés, lasd [14] 13, 5].) Legyen A véges dimenzios
K-algebra. A sejtés szerint, ha domdim A = oo, azaz A minimélis injektiv ko-
feloldasaban minden modulus projektiv, akkor A Oninjektiv, azaz az A4 modulus

injektiv.
2.3.5. Sejtés. (Altalanositott Nakayama-sejtés, lasd [5].) Legyen A véges dimen-
zi6s K-algebra, tovabba legyen

0—-A—=>Iy—>1LL —1,— ...

a minimalis injektiv kofeloldasa. A sejtés szerint minden direkt felbonthatatlan
injektiv A-modulus valamely I,, direkt 6sszeadandoja, ahol I,, az egyik a minimélis

injektiv kofeloldasban el6fordulé modulus.

Az altalanositott Nakayama-sejtésbdl valoban kovetkezik a Nakayama-sejtés
[5,8]. A finitisztikusdimenzio-sejtésbdl szintén kovetkezik a Nakayama-sejtés 6, [7].
A finitisztikusdimenzié-sejtést szamos specidlis esetben sikeriilt igazolni, példaul

az alabbiban:
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2.3.6. Tétel. (Green, Zimmermann-Huisgen, lasd [10].) Legyen A bazisalgebra
és bal-Artin-gytrt, amelyre J* = 0, ahol J a Jacobson-radikalt jeloli. Ekkor A

finitisztikus dimenzidja véges, azaz p.fin.dim A < oco.

Itt az altalanositott Nakayama-sejtés bizonyitasat mutatom be egy specialis

esetre. Ehhez el6szor a reprezentaciovéges algebrak fogalméat definidlom:

2.3.7. Definicié. Legyen A K-algebra. Azt mondjuk, hogy A reprezentdcidvéges,

ha a direkt felbonthatatlan modulusok véges sok izomorfiatipusba sorolhatok.

2.3.8. Tétel. (Drixler, Happel, lasd [7].) Legyen A véges dimenziés K-algebra,
jeldlje J a Jacobson-radikalt. Ha J?*1 = 0, és A/J! reprezentaciovéges valamely [

természetes szamra, akkor A-ra igaz az altalanositott Nakayama-sejtés.

2.3.9. Megjegyzés. J> = 0 esetén, mivel A/J automatikusan reprezentéciovéges,

igy ekkor igaz az altalanositott Nakayama-sejtés.

A jobb oldali altaldnositott Nakayama-sejtés szerint minden direkt felbontha-
tatlan injektiv modulus valamely I,, direkt 6sszeadandoja. A direkt felbonthatat-
lan injektiv modulusok az egyszerti modulusok injektiv burkai, igy ez azzal ekvi-
valens, hogy minden S, egyszertire I(S) valamely I, direkt osszeadandoja. Ezt
dualizalva (a D = Homg (—, K) szokéasos dualitassal) az A injektiv kofeloldasabol
DA projektiv feloldasat kapjuk, ahol P, = D(1,), igy a sejtés azzal ekvivalens,
hogy minden 45 egyszertire P(S) valamely P, direkt 6sszeadandoja. Jelolje Q™M
M minimélis projektiv feloldasdnak az n-edik syzygyjét. Hasznaljuk a dimenzio-

eltolast. Mivel S egyszerd, Hom-ig is elmehetiink. Tovabba hasznaljuk ki, hogy
P,/rad P, ~ Q"DA/rad (Q"DA).
gy azt kapjuk, hogy
Ext"(DA, S) ~ Ext'(Q" DA, S) ~ Hom(Q"DA, S) ~ Hom(P,, S).
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Ezek alapjan a jobb oldali altaldnositott Nakayama-sejtés azzal ekvivalens,
hogy minden S egyszeri bal oldali A-modulushoz létezik egy n nemnegativ egész,
amelyre Ext"(DA,S) # 0 . Dréxler és Happel ebben a formajaban bizonyitja az
el6zd tételt [7].

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik a feltételeket kielégité A algebra és
S egyszerii bal oldali A-modulus, amelyre Ext’(DA, S) = 0 minden i nemnegativ
egészre. Legyen S injektiv burka @y, E < @y pedig arra nézve maximaélis rész-
modulusa (Qp-nak, hogy minden kompoziciéfaktora izomorf S-sel. Ekkor nyilvan
Hom(S,Qy/E) = 0, illetve Ext’(DA, E) = 0 minden i nemnegativ egészre. E

minimalis injektiv kofeloldasa az alabbi alakban irhatoé fel:
0 >FE—=>Qy—>Q —>Qy— ...

Legyen v~ = Homy (DA, —) az inverz Nakayama-funktor. Ezt a funktort az el6bbi

injektiv kofeloldasra alkalmazva az alabbi egzakt sorozatot kapjuk:
01 Qo1 0Q1 v Qy ...
Legyen X; = im «; minden i-re. Ekkor az alabbi egzakt sorozatokat kapjuk:
050 Qo1 Q15 .. vrQ;5X,—0

Ez E injektiv kofeloldasanak a minimalitdsa miatt minden i-re X; minimaélis pro-
jektiv feloldasa. Jelolje XM az M minimalis injektiv kofeloldasanak az i-edik

kosyzygyjét. J2H1Qy =0 és a
0—-FE—Qo—Qy/E—0

révid egzakt sorozat miatt Y'E = Qu/E-re J*X'E = 0. Ehhez hasonléan a
tobbi kosyzygyre is JALE = 0, igy az inverz Nakayama-funktor alkalmazasa utan

J2y~Y'E = 0. Ezek alapjan J*X; = 0. Qg és E vélasztasa miatt
Hom(r~Qy, S) ~ Hom(S, Qg) # 0
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és
Hom(v~ @4, S) ~ Hom(S, Q) = 0.
A/J" reprezentaciovéges, igy megadhaté a direkt felbonthatatlan véges di-

menzios A/J'-modulusok izomorfiatipusai reprezentdnsainak egy véges gytijteme-

nye: {C1,...,C,}. Legyen M tetszsleges véges dimenzios A-modulus, amelyre
JAM = 0. Ekkor a
0— JM— M- M/JM-—0

révid egzakt sorozatban J'M és M/J'M tekintheték A/J-modulusoknak is. Ekkor
M, == J'M és My := M / J'M felirhat6 néhany C; direkt felbonthatatlan modulus

direkt Osszegeként, azaz
i~ @e;
j=1
és
M2 ~ @ Ojt] .
j=1
Tegyiik fel, hogy pd M < p valamely p természetes szamra. Tekintsiik az alabbi

hosszi egzakt sorozatot:
... — Bxt'(M,, S) — Ext'(M, S) — Ext'(M, S) —

— Ext™ My, ) — Ext™tH(M, S) — ExttH (M, S) — ...

Mivel minden i > p-re Ext’(M, S) = 0, igy ilyenkor
0 — Ext'(M,S) — Ext™ (M, S) =0

egzaktsaga miatt Ext’(My,S) ~ Ext"™(M,, S), tehat a K-dimenziojuk egyenld.
Ezek alapjan az (si,...,Sn,t1,...,t,) € Q? vektorra minden i > p-re fennéll az

alabbi egyenlGség:

n n

a(i,j)s; = Za(i +1,7)t;,

Jj=1 J=1
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ahol a(i,j) = dimg Ext'(C;,S). Legyen gL, < Q% az az altér, amely azon

(T4, Ty Y1,y - - - Yn) € Q® alaku vektorokbol all, amelyek kielégitik a

n n

> ali, )z =Y ali+1,5)y;
j=1 j=1
egyenlGséget minden ¢ > p-re. Ekkor (s1,...,8,,t1,...,t,) € L.

Mivel (L,),en alterek egy novs sorozata Q*'-ben, létezik py természetes szam,
hogy L, C L,, minden p € N-re. Legyen M := X, .o, ekkor pd M = pd X, 12 =
po + 2, igy (s1,...,Sn,t1,...,tn) € Lyi2 C Ly,. Tekintsiikk az alabbi egzakt

sorozatot:
o= BxtPtH (M, S) & Ext? (M, S) — Ext??(M,, S) — ExtP*t*(M, S) —
— Ext? (M, S) — ExtP™(M,, S) — Ext?t3(M, S) = 0.
Lyy+2 € Ly, miatt
dimg Ext? (M, S) = dimg Ext?*™?(M,, S),

igy az
ExtP ™2 (M, S) — Ext?t3(M,, S)

epimorfizmus injektiv. Ezek alapjan
Ext™*2(M, S) 5 Ext™*2(My, S),
és felirhatod az alabbi egzakt sorozat:
0 — Ext?t (M, S)/ ker a — Ext?*t (M, S) —

— ExtP*?(M,, S) — Ext™*(M,S) — 0

Mivel az egzakt sorozatban szereplé vektorterek K-dimenzidit valtakozo elGjellel

osszeadva 0-t kapunk, és L, 41 C L,, miatt
dimg Ext? ™ (M, S) = dimg ExtP°"?(M,, S),
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Igy
dimg Ext? (M, S)/ker a = dimg Ext? (M, S),

azaz

dimg Ext? (M, S) < dimg Ext? ™ (M, S).

Ezek alapjan az alabbi ellentmondashoz jutunk:
0 # dimg Hom (v~ Qy, S) = dimg Ext? (M, S) <

< dimg Ext? ™ (M, S) = dimg Hom(v~Q1, S) = 0.

Ezzel belattuk a tétel allitasat.
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3. Nakayama-algebrak

3.1. Uniszerialis modulusok, jobbszerialis algebrak

Szémos altaldnosabb probléma jol kezelhet§ az in. Nakayama-algebrak ese-
tében, azonban a Nakayama-algebrak tanulmanyozésidhoz elengedhetetlen az uni-
szerialis modulusok és a jobbszerialis algebrak ismerete, igy ebben az alfejezetben
ezekkel fogok foglalkozni. Bemutatom a fontosabb tulajdonsigaikat és néhény
alapvetd tételt a [2] konyv alapjan. Innentsl kezdve (a dolgozat végéig) A algebra
alatt K test feletti véges dimenzios algebréat értek, tovabba a modulusok végesen

generaltak, azaz véges dimenziosak.

3.1.1. Definici6. Legyen A véges dimenzios algebra egy K test felett, tovabbé
M € mod-A. Ekkor az

M>radM >rad?M > ... D0

részmoduluslancot M radikdllancdnak vagy csokkend Loewy-sorozatdnak nevezziik.
M véges dimenzios K-vektortér, igy véges a kompoziciolanca, tehat 1étezik olyan
m, amelyre rad ™M = 0. A legkisebb m-et, amelyre ez teljesiil a radikdlldnc

hosszdnak nevezzik, és ri(M)-mel jeloljik.

3.1.2. Definicié. Legyen M modulus. M talpanak azt a modulust nevezziik,

amelyet M egyszerd részmodulusai generalnak. Jelolés: soc M.
3.1.3. Definicio. A definici6 dualisa a talpldnc vagy névd Loewy-sorozat:
0 CsocM Csoc’M C...C M.

soc’M-t induktivan definidljuk. Legyen soc®M = 0, tovabba ha soc?M-t méar
definialtuk, akkor legyen

soc ™M = p~(soc (M /soc' M),
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ahol
p: M — M/soc'M

a megfelel6 kanonikus faktorleképezés. Ekkor a definicié alapjan soc™ M D
soc®M. M véges dimenzios K-vektortér, igy véges a kompozicidlanca, tehat létezik
olyan m, amelyre soc™M = M. A legkisebb m-et, amelyre ez teljesiil a talpldnc

hosszdnak nevezzik, és sl(M)-mel jeloljiik.

3.1.4. Megjegyzés. A definicié alapjan lathato, hogy ri(M), illetve sl(M) leg-

feljebb az M modulus (M) kompozicidhosszaval egyenld.

3.1.5. Definicid. Belathato, hogy ri(M) = sl(M), és ezt a kozos értéket M
Loewy-magassdgdanak nevezzik, és [[(M)-mel jeloljik. Meg lehet ugyanis mutatni,
hogy mind rl(M), mind sl(M) megegyezik a legkisebb m-mel, amelyre Mrad ™A =
0.

c sz

M, @ ...® My esetén ll(M) = max{ll(My), ..., [(M)}.

3.1.7. Definici6é. Legyen M € mod-A. Azt mondjuk, hogy M uniszeridlis, ha

egyértelmd a kompozicidlanca, azaz a részmodulushaloja egy lanc.

3.1.8. Megjegyzés. Ha M uniszerialis, akkor minden részmodulusa és faktora is

az, tovabba a dualisa, DM uniszerialis bal oldali modulus.
3.1.9. Allitas. Az alabbiak ekvivalensek M € mod-A-ra:
1. M uniszerialis.
2. Az M Drad M Drad®?M O ... D 0 radikallanc egy kompoziciélanc.
3. A0 CsocM Csoc?M C ... C M talplanc egy kompozicidlanc.
4. (M) =1(M).
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Bizonyitdas. ElGszor az 1. és a 2. allitas ekvivalenciajat latjuk be.

1.-b6l kovetkezik 2. Alkalmazzunk teljes indukciot az {(M) kompoziciolancra.
(M) = 1 esetén M egyszert, és az &llitas trividlisan teljesiil. Tegyiik fel, hogy
igaz az allitas minden ¢-nél kisebb kompozicidhosszra, és legyen M olyan modulus,
amelyre [(M) = t. Mivel M uniszerialis, egyértelmti maximaélis részmodulusa van,
ami nyilvan rad M. rad M < M, igy rad M is uniszeridlis. Az indukcios feltevés
alapjan

rad M Drad’M > ...D0

rad M egy kompozicidlanca, igy
M >Drad M Drad?M >...D0

M egy kompozicidlanca.

A masik irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy
M=MyDM D...OM,=0

és
M=NyDN D...ON, =0

M egy-egy kompoziciolanca (a hosszuk a Jordan—-Holder-tétel szerint megegyezik).
i-re vonatkozé indukciéval megmutatjuk, hogy M; = N; = rad ‘M minden 0 < i <
t-re. i = O-ra ez trivialis. Tegyiik fel, hogy teljesiil az allitas valamely ¢ < 0O-ra.
Mivel rad “M /rad "™ M egyszerti, rad ‘M-nek egyértelmii maximalis részmodulusa
van, ami nyilvan rad "' M, igy M;,1 = N1 = rad "7 M.

Az 1. és a 3. allitas ekvivalenciaja hasonloan lathato be.

A 2. allitasbol kozvetleniil kovekezik a 4.

4.-b6l kovetkezik 2. Tegyiik fel, hogy m = (M) = lI(M). Tudjuk, hogy

m—1
m = Zl(radiM/radi“M),

=1
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fgy

I(rad“M /rad "' M) = 1
minden ¢-re, mivel

I(rad "M /rad "' M) # 0

minden i-re. Ezek alpjan a radikallanc egy kompozicidlanc.

3.1.10. Definicié. Az A algebrat jobbszeridlisnak nevezziik, ha minden direkt
felbonthatatlan projektiv jobb oldali modulus uniszerialis. Az A algebrat balszeri-
dalisnak nevezzik, ha minden direkt felbonthatatlan projektiv bal oldali modulus

uniszerialis.

3.1.11. Definicié. Legyen M modulus. M tetejének az M /rad M modulust ne-

vezziik. Jelolés: top M.

3.1.12. Allitas. Az A algebra pontosan akkor jobbszerialis, ha minden P direkt
felbonthatatlan projektiv jobb oldali modulusra rad P/rad*P egyszerti modulus
vagy 0.

Bizonyitds. Az egyik irdny belatasdhoz tegyiik fel, hogy A jobbszerialis, és P direkt

felbonthatatlan projektiv. Az uniszerialis modulusok jellemzése szerint
P>radP >rad?P>...D0

kompoziciolanc, igy rad P/rad > P valoban vagy egyszert modulus, vagy 0.
A mésik irdny belatasahoz tegyiik fel, hogy minden P direkt felbonthatatlan
projektivre rad P/rad*P egyszerti modulus vagy 0. Az uniszerialis modulusok

jellemzése szerint azt kell megmutatni, hogy a
P>radPorad?P>...D0

radikallanc egy kompoziciolanc. top P = P/rad P egyszerd, mivel P/rad P fé-

ligegyszert, és P direkt felbonthatatlan. 1 < i-re vonatkozd teljes indukcioval
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belatjuk, hogy rad“ 'P/rad’P egyszerti vagy 0. i = 1,2-re igaz az allitas. Te-
gyiik fel, hogy rad "' P/rad P egyszert vagy 0. Ha 0, akkor készen vagyunk, igy
feltehetd, hogy egyszerd. Legyen

f:P —rad"'P

projektiv fedd,
p:rad”'P — rad" 'P/rad'P

pedig a kanonikus epimorfizmus. Ekkor
pf: P — rad" " 'P/rad"P.

Mivel ker f < P', mert (P, f) projektiv feds, illetve kerp < rad’ 'P, mert
rad P = rad (rad "' P), ezért a kompoziciéra kerpf < P’. Az indukcios feltevés
szerint rad "' P/rad ' P egyszert, igy P’ direkt felbonthatatlan. Az f epimorfizmus

megszorithato

fi:rad P = rad"P,

illetve

fo :rad?P’ — rad 1P

epimorfizmusokké, mivel tetszéleges f : M — N epimorfizmusra
frad M) = f(Mrad A) = f(M)rad A = Nrad A = rad N.
A komagokat felirva az
f :rad P'/rad*P" — rad'P/rad "' P

egyértelmid epimorfizmust kapjuk az aldbbi, egzakt sorokkal rendelkezd kommuta-

tiv diagram alapjéan:
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0 — rad?P’ — rad P — rad P'/rad’P' —— 0

b

0 — rad™P —— rad'P —— rad‘P/rad™'P —— 0

Mivel P’ direkt felbonthatatlan projektiv, a feltétel szerint rad P’ /rad > P’ egyszert

vagy 0, igy rad“P/rad "' P is az.

3.1.13. Tétel. Legyen A véges dimenzios K feletti bazisalgebra, ahol K algebra-
ilag zart, tovabba legyen I' az A algebra Gabriel-grafja. A pontosan akkor jobb-
szeridlis, ha I" minden a pontjahoz legfeljebb egy iranyitott él tartozik, aminek a

a kiindulasi pontja.

Bizonyitds. Legyen e, € A az a cstucshoz tartozé idempotens. Az elézd allitas

alapjan A pontosan akkor jobbszerialis, ha minden a € I' csticsra
rad (e, A) /rad ?(e,A) = eq(rad A/rad*A)

egyszerd vagy 0, azaz legfeljebb egydimenzidés mint K-vektortér. Ez azzal ekvi-
valens, hogy legfeljebb egy b € T' cstics létezik, amelyre e,(rad A/rad?A)e, # 0,
és ez a K-vektortér legfeljebb egydimenzios. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha
legfeljebb egy b € T' cstics 1étezik, amelyre 1étezik a — b iranyitott él, és legfeljebb
egy ilyen iranyitott él létezik.

3.1.14. Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy a tétel feltételeinek eleget tevs
Osszefliggd irdnyitott graf az alabbi tipusi grafok egyike lehet:

1. Fa pontosan egy nyelGvel.

2. Olyan graf, amely pontosan egy iranyitott kort tartalmaz, és ezen kor pont-
jaibol nem mennek a kor pontjaitol kiilonb6zs pontokba nyilak (csak a kor

pontjaiba mehetnek nyilak).
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3.1.15. Megjegyzés. Ha A jobbszerialis, és A ~ KT'/I, akkor a fenti tétel csak

a ' grafra ad meg feltételt, mig az I megengedhets ideél tetszéleges lehet.

3.1.16. Allitas. Legyen A véges dimenzios K feletti bazisalgebra, ahol K algeb-
railag zart, toviabba A ~ KT'/I, ahol I' 6sszefiiggd iranyitott graf, I pedig meg-
engedhetd ideal. Minden a € I' cstcshoz rendelhets egy S(a) egyszerd modulus,
amely top e, A-val izomorf mint A-modulus, ahol e, A az a cstcshoz tartozo direkt
felbonthatatlan projektiv. Masrészt S(a) izomorf K-val mint K-vektortér. Ekkor

{S(a) : a € T'} reprezentélja az egyszerti A-modulusok izomorfiatipusait.
3.1.17. Jelolés. Legyen M uniszerialis A-modulus az alabbi radikallanccal:
M=DMy>M>...>M=0.

top M; = M;/M;,1 ~ S(a;) valamely a; € ' cstcsra, ahol 0 < 1 < ¢t. Mivel az
uniszerialis modulusokat egyértelmiien meghatérozza izomorfizmus erejéig a kom-
pozicidlancuk, az M modulusra az aldbbi jelolést alkalmazhatjuk:

ao
al

M =
a1

3.2. Nakayama-algebrak

Ebben az alfejezetben a Nakayama-algebrakkal fogok foglalkozni. Ez az alfeje-
zet is a [2] konyvon alapszik.
3.2.1. Definicié. Az A algebrat Nakayama-algebrdnak nevezziik, ha jobb- és bal-
szerialis is.
3.2.2. Megjegyzés. Az A algebra pontosan akkor Nakayama, ha A°® Nakayama-

algebra.

3.2.3. Tétel. Legyen A olyan béazisalgebra, amelynek a I' grafja Osszefiiggs. A
pontosan akkor Nakayama-algebra, ha I' (véges) lanc (azaz egy irdnyitott ut) vagy

iranyitott kor.
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Bizonyitds. A [3.1.13|tétel alapjan A pontosan akkor Nakayama, ha minden a € T’
csucs legfeljebb egy él kiindulasi pontja, és legfeljebb egy él végpontja. Ez alapjan

nyilvanval6 az allités.

3.2.4. Allitas. Legyen A egy algebra és I <1 A egy valodi idealja. Ha A jobbsze-

rialis, akkor A/I is jobbszerialis.

Bizonyitds. Legyen

n

A=EPr

i=1
ahol P; direkt felbonthatatlan projektiv minden i-re. Ekkor

AT =@ PRI
=1

ahol P;/P,I direkt felbonthatatlan vagy 0 minden i-re. Minden P’ direkt felbont-
hatatlan projektiv A/I-modulushoz létezik i, hogy P’ ~ P;/P;I, igy P’ uniszerialis,

mert a P; uniszerialis modulus faktora.

3.2.5. Allitas. Legyen A egy algebra és I <9 A egy valodi idealja. Ha A Nakayama-
algebra, akkor A/l is Nakayama-algebra.

Bizonyitds. Az el6z6 allitasbol és a dualisabol kovetkezik.

3.2.6. Allitas. Legyen A Nakayama-algebra, és legyen P egy olyan direkt felbont-
hatatlan projektiv A-modulus, amelyre [I(P) = lI(A). Ekkor P injektiv is.

Bizonyitds. Legyen P injektiv burka mod-A-ban I. P uniszeriélis, igy soc P egy-
szerd, tehéat soc I is az. Mivel A Nakayama-algebra, [ uniszeridlis. Ezek alapjan

felirhatjuk az alabbi egyenlGtlenséglancot:
H(A)=1(P)=1UP) <II)=U) <IA).
Ebbdl az kovetkezik, hogy ((P) = I(I), azaz P ~ I, igy P injektiv.
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3.2.7. Lemma. Legyen f : M — N (modulus)epimorfizmus. Ekkor I{(M) >
I(N).

Bizonyitas.
frad M) = f(Mrad A) = f(M)rad A = Nrad A =rad N

miatt f(rad’M) = rad’N minden i természetes szamra, igy rl(M) > rl(N), azaz
(M) > l(N).

3.2.8. Tétel. Legyen A olyan bazisalgebra, ami Nakayama-algebra is, és a I' grafja
Osszefiiggd, tovabba legyen M direkt felbonthatatlan A-modulus. Ekkor létezik
P direkt felbonthatatlan projektiv A-modulus, valamint t egész szam, amelyre

1 <t <I(P), hogy M ~ P/rad’P. Specialisan, A reprezentaciovéges.

Bizonyitas. Legyen P direkt felbonthatatlan projektiv, ¢ pedig olyan egész, amelyre
1 <t < lI(P) teljesiil. Ekkor P/rad’P uniszerialis, és emiatt direkt felbontha-
tatlan is. Legyen M olyan A-modulus, amelynek [[(M) = t a Loewy-magassaga.
0 = rad’M = Mrad’A alapjan lathat6, hogy M-et annullalja rad’A, igy M
A/rad‘A-modulus. Hasonléan, rad' ' M # 0 miatt rad"'A # 0. Ezek alapjan
I(A/rad’A) = t. A b6l kovetkezik, hogy A/rad’A is Nakayama-algebra,
tovabba az alabbi direktosszeg-felbontas irhato fel:
Afrad'A ~ P P/ Prad'A = €D Pi/rad P,
i=1 i=1
ahol P;/ rad ' P, direkt felbonthatatlan minden i-re.

Legyen
f:P = @ P, — M
j=1

M projektiv fedSje mod-A/rad‘ A-ban, ahol P/ direkt felbonthatatlan minden j-re.

Ekkor az alabbi 6sszefiiggés irhato fel:
t =1(A/rad’A) > max{ll(P]),...,ll(P))} > lI(M) =t.
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Ebbdl kévetkezik, hogy 1étezik j index, amelyre 1 < j < r teljesiil, hogy II(P]) = t.
Feltehetd, hogy II(P]) = t minden 1 < j < s-re, valamint [[(P}) < ¢ minden
s < j < r-re. Jelolje f; az f homomorfizmus f| P megszoritasas Pi-re (itt P} < P,
ahol a direkt 6sszeg minden koordinataja 0, kivéve a j-edik). Ha nincs 1 < j < s,
amelyre f; injektiv, akkor l/(im f;) < ¢ minden 1 < j < s-re, mig az f &ltal
indukalt

r

Pim f; —» M
j=1

homomorfizmus sziirjektiv. Ekkor viszont az el6z6 lemma szerint ¢ > [[(M ), ami
ellentmondés. Ezek alapjan létezik 1 < ¢ < s, amelyre f, : P, — M injektiv.
I(P)) =t=1(A/rad"A), igy a allitas szerint P injektiv A/rad' A-modulus.
Ezek alapjan f, : Py — M egy felhasado beagyazéas. Mivel M direkt felbonthatat-
lan, f, izomorfizmus. P, direkt felbonthatatlan projektiv A/rad' A-modulus, igy
letezik 1 <7 < n, hogy P, ~ P;/rad'P;, azaz M ~ P;/rad'P;.

3.2.9. Kovetkezmény. A direkt felbonthatatlan A-modulusok izomorfiatipusai-

nak szama:

Zu <n-l(A),

ahol n az A grafjaban a csflcsok szama, azaz az egyszeri A-modulusok izomorfia-

osztalyainak a szama.

3.2.10. Megjegyzés. Ha M ~ P/rad’P valamely P direkt felbonthatatlan pro-
jektiv modulusra, és 1 <t < lI(P), akkor P a P — M kanonikus epimorfizmussal

projektiv fedd.

3.2.11. Megjegyzés. Legyen M direkt felbonthatatlan modulus. Ekkor M-et
izomorfizmus erejéig egyértelmtien meghatarozza az egyszeri teteje, top M (az
egyszerd talpa, soc M) és a kompoziciohossza, [(M) (ami I[(M )-mel egyenls, mivel

M uniszerialis).
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3.2.12. Kovetkezmény. Legyen A olyan bézisalgebra, aminek a I' grafja Ossze-
fiiggs. A pontosan akkor Nakayama-algebra, ha minden direkt felbonthatatlan

A-modulus uniszerialis.

Bizonyitds. Az egyik irany a definicio, a méasik irdny a tétel kovetkezménye.
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4. Finitisztikus dimezi6é és Nakayama-algebrak

4.1. Ujabb homologikus dimenziok

Az utobbi években definidltak Gjabb, modulusokhoz, illetve algebrakhoz ren-
delhet6 mennyiségeket — ha tgy tetszik, homologikus dimenzidkat —, amelyek se-
gitségével a kiilonféle finitisztikus dimenzidkra felsd, illetve als6 becsléseket lehet
adni. Kiilonosen érdekes a Gélinas altal bevezetett an. kihurkoldsi szam (delooping
level) [9], amelyrdl Ringel is ir [15]. Az alabbi alfejezetben tobb dimenzi6 jellegd
mennyiséget mutatok be Ringel [15] cikke alapjan.

4.1.1. Definici6. Legyen M € mod-A. Ekkor add M C mod-A az a részkategoria,

amely M direkt 6sszeadandodinak véges direkt Osszegeit tartalmazza.

4.1.2. Definici6. Legyen M végesen generalt modulus. M-re a del M kihurkoldsi
szam (delooping level) az alabbi moédon definialhato: Jelolje Q4M M minimalis
projektiv feloldéasanak a d-edik syzygyjét. Legyen del M = d, ha d a legkisebb olyan
természetes szam — feltéve, hogy ilyen létezik —, amelyre Q¢M € add A4 @ Q4 M’
valamely M’ € mod-A-ra. Vegyiik észre, hogy ha Q/M € add Ay, @ Q1M
valamely M’ € mod-A-ra, akkor QM € add Ay ®Q9T2M’. Ha nem létezik ilyen

d, akkor legyen del M = oo.

4.1.3. Definici6. Legyen A algebra. A-ra a del A kihurkoldsi szdm (delooping

level) az alabbi modon definialhato:
del A = max del S,

ahol S végigfut az egyszerti A-modulusokon.

4.1.4. Megjegyzés. Ha az A-ra A-modulusként tekintiink, akkor del A4 = 0, igy
vigyézni kell, hogy az A-ra mint algebrara del A-t mésként definialjuk.
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A kihurkoldsi szdm dudlisa a kiakasztdsi szdm, amelyet az alabbi moédon defi-

nidlhatunk:

4.1.5. Definici6. Legyen M végesen generalt modulus. M-re a des M kiakasztdsi
szdm (desuspending level) az alabbi médon definialhato: Jeldlje S¢M M minimalis
injektiv kofeloldasédnak a d-edik kosyzygyjét. Legyen des M = d, ha d a legkisebb
olyan természetes szam — feltéve, hogy ilyen létezik —, amelyre S4M € add D(4A)®
YN valamely M’ € mod-A-ra. Vegyiik észre, hogy ha XM € add D(,A) ®
YL M’ valamely M’ € mod-A-ra, akkor XM € add D(4A) ® X42M’. Ha nem
létezik ilyen d, akkor legyen des M = oo.

4.1.6. Definicid. Legyen A algebra. A-ra a des A kiakasztdsi szam (desuspending

level) az alabbi moédon definidlhato:
des A = max des S,

ahol S végigfut az egyszert A-modulusokon.

4.1.7. Allitas. (Gélinas) Legyen M végesen generalt modulus. Ha létezik N (nem
feltétleniil végesen generalt) modulus d injektiv dimenzioval, amelyre 1 < d < oo,

illetve Ext(M, N) # 0, akkor d < del M.

Bizonyitds. Legyen N olyan modulus, amelyre id N = d, ahol 1 < d < oco. Ek-
kor Ext®™ (X, N) = 0 minden X modulusra. Legyen M végesen generalt modu-
lus, és tegyiik fel, hogy del M < d. Ekkor definici6 szerint Q4'M € add A4 @
QI M’ valamely végesen generalt M’-re. A dimenzioeltolas alapjan Ext?(M, N) =
Ext'(Q4"1M, N), tovabba Ext'(Q*'M, N) € Ext'(add A4 @ Q¢M’, N). Ekkor

Ext'(add Ay @ Q/M', N) = Ext'(Q*M’', N) = Ext™ (M', N) = 0,

a mésodik egyenléségnél tijra a dimenzideltolast hasznaltuk. Ezek szerint Ext?(M, N) =

0, ami ellentmondas.
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4.1.8. Tétel. Legyen A algebra. Ekkor i.Fin.dim A < del A.

Bizonyitds. Legyen N tetsz6leges modulus, amelyre id N = d véges. Azt kell
megmutatni, hogy létezik S egyszertd modulus, amelyre d < del S. Ha d = 0,
akkor ez tetszGleges S-re teljesiil. Tegyiik fel, hogy d > 1. id N = d miatt 1étezik S
egyszert modulus, amelyre Ext?(S, N) # 0. Az el6z6 allitas szerint ezzel belattuk

a tételt.

Hasonloan lathatd be ezeknek a duélisa:

4.1.9. Allitas. Legyen M végesen generalt modulus. Ha létezik N (nem feltétleniil
végesen generalt) modulus d projektiv dimenzioval, amelyre 1 < d < oo, illetve

Ext*(N, M) # 0, akkor d < des M.
4.1.10. Tétel. Legyen A algebra. Ekkor p.Fin.dim A < des A.

4.1.11. Allitas. Legyen M végesen generalt modulus, tovabba N < M részmo-
dulus. Ekkor del N < pd M.

Bizonyitdas. Legyen pd M = d. Feltehetd, hogy d véges, kiilénben trividlisan igaz

az allitas. A patkolemmat a
0—-N—-M-— M/N—O0
rovid egzakt sorozatra alkalmazva az aldbbi egzakt sorozatot kapjuk:
0— QIN = P oQ'M— QYM/N) — 0,

ahol P’ projektiv. M projektiv dimenzi6jabol lathato, hogy Q¢M projektiv, igy
E = P' ® QM is projektiv. Legyen Q4(M/N) projektiv fedsje P(Q4(M/N)).
Ekkor P(Q4(M/N)) direkt ésszeadanddja E-nek, azaz E = P” @ P(Q4(M/N))
valamely P" projektivre. Ezek alapjan, mivel P” benne van az E — Q4(M/N)

magjaban, tovabba
0— QQYM/N)) — P(QYM/N)) — QYM/N) =0
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egzakt, ezért
QIN = P" 3 Q(QYM/N)) = P @ Q¥ (M/N),
igy del N < d.
A duélis &llitas hasonloéan lathato be:

4.1.12. Allitas. Legyen M végesen generalt modulus, tovabba M/N a faktora
valamely N < M részmodulusra. Ekkor des (M/N) <id M.

4.1.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy minden S egyszerti modulus része egy Mg végesen
generalt modulusnak, melyre pd Mg < co. Legyen d = maxg pd Mg. Ekkor

i.Fin.dim A < del A < d < p.fin.dim A.

Bizonyitds. Az els6 egyenlGtlenség a tétel allitasa. A [4.1.11] allitas szerint
del S < pd Mg, igy

del A = mémxdelS < mgxdes =d.

A finitisztikus dimenzi6 definicidja szerint pd Mg < p.fin.dim A, igy d = maxg pd Mg <
p.fin.dim A.

A tétel dualisa:

4.1.14. Tétel. Tegyiik fel, hogy minden S egyszert modulus faktora egy Ng

végesen generalt modulusnak, melyre id Ng < co. Legyen d’ = maxgid Ng. Ekkor
p.Fin.dim A < des A < d’ <ifin.dim A.
Az el6z6 két tétel kombinalasaval kapjuk az alabbi tételt:

4.1.15. Tétel. Tegyiik fel, hogy minden S egyszerti modulus része egy Mg végesen
generalt modulusnak, melyre pd Mg < oo, tovabba S faktora egy Ng végesen gene-

ralt modulusnak, melyre id Ng < oo. Legyen d = maxg pd Mg és d’ = maxgid Ng.

Ekkor
p.fin.dim A = i.fin.dim A = p.Fin.dim A = i.Fin.dimn A = del A = des A = d = d'.
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4.2. Finitisztikus dimezié és Nakayama-algebrak

Az alabbi alfejezetben bemutatom, hogyan lehet kiszamolni viszonylag egysze-
riien a Nakayama-algebrak finitisztikus dimenzi6jat, majd a modszer alkalmaza-
sara hozok sajat példakat. Az elméleti részt ebben az alfejezetben is Ringel [15]

cikke alapjan ismertetem.

4.2.1. Definicié. Az A Nakayama-algebréat linedrisnak mondjuk, ha létezik egy-
szerd projektiv A-modulus, kiilonben A-t ciklikusnak nevezziik. Erdemes megje-
gyezni, hogy Osszefiiged Nakayama-algebranél az elnevezés arra utal, hogy linearis

Nakayama-algebranak a Gabriel-grafja ut, ciklikusé pedig kor.

4.2.2. Definici6. Legyen A Nakayama-algebra, tovabba M olyan direkt felbont-
hatatlan A-modulus, amelynek véges a projektiv dimenzidja. Azt modjuk, hogy

M pdros, ha pd M paros, illetve azt mondjuk, hogy M pdratlan, ha pd M paratlan.

4.2.3. Definici6. Jelolje DTr és Tr D a szokésos Auslander—Reiten-eltolasokat
mod-A-ban. Ha M direkt felbonthatatlan és nem projektiv, akkor 7M = DTr M
az M eltoltja. Ha M direkt felbonthatatlan és nem injektiv, akkor 7= M = Tr DM
az M inverz eltoltja. Tetsz6leges M modulusra jelolje IM az M injektiv burkéat,
tovabba PM az M projektiv fedgjét. Definialjuk a 1, illetve a ~ leképezéseket
az aldbbi modon: Legyen S egyszerti modulus. Amennyiben top IS nem injektiv,

legyen ¢S = 7 top I.S. Amennyiben soc PS nem projektiv, legyen vS = 7soc PS.

4.2.4. Definicio. Legyen A ciklikus Nakayama-algebra. m hosszi -itnak ne-
vezzik egyszerti modulusok egy (Si,...,S,,) sorozatat, ha S;1 1 = 1S; minden
1 <i<m-—1l-re. Sy av-ut kisnduldsi, mig S,, a végpontja. Azt mondjuk, hogy S
a -megeldzdje T-nek, ha S = T. Hasonld fogalmakat definialhatunk ~ segitsé-
gével: m hosszi y-itnak nevezziik egyszerd modulusok egy (51, . .., S,,) sorozatat,
ha S;11 = vS; minden 1 <7 < m — 1-re. Sy a y-ut kitnduldsi, mig S,, a végpontja.

Azt mondjuk, hogy S a v-megeldzdje T-nek, ha vS =T.
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4.2.5. Definici6. Legyen A ciklikus Nakayama-algebra, S pedig egyszerd modu-
lus. Legyen a(S) az S-ben végz6ds -utak hosszainak a szuprémuma, tovabba

a'(S) az S-ben végz6ds y-utak hosszainak a szuprémuma.

4.2.6. Definicio. Legyen A ciklikus Nakayama-algebra, S pedig egyszerd mo-
dulus. Azt mondjuk, hogy S -ciklikus, ha a(S) = oco. Ezzel ekvivalens, hogy
létezik e pozitiv egész, amelyre ¢S = S. Ehhez hasonldéan azt mondjuk, hogy S
v-ciklikus, ha o' (S) = oo. Ezzel ekvivalens, hogy létezik e pozitiv egész, amelyre

veS = S.

4.2.7. Definicio. Legyen A ciklikus Nakayama-algebra. Definidljuk a(A)-t azon
a(S) értékek maximumakeént, ahol S egyszertd és nem v-ciklikus. Megmutathato,
hogy a(A) megegyezik azon a'(S) értékek maximumaval, ahol S egyszeri és nem

~-ciklikus.

4.2.8. Megjegyzés. Megmutathato, hogy a(A) = 0 esetén A Oninjektiv, azaz Ax

injektiv.

A kovetkezSkben bizonyitas nélkiil kimondok néhany allitast, amelyek megta-

lalhatok Madsen [12] cikkében.

4.2.9. Allitas. (Madsen, lasd [12].) Legyen A Nakayama-algebra, A és B pedig
direkt felbonthatatlan modulusok.

1. Ha A része B-nek, akkor Q2B faktora (QA-nak.
2. Ha A faktora B-nek, akkor QB része Q2A-nak.

4.2.10. Allitas. (Madsen, lasd [12].) Legyen A Nakayama-algebra, M pedig
direkt felbonthatatlan modulus.

1. Ha N része M egy faktoranak, és M péaratlan, akkor N is paratlan, és pd N <
pd M.
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2. Ha N része M egy faktoranak, és N paros, akkor M is paros, és pd M <
pd N.

4.2.11. Kovetkezmény. Legyen N C M, N, M direkt felbonthatatlanok. Ha M
paratlan, akkor pd N < pd M, ha M péros, akkor pd IN < pd M.

Bizonyitds. Az 1. allitas a[1.2.10] 1. allitdsanak a speciélis esete. A 2. &llitashoz
vegyiik észre, hogy M C IM = IN, majd hasznéljuk a 2. allitasat. Ezek
szerint pd IN < pd M.

4.2.12. Allitas. (Madsen, lasd [12].) Legyen A Nakayama-algebra, S,S’ pedig
egyszeri modulusok. ¢S’ = S pontosan akkor teljesiil, ha S” kompoziciofaktora

02S-nek.

4.2.13. Tétel. Legyen A Nakayama-algebra, M pedig direkt felbonthatatlan mo-

dulus. M pontosan akkor péaratlan, ha minden kompoziciéfaktora paratlan; ekkor
pd M = max pd S,
ahol S végigfut M kompoziciéfaktorain.

Bizonyitds. Legyen M direkt felbonthatatlan. El&szor tegyiik fel, hogy M parat-
lan. Ekkor a[4.2.10]1. allitasa szerint M tetszleges S kompoziciofaktora paratlan,
tovabba pd S < pd M. Legalabb az egyik S kompozicidfaktorra pd .S = pd M,
mivel a legfeljebb pd M projektiv dimenzi6ji modulusok osztalya bévitésre zart.
Ezutan tegyiik fel, hogy M tetszéleges S kompoziciofaktora paratlan. Madsen [12]

cikkének az egyik allitasanak a kévetkezménye, hogy
pd M = max pd S,
ahol S végigfut M kompozicidfaktorain.

4.2.14. Kovetkezmény. Legyen A Nakayama-algebra. Ekkor tetszéleges parat-

lan 1 <7 < p.fin.dim A-ra létezik S egyszerti modulus, amelyre pd .S = i.
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Bizonyitds. Létezik M (végesen generalt) modulus, amelyre pd M = d = p.fin.dim A,
igy tetszdleges 0 < i < d-re létezik M; direkt felbonthatatlan modulus, amelyre
pd M; = i, példaul Q4—IM egy direkt felbonthatatlan direkt dsszeadandodja. Le-
gyen ¢ ezenfeliil paratlan. Ekkor az el6z6 tétel szerint M;-nek van S kompozicio-

faktora, amelyre pd S = 1.

A kovetkezd tétel a allitas, illetve al4.2.13|tétel felhasznéalasaval bizonyit-
hato. A bizonyitas A Auslander—Reiten-grafjat, illetve az alfejezet elején definiélt

fogalmakat (példaul y-utakat) hasznélja; ennek az ismertetésétdl eltekintek.
4.2.15. Tétel. Legyen A ciklikus Nakayama-algebra, S pedig egyszerd modulus.

1. a(S) pontosan akkor véges, ha pd S paratlan; ekkor pd S = 2a(S) — 1. Ha
a(S) végtelen, akkor pd IS paros, és pd IS < 2a(A).

2. d/(9) pontosan akkor véges, ha id S paratlan; ekkor id S = 24’(S) — 1. Ha
a'(S) végtelen, akkor id PS paros, és id PS < 2a(A).

4.2.16. Tétel. Legyen A Nakayama-algebra, S pedig egyszerti modulus. Ekkor S
paratlan, vagy IS paros, tehat S és IS koziil legaldbb az egyiknek véges a projektiv

dimenzidja.

Bizonyitds. Feltehets, hogy A grafja osszefiiggs. Tegyiik fel, hogy S nem pératlan,
ekkor pd S paros vagy végtelen. Ha pd .S paros, akkor a 2. allitasa alapjan
pd IS paros, azaz IS paros. Ha pd S végtelen, akkor A ciklikus, igy a [4.2.15] tétel
1. allitasa alapjan a(S) végtelen, tovabbéa pd IS paros.

A tétel dualisa:

4.2.17. Tétel. Legyen A Nakayama-algebra, S pedig egyszeri modulus. Ekkor
id S paratlan, vagy id P.S paros, tehat S és PS kozil legaldbb az egyiknek véges

az injektiv dimenzidja.
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4.2.18. Tétel. Legyen A Nakayama-algebra. Ekkor minden S egyszert modulus
része egy Mg direkt felbonthatatlan modulusnak, melyre pd Mg < oo, tovabba S
faktora egy Ng direkt felbonthatatlan modulusnak, melyre id Ng < oo.

Bizonyitds. Legyen S egyszert. A [4.2.16] tétel szerint pd .S vagy pd IS véges, igy
S része egy Mg direkt felbonthatatlan modulusnak, melyre pd Mg < oo. Ha-
sonldan a tétel miatt id S vagy id PS véges, igy S faktora egy Ng direkt

felbonthatatlan modulusnak, melyre id Ng < oo.

4.2.19. Tétel. Legyen A Nakayama-algebra, S pedig egyszert modulus. Legyen
Mg = S, ha pdS < oo, kiilonben pedig legyen Mg = IS. Legyen Ng = S, ha
id S < oo, kiilonben pedig legyen Ng = PS. Legyen d = maxgpd Mg, illetve
d’ = maxgid Ng. Ekkor

p.fin.dim A = ifin.dim A = p.Fin.dim A = i.FindimA = del A =des A =d = d'.

Bizonyitds. A illetve a alapjan lathato, hogy Mg-nek véges a pro-

jektiv dimenzidja, illetve Ng-nek véges az injektiv dimenzi6ja minden S egyszerd

modulusra. Ekkor alkalmazhato a [1.1.15] tétel, ezzel belattuk a tétel allitasat.

4.2.20. Definicié. (Gélinas) Legyen A Nakayama-algebra, M pedig direkt fel-
bonthatatlan modulus. Ekkor M bedgyazdsi dimenzidjat az alabbi moédon defini-
aljuk:

e(M) =min{pd N : N € mod-A, M C N}.

4.2.21. Allitas. Legyen A Nakayama-algebra, M pedig direkt felbonthatatlan
modulus. Ekkor
e(M) = min{pd M,pd IM},

tovabba

del M < e(M).

41



Ha S egyszert, akkor

is teljestl.

Bizonyitds. Legyen N olyan végesen generalt modulus, amelyre M C N, tovabba
pd N minimalis. soc M egyszertd, igy feltehets, hogy N direkt felbonthatatlan,
mivel N = @ N; esetén (NV; direkt felbonthatatlan minden i-re) M része valamely
Ni-nek, és pd N; < pd N. Ha pd N végtelen, akkor pd N minimalitdsa miatt
tetszleges M C N'-re pd N’ = oo, tehat pd M = pdIM = oo, igy e(M) =
min{pd M,pd IM}. Ha N péaratlan, akkor a 1. allitdsa alapjan M C N
miatt pd M < pd N, igy pd N minimalitdsa miatt pd M = pd N, azaz e(M) =
min{pd M,pd IM}. Ha N péros, akkor a[4.2.10]2. allitdsa alapjan N C IN = IM
miatt pd IM < pd N, igy pd N minimalitasa miatt pd IM = pd N, azaz e(M) =
min{pd M,pd IM}.

A allitas miatt del M < e(M).

Legyen S egyszeri. Ekkor a tétel alapjan pd S vagy pd IS véges, tehat

e(S) véges.

4.2.22. Megjegyzés. pd N = oo valoban lehetséges. Tekintsiik az alabbi Nakayama-

algebréat:
I 9
Ay = % D 1.
32
Ekkor
;1
2
Vegyiik az

modulust. IM = %, és pdM = pdIM = oo, igy e(M) = oo, azaz tetszileges
M C N-re pd N = oo.
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4.2.23. Tétel. Legyen A Nakayama-algebra. Ekkor
p.fin.dim A = max min{pd S, pd I 5},
ahol S végigfut az egyszerti A-modulusokon.
Bizonyitds. del S < e(S) minden S egyszeriire, igy
pfin.dim A = del A = max del S < max e(9).
A tétel alapjan pd S vagy pd I.S véges, tehat
max e(S) < p.fin.dim A.

Ezek szerint
p.fin.dim A = max e(S),
igy a[4.2.21] allitas alapjan belattuk a tételt.

Ezzel a tétellel kaptunk egy egyszert formulat a Nakayama-algebrak finitisz-
tikus dimenziojara. Ha egy Nakayama-algebra globélis dimenzidja véges, akkor
az megegyezik a finitisztikus dimenziojaval, igy a végtelen globalis dimenzi6ju
Nakayama-algebrak izgalmasabbak. Az alabbiakban sajat példakat hozok erre az
esetre. Mutatok minden n természetes szamra olyan Nakayama-algebrat, amely-

nek végtelen a globalis dimenzidja és n a finitisztikus dimenzibja.
4.2.24. Példa. n = O-ra j6 példa az alabbi jol ismert Nakayama-algebra:
Ar=1a1.
r.gl.dim A = oo, mivel pd 1 = oc.
(DA)a~ 5 &1,

igy 1, illetve 2 injektiv is. I(1) = 2, tovabba I(2) = 1, igy pdI(1) = pd I(2) = 0,
tehéat p.fin.dim A = 0.
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4.2.25. Példa. Legyen n = 2k — 1 alaki, ahol £ > 1. Tekintsiik az aldbbi

Nakayama-algebrat:

3k—2 3k—1

Ay=2103@1@...0 %1 5 @ 3.
4 5 3k 1

W

r.gl.dim A = oo, mivel pd1 = cc.

N3k71 1 1 2 3 Sk:2
(DA) s ~ B ©,0203D10... D 1.

Lathato, hogy az 1, illetve a 3,4, ..., 3k — 1, 3k egyszert modulusok injektiv burka
projektiv is, igy a finitiszikus dimenzi6 meghatarozasahoz elegendd a 2 egyszeri
modulust, illetve az I(2) = 1 modulust vizsgalni. pd 2 = 2k—1, valamint pd 1(2) =
00, igy p.fin.dim A = 2k — 1.

4.2.26. Példa. Legyen n = 2k alaku, ahol k > 1. Tekintsiik az alabbi Nakayama-

algebréat:

3k—2  3k—1 _ 3k

Ay = DID... @ % 1D 5w ® 3.
5 k 1 2

W

2]

=N

3

r.gl.dim A = oo, mivel pd 1 = oc.

(DA)a ~ "5

3k SF 2 3 3k—2
1D, D3D4D...D 3k-1.

2 727175 3k
Lathato, hogy az 1, illetve a 3,4, ...,3k — 1, 3k egyszeri modulusok injektiv burka
projektiv is, igy a finitiszikus dimenzié meghatérozasahoz elegendd a 2 egyszert
modulust, illetve az I(2) = S%k modulust vizsgalni. pd2 = oo, valamint pd I(2) =

2k, igy p.fin.dim A = 2k.
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