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1. Bevezetés

A véges csoportok elemrendjeinek Osszegét és szorzatat mar tobben vizsgaltak, ezen eredmé-
nyekre tdmaszkodik jelen irds is, azokat részben bemutatva, részben tovédbbi vizsgdlatoknak

vetve ala.

Azelsé fejezetben elsGként a W fliggvény definicidja és az azzal kapcsolatos legalapvetSbb korab-
bi eredmények szerepelnek, melyekre a dolgozat egészében sziikség lesz. Ezutdn a primnégyzet-

indexd ciklikus részcsoporttal rendelkezd primhatvany rendd csoportok elemrendosszegét ha-
¥(Cn)
ne(n)
becslést, majd korabbi hasonl6 fiiggvényekhez hasonléan bizonyos tulajdonsdggal nem rendel-

sonlitjuk 6ssze a ciklikus csoportéval. Ezt kovetGen el§szor a fliggvényre adunk felsd
kez§ csoportokra (mint ciklikus, Abel, nilpotens) javitott felsG becslést. Végiil a W fiiggvény egy
altaldnositdsat tekintjiik, és egy kordbbi tétellel kapcsolatos sejtés cafolataként ismertetiink egy

ellenpéldat.

A maésodik fejezetben az elsGben emlitett % fliggvényt egy aritmetikai kozépnek tekintve
vessziik a hozza tartozo egyéb nevezetes kozepeket. Els6ként a harmonikus kdzépre adunk felsd
becslést, majd a négyzetes koz€prdl latjuk be, hogy feliilrdl nem korlatozhatd, végiil a mértani

kozepet becsiiljiik feliilrdl.

A harmadik fejezetben véges csoportokban vizsgaljuk az elemrendek szérdsat. Ezzel kapcsolat-
ban a szakirodalomban nem szerepeltek ismert eredmények. El§szor primhatvany rendd Abel
csoportok esetén latjuk be, hogy legnagyobb szdérdsa a ciklikus csoport elemrendjeinek van,
els6ként 3-ndl nagyobb primekre, majd a becslést élesitve kiterjesztve p = 3-ra, végiil a p = 2
esetet kiilon vizsgélva. Ezt kdvetGen az éllitdst kiterjesztjiik az 0sszes Abel csoportra, késGbb a

p-csoportokra, legvégiil pedig a nilpotens csoportokra.

A negyedik fejezet célja egy, a véges csoportok elemrendjeinek dtlagdval kapcsolatos mér ismert
tétel €s annak bizonyitdsdnak ismertetése. Itt els6ként az adott rendd elemek darabszdmaéra
adunk kiilonbozd becsléseket, majd ismertetiink néhdny, a késGbbiekben hasznalandé allitast
a csoportok elemrend-atlagdval kapcsolatban. Ezek utdn a fejezet f6 tételének bizonyitdsdhoz
latunk hozza a bizonyitds rovid vézlatidnak €s néhany kordbbi eredmény ismertetése utdn. A
bizonyitds két legfontosabb lemmadjat egy-egy djabb alfejezetben targyaljuk, majd, haszndlva a
véges egyszerl csoportok klasszifikaciojat, ellendrizziik a tétel allitasat egyszerd csoportokra,

végiil altalanosan is belatjuk a tételt.



2. Az elemrendek osszege véges csoportokban

2.1. A VY fiiggvény

Az aldbbiakban azon legalapvetébb eredmények ismertetése taldlhatd, melyeken a késSbbiek

alapulni fognak.

Jelolje C, az n elemd ciklikus csoportot, W(G) = X,cc 0(g) a G csoport elemrendjeinek

Osszegét, n a G véges csoport rendjét.

Nem nehéz belatni, hogy ¥(G) < ¥(C,), amennyiben nem izomorf vele, de ennél tébbet igazolt

Herzog, Longobardi és Maj [1]-ben.

2.1. Tétel. [1, Theorem 1.] Ha G nem ciklikus, n rendii csoport, akkor ¥(G) < %‘P(Cn).

Az allitas éles, ugyanis pératlan k-ra n = 4k esetén W(Cox X C3) = %‘I‘(Cn) [1, Proposition 2]

alapjan.
Egyes esetekben ugyanakkor lehet még javitani a becslést.

2.2. Tétel. [1, Theorem 3] Ha G nem ciklikus, n rendii csoport, q az n legkisebb primosztija,
akkor ¥(G) < -L-¥(C,).
q

27

Lathato, hogy pératlan rendid csoportokndl ez tobbet mond, mint az el§zé tétel, ugyanis ekkor
¥Y(G) < %‘I’(Cn) biztosan teljesiil [1, Corollary 4], paros rendiekre viszont nem allit semmi

Ujat.

Hasznos tudni az aldbbi, egyszerd szamolds utdn ad6do képletet.

2r+l+1

2.3. Tétel. Ha n = p’, azaz primhatvény, akkor ¥(C,) = ppT'

Az Euler-féle ¢-fiiggvénnyel valé kapcsolatardl a kovetkezat allithatjuk.

2.4. Tétel. [1, Theorem 11] Legyen q az n legkisebb primosztoja. Ekkor ¥(G) > ggo(n).

2 2

Tovabba H. Amiri, S.M. Jafarian Amiri, [.M. Isaacs [2] cikke alapjin igaz a kovetkez§ allit4s is.

2.5. Tétel. [2, Corollary B] Ha p primre P € Syl,(G), ahol P ciklikus normdlosztéja G-nek,
akkor ¥(G) < Y(P)Y(G/P), egyenldség pedig pontosan akkor dll fenn, ha P benne van a G

centrumaban.

2.6. Kovetkezmény. Ha n =[], p'? az n kanonikus alakja, akkor ¥ (Cy,) =[], ¥(Cprr).



2.2. Az elemrendek osszegének felsé becslése

¥(C)
ne(n)
nel relativ prim elemek mind n-edrendiek, tovabba o(1) = 1 miatt szigord az egyenlGtlenség.

Konnyen l4thatd, hogy a kifejezés n > 1 esetén mindig nagyobb, mint 1, hiszen az n-

Felvetddik a kérdés, hogy lehet-e felsd korlatot mondani.

. ) 9 1666
ne(n)

Bizonyitas. Legyen n = [],, p'? az n kanonikus alakja. Rovid szdmoldssal adédik az alabbi

becslés.

. 2rp+1 ptl
T(Cn):l—l T(Cplr) _ 127 r -I;l l—[p +1 l—[(1+i+1)Seanl,§p
no(n) L pre(pr) L M (p2=Dprest T b pt-p DO pPep

Ekkora )}, prim 7 £ klfejezest lehet tovabb vizsgdlni.

p+1_
Zp—p Zp—1+zp—p

p prim p prim p prim

Tudjuk a mértani sor 6sszegképletébdl, hogy teljesiil az kovetkezd.

Jelolje P(s) = X prim p a prim zeta-fiiggvényt, ez minden s > 1-re konvergens. Ennek hasz-

nalataval adodik az alabbi.

> 21 D= PQ)+PA)+P(O) +...
p prim B

Hasonldan

igy

Z 31_p =PB)+PG5)+P(T) +...

p prim



Ebbdl kovetkezik, hogy

> PHL  p2)+ P(3)+ P(4) + P(5) + P(6) + P(T) + ... ~ 0.773156669

=
p prim p p
Igy
+1 +1
Yo  Zon iy o o o, 1665047
ne(n)

O

Ugyanakkor ennél tobb is igaz, ez lathaté az aldbbiakban.

A lIJ(Cn)
2.8. Tétel. () < 1,9436
Bizonyitds. Az iménti szamolds elejét is felhasznédlva adddik az aladbbi.
3 6 1-L
\P(Cn)< p+1_ p—l B o B
ne(n) = ] P-r [ (PP -D(P*=Dp ] (1-Ha-L)
p prim p prim p prim p3 p?
_ -
(1= T - 5
A mértani sor 0sszegképletébdl adodik az aldbbi szamitas.
1 ( 11 ) !
= l+—+—+...|= ) —={(k)
1 k 2k k
Tehat az eredeti kifejezés az alabbi alakra hozhato.
1
Y(C [1(1--%) 3)¢(2
(Cn) < 1 P — = £B3)¢Q) =y = 1,94359643682076
ng(n) = [I(1--9) 11 -) 0

O

A becsiilt értékek Wolframalfdval valé kalkuldciékbol adédtak.

Lathato, hogy ez az eredmény tovdbb mar nem javithaté, mertaz n; = py - py - .. .- p; sorozattal,

nj

VI 4 . . . o 2oz
ahol p; az i. prim, ( pont ezen szdmhoz konvergél, ni29-re mar 1,943577 ... a tort értéke.

n;p(n;)



Osszevetve az eredményt a 2.1 és 2.2. Tételekkel adédik, hogy nem ciklikus, paratlan elemrendd

csoport esetén W¥(G) < ne(n), paros elemrendd csoport esetén pedig W(G) < 1,24n¢(n).

Als6 becslést tekintve a n = 2% esetbd] lathaté, hogy W(C5) = 2n — 1, ennél jobbat nem
lehet mondani, mert egy elem rendje 1, az Gsszes tobbi elem rendje pedig legaldbb 2, tehat
Y(G) >2n-1.



2.3. Az elemrendek 0sszegének also becslése

Legyen ¥ (G) = Té(fz) Konnyen lathaté, hogy 0 < W (G) < 1. Ennek bizonyos tulajdonséagait
Marius Tarnduceanu [4] cikkében vizsgélta, amelyben felsd korlatot adott bizonyos tulajdonsa-

gokkal nem rendelkezd csoportokon vett értékére.

2.9. Tétel. [4, Theorem 1.1] Legyen G véges csoport, ekkor teljesiilnek a kovetkezd allitdasok:

Ha¥,(G) > & =¥,(C3) = 0,4375, akkor G ciklikus.

Ha ¥ (G) > é—l =W (Qs) ~ 0,4218, akkor G Abel.

Ha ¥, (G) > % =W¥(S3) = 0,3611, akkor G nilpotens.

Ha ¥, (G) > % =W (Ay) = 0,2153, akkor G szuperfeloldhato.

Ha¥\(G) > 445 = ¥1(As) ~ 0,0586, akkor G feloldhato.

AY(G)ésaA(G) = % kozti 1atszélagos hasonlésdg miatt felvetddik annak a lehet&sége,
hogy hasonlé tételt probaljunk A(G)-re kimondani. Szamitogépes kalkuldcidk alapjan azonban
sejthetd, hogy ez esetben nem lesz olyan fels§ hatdr, amit egy adott csoport (a fenti tétel
analogonjaként) fel is vesz, ugyanakkor konnyen ldthat6, hogy adhaté korlat, amit nem 1ép at

nem-ciklikus csoport. A szdmoldsokhoz sziikség lesz az alabbi tételekre.

Tudjuk, hogy adott n-re W(G) akkor maximalis, ha G ciklikus. Felvetiil a kérdés, hogy a
masodik legnagyobb értéket mikor veszi fel a ¥ fliggvény, ezt vizsgélta Marcel Herzog, Patrizia
Longobardi és Mercede Maj [5] és [6] cikkeikben.

Altal4nosan az alabbi tétel mondhat ki:
2.10. Tétel. /5, Theorem 4] Ha G # C,, q az n legkisebb primosztoja, akkor

(2= Dg+1)(g+1)

Y(G) <
G) po

Y(Cn)
és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha G = Cg x Cy aholn = ¢*k, (¢, k) = 1.

A g = 2 esetre a kordbban l4tott 17—1 értéket adja a tort. Ha a csoport rendje oszthat6 4-gyel, de

8-cal nem, akkor van olyan csoport, ami felveszi ezt az értéket.

Ha a csoport rendje paros, de nem oszthat6 4-gyel, akkor igaz a kovetkezd allités.

10



2.11. Tétel. [6] Ha n = 2m, ahol m = []_, p{" pdratlan, G % C,, | = min{p;"}, akkor

‘P(G)s(l 21

37 m—(c,)) G

és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha G = Doy X Cy.

2.1 ol

Mivel a tétetelbeli % 3W(c) A maximumadt / = 3-ra veszi fel, igy a kovetkez§ tétel az elGbbinek

specidlis esete, ahol n oszthaté 3-mal, de 9-cel nem.

2.12. Tétel. Ha n = 2m, ahol m paratlan, G ¢ C,, akkor ¥(G) < % -W(C,), és egyenldség
pontosan akkor dll fenn, ha G = S3 X Cy, ahol (k,6) = 1.

Ezek segitségével mar bebizonyithat6 a kovetkezd 4llitas.

2.13. Tétel. Ha A(G) > 1,2032, akkor G ciklikus.

Bizonyitdas. Mint azt az el§z6 fejezetben lattuk teljesiil az aldbbi:

Y(C,m 2rp,+1
Z‘(’f”)) :n%: ( f—pl) +2r1—1 Snﬁ lea
o rin b P pln
Ha n oszthat6 4-gyel, akkor igaz az alabbi:
W(Cy) _ 22+ 1 2rptl 4 ] 11 341 U 11
n((’:)):3-22r2_1. l_[ (5_1) 2r1,—1S§' p3_ <%.7:E.fy
¥ plnp>2 \P 14 o2 P2mP 3

Ha n pératlan, akkor teljesiil a kdvetkezd becslés:

¥(C rptl 4 1 1 2
M: rl pr+ < rl p <--y==-y=1,%

ne(n) pln.p>2 (p? = Dp*r=t =

Most tekintsiik, hogy az egyes esetekben mekkora lehet adott n-re a mésodik legnagyobb
elemrend-0sszegi csoportra a ¥(G) értéke. Mivel adott n-re n- ¢(n) allandd, igy az A(G) értéke
is ezekben az esetekben lesz masodik legnagyobb. Legyen a tovabbiakban G nem ciklikus n

rendd csoport.

Ha n pératlan, akkor ugyan nem tudjuk, hogy pontosan mekkora a mésodik érték, viszont tudunk

rd felsd becslést adni, igy adédik az aldbbi:

¥(G) T W) _T 2 14

np(n) — 11 ne(n) <H‘§'y 33

11

-y ~ 0, 8246




Ha n péros, de nem oszthat6 4-gyel, akkor teljesiil a kovetkezd:

¥(G) _ 13 ¥(C)
ng(n) = 21 ng(n)

13
=2~ 1,2032
<217

Konnyen meggondolhatd, hogy a fenti esetben az egyenlStlenség éles, ugyanis van olyan sorozata
a csoportoknak, amelyre az A(G) értéke az adott fels§ korlathoz konvergal, nevezetesen G =

S3 X Cy, ahol k = %, és n az els6 [ darab primszdm szorzata.

Ha n oszthat6 4-gyel, akkor ismét tudunk egy felsd becslést adni:

¥(G) 71 WG _ T 1 7
11

— = ~ 1,1338
ne(n) ~ neo(n) < TREVIAETE

A fenti harom eset lefedi az Osszes lehetGséget, igy megdllapithato, hogy A(G) > 57 -y esetében

G bizonyosan ciklikus. O

A bizonyitdsbdl 14thatd, hogy mivel S3 nem Abel és nem is nilpotens, ezért ezekre az esetekre

is ugyanez a korlat mondhaté.

A szuperfeloldhato és feloldhat6 esetekre a szdmitégépes szamitdsok alapjan hasonlé médon ad-
hat6 korldt, varhat6an egy olyan csoport-sorozatra, amely rendje az els [ primszam szorzatanak

kétszerese.

Megjegyzendd, hogy egy hasonld tétel az elemrendek szorzatarol [7] alapjén bizonyitdst nyert.

Jelolje 0(G) = [1,eq 0(g) az elemrendek szorzatit, [(G) = Q(G)n .

2.14. Tétel. [7, Theorem 1.1, Theorem 1.2] Legyen G véges csoport, ekkor teljesiilnek a kovetkezd

allitasok:

Ha I(G) > [(C3) ~ 0,4204, akkor G ciklikus.

Hal(G) > Z =1(Qs) ~ 0,3856, akkor G Abel.

Hal(G) > % =1(S3) = 0,3399, akkor G nilpotens.

Hal(G) > 3T =1(A4) = 0,2061, akkor G szuperfeloldhato.

Ha l(G) > &5 = 1(As) ~ 0,0544, akkor G feloldhato.

Ezek a hatarok pontosan ugyanazok, melyek W, (G) esetén is szerepeltek, és a koriilbeliili értékiik

is hasonl6 (a szamtani-mértani egyenlStlenségnek megfelelden /(G) kisebb valamivel).

12



2.4. A ¥y fiiggvény

Jelolje G egy H részcsoportjara Wu(G) = 2,eq 0n(8)-t, ahol oy(g) az a legkisebb m szdm,
amire g" € H. Léthat6, hogy ez H = 1-re az elemrendek Osszegét adja. Ennek bizonyos

tulajdonsdgait vizsgalta Marius Tarnduceanu [8] cikkében, a {6 allitasa a kovetkezd.

2.15. Tétel. [8, Theorem 1.2.] Ha G egy n rendii nilpotens csoport, H < G, |H| = m, H,, az
C,, m-rendii részcsoportja, akkor Yu(G) < Wh,, (Cp).

Konnyen lathat6, hogy N <G, |N| = k esetén oy(g) = 0(gN) a G/ N csoportban, igy ¥y (G) =
IN|-¥(G/N) < k-¥(Cz) =¥, (Cn).

//////

2.16. Tétel. /8, Lemma 2.1. a)] Ha a G, . .., Gy csoportoknak paronként relativ prim rendiiek
k

és H; < Gy, akkor lPHlx...ka(Gl X...XGr) =11 THl(Gl)
i=1

2.17. Kovetkezmény. [8, Lemma 2.1. a)] Ha G véges nilpotens csoport, G; a G-nek p;-Sylow
k

részesoportjai, Hi < Gi és H=H; X ... X Hy < G, akkor Yi(G) = [[ Yu, (G)).
=1

1

2.18. Tétel. [8, Lemma 2.1. b)] Ha G véges csoport és H <K < G, akkor Yy(G) < |K :
H|-¥Yx(G) - |K| +|H|.

2.19. Kovetkezmény. [8, Lemma 2.1. b)] Ha G véges p-csoport, H < K < G, |H| = p™,
K| = p"*!, akkor ¥ (G) < p - ¥k (G) - p™ - (p = 1).

2.20. Tétel. /8, Lemma 2.2.)] Ha G rendje p", ahol p prim, H ennek p™ rendii részcsoportja,
akkor Yy (G) < W ,m (Cpn).

Mindezek alapjan a kdvetkez8képpen bizonyithatjuk a 2.15 tételt.

Bizonyitas. Ha az n pramtényezds felbontdsa p'lZ el -Zk, akkor a G csoport nilpotens volta
miatt egyenld a Sylowjainak direkt szorzatdval, azaz ha G; a G csoport p;-Sylowja, akkor
G =~ G1X...XGy.Ugyanez mondhaté el a G csoport H részcsoportjardl, azaz H ~ H; X. . . X Hy,
ahol H; < G, tovabbd |H;| = p!"'. Ekkor teljesiil az aldbbi.

k k
¥u(G) = [ |2 (G < | | We i (C) = ¥n(G) < ¥, (C)
i=1 i=1 '

Tehat a tétel allitdsa valoban teljesiil. O

13



Felmertil a kérdés, hogy az 2.15 tételben valoban sziikséges-e megkovetelni, hogy G nilpotens
legyen. A szerz§ sejtése szerint nem, €s minden véges csoportra igaz a tétel. Az aldbbiakban

lathatd, hogy ez nem igaz.

2.21. Tétel. Van olyan n rendii G csoport és annak m elemii H részcsoportja, melyekre Yy (G) >
\PHW, (Cn)

Bizonyitds. Legyen p = 2% — 1 alakd Mersenne-prim, K a 2* elem test, ekkor ennek multipli-
kativ csoportja ciklikus, méghozzd K* ~ C),. Tekintsiik a G = {ax+bla € K*,b € K}, a K-b6l
K-ba mend invertdlhat6 affin fliggvények csoportjit. Ennek normdlosztéja az eltoldsok alkotta
N = {x + b|b € K} csoport, részcsoportja a H = {ax|a € K*}, azaz az invertdlhato linearis

fliggvények csoportja, és G ~ N =< H.

Ekkor G Frobenius csoport, mert tranzitiv, nem reguldris és az egységelemen kiviil minden

permutacidnak legfeljebb egy fixpontja van, igy felithato6 G = {N\1}U | (H8\ 1)U 1 alakban,
geG

ahol ezek mind diszjunktak egymdastol.

Egy n € N\ 1 elem rendje o(n) = 2, igy oy(n) = 2, egy g ¢ N elem rendje o(g) = p, igy ha
g ¢ HU N, akkor oy (g) = p, tehét teljesiil a kovetkezs.

Yu(G)= > 1+ > on(m+ D ou(@=p-1+p-2+(p°=p)-p=p’—p*+3-p
heH neN\1 g¢HUN

Ugyanakkor az n = p - 2* rendi ciklikus csoport p rendd részcsoportjit tekintve a kovetkezd

teljesiil:

22+ 41 2-(p+1)?+1 2 5 4
lPC,,(Cn)ZP'lP(Czk)ZP'ﬁZP' 3 =§~p +§-p +p

p>6esetén p> —p>+3-p > % -pd+ ‘—3‘ - p? + p, azaz Yy (G) > Wc,(Cy) a3 kivételével az

Osszes Mersenne-primre. m]

14



3. Kozepek

Legyen G véges csoport, n > 1 acsoport rendje, ¥(G) a csoport elemrendjeinek 0sszege. Jelolje

a(g) az % hanyadost. Ekkor A(G) = Zs EGna(g) = :-l;gz)) az a(g) szamok szamtani kozepe, errdl
lattuk korabban, hogy ciklikus csoport esetén 1 €s y kozt van, ahol y = 1,9435 . . .. Tudjuk, hogy
harendre H(G), M(G),A(G), N(G) jelolik egy adott G csoportra az a(g) szimok harmonikus,
mértani, szamtani és négyzetes kozepét, akkor H(G) < M(G) < A(G) < N(G) (s6tn > 1

miatt €s mert pontosan egy elem rendje 1, ezért itt mindenhol szigori egyenlStlenség all).

3.1. Harmonikus kozép

Tekintsiik a harmonikus kozepet:

n n n 1

246G (g LgeG % () Yoo 5t

3.1. Tétel. G véges csoport esetén H(G) < %, és egyenldség pontosan G ~ C; esetén van.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy 1 < 5 < 2, és pontosan akkor 2, ha n = 2%, tehdt H(G) <
2 1

. —.
246G 5ig)

Ha p | n, ahol p prim, akkor

-1
21+p ,
o(g) P

2,

geG

mert ekkor van egy p rendd g elem, és a g altal kifeszitett p rendd részcsoport elemrendjeit véve
ez adddik. Ekkor

1 1 p 2
C ST, 2 p-1°3
deG o(g) I+ o p
és 2'5_—1 monoton fogy6 sorozat, ami a %—ot p =n = 2 esetén veszi fel.
A fentieket egybevetve latszik az aldbbi:
1 2 4
H(G) < . <2 3=x
(M) Fee 5
és egyenlGség pontosan n = 2 esetben teljesiil. m|
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Amennyiben az a(g)-k helyett az 0(g)-k harmonikus kdzepét vettiik volna, gy n = p-re

n_, P
deGﬁ 2-p-1 2-p-1

tehat ez barmilyen nagy lehet.

Végezetiil meghatdrozzuk a H(G) illetve az A(G) értékeket abban az esetben, amikor G prim-
hatvanyrendd ciklikus csoport.

p 1 P 4
H(C, ) = : = '
TPt ept el e, g p-1 k-(p-Dp
p P P
2k+1
B p +1
A(Cpk) - (pz _ 1) . ka—l

Vagyis az értékek p = 2 esetén a kovetkezSképpen alakulnak.

1 4 4
H(Cy) =2 - <=
(C2) T+k-1 k+2 73
22k+1 +1 1 22k+1 4

A(Czk) = = =

3.02%-1 ~ 3 20k-1 - 3
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3.2. Négyzetes kozép

Tekintsiik egy véges G csoport elemeinek négyzetes kozepét:

2
G) = a(g)? _ 2eeG 0(8)
VO =N 2T "\ g

3.2. Tétel. G véges csoport esetén N(G) barmilyen nagy lehet, nem adhato rd felsd korldt.

Bizonyitas. A négyzetes kozepet tekintve tudjuk, hogy A(G) < N(G), és a ciklikus csoportokra
n>lesetén 1 < A(C,) < N(Cp).

Subhrajyoti Saha [9] cikke alapjdn tudjuk, hogy az R;(G) = 2 ,c¢ 0(g)! jeloléssel, ahol [ € Z

k
-1
Rl(Cpk) =1+ p— . Zpr‘(”l)
p r=1
ahol p prim ([9, Lemma 5]), illetve 4ltaldban egy ciklikus csoportra

k
Ri(Cy) = | Ri(C,)
i=1

ahol n = ]—[l].‘:l p;i az n primtényezGs felbontdsa ([9, Lemma 6]). Ezt alkalmazva [ = 2 esetre

kapjuk, hogy

2 k 1+1172-(p~_1).1’3r"—1
N(C,) = Z a(g)? _ deG o(g) _ R>(Cp) _ l—l i ! pi-1
o \ 1 o(n)? n-pn)? 1 P (P = plih?

Ha n = p* primhatvany, akkor a kovetkez6t kapjuk.

3-k_1
N(Cp)? L+p* (-1 - P —pP+1
k = = -
P pk - (pk = pk1)? (p2+p+1)-pk-(pk—pkt)?
_ P22 . P B |
p3-k+2 _ p3-k+l _ p3-k—1 +p3~k—2 p3~k+2 _ p3~k+1 _ p3~k—l +p3~k—2

Rogzitett p-re ez a szam k novelésével egyre nagyobb lesz, igy 1-nél mindig nagyobb marad.
Tehat ha N(C,) fels6 becslésére vagyunk kivancsiak, akkor elég minden primre ahatarértéket

venni, ahogy noveljiik a kitevot.
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1
L(p) = limp—eN(Cpr)* = 1+ —
p

Lathato, hogy a primek novelésével az érték csokken. Az els6 néhdny primre az aldbbi értékeket

kapjuk.

L(2)=1,2247...,L(3) = 1,1547...,L(5) = 1,0954 ..., L(7) = 1,0690.. . .

Tekintstiik n; = p; - p2 - ... - p; esetét, ahol p; az i. prim.

I 1 1
L(n) = limy N (an) - (1 ; —) >3 =
i n pj Z pj

ugyanis egy kivételével a szorzat Osszes tagjabol az 1-et, egy tagjabdl pedig }%—t vesziink,
J
és ezeket O0sszeadjuk, akkor megkapjuk az els6 i prim reciprokosszegét, ami i novelésével a

végtelenbe tart, igy N(C,) barmilyen nagy lehet.

Megjegyzendd, hogy G ~ Cé‘ esetén teljesiil a kovetkezd:
1+4' (2k— 1) 2k+2 —k+2
N(G) = \/ ok o2k—2 \/23k—2 =2

Ez utébbi k novelésével 0-hoz tart, igy alsé korlat nem adhaté N(G)-re, és H(G) < M(G) <
A(G) < N(G) miatt a tobbi nevezetes kozépre sem.
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3.3. Mértani kozép

Jelolje 0(G) = [I4eq 0(g) az elemrendek szorzatét.

3.3. Tétel. G véges csoport esetén M(G) < 1,48, maximalis értékét G ~ Cg esetén veszi fel.

Bizonyitas. Elena Di Domenico, Carmine Monetta és Marialaura Noce k6z0s [10] cikke, Garinzi
és Patassini [11] cikke és Marius Tarnduceanu [12] cikke alapjan tudjuk, hogy adott n rendd
csoportra o(G) < o(Cp), és egyenlGség pontosan akkor van, ha G ~ C,,. Aztis tudjuk, hogy G =
AXB, (a,b) = 1 esetén, ahol a az A csoport rendje, b a B csoport rendje 0(G) = 0(A)? - o(B)*
([12, Proposition 1.1.]), tehat egy adott n = [ pl].“' esetén

=

: " Hen()* (Hecpkio@))"
R e

ki
gGCn gGCn ()O(pl )

- n M (Cp'-"')

L

Tekintsiik n = p¥-t. Ekkor

k_
0(Cp) = pP=1 - (PP - (phyr T = p (e ekt Rt

azaz

k_y

1 k—_P
(0(Cp))r* p Tk 1 p
GO e A

M(Cpk) =

. . .y k_ TOE L. . .
Rogzitett p esetén ez az érték akkor a legnagyobb, ha p,fT_lpk = +5- kicsi, azaz k = 1 esetén,
-1

mikor is M(Cp) = %. Megjegyzendd, hogy ha k tart a végtelenbe, akkor M (C ) €értéke tart

p%l—hez. Ha a legnagyobb M (C,) értéket akarjuk megkapni, akkor tudnunk kell, hogy M (C))
mikor nagyobb 1-nél, ami pontosan akkor teljesiil, ha p?~! > (p — 1)?, azaz p € {2, 3} esetén,
azaz M (Cg) = 1,4708 ... a maximuma M (C,)-nek.

Tehat a ciklikus csoportok koziil a C¢-ra a legnagyobb az M (G) értéke. Ha volna egy n-rendd
nem-ciklikus G csoport, amire M (G) > M(Cs), akkor M(C,)) > M(G) > M(Cg) allna fonn,

ami nem lehetséges, tehdt az Osszes csoport koziil az M (Cg) a legnagyobb.
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4. Elemrendek szorasa

e

Az el6z6ek felhaszndldsaval vizsgélhatjuk egy csoport elemrendjeinek szordsat. Legyen X egy

egyenletes eloszlds szerint véletlenszertien valasztott csoportelem rendje.

DZ (X) = Eg(X?) —EZ(X) =

Sgec 02(8) (dec o(g))2 _R(G) ¥(G)?
n B )

n n n

4.1. Primhatvany rendid Abel csoportok szorasa

Legyen G egy Abel csoport, |G| =n = p*, és G = Cpri X ... X Cpn, ahol a kitevSk koziil r = ry
szigordan a legnagyobb, azaz r; > r; minden i > 2-re, r; esetleg lehet 0, a tobbi r; > 0. Legyen
H = Cpa X ... X Cpa, ahol g1 = ry — 1, valamelyik i > 1-re g; = r; + 1 ugy, hogy g; < r, a
tobbi g; = r; igy H rendje is n. A cél annak belétdsa, hogy G elemrendjeinek szorasa nagyobb

H elemrendjeinek szordsanal:

R:(G) ¥(G)’
= -

R:(H) Y(H)?
n? no

2
DG(X) = n2

> D% (X) =

Ez ekvivalens a kovetkezGvel:

n-Ry(G)—¥(G)? >n-Ry(H) - Y(H)?

Illetve atrendezve:

n-Ry(G)—¥(G)? —n-Ry(H) +¥Y(H) >0

Jelolje a G csoportbeli p' rend(i elemek szdmit dbg (i). Mivel r szigortian nagyobb az dsszes
tobbi kitev6nél, C,--ben p” — p" "1 db p” rendd elem van, ezek mellé a tobbibdl barmit valasztva
G-ben is p” rendd elemet kapunk, mashogy pedig ilyet nem kaphatunk, ezért dbg(r) = p* —
pkl = pk. (1 - ll,) Ebbdl kovetkezik, hogy az Gsszes tobbi elemre Zf;ol dbg (i) = pk!, igy

kapjuk a kovetkezd becsléseket:

.
. 1 1
n-Rz(G):n-sz’-dbg(i) Zn-pzr-pk-(l—l—)) :p2k+2r-(1—l—7)
i=0

Mivel a nem p” rendd elemek maximalis rendje p"~!, adédik az alabbi:
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l) + pk+r—2

r } 1

i=0 p
Ezt négyzetre emelve kapjuk:
1\ 1
W(G)? < p2k+rr . (1 _ _) £ 0. pkear2 (1 _ _) 4 phe2r=d
p p

Igy a kovetkezd als6 becslést kapjuk n’Dg (X)-re:

2
n- Rz(G) _\P(G)Z Z p2k+2r . (1 _ l) _p2k+2r . (1 _ l) _ 2 'p2k+2r—2 . (1 _ l) _p2k+2r—4 —
p pP p

1 1 _ 1 _ _ _ _ _
_ p2k+2r_(]_) B ?)_2.p2k+2r 2,(1 _ ;)_p2k+2r 4o pRher=l 3 2ka2r=2 o 2kadr=3_ 2k 2r—4

Hasonl6an becsiilhetjiik a H csoportra vonatkozé adatokat, azzal a kiilonbséggel, hogy ott mér
nem biztos, hogy van szigortian legnagyobb kitevd, ezért p* — p*~1 < dby(r—1) < p¥—1 < pk.

Ennek felhaszndldsdval kapjuk a kovetkezd becslést:

r—=1
n-Ry(H)=n- ZPZi -dby(i) <n- p2r—2 . pk _ p2k+2r_2
i=0

Az elemrendOsszegre az alabbi adddik:

r—1
T(H) — Zpi X de(l) > pr—l 'pk . (1 _ l) — pk+r—1 X (1 _ l)

i=0

Ezt négyzetre emelve kapjuk:

2
\P(H)Z > p2k+2r—2 . (1 _ l)
Ekkor a kovetkezd fels§ becslést kapjuk nzD%I(X )-ra:

2
1
n- RZ(H) _ \P(H)Z < p2k+2r—2 _ p2k+2r—2 . (1 _ ;) =9. p2k+2r—3 _ p2k+2r—4
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Ezek alapjdn ratérhetiink a szordsnégyzetek Osszehasonlitdsara:

n*D%(X) - n*D(X) = n - Ry(G) = ¥(G)* —n- Ry(H) + W (H)* >

2k+2r—1 2k+2r-2 2k+2r=3 _  2k+2r—4

p _ . pRke2r3

Zp —3-p +2.p p2k+2r—4:

2k+2r—-1

=p _ 3. k2

_ 2 . p2k+2r—4 > 0

amennyiben p > 3 teljesiil. Ebbdl kovetkezik, hogy p* rendd Abel csoportok esetén (p > 3) a

legnagyobb szérdsa a ciklikus csoportnak van.
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4.2. A becslés élesitése

Az el6z6 fejezet alapjdn D (X) - D7, (X) > p*~*- (p* =3 p*—2), de ez utébbi p = 2,3 esetén

negativ (=6 - 22 4 illetve —2 - 3%"%), igy cél a becslés javitdsa.

Vegyiik észre, hogy n- R, (G) als6 becslésében csak a legnagyobb (p”) rendd elemeket szamoltuk,
am ha az egyes csoportelemek Cr-beli részét tekintjiik, akkor magédnak a csoportelemnek a

rendje legalabb a C)r-beli részének a C,r-beli rendje, azaz felirhaté az alabbi becslés:

4 . . ) 3r+3 _ 1 3r+2 _ 2
n-Ry(G) = n-Ry(Cpr)-p*™" > p2k—r_z (pzz ‘ (pz _pz—1)) _ p2k—r‘(p —- p 3 P\ _
i=0 P - p’ -1
_ ka—r . p3r+3 _ p3r+2 + p2 -1 . p2k—r . p3r+3 _ p3r+2
p’ -1 pi-1

Ha ezt 6sszehasonlitjuk a kordbbi (- Ry (G) > p*+?" — p?k+2r=1y becsléssel, akkor kiilonbséget

hozz4adhatjuk az eddigi becsléssel a szordsnégyzetek kiilonbségéhez:

n*D%(X) — n*D3(X) =n- Ry(G) —¥(G)? —n - Ry(H) + ¥ (H)* >

_ _ _ 1 _
(p2k+2r 3. p2ka2r=2 o k2 4) + ) (p2k+2r _ Rk 1)

>
pP-1

- 1
= k2 4_((p3_3_p2_2)+p3_1 -(p4—p3))

Ez utébbi, most hozzdadott érték p = 3 esetében 55— - (3% = 3%) = 5¢ - (81 -27) = 3¢ > 2,07,
vagyis ez tobb, mint az eredeti becslésbeli érték abszoldtértéke, azaz igy p = 3 esetben is

bizonyitast nyert, hogy a kiilonbség nagyobb mint nulla, azaz D¢ (X) > Dy (X).

Erdemes megjegyezni, hogy sem az el6z6, sem a mostani becslésben nem hasznaltuk fel azt
a tényt, hogy H szinte ugyan ugy néz ki, mint G, csupdn hogy a maximaélis elemrend eggyel
csokkent, illetve hogy a G csoport ciklikusokra val6 felbontdsdban csak egy legnagyobb rendd
csoport van. Igy kimondhatjuk az aldbbi tételt:

4.1. Tétel. Ha G és H azonos, p > 2 esetén p* rendii csoportok, G maximdlis elemrendje p’,
amely rendii elembdl pontosan p* — p™~' darab van, H maximdlis elemrendje p*~', akkor a
G csoport elemrendjeinek szordsa nagyobb, mint H elemrendjeinek szorasa, azaz Dg(X) >
Dy (X).
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4.3. A p =2 eset

Hétra van még azon eset vizsgélata, ahol a csoportok rendje 2-hatvany. Itt a kovetkezGképpen
fogunk eljarni: el6szor a G csoport szordsat hasonlitjuk 0ssze a H csoport szorasaval, ahol r
legalabb 2-vel nagyobb, mint az utidna kovetkez§ legnagyobb r;, H pedig két 1épésben kaphatd
meg G-bdl: mindkét 1épésben a maximdlis r-et csokkentjiik 1-gyel, és egy mésik r;-t ndveliink
(ekkor eredetileg akar két r; is lehet nulla), tehdt H maximalis elemrendje p"~2 lesz. Mdsodik

lépésben C« szorasat hasonlitjuk dssze C k-1 X C), szérasaval.

Az el6z06 fejezetbeli élesitést felhaszndlva és alkalmazva p = 2-re kapjuk az aldbbi becslést:

3r43 _ L 3r42 7_ .6
4 2k+2r—4 P TP _ 52k42r—4 6_4

pi-1 g p3i-1 7

n- RZ(G) > ka—r . p

Mivel tudjuk, hogy p"~! rendd elem is csak egyféleképpen adédhat, illetve 2/ — 2/=1 = 2/-1

felhaszndlasaval pontosithatjuk a W (G)-re adott becslést is:

W(G) <27 -2kl gl k=2 gr=2 pk=2 _gk+r=2 (5 TV e 1
- 274 4

Ezt négyzetre emelve kapjuk a kovetkez6t:

\P(G)Z < 22k+2r—4 . 11_261

Igy a szérasnégyzetre az alabbi becslést kapjuk:

177

n’DZ(X) = n- Ry(G) — P(G)* » 22k+2r—4. T

Az n - Ry(H) értékét az eddigiekhez hasonléan becsiilhetjiik, figyelembe véve a maximalis

elemrend csokkenését:

n- RZ(H) < pk . p2r—4 . pk — 22k+2r—4

A bizonyitdshoz ennyi elég is lenne, hiszen ez kivonva az el6bbi nzDé (X)-b6l még mindig
pozitiv lesz, és ehhez egy négyzetszdmot hozzdadva az 0sszeg is nagyobb lesz, mint nulla, de a

27

Y (H)-rais tudjuk még élesiteni hasonléan, mint ahogy az el6z6 fejezetben tettiik n - R, (G)-vel:

2r-3
—(r= - P +1 _ p 2
Y(H) > p* (r-2) W(Cpr2) = k2. ﬁ > pktr=2. vy — oktr=2 =
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Ezt négyzetre emelve kapjuk a kovetkezdt:

\P(H)Z > 22k+2r—4 . g

Tehit a fentieket Osszegezve és leosztve n’-tel a szérasnégyzetek kiilonbségére a kovetkezd

becslés adodik:

Ry(G) Y(G)’ Ra(H) N ¥ (H)* S
n

2 2 —
DG(X) _DH(X) - I/LZ n l’l2

177 4 1033
22r—4 2t ——1) = 22r—4 Rttt 22r—4 0
> TP R 1008 ~

Most tekintsik a G =~ Cpk, H ~ Cpk—l x C, esetet. Ekkor tudjuk becsiilni G szoérdsat, k = r

figyelembevételével a kordbbiakat alkalmazva:

3k+3 3k+2 3 2
p 4 p —-Dp
e T 2

|~

Y (G)-re a szokdsos képletet alkalmazhatjuk:

p2k+l +1 22k+1 1

Y(G) = = + =
G) p+1 3 3

Ezt négyzetre emelve kapjuk a kovetkez6t:

1
\_P(G)Z — § . (24k+2 + 22k+2 + 1)

Igy a szérdsnégyzetre az aldbbi becslést kapjuk, mely valéban pozitiv k > 2 esetén:

22 () = 5ot L gmen L8 o A

63 9 9 63 9 9

H elemrendjeit tekintve csak a p rendtiekbdl lehet tobb, mint amennyit C,«-1 ardnyosan megha-

tarozna.

3k _

pr=p*tepr-1 5 _ Lo, 30 5k

+ —
31 L

n-Ry(H) < n-(Ro(Cppt)+p-(p=1))-p = p**'-

Hasonl6an becsiilhetjiik az elemrendek 6sszegét:
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2k=1 41 +
W(H) > W(Cpor) - p=L—"2.p> L TP

p+1 p+1
Ezt négyzetre emelve kapjuk a kovetkezdt:
4k 2k+1 4 2
+2- + 1 1 1
‘P(H)2>p P 4 — otk D 2k42 L 1y
(p+1)? 9 9 9

Igy felirhatjuk nzD%{(X )-ra is az felsd becslést:

2 4 30 4
2 2 — 4k — — . 2k — . k — —
n“Dy(X) < 3 2 2% + 7 2 9

Ezek alapjdn ratérhetiink a szordsnégyzetek osszehasonlitdsara:
212 212 _ 2 2
n“Dg(X) —n"Dy(X) =n- Ry (G) —¥Y(G)  —n-Ry(H) +¥Y(H)" >

6 3 2 30
>@'24k_4'2k+§:i'24k_7' 3
Ez utébbi k£ > 1, 82 esetén mindig pozitiv, azaz az azonos, 2-hatvany rendid csoportok koziil a
ciklikus csoport szérdsa nagyobb C,k-1 X C; szO6rdsandl, illetve a legnagyobb rendd elem rend-
jét kett6vel csokkentve mindig kisebb szordsu csoportot kapunk, kovetkezésképpen a ciklikus
csoport szérdsa a legnagyobb az Abel csoportok korében. Az eldzd fejezetekkel Osszevetve
kimondhatjuk, hogy barmely primhatvany rendet tekintve az Abel csoportok koziil a ciklikus

csoport szordsa a legnagyobb.
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4.4. Abel csoportok szorasa

2 2

Subhrajyoti Saha mar kordbban is hivatkozott [9] cikkében szerepelt a kovetkez§ allitas (R;(G) =
Yeec 0(8)! jeldléssel, ahol [ € Z, I # 0):

4.2. Tétel. [9, Theorem 3]
R/(G x H) < R/(G) - R/(H)

ahol G, H véges csoportok, és egyenloség pontosan abban az esetben dll fenn, ha a két csoport

rendje relativ prim.

Ezt a tételt alkalmazzuk [ = 1, 2-re.

Legyen G tetszSleges n rendd véges Aben csoport, azaz felirhaté a kovetkez$ alakban: G =~
Gp, X ... X Gp,, ahol p; mind Kiilonboz6 primek, G, pedig p;-hatvany Abel csoport, azaz

alkalmazhatdk ré az el6z§ fejezetekben targyaltak.

Az [ =2 esetet alkalmazva az aldbbi becslést kapjuk:

n-Ry(G)=n-| [ Ra(Gp,)
i=0

Hasonloéan, [ = 1 alkalmazasaval adddik az alabbi:

¥(G) = [¥(G))
i=0

Ezt négyzetre emelve kapjuk:

2 r
¥(G)? = =] |¥@G,)?
=0

[1%G,
i=0

Ekkor felirhatjuk nzDé (X)-tis:

WDg(X) =n- Ry(G) = ¥(G) =n- | [ Ra(Gp) - | | ¥(G,)?
i=0 i=0

Most mar 0ssze tudjuk hasonlitani két azonosrendii Abel csoport szérdsnégyzeteinek kiilonbsé-

gét, mely 4dltal bebizonyithat6 a kovetkezd tétel.

4.3. Tétel. Ha G ciklikus csoport, H pedig vele azonos rendii nemciklikus Abel csoport, akkor

a G csoport elemrendjeinek szordsa nagyobb a H csoport elemrendjeinek szordsandl.
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Bizonyitas. Tekintsiik a G, Hj, csoportokbdl ad6dé adatokat a kovetkezGképpen: a pi-hez
tartoz6 csoportokra mindenképp igaz lesz az allitas (feltehetjiik, hogy H),, nem ciklikus), a to-
vabbiakban pedig indukciét alkalmazva egyesével vegyiik hozza a kovetkezd primekhez tartozé
adatokat, mig végiil eljutunk a teljes csoportokig. Legyen A ~ G, X...XG,, B =~ H, X...XH),,.
Az indukci6s feltevés miatt tudjuk, hogy teljesiil k - R2(A) — ¥(A)? — k - Ry(B) + ¥(B)? > 0,
ahol k = py -...- p;. Szeretnénk beldtni, hogy k - Ry(A) - pi*! - Ra(Gp,,,) =¥ (A)*-¥(Gp,, ) -
k-Ry(B) - pi*l - Ro(Hp,,) + ¥ (B)?* - W(H,, )* >0

1. Elsé 1épésként lassuk be, hogy teljesiil a kovetkez§ egyenlStlegség:

k-Ry(A)-pit-Ry(G o, ) -P(A)?¥(G ., ) ~k-Ra(B)-pi -Ry(H,p,, ) +¥ (B)> ¥ (H,,,,)? >

i+1 i+1

> k-Ro(A)-pisi -Ra(G p, )=V (A W(Gp,,, )’ ~k-Ra(A)-pi -Ra(H,

i+1 i+1

)+P(A)W(H),,, )

i+1

Ez ekvivalens az alabbival:

k-Ry(B)-p;y-Ro(H,

i+1

)=W(B)*¥(H,,,)* < k-Ry(A)-p3*'-Ry(H,

i+1

i+1 i+1)_lP(A)2.\P(HPi+l)2

Ezt atrendezve kapjuk:

(W(A)? = W(B)?) - P(Hp,,)? < (k- Ro(A) = k- Ra(B)) - pili + Ra(Hp.,)

Ez utébbi pedig igaz, ugyanis az indukcids feltevés miatt 0 < W(A)> — ¥(B)? < k -
Ry(A) — k - Ry(B), illetve 0 < ‘I‘(Hpm)z < p;*' - Ry(Hp,,,) minden esetben.

i+1

2. Misodik 1épésként lassuk be az aldbbi egyenlStlenséget:

k'RZ(A)'psm 'RZ(GPM )_T(A)z'\P(Gpm )z_k'RZ(A)'pSiH 'RZ(HPM )+\P(A)2'T(Hpi+1 )2 =

i+1 i+1

=k 'RZ(A) ' (plsrll ’ RZ(Gpi+1) - p;:rll ' RZ(HPi+1)) - \P(A)Z ’ (T(Gpi+1)2 - lP(I_Ipm)z) 2>

> k- Ro(A) - (¥(G ) = ¥(Hy) ) = ¥(A) - (¥(Gp,) = ¥(Hp,)?)
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Ez azért teljesiil, mert G,,, = C,,,,, és primhatvany csoportokra mér kordbban beldttuk,
hogy pfj':l‘ “R2(Cp,,,) —Y(Cp,,, )2 — pfj:l' ‘Ro(Hp,,,))+Y(Hp,,, )2 > 0, azaz igaz az aldbbi

egyenlGtlenség:
pf:rll ’ R2(GPi+1) - T(Gpm)z Z p;:rll ) R2(HPi+1) - T(HPHI)Z

3. Végiil ennek nemnegativ voltdt mar nem nehéz belatni:

k- Ro(4) - (¥(Gp)? = ¥(Hp,,)?) = (A - (¥(Gpp,)” = W(Hy,)?) =

= (W(Gp)? = W(Hy,, ) (k- Ro(A) — k- Ra(B) 2 0

Ugyanis a szorzat mindkét tagja egyesével nemnegativ, hiszen azonos rendd csoportok ese-
tén mind az elemrendek 0sszege, mind az elemrendek négyzetosszege a ciklikus csoport

esetén maximalis.

Most 0sszeolvasva az egyenlGtlenségek elejét és végét kapjuk az aldbbit:

k-Ry(A)-pi*'-Ry(G p,.,) =P (A)* (G, ) —k-Ra(B)-pi*' -Ra(H,,, ) +¥(B)*-¥(H,,,)* > 0

i+1 i+1

Ez pont az, amit bizonyitani akartunk.

A bizonyitasbdl lathatd, hogy nem csupan akkor nagyobb az egyik csoport szordsnégyzete egy
masikéndl, ha az el6bbi ciklikus, hanem ha egyesével az egyes primekhez tartozé szordsnégy-
zetek mind az el6bbi csoportban nagyobbak (illetve nem kisebbek). Igy példdul az el6z6 fejezet
alapjan ez teljesil, ha p > 2 esetén a G,-hez tartoz6 maximalis elemrend nagyobb, mint a
H ,-hez tartoz6 maximadlis elemrend, p = 2 esetén a G-hoz tartozé maximadlis elemrend péros

sokkal tobb, mint H,-hoz tartozé maximadlis elemrend, vagy G, ciklikus.
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4.5. p-csoportok szorasa

Ha nem viérjuk el a H csoport kommutativitdsat, akkor is tudunk a szérdsdra becslést adni, még
ha gyengébbet is, mint kommutativ esetben. A p = 2 esethez hasonléan éltaldnos p-re is tudjuk

becsiilni a ciklikus csoport szordsat.

3k+3 3k+2 3 2
P —=p p’=p
n-Ry(G) 2 pt- e = p* . =

p’ -1 p’ -1

Y(G)-re a szokasos képletet alkalmazhatjuk:

Ezt négyzetre emelve kapjuk a kovetkez6t:

PR S |
(p+1)?

¥(G)? =
Igy a szérasnégyzetre az aldbbi becslést kapjuk:

4k+4_p4k+3_2_p +2p

(PP-1-(p+1)?

p 2k+4 2k+1 _ p3 +1

n*D%(X) >

Legyen H nem ciklikus csoport, ekkor a maximdlis elemrendje legfeljebb p*~!. Az R, (H)

értékét feliilrdl becsiilhetjiik azt feltételezve, hogy minden elem rendje maximalis:

n-Ry(H) < p* - pk - (pF1)? = p¥-2

Ekkor becsiilhetjiik a szérasnégyzetek kiilonbségét, felhasznalva, hogy ¥(H)? > 0.

n*DZ%(X) — n*D3,(X) > n- Ry(G) = ¥(G)? —n - Ry(H) >

P 0 Ak g ke el L pdk o kel pdke2 o 2ked g g kel 3y

g P10 (p+ 1)

Ez p > 2 esetén pozitiv, azaz ekkor a ciklikus csoport szérdsa a legnagyobb.

A p = 2 esetben mdr bebizonyitottuk, hogy ha a p* elemi H csoportban a maximalis elemrend

legfeljebb p¥=2, akkor H elemrendjeinek szérasa kisebb, mint C p elemrendjeinek a szordsa,
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igy mér csak az az eset van hatra, amikor 3m € H : o(m) = 2*~!. Ekkor (m) = M =~ Cpr1 < H,
|H : M| = 2, azaz M normaloszté H-ban, igy egy h € (H \ M) elemmel konjugalva m-et
az m-nek egy hatvanyat kapjuk. Ekkor a H csoport esetekre bontdssal meghatarozhatd, ezen
csoportok felhaszndlt tulajdonsdgait vizsgilta Herendi Zsolt: Elemrendek osszege csoportokban
cfmi szakdolgozatdban, amelyre tdmaszkodni fogunk. Az els6 esetben A~'mh = m, ekkor a

csoport kommutativ, ezt az esetet mar megvizsgaltuk az el6z6 fejezetekben.

A miasodik esetben h~'mh = m™! (ezek az adott rendhez tartozé diédercsoportok és az dltalano-
sitott kvaterniécsoportok), a negyedik esetben h~'mh = mzk_z‘l, mindkét esetben az kovetkezik,
hogy o(h) < 4. Ekkor konnyen becsiilhetjiik R, (H) értékét:

1
n-Ry(H) <n-Ry(M)+n-21.2% = ﬁ-z‘”wzz’<+3

Innen ismét W(H)? > 0 tudatdban becsiilhetjiik a szérasnégyzetek kiilonbségét:
n*D%(X) - n*Dy(X) > n- Ry(G) = ¥(G)* —n - Ry(H) >

1 76 1
_.24/{__.22/(__
T 9 9

Ez k > 3 esetén pozitiv, k = 3 esetén a diéder- és kvaterniécsoport szordsit konnyen ellendriz-

hetjiik, hogy kisebbek Cg szorasanal.

Utolséként a harmadik esetet vizsgaljuk, mikor is k > 4 esetén h~'mh = m2 1 (ekkor
H ~ M, (2)). Ekkor az alabbi médon szamithato ki:

1 1
n-Ry(H)=n-Ry(M)+n-4-Ry(Cor2) = ﬁa‘”wﬁ-z“k

Vagyis a kiilonbség a kovetkezSképpen becsiilhetd:
212 212 2
n“Dg(X) —n"Dy(X) > n- Ry(G) —¥Y(G)  —n- Ry(H) >
103 24k_E_22k_1

2016 9 9

Ez szintén pozitiv, igy kimondhatd, hogy barmely p-csoport szérdsa legfeljebb az azonos rendd

ciklikus csoport szérdsa lehet.
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4.6. Nilpotens csoportok szorasa

Mint az mar kordbban szerepelt, R;(G X H) < R;(G) - R;(H), ahol G, H véges csoportok, és
egyenldség pontosan abban az esetben all fenn, ha a két csoport rendje relativ prim. Ugyanakkor
azt is tudjuk, hogy nilpotens csoport felirhaté a p-Sylowjainak direkt szorzataként, és mivel
minden p-csoportrdl tudjuk, hogy szérdsa legfeljebb az azonos rendi ciklikus csoport szdrésa,
igy az Abel-csoportok szérdasandl kimondott tétel bizonyitasat az azt kovetd megjegyzés alapjan

felhaszndlva kimondhatjuk a kovetkezd éllitast.

4.4. Tétel. Ha G ciklikus csoport, H pedig vele azonos rendii nemciklikus nilpotens csoport,

akkor a G csoport elemrendjeinek szorasa nagyobb a H csoport elemrendjeinek szordasanal.
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5. Az elemrendek atlaga véges csoportokban

A dolgozat témdjahoz kapcsolatosan felmeriil§ kérdések megvalaszoldsdban hasznos lehet tudni,
hogy adott rend{ elembdl hdany darab van a csoportban. Ebben a fejezetben elGszor erre vonatkoz6
becsléseket ismertetlink, majd a tovabbiakban a 5.12. Tétel bizonyitdsaban valé alkalmazasat

nézziik meg. Legyen G egy véges, n rendd csoport.

5.1. Becslések az adott rendii elemek darabszamara
Jelolje i;(G) a j rend( elemek darabszdmdt a G csoportban, ekkor ¥(G) =1-1+2-i(G) +
3-i3(G)+....

Thompson azt sejtette, hogy ha egy H véges csoportra és egy G véges feloldhat6 csoportra

minden j-re i;(H) =i;(G), akkor H is feloldhat6, 4m egyeldre még nincs bizonyitva.
T. C. Burness és S. D. Scott [13] cikke alapjan igazak a kovetkezd tételek:

5.1. Tétel. [13, Corollary 1.2.] G véges csoportra ha ir(G) > % - n, akkor G elemi Abel

2-csoport.

5.2. Tétel. [13, Lemma 2.9., Lemma 2.16.] Ha G véges, nem feloldhaté csoport, akkor i;(G) <

%-n— 1, illetve i3(G) < 27—0 -n-—1.

Belathato az alabbi tétel is:

5.3.Tétel. ir(G)+1 < 3, c1pr(6) X (1), ahol Irr(G) a G csoport irreducibilis reprezentdcidinak

halmaza.

Bizonyitds. Jelolje v(y) = %deG x(g%) a y € Irr(G) Frobenius-Schur indikétorat. Errél
tudjuk, hogy az értéke —1, 0 vagy 1 lehet.

Jelolje y(g) = |{x € G : x* = g}| azon elemek szdmit, melyek négyzete g.

Ha y-t felbontjuk irreducibilis karakterek linearis kombinacidjaként, akkor y € Irr(G) egyiitt-
hatéja (v, x) = 1 Teec ()X (8) = % Yoo x(87) = v(x), azazy = T eprrc) vX) - X-

(G)+1=y(1) = Xyerrrc) YX) - X(1) < Xyerrrcy X (1) m

A tovdbbiakban jeldlje ezt az 6sszeget T(G) = X errr(q) X (1)-
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5.2. Az elemrendek atlaga

¥(G)
n

Jelolje 0(G) az elemrendek étlagat, azaz o(G) = , ahol G egy n rendd véges csoport. Errél

konnyen beldthatd, hogy n > 1 esetén o(G) > % (hiszen ¥(G) > 1+2-(n—1)), és lathato, hogy
elemi Abel 2-csoportokra 0o(G) = 2 — %, minden egyéb esetben pedig o(G) > 2 + % (egy 2-nél
nagyobb rendi elem inverzének rendje is nagyobb, mint 2, igy ¥(G) > 1 +o(g) +o(g™') +2 -
(n—3) > 2n+1). Paratlan n esetén o(G) > 3 — ,% > 1. 4.2 alapjan adédik, hogy ha G = A X B,
ahol a és b rendre A és B rendjei, (a, b) = 1, akkor 0o(G) = 0(A) - o(B).

Marcel Herzog, Patrizia Longobardi és Mercede Maj [17] cikke alapjan a kovetkezd tételt is
allithatjuk.

5.4. Tétel. [17, Lemma 3.1] Legyen G véges csoport, N nemtrividalis normdloszté. Ekkor
0o(G/N) < o(G).

Bizonyitds. Irjuk fel a G csoportot az N normdloszté baloldali mellékosztdlyainak unidjaként:
G=NUxINU...Ux;N,é¥Y(G)=Y(N)+¥(x|N)+...+¥(x;N).

Ekkor barmely x € G-re ¥(x;N) > |N|og/n(xN), ugyanis h € N, o(xh) = k esetén (xh)* =1,
és (xN)* = (xhN)k = N, igy oG/N(xN)|k, azaz o(xh) > og/n(xN).

Ennek alapjan teljesiil a kdvetkezs:

¥(G) 2 W(N) = [N +IN| - (1 +06/n(xIN) +...+06/n(xsN)) = ¢/(N) = [N| + [N|¥(G/N)

Ezt leosztva G rendjével és W(H) > |H| felhaszndldsaval adédik:

Y(N)—IN| |N]

Mihai-Silviu Lazorec, Marius Tarnduceanu [14] cikke alapjan pontosabban be tudjuk szoritani
0(G) lehetséges értékét.

5.5. Tétel. [14, Theorem 1.5.] Legyen G véges csoport.
Ha o(G) < 0(S3) = %, akkor G elemi Abel 2-csoport.

Ha o(G) < 0(Cy) = 14—1, akkor G feloldhato.

Ezen bizonyitdshoz is felhaszndltdk i;(G) becsléseit, a tételbSl pedig levonhatjuk az alabbi

kovetkeztetést:
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5.6. Kovetkezmény. G véges csoport esetén o(G) ¢ (2, %).

A. Jaikin-Zapirain [15] cikke alapjan a G csoport konjugdaltosztalyainak szdmat k (G )-vel jelolve

teljesiil az alabbi:

5.7. Tétel. [15, Lemma 2.7., Corolllary 2.10.] G véges csoportra k(G) = o(G) = o(Z(G)).
Bizonyitas. Legyen x € G, m = min{o(y) : y € xZ(G)}, és legyen y az az elem, amelyre a
minimum adédik, azaz y € xZ(G), o(y) = m. Legyen tovdbbd Z = Z(G).

Legyen a € Z, ekkor (ya)™ = a™ € Z'm) := {"|z € Z}, azaz | = oG /zn(ya)-ra l|m, tovdbba
Y
van egy z € Z, amire (ya)l = 7. Ekkor (yaz_T) = 1, tehat / > m az m minimalitasa miatt,

igy l = m.

Az 0o(G) mintdjara a G csoport tetszSleges X részhalmazara is definidljuk o(X)-et, mint az

elemeinek rendjeinek 4tlagit. Mivel og/zn(ya)|o(ya) = oG (ya), igy kapjuk az alabbit:

o(a)

. Inko(m,o(a)) 2 o(a)

o(ya) =m-o((ya)") =m-o(a™) =m

Ekkor 0o(xZ(G))-t felirva kapjuk:

1 1 1
0(xZ) = mgéo(g) = ma;o(ya) > m;o«o = 0(Z(G))

Tehat ebbdl adédik o(G) > o(Z(G)).
A tétel mésik feléhez a Burnside lemmadt hasznaljuk, melynek specidlis esete az alabbi:

1
ko = 157 2, 1€

xeG

Ebbdl kovetkezik k(G) > o(G), ugyanis |Cg(x)| = (x) igy |C(x)| = |Cg(x)N/N| = [{x)| =

o(x) minden x € G-re. O
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5.3. Kapcsolat az elemrendek atlaga és a feloldhatésag kozt

Korédbban mar lattunk tobb tételt, ami az elemrendek 0sszegére, szorzatdra, vagy ezekbdl képzett
fliggvényekrodl jelentette ki, hogy ha az érték egy adott hatar f6l€ esik, akkor a csoportra teljesiil-
nek bizonyos tulajdonsdgok (példdul ciklikus, nilpotens, feloldhatd, stb). Az aldbb E. 1. Khukhro,
A. Moret6 és M. Zarrin [16] cikkbeli sejtését Marcel Herzog, Patrizia Longobardi és Mercede
Maj éltal [17] alapjan bizonyitandé tétel ezekhez hasonld, dm itt fels§ korlatot fogunk adni. A
bizonyitdsnak két fontos lemmadja van, el6szor azokat fogjuk tobb 1épésben bebizonyitani, majd

magat a 5.12. Tételt.

Jelolje I1(G) a G véges csoport rendjének primosztdinak halmazat, azaz I1(G) = {p prim :
plIGl}.

Egy csoportot p-feloldhaténak mondunk, ha van olyan normadlldnca, melynek faktorai vagy
p-csoportok, vagy a rendjiik relativ prim p-hez. Véges csoport pontosan akkor feloldhatd, ha

p-feloldhaté minden p € I1(G)-re.

Sziikség lesz az alabbi, Hongfei Pan és Xianhua Li 4ltal [19] alapjan bizonyitott tételre.

5.8. Tétel. Legyen p > 7 prim, G véges nem p-feloldhato csoport, és p = 3 mod 4 esetén
_ p(p*-1) |G|
p2+p+2’ gl(p),

vagy T(G) = gl%;), vagy T(G) < ILL_L.

g1(p) =p-1, p =1 mod4 esetén g valamint g, = %. EkkorvagyT(G) =

Ezt fel fogjuk haszndlni az els§ lemma bizonyitdsdhoz.

5.9. Lemma. Ha p prim, G véges nem-feloldhato csoport, p > 17 és 0(G) < 0(As), akkor G
p-feloldhato.

W. M. Potter bizonyitotta [20] cikkében a kovetkezs tételt.
5.10. Tétel. Legyen G véges csoport, ¢ € Aut(G).

Ha ¢ tobb, mint 14—5|G| elemet invertdl, akkor G feloldhato.
Ha ¢ tobb, mint %|G| elemet invertdl, akkor G Abel csoport.

Ennek segitségével bizonyithat6 a kdvetkezd lemma.

5.11. Lemma. Legyen G nem feloldhaté véges csoport, ¢ € Aut(G). Ha ¢ legalabb %|G| elemet

invertal, akkor vagy G =~ As, vagy G-nek van egy nemtrividalis feloldhato normdlosztoja.

Ezek alapjdn fog bizonyitast nyerni az alabbi tétel.

5.12. Tétel. [17, Theorem B] Ha G véges csoportra o(G) < 0(As) = % ~ 3,5167, akkor vagy
G ~ As, vagy G feloldhato.
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5.4. Az els6 lemma bizonyitasa

Ebben a fejezetben az 5.9. Lemmat fogjuk bebizonyitani.

5.13. Tétel. [17, Corollary 2.2.] Legyen p prim, G nem p-feloldhato véges csoport. Ekkor

teljestilnek az alabbi dllitasok.

1. Ha p > 11, akkor i, < %lGl.

2. Ha p > 17, akkor i < |G|.

3. Ha p > 23, akkor i, < %|G|.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy i»(G) < T(G), illetve g;(p) > p —2,i = 1,2-re, igy p > 11 miatt
i»(G) < T(G) < pL_2|G|.

p = 1l-re gi(11) = 10, g2(11) = B, igy T(G) < |G|, vagyis i(G) < 2|G|. Ha p > 13,

akkor i (G) < HlGl < ®|G|, azaz minden p > 11-re teljesiil az els§ allitas.
p > 171e 2(G) < |G| = £|G|, illetve p > 23 esetén i»(G) < 7=|G| = %|G| <
%Gl 0
Amint azt a 5.2 tétel kimondta, G véges nem feloldhat6 csoport esetén io (G) < % -n—1, illetve
i3(G) < 20 -n — 1, ezt fel fogjuk haszndlni a kovetkezd allitasban.
5.14. Tétel. [17, Lemma 3.2.] Legyen G véges nem feloldhaté csoport.

1. o(G) > B 5311

2. Hai,(G) < ElGl, akkor o(G) > ﬂ > 3,55.

3. Haiy(G) < &9|G|, akkor o(G) > $32I > 3,4479.
4. Hair(G) < %|G|, akkor o(G) > 2“ = 0(As).
5

. Haiy(G) < %|G| ési3(G) + 1 < |G|, akkor o(G) > 2 > 3,8.

Bizonyitas. Legyen R a G-beli, 3-ndl nagyobb rendd elemek halmaza, ennek szdmossédga pedig
r,azaz R = {x € G : o(x) > 4}, r = |R|. Ekkor felirhat6

|G| =1+i(G) +i3(G) +r

azaz atrendezve

r—ip=|G|-2-ip—-iz—1
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Tovéabba az elemrendekre adhatd a kovetkezd becslés G nem-feloldhatd voltanak figyelembe-
vételével, ami miatt van egy legaldbb 5 rendd y eleme, amelynek inverzének rendje sem lehet
5-nél kisebb.

Y(G)21+2-ip+3-i3+4-r+2=343-i+3-i3+3-r+(r—i2) =3-|G|+ (r—1i2)

1. Altal4nos esetben az aldbbi lesz igaz:

. : . 8 7 7
”—lz=|G|—2'lz—(l3+1)>|G|—E|G|—%|G|:@G|

Azaz az elemrendek Osszegére adodik
187
Y(G)=3-|G|+(r—iy) > alGl

Ezt leosztva G rendjével adddik az allités.

2. ih(G) < %|G| esetén az el6bbi szdmoldas a kovetkezGképpen modosul:

2 7 11
— iy = —2ir—(ir+1) > - ZIGl- =G| = —
r—iz=|G|=2-i2= (i3+1) > |G| = |G| = 351G] = 3G
Azaz az elemrendosszeg a kovetkezGképpen alakul:
) 71
Y(G) 23 |G|+ (r—i2) > —=|G]|
20
3. ih(G) < %IGl esetén
20 7 887
—ib=|G|-2-i,-(i3+1) 2 |G| - =|G| - ==|G| = —==|G
r—iz=1G| =22~ (i +1) > G| - 35|G| - 551G| = 751G
Azaz
6827
Y(G)=>3-|G -i) > ——|G
(G) 23:1G| +(r=i2) = 75[G|
4. iH(G) < 11—5|G| esetén
. , ) 2 7 31
r—iz=|G|=2-i2= i3+ 1) > |G| = |G| - 55|G| = =G|

Azaz
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¥(G) 2 3-|G|+(r—i2) > =1G| = 0(45)]G]|
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5. 2(G) < %|G| ési3(G) + 1 < |G| esetén

. . 1 1 45
r—i2=|Gl=2-i= (i3+1) 2 |G| - |G| - 771Gl = =[G

Azaz

213
Y(G)=>3-|Gl+(r—iy) > %lGl

Most ratérhetiink a 5.9. Lemma bizonyitaséra.

5.15. Tétel. [17, Lemma 3.3.] Legyen G véges nem feloldhato csoport, p prim mely osztia G

rendjét.
1. Hap > 11 és0(G) < 3,4479, akkor a G csoport p-feloldhato.
2. Hap > 17 és 0o(G) < 0(As), akkor a G csoport p-feloldhato.

3. Hap >23¢és0(G) < 3,55, akkor a G csoport p-feloldhato.

Bizonyitds. Az eseteket egyesével fogjuk vizsgdlni.

1. p > 11esetbenha G nem volna p-feloldhatd, akkori; (G) < % |G| kovetkezne a 5.13. Tétel

alapjan, azaz az el§z¢6 allitds miatt o(G) > 3,4479 volna, ami ellentmondés.

2. p > 17esetbenha G nem volna p-feloldhat6, akkori; (G) < % |G| kovetkezne a 5.13. Tétel

alapjan, azaz az el§zg allitas miatt 0(G) > o(As) volna, ami ellentmondas.

3. p > 23 esetben ha G nem volna p-feloldhato, akkori; (G) < 2—10 |G| kovetkezne a 5.13. Tétel

2 2

alapjan, azaz az el§zg§ allitds miatt o(G) > 3,55 volna, ami ellentmondés.
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5.5. A masodik lemma bizonyitasa

Ebben a fejezetben a 5.11. Lemmat fogjuk bizonyitani. Ehhez legyen ¢ € Aut(G) esetén

S(p)={geG:g*=g"}

azaz azon csoportelemek halmaza, melyeket az adott automorfizmus az inverzébe visz, illetve

e

mely ezen elemek csoportbéli ardnydt mutatja. Jelolje tovdbba egy x € G elemre x¢ azt az

automorfizmust, amelyre teljesiil

g¥=(x"g-x*

Az aldbbi, W. M. Potter dltal [20] alapjan bizonyitott allitdsokat fogjuk felhaszndlni.

5.16. Tétel. [20, Lemma 2.1.] Legyen G véges csoport, H < G, ¢ € Aut(G).

1. Hax € S(p), akkor S(x¢) = S(¢)x~".

2. Van olyan x € S(¢), amire teljesiil

|Hx N S(p)| = [H N S(xp)| 2 r(G, ) - |H]

Legyen a G egy g-invaridns normdlosztéja N (azaz N¥ = N), ekkor legyen ¢ € Aut(G/N),

melyre

(Ng)? = Ng¥

5.17. Tétel. [20, Lemma 2.2.] Ha van egy olyan t € (0;1], amelyre minden S(¢)-beli g

csoportelemre teljesiil

INg N S(@)| < t|N|

akkor

1™ r(G,¢) < r(G/N,9)
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Legyen a G egy H részcsoportjara p a részcsoport rendjének legkisebb primosztdja.

5.18. Tétel. [20, Lemma 2.3.] Ha ¢ € Aut(G) a H-t pontonként invertdlja, azaz H C S(¢p), és
r(G,¢) > 11), akkor

p—1
|G : Co(H)| £ ——=——
p-r(G,e) -1
p-Sylow részcsoportokrdl a kovetkezat allithatjuk.

5.19. Tétel. [20, Lemma 2.4.] Legyen G véges csoport, ¢ € Aut(G), P € Syl,(G). Ekkor ha
teljesiil, hogy

G,
r( 90)>p+1

akkor P a G-nek normalosztoja.

Mindezekre tdmaszkodva ratérhetiink a 5.11. Lemma bizonyit4sara.

5.20. Tétel. [17, Theorem 5.5.] Legyen G véges, nem feloldhato csoport, amelynek nincs nem-
trividlis feloldhato normdlosztoja, illetve legyen ¢ € Aut(G). Ekkor ha ¢ a G elemei koziil
legalabb %|G| elemet invertdl, akkor G ~ As.

Bizonyitds. A bizonyitdsnak két {6 esete lesz.

1. Legyen elGszor G egyszerti, tovdbbd legyen p € I1(G), P € Syl,(G). Mivel G egyszer(,

igy P nem lehet neki normdlosztdja, igy adodik

N=R ]

> r(G, ) >
p+1_r( ®)

tehat p +1 < 9, azaz p € {2,3,5,7}. Mivel G feloldhat6, igy Burnside tétele miatt
IIT(G)| > 3, tehat G-nek biztosan van p = 5 vagy p = 7 esetén nemtrividlis p-Sylow

részcsoportja. Ekkor p > 5 miatt

2y 1P
r(G.g)IP| > 5P| > =
p

illetve a 5.16. Tétel alapjan valaszthat6 ¢ ugy, hogy
[P NS(p)| 27r(G,¢) - |P|
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ezeket Osszevetve adddik

PS> 0
p
azaz (P N S(¢)) = P. Ekkor P¥ = P és ¢-nek P-re val6 megszoritdsa 2 rendd. [21,
Lemma 4.1, Chapter 10] alapjan mivel p pératlan (p > 5),igy P = Cp(¢)(S(¢)NP), azaz
|Cp(p)| = % < p, tehat S(¢) N P = P. Ennek alapjan ¢ pontonként invertdlja P-t,
vagyis P Abel csoport. Ekkor a 5.18. Tétel alapjan és r (G, ¢) > % > % figyelembevételével
allithatd, hogy

p-1 .. p-l _9p-D

G:Cs(P)| < = .
| c(P)l p-r(G,e)-1 p.-3-1 2p-9

Ez p = 7 esetén azt jelenti, hogy |G : Cg(P)| < 55—4 < 11. Mivel P Abel csoport,

tovabba G nem p-nilpotens, igy a Burnside lemma miatt P < Cg(P) < Ng(P). Tehat

|G : Ng(P)| = 8,és |G : Cg(P)| = 16, ami ellentmondds. Tehat p = 5, I1(G) = {2, 3, 5}.
— 9(p-1

Tovabbi |G : Cg(P)| < g_g) = 36.

Haszndlva a kovetkez$ fejezetben kimondott 5.21. Tételt I1(G) = {2,3,5} miatt G
izomorf a kovetkez$ csoportok egyikével: As, Ag, S4(3). Ezen csoprtok mindegyikére
|P| = |Cg(P)|] = 5 (ez As és Ag esetén nyilvanvald, S4(3)-ra levonhaté az Atlasbeli
([22]) informéciok alapjan). G ~ Ag vagy G =~ S4(3) esetén |G : C(P)| > 36, ami

ellentmondas, tehat csak G ~ As lehet.
. Tekintsiik most a G nem egyszerd esetet és legyen N egy minimdlis normélosztéja G-nek.

Ekkor N izomorf egyszer( csoportok direkt szorzata, mert karakterisztikusan egyszerd a

minimalitds miatt. Ekkor a 5.18. Tétel alapjan vélaszthat6 olyan ¢, amelyre

2 1
INNS(@)] > r(G.g) - IN| = SIN| > <IN

és mivel ha N nem feloldhat6, akkor van benne perfekt részcsoport, egyébként pedig &
maga perfekt, aminek nem lehet 5-nél kisebb index( részcsoportja, igy N = (N N S(y)),
illetve N¥ = N. Legyen X az N egyik egyszerd faktora. A 5.18. Tételt ismét haszndlva,
a ¢ moédositasaval az is elérhetd, hogy | X N S(p)| > %lX | és X¥ = X, tehat az el6zG6 pont

alapjan X ~ As.

Mivel X nem feloldhato, a 5.10. Tétel szerint egy tetszSleges automorfizmusa legfeljebb

az elemeinek % részét invertélja, igy barmely y € S(¢) N N esetén teljesiil

4
XN Sye) =1XynS(p)| < EIXI
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A 5.17. Tétel szerint ¢ = %—re teljesiil

' r(N, ¢) <r(N/X,p)

amit az el6zGekkel 6sszevetve kapjuk

15
4
tehat N/X feloldhat6, azaz N = X =~ As. Mivel igy X < G, igy hasonléan G/X is
feloldhatod, és X N Cg(X) = 1 is teljesiil X egyszerd volta miatt, tehat Cg(X) < G ami

4
15

5
=— >
6

NN V]

r(N/X,¢) >

C; (X) feloldhatsdga miatt azt jelenti, hogy C (X) = {1}, vagyis G izomorf Aut(As) ~ S5
egy részhalmazaval. Ugyanakkor S5 bels§ automorfizmusai legfoljebb az elemek % részét
invertaljak, és % < % miatt |G| < |Ss|, vagyis G ~ As, ami ellentmondds, mert G nem

egyszerd.
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5.6. Egyszerii csoportok adott I1(G)-vel

Sziikségiink lesz - illetve kordbban mar hivatkoztunk is - a kdvetkezd tételre . H. Convey, R. T.
Curtis, S. P. Norton, R. A. Parker és R. A. Wilson [22] konyve, valamint Y. Bugeaud, Z. Cao és
M. Mignotte [23], C. Burness és S. D. Scott [13], M. Herzog [24], Jafarzadeh és A. Iranmanesh
[25] tovabbd Jafarzadeh és A. Iranmanesh [26] cikkei alapjan. Jelolje 7 (n) egy adott természetes

szam primosztéinak halmazait.
5.21.Tétel. [17, Proposition 2.5.] Legyen G véges egyszerti csoport, I1(G) c {2,3,5,7,11,13}.
1. Ha |II(G)| = 3, akkor G a kdvetkezd csoportok egyikével izomorf:
* As, Ae, S4(3) = Usa(2), L2(7), L2(8), L3(3), U3(3)

2. Ha |TII(G)| = 4, akkor G a kovetkezd csoportok egyikével izomorf:

La(q), q prim, |n(q*> = 1)| =3
Ly(2™),2™ =1 =u, 2™+ 1 =3t, u,t primek, t >3

Ly(3™), 3™ — 1 =2u, 3" + 1 =4t, u,t primek

L1(25), L2(49), L3(4), L4(3), U3(4), Us(5), Ua(3), Us(2), S4(5), S4(7)S6(2), O5(2),
G2(3).> D4(2),% F4(2), S2(8), A7, Ag, Ag, A10, M1, M12, ]

3. Ha |TI(G)| =5, akkor G a kovetkezd csoportok egyikével izomorf:

» Ly(q), g primhatvdny, |7r(q2 -1 =4

Ls(q), q primhatvdny, |n((¢> - 1)(¢*> - 1))| =4
Us(q), q primhatvdny, |n((¢> - 1)(g*> +1))| = 4

O5(q) = S4(q), g primhatvany, |n(q* - 1)| = 4
SZ(22m+1) ~2 Bz(22m+l, |ﬂ.((22m+1 _ 1)(24m+2 + 1))' =4
R(q), ¢ =3*"", |n(q> = )| =3, |n(¢* =g+ D] =1

Ls(3),86(3), Us(5), Us(2), 07(3), 05(3), G2(4), A11, A1z, M2, HS, McL

4. Ha |I1(G)| = 6, akkor G a kovetkezd csoportok egyikével izomorf:

» L>(g), g primhatviny, |7r(q2 -1|=5

L3(q), q primhatvany, |n((¢> - 1)(¢g*> - 1))| =5
L4(q), q primhatvdny, |n((¢> - 1)(¢> - D(g* - 1))| =5
Us(q), q primhatvdny, |n((¢> - 1)(g*> +1))| =5

Us(q), q primhatvdny, |n((¢> - 1)(¢> +1)(¢* - 1))| =5
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0s5(q) = S4(q), g primhatvdny, |n(q* —1)| =5

G1(q), q primhatvany, |7(¢® - 1)| =5

SZ(22m+l) ~2 32(22m+1), |ﬂ.((22m+1 _ 1)(24m+2 + 1))| =5

R(32m+1), |7r((32m+1 _ 1)(36m+3 + 1))| =5

L¢(3), A13, A14, Ais, Ate, Suz, Fin

A tovabbiakban is feltételezziik, hogy G véges egyszeri csoport, errdl szeretnénk beldtni, hogy
I1(G) c {2,3,5,7,11, 13} esetén vagy G =~ As, vagy o(G) > 0(As).

5.22. Tétel. [17, Lemma4.1.] Legyen G ~ A,, n > 5. Ekkor vagy G ~ As, vagy o(G) > 0(As).

Bizonyitas. Tekintsiik el6szor az n = 6 esetet, ekkor konnyen ellenérizhets, hogy |Ag| = 360,
W(Ae) = 1411, 0(Ag) = 5o =3,9194.

Most legyen n > 7, ekkor teljesiil [13] miatt

ir2(Ay) 2 2 1 1 1
< + = - + —
|An 8-(n—4)! 24.23 (n—4)! 46
Ez egy csokked sorozat, €s az elsd tagjara
12(A7) 1 1 13
—|=+—=|= =0,0471.
A7l <& (6 46) ~ 276

Azaz a sorozat minden tagja kisebb %—nél, tehat ir(G) < %lGl miatt o(G) > Z(l) >3,55. O

A 5.21 tétel €s a 5.9 lemma segitségével bizonyithatéak az alabbiak.

5.23. Tétel. [17, Lemma 4.2. - Lemma 4.18.] Legyen G véges egyszerii csoport, T1(G) C
{2,3,5,7,11,13}.

1. Ha |II(G)| = 3, akkor vagy G =~ As, vagy o(G) > o(As).

* Hao G = Ly(q), g = 4 és I1(G) c {2,3,5,7,11,13}, akkor vagy G ~ As, vagy
0(G) > o(As).

* Ha G =~ L3(q), q = 3,4 vagy q > 8, akkor o(G) > o(As).

* Ha G =~ Us(q), q =3,4,5vagy q > 8, akkor o(G) > o(As).
2. Ha |II(G)| = 4, akkor o(G) > 0(As).
* Ha G =~ L4(q) vagy G =~ Uy4(q), q = 3, akkor o(G) > 0(As).
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* Ha G ~ Ls(q) vagy G ~ Us(q), q = 2, akkor o(G) > 0(As).
e Ha G =~ R(q) =* G»(q), q = 3*"*!, akkor o(G) > o(As).

* Ha G =~ Gy(q), q = 3, akkor o(G) > o(As).

* Ha G =~ S4(q), q = 5, akkor o(G) > 0(As).

e Ha G = Sz(22™1) 22 B, (22", m > 1 akkor o(G) > 0(As).
* Ha G =~ S¢(q), q = 2, akkor o(G) > 0(As).

* Ha G = 0§(q), q 2 2, akkor o(G) > 0(As).

» Ha G =3 D4(2), akkor o(G) > 0(As).

» Ha G =~* F4(2), akkor o(G) > o(As).

3. Ha |I1(G)| = 5, akkor o(G) > 0(As).

4. Ha |TI(G)| = 3, akkor o(G) > 0(As).
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5.7. A tétel bizonyitasa

Most mar bebizonyithatjuk 5.12 Tételt, mely dgy szolt, hogy ha G véges csoportra o(G) <

0(As) = % ~ 3,5167, akkor vagy G =~ As, vagy G feloldhatd.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy G véges, o(G) < 0(As), G # As és nem feloldhato, ezek
koziil pedig legyen G a legkisebb rendd.

1. El&szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor G egyszerd csoport. Ekkor G nem p-feloldhat6
pln-re. Az elsé lemmabdl kovetkezGleg tudjuk, hogy I1(G) c {2,3,5,7,11,13}, azon
egyszerd csoportok pedig ismertek, ahol |II(G)| < 6 (melyek az el6z6 fejezetben megta-
lalhatéak). Ezekre ellendrizve lathatd, hogy ha 0o(G) < 0(As), akkor G =~ As.

2. Most nézziik meg azt az esetet, amikor G nem egyszer(. Ekkor definici6 szerint van neki

egy nemtrividlis M normdlosztéja. Erre mint azt mar kordbban lattuk teljesiil a kdvetkezd:

o(G/M) < o(G) < o(As)

|G| minimalitdsa miatt tudjuk, hogy G/M feloldhat6.

Most vegyiik azt az N normaloszt6t, amire teljesiil, hogy |G/N| = p prim. Ekkor

o(G/N) = @ = p - % < 0(As), tehdt N nem feloldhato.

a) ElGszor tegyiik fel, hogy p = 2. Ekkor feltehetjiik, hogy egy x € G \ N elemre
oGg/N(xN) =2¢é G = NUxN, igy ¥(G) = ¥(N) + ¥(xN). Ekkor 2|og/y(xn),
és ha nem volna 2 rendd elem, akkor o(xg) > 4, vagyis ¥(xN) > 4|N| és ¥(G) >
Y (N) +4|N| volna, kovetkezésképpen o(G) = % > % +2= %O(N) + 2 illetve
o(N) < 2(0o(G) — 2) < 3,04, ami ellentmondés, mert N nem feloldhaté. Tehat

feltehetjiik, hogy og (x) = 2.
Definiédljuk X-et a kovetkezSképpen:

X={xn:neN,o(xn) =2}
Azaz X az xN-beli involuciok halmaza. Léthatd, hogy egy xn alaku elem rendje
pontosan akkor 2, ha xnx = n~L, tehat

|X|=|{n €N :xnx=n""}

illetve lathato

Y(xN) > 2|X|+4|xN \ X|
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b)

Most beléthatjuk, hogy N-nek nincs nemtrividlis feloldhaté normélosztéja, ugyanis
ha volna egy ilyen K, akkor L = KK* a G-nek volna nemtrividlis feloldhaté nor-

malosztdja, vagyis o(G/L) < o(G) < o(As) teljesiilne, viszont mivel G/L nem

feloldhato, igy G/L ~ As a G minimalitdsa folytdn, ami ellentmondds. Tehdt nincs
az N-nek nemtrividlis feloldhat6 normélosztdja, és N N Cg(N) = 1.

Jelolje ¢ az x-szel val6 konjugdlast, ekkor a mdsodik lemmadbdl kovetkezik, hogy
vagy | X| < %lNl, vagy N ~ As.

Ha N =~ As, akkor N N Cg(N) = 1 miatt két eset lehetséges. Ha Cg(N) # 1,
akkor [Cg(N)| =2¢és G = N X Cg(N) is teljesiil, ugyanakkor tudjuk, hogy o(N) =
0(G/Cg(N)) < 0o(G) < 0(As), ami ellentmondas. Masrészrél ha Cg(N) = 1,
akkor G = G/Cg(N) < Aut(As) = Ss, és |G| = 2|N| = |S5| miatt G ~ S5, am
0(Ss) = % > 0(As), igy ez is ellentmondds, tehat N # As.

Igy |X] < 2|N|, tehdt teljesiil az aldbbi:

2 7
XN A X] 2 [xN| = |X] 2 [xN| = GIN| = Z|N]|

Tudjuk tovéabba:

Y(G) = ¥(N) + P(xN) > 2|N| +2|X| +4xN \ X| = ¥(N) +2|N| +2]xN \ X|

Az elGdbbieket Osszevetve pedig adddik:

7 2
Y(G) > ¥(N)+2|N|+2- §|N| — W(N) + %|N|

Igy ha leosztunk n-nel kapjuk az aldbbit:

0(G) > %O(N) + %6

211

Azaz atrendezve, és 2 - % > <5 miatt:

o(N) <2 (O(G) - 19—6) < 0(As)

Mivel |G| minimadlis volt az adott tulajdonsdgokkal, igy N-nek feloldhaténak kell
lennie, igy viszont G is feloldhatd, ami ismét ellentmondas.

Most tegyiik fel, hogy p = 3, azaz |G/N| = 3. Legyen Y = G \ N, ekkor minden
elemére y € Y : y> € N, amire persze y ¢ N, igy og/n(YN) = 3,igy o(y) = 3h egy
h € (Z)-ra.
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Legyen T az Y 3 rendd elemeibdl 4ll6 halmaz, V pedig a maradék, azaz T = {y €
Y :0(y) =3}, illetve V =Y \ T. Ekkor ¥ (Y) > 3|T| +6|V/|, illetve a kordbbiak miatt
teljesiil i3(G) > |T| mellett i3(G) < %|G| is.

Tegyiik fel, hogy |T| > %|Y |, ekkor az elGbbiek Osszefésiilésével adodik

7 2 4
—|G| > i3(G) > |T| > z|Y| = 3|G
1G> 13(G) = 71 > 5I¥| = 3 [G|

. 7 4 - P 2
Ez viszont 55 < g miatt ellentmondds, igy |T| < 5|Y|. Ekkor

V= 1¥]=1T] = V] = 2J¥] = 27|
B - 3713

Ebb{ kovetkezik

8
Y(G)-Y(N) =) = 3|T|+6|V|=3(|T| +|V]) +3|V| = 4]Y| = 5|G|
Amit 4trendezve kapjuk

8

_¥(G) _¥m) 8 8
3

G_ > _
oG =61 2 a1 T3

1
> gO(N) +

Vagyis o(N) < 3(o(G) — %). Mivel a feltevés miatt N nem feloldhatd, igy o(N) >

%, igy o(G) > % =3,7055... > %, ami ismét ellentmondas.

Végiil legyen p > 3, ekkor

o(G/N)=0(Cy)=p -1 +Il9 >4 > 0(As)

tehat ismét ellentmonddsra jutottunk, igy a tételt belattuk.
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