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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni Dr. Kovacs Péternek a kivaloé tématevezést, tovabba Doézsa
Taméas Gébornak az OTDK kutatashoz és dolgozathoz - mely ezen diplomamunka
alapja - nyujtott segitségét. Tovabba szeretném megkoszonni Gytiré Noéminek a biz-
tatast, mely nélkiil nem kezdtem volna el az egyetemi tanulmanyaim és munka mellett

kutatni is.



1.2. Bevezetés a Matematikus MSc diplomamunka-

hoz

A rendszeridentifikacié egy a matematika és az informatika hataran elhejezkedd terti-
let. A matematika jellege abbol adodik, hogy az benne vizsgélt objektumok dinamikai
rendszerek - azonban egy klasszikustol eltérs felirasban. A célja, hogy a valésagban
mérheté dinamikai rendszerekhez numerikusan keressen egy azt minél jobban leir6
matematikai modellt. Erre a problémara az évek soran szamos algoritmust fejlesztet-
tek - melynek szamét noveltem eggyel a ezen dolgozattal és a hozzé kapcsolodo egyéb

munkakkal.

Az utobbi két évtized soréan a gradiens alapt optimalizaléasi modszerek hatalmas
népszertiségre tettek szert, és kevés olyan (folytonos) optimalizalashoz kapcsolodo
teriilet van, ahol ne lehetne veliik talalkozni. Azonban a SISO LTI rendszerek identi-
fikiciojara szolgalo eddigi algoritmusok més elven miikodnek, ezért a dolgozat 1ényege
egy 1j tipusu felirasban rejlik, mely lehetévé teszi a gradiens alapti modszerek haszné-
latat rendszeridentifikicioban. Errél egy részletesebb Gsszefoglalast adok a kévetkezs

Bevezetés az Informatikatudomdnyi OTDK dolgozathoz részben.

A diplomamunka eredeti véltozatat az OTDK Informatikatudoméanyi szekciéja-
ra készitettem, ahol a Jelfeldolgozas és bedgyazott rendszerek tagozatban indultam.
Emiatt a dolgozatban elért eredmény is inkdbb informatikai mintsem matematikai
jellegt. A tagozaton beliil a palyamunkamat II. helyezéssel dijaztak, tovabba elnyerte

a Nokia Yound Scientist, és a Pro Scientia Reménység Kitiizd kiilondijat.

Tovabbé fontos megjegyeznem, hogy mig a matematika teriiletén irt publikaciok-
ban és dolgozatokban a tobbesszam hasznalata az elterjedt, addig az informatikdban
ez nem szokas, csak a ténylegesen tobb szerzé altal készitett miivekben. Emiatt a dip-
lomamunka bizonyos szakaszaiban a matematikusi szokastol eltéréen egyesszamban

fogalmazok.



1.3. Bevezetés az Informatikatudomanyi OTDK dol-

gozathoz

Az iranyitaselmélet alapvets feladata dinamikai rendszerek iranyitasa a rendszer para-
méterei altal. Azonban ahhoz, hogy egy rendszert ily médon befolyéasoljunk nélkiiloz-
hetetlen ismerni a rendszer belsé miikodését. Ha rendelkeziink elegendd informécioval,
a rendszer viselkedésére pontos matematikai modellt alkothatunk, azonban gyakran
eléfordul, hogy kiilénb6z6 okok miatt ezek az informéciok részben vagy egészben nem
elérhet&ek szamunkra. [lyenkor a rendszer el6zetes vizsgalatahoz egyéb modszerekhez
kell folyamodnunk. A rendszer identifikicié egy adatvezérelt megkozelités dinamikai
rendszerek viselkedésének modellezésére. Ezen teriileten beliil a legtobb algoritmus
egy fekete dobozként kezeli a rendszert, azaz egyediil a bemeneti és kimeneti adatokra
tamaszkodik. Az identifikici6 torténhet akar az id6- akar a frekvenciatartomanyban,

melyeknek megvannak a maguk elényei és hatranyai.

Ebben a dolgozatban bemutatok egy 1j modszert diszkrét, egydimenzids be- és
kimenett (single input single output, SISO), linearis és idGinvarians (linear time in-
variant, LTI) rendszerek identifikacidjara. Az identifikaciot frekvenciatartoméanyban
fogom végezni, mely lehetGséget ad arra, hogy a problémat fiiggvényapproximéacios
feladatként fogalmazzuk meg. A rendszer stabilitasa és kauzalitasa elégséges feltételt
ad arra, hogy a rendszert leir6 atviteli fiiggvény a H?(T) Hardy-tér eleme legyen. A
javasolt modszer ezen feltételek mellett ad egy flexibilis modszert az atviteli fiiggvény
kozelitésére. A H2(T)-beli klasszikus trigonometrikus bazis mellett, a '90-es évektsl
kezdve foglalkoztak az tgynevezett altalanositott ortogonalis bazisfiiggvények rend-
szer identifikacios alkalmazéasaival [1]. A dolgozatban bevezetett identifikacios eljaras
kapcsolodik ezekhez az eredményekhez, ugyanis a javasolt moédszerben a polusok-
elhelyezkedését szabad paraméterekként kezeltiik és egy nemlinearis optimalizalési
feladatként fogalmaztuk meg. Az atviteli fiiggvény kozelitése H?(T)-ben a polusok
optimalizalasdnak segitségével egy szeparabilis nemlinearis legkisebb négyzetes prob-
lémét eredményez, melynek megoldasahoz a Golub és Pereyra altal kidolgozott Adap-
tiv Projekciok modszerét hasznaltuk fel [2] 3].

A dolgozat egyes fejezeteiben az alabbi témakoroket mutatjuk be. A [2 fejezet-
ben &attekintem a probléma megfogalmazasahoz sziikséges matematikai fogalmakat.
Elgszor attekintjiitk a Mobius-transzformaciokat, majd ezek specialis esetével foglal-
kozunk, az ugynevezett Blaschke-fiiggvényekkel. A Blaschke-fiiggvények segitségiink-

re lesznek abban, hogy a H?(T) térben definidlhassunk egy racionalis altalanositott



bazisfiiggvény-rendszert. Ezeket a fliggvényeket Malmquist-Takenaka rendszereknek
hivjak és a paramétereire vonatkozd megfelel§ feltétel teljesiilése esetén (lasd [2.2.16)
teljes orthonormalt rendszert alkotnak H?(T)-ben, mely elméleti alapot nytjt az at-

viteli fliggvény Malmquist-Takenaka fliggvényekkel valoé hatékony approximaciojara.

A alfejezetben roviden attekintem a SISO LTT rendszerek fontosabb tulajdon-
sdgait, majd ismertetem az atviteli fiiggvények és a Hardy-terek matematikai kap-
csolatat. Ez az Osszefiiggés adja a TDK dolgozatban elért eredmények matematikai
alapjat is. Az alfejezet végén felvazolom a SISO LTI rendszerek differenciaegyenletek-
bél levezethets felirdsat. Ezen rendszerek atviteli fiiggvénye egy racionalis fiiggvény,
melynek poélusait a Malmquist-Takenaka fliggvények szerinti nemlinearis kozelités se-
gitségével tudjuk megtalalni. Mérnoki szempontboél egy rendszer differenciaegyenlettel
val6 megadasa kiemelkedGen fontos, ugyanis a gyakorlatban ezen keresztiil irjék le a
rendszer viselkedését. A fejezet végén, a[2.4.2] alfejezetben a poluskeresési feladatot
egy szeparabilis nemlinearis legkisebb négyzetes problémava fogalmazom at, amit az
Adaptiv Projekciok modszerével oldok meg. Igy a SISO LTI rendszer pélusainak meg-
hatarozasa visszavezethets az atviteli fiiggvényt leir6 Malmquist-Takenaka rendszer

paramétereinek optimalizalésara.

A dolgozatban elért 6 elméleti és gyakorlati eredmények bemutataséat a 3. fejezet
tartalmazza. A fejezetben levezetem a felhasznalt Malmquist-Takenaka fiiggvények
néhany, a TDK eredményei szempontjabol fontos tulajdonsagéat, majd bemutatom a
javasolt modszer hatékonysagat igazolé numerikus kisérleteket. A tesztek sorén szin-
tetikusan generdltunk atviteli fliggvényeket SISO LTT rendszerekhez, majd zaj hoz-
zdadasa utan probaltuk a fliggvényt kozeliteni. Annak érdekében, hogy a valosagban
eléforduld identifikicios feladatokat is szimuléljunk, a generélt atviteli fiiggvények-
hez tartozo allapottér reprezentaciokat is implementaltuk, melynek a be- és kime-
netei alapjan szamolt empirikus atviteli fliggvényét kozelitettiik. Tovabba a javasolt
modszert Osszehasonlitottuk egyéb, a szakirodalomban megtalalhatéo modszerekkel is.
Az elvégzett tesztek eredményei azt igazoljak, hogy a javasolt rendszer identifikacios
eljaras az 4j elméleti megkozelités mellett komoly potencidlt mutat a gyakorlati al-
kalmazhatosag szempontjabol is. A dolgozat végén Osszefoglaljuk az eredményeket és

ismertetjiik a kutatas jelenlegi allapotét, illetve a felmeriil§ még nyitott kérdéseket.

A problémét megoldé numerikus algoritmusokat, és a teszteléshez hasznalt keret-
rendszert MATLAB-ban valésitottam meg. A TDK eredményeibdl eddig egy nemzet-

kozi publikacio késziilt, amit az AMIE22 nemzetkozi konferencian is elGadtam:

e Szabari M.: System identification with rational orthogonal functions, Academia-
Industry Matching Event (AIME) — Artificial Intelligence, Technology, and Qu-
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antum Communication, Budapest, 2022.11.17-18.

e Dozsa T., Szabari M., Soumelidis A., Kovéacs P.: Pole identification using disc-
rete Laguerre expansion and variable projection, 22nd World Congress of the
International Federation of Automatic Control (IFAC), pp. 1-6, Yokohama, Ja-
pan, 2023.07.09-14 (elfogadva).



2. fejezet

Matematikal hattér

2.1. Hardy-terek struktiraja

Ebben a fejezetben egy rovid attekintést adok a Hardy-terek elméletérsl. Mint késébb
latni fogjuk, ezen téma szorosan kapcsolodik a rendszer-identifikacio és iranyitasel-
mélet témakdréhez. A fejezetben tobb olyan témat és tételt is targyalok, melyeket a
késébbiek soran nem fogunk kozvetlen felhasznalni, azonban ez nem jelenti azt, hogy
a rendszer-identifikicié szempontjabol ezek ne lennének fontosak, csupan azt, hogy
ezek tulmutatnak a dolgozat keretein.

A dolgozatban a komplex egységkorlapra a DD jelolést, az egységkorre a pedig
a T jelolést fogom hasznéalni, melyen o-val jel6lom a (nem normalizélt) Lebesbue-
mértéket. A T jelolés hasznalata S' helyett onnan adédik, hogy magasabb dimenzios
esetben az egységkorrel analog szerepet a T4 magasabb dimenzids toruszok toltenek
be, nem pedig az S¢ gdmbok.
2.1.1. Definicio. Adott 1 < p < co-re a HP (D) (egységkorlapon értelmezett) Hardy-

tér azon f :— C holomorf fiiggvényekbdl all, melyekre

1

1 2 . P
1l = sup (— j If(re“)!pdt> oo
0<r<1 \ 27T 0

P < oo esetén, és

||| 1oy == sup [f(z)] < oo,
zeD

ha p = o0.

Ezen fiiggvények nyilvanvaloan vektorteret alkotnak, melyeken kénnyen ellendriz-

hetd, hogy a ||.||nr ) leképzés norma. S6t a maximum-elv miatt teljesiil, hogy a defi-
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nicibban szerepls sup-ot kicserélhetjiik lim,_,;_-ra. Ezen feliil vilagos a
H'(D) > HP(D) D HY(D) D H®(D)

trtalmazas, ahol q > p.
A Hardy-tereket azonban egy mésik megkozelitésbdl is lehet definidlni, mely - mint

kés6bb latni fogjuk - kiemeli ezen terek azon tulajdonsagat, ami miatt a rendszerel-

méletben, illetve Fourier-analizisben hasznosak.

2.1.2. Definicié. Legyen 1 < p < oo, ekkor a HP(T) (egységkoron értelmezett)
Hardy-tér azon f € LP(T) komplex fliggvényekbdl all, melyekre

A T [ 0 1
fin) = —J f(e)e tdt = —J f(z)z"do(z) =0,
27 J, 27 )

ha n < 0 vagyis a negativ Fourier-egyiitthatoik eltiinnek, tovabba HP(T) normaja az
LP(T)-bdl 6rokolt norma.

Azt allitjuk, hogy ez a két tér valamilyen értelemben ugyan az. Csakhogy ez némi
megfontolast igényel, mert mar maguk a tér elemei mas tipust objektumok: az elsd
definicioban D-n értelmezett fliggvényekkel, mig a masodikban T-n értelmezetekkel
foglalkozunk. Azonban anndl lehet tobbet mondani, minthogy a két definiciobeli tér
kozott 1étezik egy izometrikus izomorfia. Csupan az egyszertibb p = 2 esetet vizsgélom

meg részletesebben, ugyanis szamunkra ez lesz a legfontosabb.

2.1.3. Allitas. Legyen f : D — C holomorf fiiggvény, melyre f(z) = > s anz™
FEkkor f € H*(D) pontosan akkor, ha

(e.0)
||(an)||€2 = Z |an|2 < 00,
n=0
tovdabba

I(an)lle = [[fllew)

Bizonyitds. Legyen z = re't € . Ekkor

00 0
H:(Z)|2 — hc(reit)lz — Z Z ana—mrnerei(nfm)t.

n=0 m=0



Ezt t szerint integralva a kovetkezd egyenletet kapjuk:

1 JZW ity|2 = 2.2
— | [freMfPdt=) la.r™" (2.1.1)
27 ), —

Igy ha ||(an)|le < oo, akkor minden r € [0,1) esetén

1 27 .
3 | et P < fane,
tehat f € H2(D).

Visszafele, ha f € H?(ID), viszont ||(a,)]||¢e = oo, akkor a egyenlet jobb oldala
akkarmekkora naggyé tehetd megfelels v € [0,1) valasztasaval, ami ellentmond a

feltevésnek.

Tovabba az Abel-féle szummacios eljarasbol adodik, hogy ha ||(ay,) ||z < oo, akkor

o0
lim Z |(1n|21'2n = ”(an)H@z)
r—1—

n=0

tehit [[(@n)le = [lleo). -

Ezaltal kaphatunk egy természetes izometrikus megfeleltetést a H2(D) és H?(T)
kozott azaltal, hogy egy adott hatvanysorral rendelkezé H?(ID)-beli fiiggvényt megfe-
leltetiink annak a H?(T)-beli fiiggvénynek, melynek a Fourier-egyiitthatéi megegyez-
nek az el6z6 hatvanysoranak egyiitthatoival. Tovabba mint fliggvények a kévetkezd

elvarhato kapcsolat all fent koztiik.

2.1.4. Allitas. Legyen f € H2(D), melynek hatvinysora a 0-ban Y 25 anz™ €s legyen
f € HX(T), melynek Fourier-sora 3 2, ane™. Tovdbbd 0 < v < 1 esetén definidljuk

az

fr(e") =f(re") = 3 arme™
n=0

fiigguényeket. Ekkor f, — f a H2(T) normdjdban.

Bizonyitds. Elészor is nyilvanvalo, hogy f, eleme H?(T)-nek.

o0
n=no

Legyen ¢ > 0 adott. Mivel (a,) € €2, ezért létezik ny € N, hogy >_ la,?* < €.

Tovabba valaszthatunk egy s. € (0, 1) szamot, melyre r € (s, 1) esetén

Tlof]

D (1= <.

n=0



Ekkor fennall a kovetkezs becslés:

(o0} 2 o0
||fr_ﬂ|2 = Z(an_anrn)elnt :Z’anF“ _Tn)Z
n=0 n=0
no—] o
= (1= + ) lan(1—1")
n=0 n=no
<e+ Z e
n=ngp
< 2e¢.

[]

Ismeretes, hogy altalanosan egy fiiggvénysorozat L?-beli konvergenciabol nem ko-
vetkezik a a majdnem mindenhol valé folytonossig, csupan annyi, hogy létezik a
sorozatnak olyan részsorozata, amely majdnem mindenhol konvergens. Azonban a
Carleson-tétel kimondja, hogy egy L2(I)-beli - s6t, altalanosan LP(I)-beli, ahol 1 <
p < oo - fiiggvény Fourier-sora majdnem mindeniitt konvergens. Ebbél pedig, konnyen

lathato, hogy f, tart f-hez majdnem mindehol.
A allitasban definialt f, fiiggvény valdojaban nem mas, mint a komplex fiigg-

vénytanbol tanult Poisson-integréalja az f-nek. A Poisson-kernelt a kdvetkezé harom

ekvivalens moédon is lehet definialni:

' 1—1? — ~ 1+ rett
P.(e't) = _ mfeint _ R, _
(e") 1 —2rcost+ 12 Z re N1 reit )

n=—oo

ahol 0 <r< 1.

2.1.5. Megjegyzés. A Poisson-kernelt T-n definidltam, de sokszor célszertibb R-en de-
finialni mint 27t periodikus fiiggvényt a P/(t) = P.(e') képlettel. Mivel ez nem okoz

kiilondsebb problémét, a két valtozatra nem fogok kiilon jelolést hasznélni.

A Y 2 rMemt ggyenletes konvergenciaja miatt

27
P.(n) = J P.(ei)e ™dt = M.
0
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Ekkor egy (a,) Fourier-sorti f € H3(T) esetén

o —

(P, % f)(n) = Pr(n)f(n) = r"a,,

igy mivel a Fourier-soruk megegyezik, ezért a P, % f és az f, fliggvények megegyeznek.

A Poisson-kernelrsl tovabba konnyen belathato, hogy "jo" kernel, vagyis eleget

tesz a kovetkez6 harom tulajdonsagnak:

1. Létezik M, hogy minden 0 < r < 1 esetén J'éﬂ IP.(t)|dt < M,
2. minden 0 < r < 1 esetén f?n P.(t)dt =1,

3. és minden ¢ > 0 és m > 1n > 0 értékre létezik 1o < 1, hogy minden 1 > 1 > 1

esetén

J P.(t)dt < e,
A
ahol A = [—m, 7] \ [, ).

Vagyis az azt jelenti, hogy a {P,};cp,1) egy approximativ egység az (L'(T),*) és
(H'(T), *) Banach-algebrakban.

A Poisson-kernel segitségével (bizonyitas nélkiil) kimondhatjuk a kovetkezs két
tételt, melyek biztositsak a megfeleltetést HP(T) és HP (D) kozott. Természetesen fon-
tos, hogy a kettd, elenkezd iranyt megfeleltetés egymas inverze legyen, azonban ezt

nem mindig hangsulyozzak a szakirodalomban.

2.1.6. Tétel (Fatou tétele). Legyen 0 < p < oo és f € HP(T). Ekkor az f(re't) =
(P,xf)(elt) fiigguény eleme HP (D)-nek és Pyxf tart f-hez majdnem mindenhol. Tovdbbd
[P F|l e ) < ||Fllie(r) €s abban az esetben, hap # oo, akkor lim,_,;_ || Pesf—F||pp () =
0. Ha pedig p = oo, akkor minden olyan intervallumon, ahol f folytonos, ott P, x

eqyenletesen tart f-hez.

A megfeleltetés masik irdnyat a kovetkezs tétel 1étesiti.

2.1.7. Tétel (Reisz Frigyes és Marcell tétele). Legyen f € HP(ID) valamilyen 1 < p <
oo esetén. Ekkor f(et) = lim,__ f(re't) létezik majdnem minden t-re és f € HP(T),
tovdbbd f(re't) = (P, * f)(e't).

Fontos megjegyezni, hogy Reisz Frigyes és Marcell tételének sokszor a p = 1 esetet
szoktak nevezni. Ugyanis lehet beszélni a h? (D) harmonikus Hardy-terekrdl, melyek

definici6jaban csupén a fiiggvények harmonikussigat koveteljiikk meg a holomofitasuk
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helyett. Ekkor p # 1 esetén hP(ID) megfeleltethetd LP(T)-nek a Poisson-kernel segit-
ségével. Azonban p = 1 esetén nem minden f € h!(ID)-re létezik ilyen f e L'(T),
melynek Poisson-integralja az f. Ennek a hatterében az &ll, hogy az L'(T) tér nem
dualisa egy méasik Banach-térnek. Azonban az méar igaz, hogy tetszéleges f € h'(ID)-re
létezik egy pu komplex reguléris Borel mérték T-n, melynek Poisson-integralja az f,
vagyis:

f(re') = (Prx u)(e") = %t Lr P (e )dp(e™)

Ezt a u mértéket megkaphatjuk mint az w*-lim,_,;_ f,0 hatarértéket a reguléris Borel
mértékek terében, ahol a gyenge-* topologia a C(T) folytonos fiiggvények terébdl
szarmazik. Igy mértékekkel megfogalmazva Reisz F. és M. tétele a kovetkezs alakban

mondhaté ki.

2.1.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy 1 egy komplex requldris Borel mérték T-n, melynek a

negativ Fourier-eqgyiitthatoi eltinnek, vagyis:
) = | e "dute™) =0,
T
ha n < 0. Ekkor w abszolit folytonos a o Lebesque-mértékre nézve és % € H'(T).

Ezen megfeleltetésekbdl konnyen latszik, hogy HP (D) valéban Banach-tér, ugyanis

izomorf HP(T)-vel, viszont

HP(T) = () ker ¢y,

n<0
ahol ¢y az f — [ fz"do(z) folytonos leképzést jeloli. Emiatt specialisan H?(D)
Hilbert-tér. A Hardy-terek ezen szép megfeleltethetGsége miatt a késébbiekben nem
fogjuk megkiilonboztetni HP (D)-t és HP(T)-t.

2.2. Komplex racionalis fiiggvények

2.2.1. Mobius transzforméaciok

Ebben a részben roviden felidézem a komplex analizisbél tanult Mobius transzfor-
méaciokat. Ezen transzformaciok specialis esetei az tugynevezett Blaschke-fiiggvények
(lasd alfejezet), melyek a Malmquist-Takenaka fiiggvényrendszer definidlasahoz

és vizsgalatahoz sziikségesek.
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2.2.1. Definicié. Tekintsiik az a,b,c,d € C komplex szdmokat, melyekre teljesiil,

hogy ad — bc # 0. Ekkor a komplex sik M6bius transzformaéciéjanak nevezziik

az
Ma,b,c,d :C—C
az+b
cz+d
fiiggvényt.
Azonban abban az esetben, ha ¢ # 0 az Mgy c,q nem jol definidlt a z = —% pont-

ban, hiszen ekkor nullaval osztanank. Ezért érdemesebb a Mobius transzformaciokat
a C kiterjesztett komplex sikon vagy més néven a Riemann gémbén értelmezni. A Ri-
emann gombaot sokféleképpen lehet realizalni, azonban a legegyszertibb a C = CU{co}
modon, ahol az aritmetikai mtiveleteket a kovetkez6 modon definialjuk:

z+ 00 =00, €8 =0, (z e C),

z
(0]

Z-00=o00 & g:oo, (z € C\{O})

A Riemann gémb kifejezés azért indokolt, mert topologikusan a konstrukcié nem
més mint a sik egy-pontu kompaktifikacioja, igy a Riemann gomb ténylegesen egy
kétdimenzios gombfeliilet.

Ekkor a Md&bius transzformaciokat kiterjeszthetjiik a Riemann gémbre:

Ha ¢ =0:

Ma,b,c,d(oo) =00
Ha pedig ¢ # 0:

d a
M p,c,a (_E =00 é Mgpca(o0) = <

Természetesen a fenti értékek pontosan tgy lettek definialva, hogy a Mobius

transzformaciok folytonos C — C transzforméaciok legyenek.
Tovabbé egyszeri szamolassal adodik, hogy:
_dz—b

-1
a,b,c,d(Z) = T—I—a = Md,—b,—c,a(l)-
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2.2.2. Allitas. A Mébius transzformdciok folytonosak, invertdlhatéak és az inverzik

1s invertdalhato, ezért eqy Mobius transzformdcio a C eqy homeomorfizmusa.

Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon két Mobius transzformécié kompozicidja is felirhato-

e Mdbius transzformécioként. A kovetkezd szamolas mutatja, hogy a kérdésre a valasz

igen:
az+b
Meron (Mapea(z)) = ecz+g+f _ e(az+b)+f(cz+d) _ (ea+ fc)z+ eb + fd _
o o 9%"}_]’1 9(aZ+b)+h(cz+d) (Qa+hC)Z+gb+hd

= Mea+fc,eb+fd,ga+hc,gb+hd(Z)
Mivel definici6 szerint ad — bc # 0 és eh — fg # 0, ezért
(ea+ fc)(gb+hd) — (eb + fd)(ga + hc) = (ad — be)(eh — fg) # 0,

igy a kompozicié valoban Mdbius transzformacio.
2.2.3. Kovetkezmény. A Mdébius transzformdciok Mob halmaza csoportot alkot a

kompoziciora nézve, melyben az egységelem Mj 1.

A Mobius transzforméaciok fentebb bemutatott tulajdonsagai, mint példaul a defi-
nici6ban szerepld feltétel, az inverzre és a kompoziciora felirt képlet emlékeztethetnek
2 x 2-es méatrixok tulajdonsigaira. Ez nem véletlen, az ad — bc # 0 feltétel pontosan
azt jelenti egy (‘33) matrixra nézve, hogy a determinansa nem nulla. A kompoziciés

és inverzios képlettel pedig a kovetkezd allitast bizonyitottuk:

2.2.4. Allitas. A GL(2,C) dltaldnos linedris csoporton, vagyis a nem-nulla determi-

ndnsu 2 X 2-es mdtrizokon értelmezett

Y : GL(2,C) — Maob
a b
c d

leképezés eqy csoporthomomorfizmus.

? Ma,b,c,d

A homomorfizmus-tétel alapjan tudjuk, hogy GL(2,C) /ker Y =~ Mob. ker Y azok-

bol a matrixokbol all, amik M, o 1-be képzddnek, melyek nem mésok, mint a

[a O], aeCx=C\I{0)
0 a
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alakt méatrixok. Ezek a matrixok a GL(2,C) centrumét alkotjék, vagyis a Mobi-
us transzforméciok Mob csoportja nem més mint PGL(2,C), mely csoportot ugy
kapunk, hogy megfeleltetjiik egymasnak azokat a GL(2,C)-beli matrixokat, melyek

(nem-nulla) skalarszorosai egyméasnak.

2.2.5. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy PGL(2,C) és igy Md6b ugyan az mint
PSL(2,C), ugyanis tetszéleges N € PGL(2,C) esetén létezik ¢ € C, melyre ¢? =
det N, igy M 101N € PSL(2,C), azonban M -1 .1 € ker Y.

2.2.2. Blaschke-fiiggvények

A tovabbiakban a Mobius transzforméaciok egy speciélis részcsoportjara lesz sziiksé-
giink, az ugynevezett Blaschke-fiiggvényekre. A tovabbiakban a ID jelolést hasznélom

a komplex sik nyilt egységkorlapjara, D-t a zartra, és T-t az egységkorre.
2.2.6. Definici6. Legyen a € D egy tetszéleges komplex szam, ekkor a

B,:C—C Bo:z+— .

1—az
fliggvényt az a paraméteri Blaschke-fliiggvénynek nevezziik.

A korébbi jeloléseinket hasznalva B = My _q_4q,1. A definiciobol kénnyen lathato,

hogy
B.(a) =0 és B.(1/a) = o,

ezért az 1/a pontot a B, polusanak, az a-t pedig az inverz poélusianak fogjuk

nevezni. Az elnevezést az indokolja, hogy az 1/a az a egységkorre vett tiikorképe.

2.2.7. Allitas. Tetszéleges a,z € C-re fenndll a kivetkezd eqyenldséy:

(1= 2R)(1 ~laP).

1—[Bu(2))* = _
Ba(2)] T azp
Bizonyitas.
lz—al* (1—az)(1—az)—(z—a)(z—a)
1 i B(l 2 - 1 —_— — = —
[Ba(z)| 11 — azf? 1 — az|?
 (1—az—az+lazP)(|z? — az— az + |a?)
N 1 — az|?
_ 0+ lazl*)(z]* — [al?) _ (0= 21%) (1 — |al?)
T — azl? [T — azl?
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Legyen a € D. Ekkor ha z € D, akkor

(1 —12P) (1 —a)

— <1
1 — az|? -

Ba(z)l? =1~

miatt By(z) € D. Tovabba z € D esetén [Bo(z)? < 1ész € T esetén pedig [Bo(2)* = 1.

Mivel B, egy specialis Mobius transzformécio, ezért az inverzét is fel tudjuk irni

mint Mobius transzformacio, mégpedig:

-1 _ —1 _ _
B[l - M],*ﬂ,*ﬁ,] - M]va)EJ - Bfa'

Vagyis egy Blaschke fiiggvény inzerve is Blaschke fiiggvény, melyre szintén fennéll a
fentebb bizonyitott egyenléség/egyenlétlenség, igy kimondhatjuk az alabbi kiovetkez-

ményt.
2.2.8. Kovetkezmény. A By, : D = D, a Bg|z :D = D és aBo|, : T = T

leképzések homeomorfizmusok.

Ugyan (a D-vel paraméterezett) Blaschke-fiiggvények kompozicidja kivezet a Blaschke-
fliggvények korébdl, azonban ezt meg lehet javitani, mert a kompoziciéval kapott
fiiggvény mod T Blaschke (vagyis €B, alaka, ahol ¢ € T és a € D). Vagyis D x T

segitségével be lehet vezetni egy csoportstrukturat:

B :={B,:=¢eByla:=(a,e) € D x T}

A a; = (ar, &) és a = (az,€2) D x T-beli elemekre B, = B4, o B,,, ahol:

a; + aze; 1+ a C12€z>

a:(as):<Ez R e —
’ 1+ a; Clzﬁzj 1+ arapée;

Az a = (a, ¢) esetén pedig B, inverze B,—1, ahol a™! = (—ea, g).

2.2.9. Megjegyzés. Ha a D-n tekintjiikk a hiperbolikus sik Poincaré-féle korlap mo-
delljét, akkor a 2B csoport elemei ennek az irdnyitastartoé izometriai lesznek. Mint a
Riemann-gombon haté transzforméciok, ezek pontosan azok a Mobius transzforma-

ciok, melyek az egységkort és az egységkorlapot énmagukba képzik.

A késébbi alkalmazasokhoz (lasd [3] fejezet) a Blaschke-fiiggvények egységkoron
felvett értékeit fogjuk hasznalni, ezért a folytatasban explicit képletet adunk a BQ‘T

fiiggvényre.
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Mivel a B, |, fliggvény homeomorfizmus, ezért egy megfelels 3, : R — R fliggvény

segitségével felirhatd az alabbi alakban:

Baly(e) = etfelt),

ahol t € R tetszbleges valos szam. Tetszbleges s € R, -ra legyen:

2arctan(stan(t/2)), hat e (—m,mn)

Ps(t) =< —m, hat=—m
7T, hat=m
és definidljuk a vy, fliggvényt a 9, olyan t-beli kiterjesztéseként, melyre ys| =9s

[—m,m]

és vs(t+ 2m) = y,(t) + 27
Tovabba definialjuk az s : [0,1) - R, s: 1+ }%: fliggvényt. Ekkor a kovetkezét
allithatjuk:

2.2.10. Allitas. A vy (t) fiigguény (t-szerinti) derivdltja a Poisson magfiigguény,

VagyLs:
() =P(t) = v teR,rel0,1)
YoM = ) = I ost + 2 ’ Vo
Bizonyitds.
V) = s s(r)
s(r) s(r)?2tan?(t/2) +1 cos2(t/2)  s(r)2sin?(t/2) + cos?(t/2)
B T B (1T—=7)(1+71)
Etgi sin?(t/2) + cos2(t/2) (1+7)? sin®(t/2) 4 (1 — )2 cos?(t/2)
1 —1? 1 —1?

1412 + 27(sin®(t/2) — cos?(t/2)) 1 — 2rcos(t) + 12
]

Az el6z6 allitast segitségével explicit formulat adhatunk a fentebb emlitett 3,

fliggvényre.

2.2.11. Tétel. Tetszéleges a = re'™ € D esetén a B, Blaschke-fiigguényre teljestiil,
hogy Ba(t) = vsm (t — &) + &, vagyis:

Ba(eit) — etBalt) — oilvsr)(t—a)ta)
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Bizonyitds. ElGszor is megmutatjuk, hogy teljesiil az azonossag, ha az a inverz polust
a [0, 1) intervallumrol valasztjuk (« = 0), azaz:
B,(e't) = elvs¥,

Ehhez elnevezziik a két oldalt, melyek segitségével atlathatobb lesz a bizonyités:

f(t) := B,(e"), g(t) := e,

Ekkor elGszor is azt allitjuk, hogy:

() _ g'(t)
f(t)  g(t)

Az allités értelmes, mert természetesen se f, se g nem lehet 0. Ehhez szamoljuk ki

Sket kiillon-kiilon:

g'(t)  tygy(tlesm 1— 12
g(t) esn(t) ~ 1 " Zrcost + 12
Masrészt:
/(1) it 1 LT L (T=rh)et . 1—1?
f(t) et —r  T—reit ) T(ett—r1)(1—reit) 1 —2rcos(t)+r?

Ebbdl adédodan:

(f)’ _ flg—fg’" f’g—fgf—f' _o
g g* g’ '
Vagyis az é allando, azonban t = 0-ban mindkét fliggvény 1-et vesz fel, ezért f =

g. Tetszoleges a = re'* € D esetén pedig vissza tudjuk vezetni a tételt az imént
bizonyitott o = 0 esetre:
e't —ret™ €

1t _ 1
Bq(e") = 1 _rellto € 1 — reilt—0)

|
I
)
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2.2.3. Malmquist-Takenaka rendszerek

Ebben részben ismertetek egy a H2(ID) Hardy térben teljes ortonormalt rendszert al-
koto fiiggvényrendszert, a Malmquist-Takenaka rendszert, melyet a késébbiekben
rendszerek atviteli fliggvényének kozelitésére fogok alkalmazni.

Jelolje DY a természetes szamokkal indexelt D-beli sorozatok terét. Legyen a =
(ag, ar,...) € DY sorozat. Jelélje m,, az a, elem eléfordulasainak a szamat n € N-ig,
vagyis m, = #{k|k € N,k < n,ax = a,}. Ekkor definidljuk a kovetkezs, a altal

meghatéarozott racionalis fiiggvények sorozatat (n szerint):

Zmnfl
Jan,mn—1 (Z) = (

1 —a,z)mn

2.2.12. Allitas. Tetszbleges n € N szamra és f € HX(D) Hardy-tér-beli fiiggvényre

f™(a)
n!

<f) qum) =

Bizonyitds. A skalarszorzatot kifrva és felhasznalva a Cauchy-formulat a kovetkezst

kapjuk:

2 f(e—it)e—int 1 ™ f(e—it)eit
<f>qa,n>:_J 1 aoit\ntl :_J it gt dt
2t Jy (1 —ae™t) 2nt J, (e a)
1 f(z)
“3 | o
B f(n)(a)
- nl

]

Vagyis az el6z6 tétel azt jelenti, hogy egy a € D ésm € N esetén a a0y .., Qan-1
fliggvények altal kifeszitett altér meréleges kiegészits altere pontosan azokbol a fligg-
vényekbsl all, melyeknek n-szeres gyokiikk van a-ban. Igy specidlisan n = O-ra a

k(x,y) = qyo(x) a H*(D) reprodukélé magfiiggvénye.

2.2.13. Definicié. Egy a € D" sorozat altal generdlt Malmquist-Takenaka rend-

szernek a

]_’anP n—1 s —a n—1
(z) = Y K —R Ba, (2)

02 (z = — =
1—anz k_ol—akz

n
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fiiggvényrendszert nevezziik.

Ez a fiiggvényrendszer - ahogyan nemsokara latni fogjuk - nem més, mint a
Qanmn1 rendszerbsl a H*(D) skalarszorzatara vett Gram-Smidt ortogonalizdcioval
kapott rendszer. Specialis esetként, ha a, = 0 minden n-re, akkor a hatvanyfiiggvé-

nyeket kapjuk.
2.2.14. Tétel. Tekintsik az a € DV sorozatot. Ekkor az ehhez tartozé MT-rendszer

ortonormdlt a H2(D) skaldrszorzatdra, vagyis minden n, m € N-re:

(D%, @F) = dnm-

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy n < m. Ekkor definiéljuk az

fiiggvényt. Mivel egy Blaschke-fliggvény értéke az egységkorén 1 abszolut értékii,

ezért:

(@7, @7) = (LR, R \/1 |am|2\/] |an |3 anm,o) Jan,0 )

Ekkor, ha n # m, akkor L(a,) = 0, és igy a [2.2.12] llitas alapjan azt kapjuk, hogy
(@2 ®2) = 0. Ellenkezs esetben pedig

(@3, @3) = (1= 1an)(day0, dano) = (1= lan)day o(an) = (1= lan) 5 ——— =1.

2.2.15. Allitas. Adott a € DV, és rogzitett n € N esetén a F, DY, ..., 0% és a
Jagmos day,mys « « -y Qan,mn—1 flgguények dltal kifeszitett altér megegyezik.

Bizonyitds. Az allitas kozvetleniil kovetkezik [2.2.19-bol. O

Az el6z6 allitas és egyiittes kovetkezménye, hogy (egységszorzotol eltekint-
ve) a @2 rendszer valoban megkaphaté a qq, ,m, , fliggvényekbol Gram-Smidt or-
togonalizacioval.

Az ortonormaéltsiag lehet6vé teszi, hogy a gyakorlatban konnyen ki lehessen sza-
molni a Malmquist-Takenaka rendszerek &ltal kifeszitett alterekre valoé projekciot.
Azonban ahhoz, hogy érdemben lehessen fliggvény-approximéciora hasznalni, sziik-
ség van a rendszer teljességére is. A teljességre ad ekvivalens feltételt a kovetkezd
tétel:
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2.2.16. Tétel (Szasz-feltétel). Valamilyen a € DN-ra a @2 fiigguényrendszer pontosan
akkor teljes H?(D)-ben, ha

Z 1—’(1“’ =
n=0

A feltétel informalisan annyit mond, hogy a sorozat nem tart "tul gyorsan" a
korlap pereméhez. A gyakorlatban ez mindig teljesiil, hiszen numerikusan csak véges
sok indexig tudjuk sorbafejteni a fliggvénytinket, és véges sok elem nem befolyéasolja
a feltételt.

Komplex fiiggvénytanbol tanult tétel, hogy ha egy DN sorozatra nem teljesiil a
Szasz-feltétel, akkor a )
H |Z_E|Bak (z)
k=0
szorzat kompakt halmazokon egyenletesen konvergens D-n (ahogy n — oo) és eleme
a H* (D) Hardy-térnek. Ez a tétel arra a kérdésre ad valaszt, hogy adott (akar vég-
telen sok) egységkoron beliili pontok esetén mikor létezik olyan holomorf fiiggvény,
melynek pontosan a megadott pontok a nullhelyei. Ezt, vagyis a Szasz-feltétel ellen-
tétét nevezik Blaschke-feltételnek, és az ezt kielégits sorozatot Blaschke-sorozatnak.
Tovabba egy Szegs Gabor altal bizonyitott fontos tétel alapjan az is igaz, hogy tet-
sz6leges f € H'(D) esetén az f zérushelyei (multiplicitassal szdmolva) kielégitik a
Blaschke-feltételt. Ezek felhasznalasaval bizonyithatjuk a tételt.

Bizonyitds (Szdsz-feltétel). ElGszor is tegyiik fel, hogy @2 nem teljes, vagyis létezik
f € H?(DD), melyre
<f> (D31> =0

minden n € N esetén. Ekkor [2.2.15| miatt f merSleges a qq, ,m,—1 fliggvényekre is, igy
2.2.12|alapjan f-nek legalabb m,,-szeres gyoke van a,,-ben. Ekkor Szegé tétele alapjan

az a sorozatra teljesiil a Blaschke-feltétel.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy az a sorozatra a Blaschke-feltétel teljesiil. Ek-
kor az altala meghatéarozott B, Blaschke-szorzat eleme a H*° (D) Hardy-térnek (és igy
persze H2(D)-nek is). A B, gydkei pedig pontosan az a, pontok (megfelels multiplici-
tassal), ezért az 6sszes qq, m,_1 figgvényre merdleges. Igy qq, m,_1 nem teljes, tehat
D2 sem. []

Egy tetszéleges f € H?(D) fiiggvény Malmquist-Takenaka rendszer szerinti Fourier-
egyiitthatoira bevezethetjiik a kovetkezs jelolést:
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fa:N—>C foin— (f,@2)

2.2.17. Koévetkezmény. Ha az a € DY sorozat teljesiti a Szdsz-feltétel, akkor egy
tetszoleges f € H2(D) fiigguény MT-Fourier sora elddllitja f-et, vagyis:

f=) (fO0F =) fil
k=0 k=0

Mikor a 3. fejezetben fel fogjuk hasznalni a Malmquist-Takenaka rendszert, az

n € N, (dimenzi6) paramétert rogzitettnek fogjuk tekinteni, ezért elegends egy
a= (ap,ay...,0a,1) € D" véges inverz polus vektort hasznalnunk. Ekkor a Szész-
feltétel kovetkeztében a @f fiiggvények ortonormaéltak, igy egy ortonormalt bazist
alkotnak H?(D) egy n-dimenziés alterében. Ekkor felmeriil a kérdés, hogy hogyan
jellemezhetSek ezek a véges dimenzids alterek. Ehhez tekintsiik a @f fiiggvények
(0 <k <n—1) egy tetszbleges linearis kombinécidjat, és hozzuk a tagokat kézos

nevezdbre:

— n—1 I
chq)a ZZCk 1_|ak’2H 2= 9
k=0

1 —ayz 01—a]

j=
= ]C VT =la P TTS
k
k=0 H) 0(1 a]Z)

o e/ T— 1P TTS) (2 — ) T, (1 — @2)
H)Tl:o] (1 - ajz)
o ciy/T— a2 Py(2)
[T (1 az2)

A szamlaloban n darab n — 1-edfoku polinom, mig a nevezében pedig egy n-
edfoki polinom szerepel. A szamléloban szereplé Py polinomokroél a kévetkezd allités

mondhato el.

2.2.18. Allitas. A Py polinomok linedrisan figgetlenek és igy kifeszitik a legfeljebb

n — T-edfoki polinomok vektorterét.

Bizonyitds. Az allitast indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan cy nem-
mind-nulla egyiitthatok, hogy

n—1

CkPk =0.
k=0
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Ekkor valasszuk ki a legkisebb 1 indexet, melyre ¢ # 0. Igy felirhatjuk Pi-t a kovetkezd

alakban:

1-1 n—1

n—1 k—1 n—I1
Piz) =] Jz—a) [] (1 —T2) = _C—: (Z o/ T—lal[[z—a) JT O —GZ)) :
k=0 j

j=0 j=141 j=0 =K1

Ez ellentmondas, ugyanis P;-ben az z— a; faktor pontosan (m; — 1)-szer szerepel, mig

a jobb oldalon legalabb my-szer. O

2.2.19. Kévetkezmény. Legyen Q € H3(D) egy szigorian valddi (strictly proper)
raciondlis fiigguény, azaz eqy olyan raciondlis figguény, melynek a nevezdjében sze-
repld polinom foka szigorian magasabb a szdmldloban lévd polinom fokdndl, és tegyiik
fel, hogy Q olyan, hogy a polusai az egységkdron kivilre esnek. Jeldlje n a nevezd
fokszamdt. Ekkor létezik olyan a € D", hogy a Q benne van a ®% (0 < k < n)
Malmquist-Takenaka fligguvények dltal kifeszitett altérben.

Bizonyitds. Jelolje qo,...qn_1 a Q fiiggvény polusait. Mivel Q eleme a H?(ID) Hardy-
térnek, ezért tudjuk, hogy |qx| > 1. Ekkor ay = 1/qy inverz polusok valasztasaval, az

el6z6 allitds miatt Q valoban felirhato @3-k linearis kombinéciojaként. O

A 2.2.19 kdvetkezményben feltettiik, hogy a Q polusai kiviilesnek az egységkoron,

azonban a kdvetkezg allitas alapjan ez automatikusan teljestil.

2.2.20. Allitas. Tegyiik fel, hogy Q € H*(D) egy raciondlis fiigguény, doy ..., qn_i
polusokkal. Ekkor minden 0 <1< mn esetén |qi| > 1.

Bizonyitds. A H?(D)-beliség miatt trivialis, hogy |q;| > 1.
Tegyiik fel, hogy q; € T valamilyen i-re, és vizsgaljuk meg, hogy egy f € H*(DD)
fliggvény abszolut értéke milyen gyorsan néhet, ha tartunk T-hez. Legyen f hatvany-

sora ) - ayz". Ekkor

f(z)| =

1 1
[e'e) (o) 2 00 2 sz
<Y e < (3 lant? g = Ml
Sz (L) (5e) -

Azonban, ha z; € D egy sorozat, mely tart gi-hez, akkor |f(z;)| legalabb o(——)

1zj—qil
j

o0
E a,z"
n=0

nagysagrendben ng, ami ellentmond a fenti becslésnek.

]

A [2.2.19 kévetkezmény jelentGssége abban rejlik, hogy, mint késébb latni fogjuk,

azok a rendszerek, melyeknek az atviteli fliggvényét identifikilni akarjuk, pontosan
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azok, melyek atviteli fliggvénye egy szigortan valodi racionalis fliggvény. Eszerint,
ha elegendGen nagy n-et valasztunk az inverz poélus vektor dimenzidjanak (legalabb
akkorat, mint amennyi polusa van az atviteli fiiggvénynek), akkor egy ilyen rendszer
atviteli fiiggvényét kozvetleniil el tudjuk allitani a Malmquist-Takenaka fiiggvények

segitségeével.
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(a) A polarkoordinatak koreinek (b) A polarkoordinatdk sugarai-
képe egy harmadfokit Blaschke- nak képe egy harmadfoki Blaschke-
szorzatnéal. szorzatnal.

(c) Egy masodfoku Blaschke-szorzat (d) Egy harmadfoka Blaschke-
hatéasa az egységkorlapon, polarkoor- szorzat hatésa az egységkorlapon,
dinatakkal dbrézolva. polarkoordinatakkal abrazolva.

2.1. abra. Egy Blaschke-szorzat tekinthetd a gyokfiiggvény éaltaldnositasdnak, abban
az értelemben, hogy egy d-edfoki Blaschke-szorzatnal minden D-beli pontnak ponto-
san d darab sképe van (multiplicitassal szamolva). A leképzés egy ennél szigoribb
feltételt is teljesit, ugyanis a D Riemann-feliilet elagazo fedése (lasd (c) és (d) abra)
[4].
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2.3. SISO LTI rendszerek

Ebben a részben felvazolom a diszkrét SISO LTT (Single Input Single Output, Linear
Time Invariant), azaz egy szamsorozathoz szamsorozatot rendeld, linearis és id6invari-
ans rendszerek fogalmat, tovabba ismertetem néhany tulajdonsagukat, melyek szoros
kapcsolatot teremtenek az el6z6 alfejezetekkel.

Legyen { = CZ az egész szamokkal indexelt komplex értéki sorozatok vektortere.
A gyakorlati alkalmazasok szempontjabol kiemelten fontosak a valds értéki sorozatok,
azonban az elméletet nem kell ezekre megszoritanunk. Ekkor egy diszkrét rendszert

az alabbi

H:L—1
x— H(x) =y

leképezéssel azonosithatunk. Az x valtozot a rendszer inputjanak vagy bemeneté-
nek, azy = H(x)-et a rendszer outputjanak vagy kimenetének hivjuk. A rendszert

linearisnak nevezziik, ha H egy vektortér-homomorfizmus, vagyis:
H(Ax) = AH(x)
Hixs +x2) = H(xq) + H(xz).
Definialjuk az n € Z-re az e, € {, en[k] = 8, sorozatot, ahol &, a Kronecker-

delta. Egy linearis rendszert le tudunk {rni egy végtelen nagy H métrixszal, melynek

n, m € Z-re az n, m-edik eleme a H(e,,) output sorozat n-edik értéke. Vagyis:

H,, H,p H,; ... oo H(eo)[=1] H(e)[O] FH(e_y)[1]

H=|... Ho1 Hoo Ho; ...|=1]... Hle)l=1] FH(eo)l0] H(eo)[]
] ]

)

H,, H,, H,; ... oo H(e)[=11 H(er)[O

Ekkor a rendszer leirhaté méatrixszorzassal:

+oco
yn] =H(x)n] = Z H, nx[m].
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Mind a gyakorlatban mind pedig az elméletben fontos szerepet toltenek be az
ugynevezett idSinvarians, vagy méas néven eltolasinvarians rendszerek. Ehhez vezessiik

be az tgynevezett (jobb-) eltolas-operatort.

S:t—¢ (Sx)[n] =xn —1]

Ekkor egy H rendszert idGinvaransnak hivunk, ha kommutal az eltolas-operatorral,
vagyis:

HS =SH  azaz  H(Sx) = S(H(x))

minden x € {-re. Adot n € Z-re ez azt jelenti, hogy H(Sx)[n] = H(x)[n — 1], vagyis
ha eltoljuk az inputot az output is csupén az eredeti output eltoltja lesz. Kénnyen
bizonyithatd, hogy ha H kommutal S-sel, akkor kommutél az S hatvanyaival és az
S~' (baleltolas) operétorral is, igy valoban indokolt az iddinvaridns elnevezés, mert
tetszGleges k € Z-ra:

H(S*x)[n] = H(x)n —K].

Specidlisan az x = e;, kanonikus egységvektorok sorozatéra felirva az egyenlGséget,

a H matrix elemeire azt az azonossagot kapjuk, hogy
ank,m - Hn,erk Vagyis Hn,m - Hn+k,m+k-

Ekkor k = —m helyettesitéssel azt kapjuk hogy H, m = Hym o, melyet h,_n-mel

jelolhetiink. Eszerint a rendszer matrixa a kdvetkezd alaki:

... hp hy h,
H=|... hy hy h

h, h;  hy

Az ilyen matrixokat Toeplitz-matrixoknak hivjak, és szoros kapcsolatban vannak

az Hardy-tereken értelmezett Toeplitz-operatorokkal. Ez alapjan

+00 +00 +00
yl=H(x)l= ) Hymxlml= Y Hypmoximl= ) hy mx[ml.

Ha a h,,-re is ugy tekintiink, mint egy egy {-beli sorozatra, akkor azt kaptuk, hogy
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az LTT rendszeriinket a h és x konvoluciéjaval tudjuk leirni, vagyis
+o00
ynl =H()Mml = Y  hin—mlxm] = (hxx)nl.
S—

A h sorozatot a rendszer impulzus-valasz fiiggvényének neveziik, és konnyen
lathato, hogy meghatarozza a H rendszert. Az elnevezés onnan adodik, hogy a ko-

rabban definialt ey sorozatra (egységimpulzusra) a rendszer kimenete h.

A gyakorlatban vizsgélt rendszerek egy tovabbi fontos tulajdonsaga a kauzalités.
Azt mondjuk, hogy a H rendszer kauzalis, ha hin] = 0 minden n < 0 esetén. Ez
informélisan azt jelenti, hogy y[n] nem fiigg az x bemenet n-nél késébbi elemeitdl,
vagyis a "jovotol". Ezzel a tulajdonsaggal a gyakorlatban felmeriil6 rendszerek gyak-

ran rendelkeznek. A kauzalis jelek terére az {y jelolést fogjuk hasznalni.

A tovabbiakban a teljes { tér helyett leginkabb az €', €2 és £ alterekkel fogunk
foglalkozni. A fizikai és mérnoki eredetii alkalmazasokban £ teret a véges energia-
ju jelek terének, az £ teret pedig a korlatos jelek terének nevezik [5]. Ismeretes,
hogy ezek a terek Banach-terek, vagyis teljesek a definici6jukban szereplé normaval,
tovabba (' C 2 C (.

Ismeretes, hogy az €2 tér egy Hilbert-tér és izometrikusan izomorf a komplex L*(T)
Hilbert-térrel. Egy ilyen L?(T) — % izomorfizmust ad a klasszikus komplex Fourier-
sorfejtés. Adott f € L?(T)-re:

1 T (7

(F()n] = (f,2") = —J f(z2)z " do(z) = —J f(et¥)e ™ dr (nez).
27 | 27 J,

Mivel a Fourier-sorfejtés egy izometrikusan izomorf leképezés, ezért invertalhato

és x = F(f) esetén az inverze

(F'x)(z)= > xIn]z" (z € T).
n=—oo
A Hilbert terek elméletébdl tudjuk, hogy ez a sor [2-konvergens, és a Carleson-
tételbdl pedig, hogy majdnem mindenhol. Azonban ezt a sort tekinthetjiik egy tetszo-
leges komplex szamra, mely nem feltétlen T-n helyezkedik el. Tovabbé az x sorozatot
is valaszthatjuk nem feltétlen ¢>-belinek. Ekkor viszont iigyelniink kell a konvergen-
ciara, azonban ez a mi esetiinkben nem probléma, minket olyan sorozatok fognak

érdekelni, melyek nem esnek ki {*° — bél, igy a konvergenciasugar legalabb 1.
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Ezt a transzformaciot Z-transzformaéacionak nevezzik, és Z-vel jeldljiik. Ez el-
tér az irodalomban hasznélt definici6tél abban, hogy a klasszikus definicioban z™-nek
helyett z7™-ek szerepelnek. Ahogyan a késGbbiekben latni fogjuk, az itt hasznalt de-

finici6 megkdnnyiti a Hardy-terek matematikai elméletének felhasznalasat.

Egy h € { impulzus-valasz fliggvény esetén a H = Z(h) fiiggvényt nevezzik a
rendszer atviteli fliggvényének és a T-re valo megszoritasat a rendszer frekvencia-
valasz fiiggvényének. Tovabba atviteli fliggvények vizsgélatakor a T komplex egy-

ségkorre a rendszer frekvenciatartomanyként is hivatkozunk.

A Z-transzforméacié egy konnyen lathato tulajdonséga, hogy x és y sorozatok
esetén

Z(xxy) = Z(x)Z(y).

Ennek kovetkezménye, hogy ha rendszereket komponalunk, akkor az Osszetett rend-
szer atviteli fliggvénye a komponensek atviteli fliggvényének szorzata. Ez tovabbé
atjarast biztosit a rendszer idétartomanya és frekvenciatartoméanya kézott. Ha h # 0,
akkor Z(h) # 0, és egy nem-nulla holomorf fiiggvény nullhelyei seholsem stirii rész-
halmazt alkotnak az értelmezési tartomanyban. Igy, ha a rendszer y = h*x kimenete

nem nulla, akkor a

2y _ Y
Z(x) X

egyenlGség majdnem mindeniitt teljesiil. Ez lehet&séget biztosit arra, hogy egy rend-

H=Z(h) =

szer atviteli fliggvényét pusztdn a bemenet és a kimenet altal matematikailag meg-
hatarozzuk. A gyakorlatban azonban az osztas és a sorozatok végessége miatt nem
tudjuk numerikus hiba nélkil meghatarozni a frekvencia-valasz fiiggvényt. Az igy
meghatéarozott atviteli fliggvényt empirikus atviteli fiiggvénynek nevezik [11, [6].

A rendszerelmélet egy tovabbi fontos tulajdonsaga a stabilitas, mely szoros kap-
csolatban all a lineéris leképzések folytonossagéaval (korlatossdgaval). A kiilonbség
csupan a felfogasbéli, ugyanis mérnokileg altaldban egy tagabb téren lehet értelmezni
a rendszert, melynek aztén egy kiemelt (és norméval ellatott) altere alapjan definial-
jék a stabilitast. Legyen H : £ — £ egy lineéris operator és K C £ normélt altér. Ekkor
azt mondjuk, hogy a H rendszer K-stabil, ha HK C K és H }K korlatos. Az esetek
dénts tobbségében a K = (') €2 és £°, mely utobbi esetén a rendszert BIBO-stabilnak
(Bounded Input Bounded Output) nevezik. A kovetkez§ tétel jellemzi az olyan LTI

rendszereket, melyek ezekben az esetekben stabilak.

2.3.1. Tétel. Tekintsik h € £ esetén, a h dltal (konvolicicval) definidlt H : €° — £P
rendszert. Ekkor p = 1,00 esetén H pontosan akkor folytonos, ha h € {', és ekkor
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|H|| = ||h||:. Ha pedig p = 2, akkor H pontosan akkor folytonos, ha H = Z(h) € L,

és ezen esetben ||H|| = ||H||oo-

Bizonyitds. Elészor tekintsiik az €' esetet. Tudjuk, hogy (€', %) egy Banach-algebra,
ezért ha h € ') akkor ||h * x|[p < ||h||er||x]|er. Visszafele, ha x +— h % x folytonos,

akkor ||l * ep||p < 00, azonban ||h x egl[gr = ||hl]e-

Az € esethez ha feltessziik, hogy h € €', akkor

()< Y hlt—slxls] < ) hit —s]|X]leo < [[Rfl1][X]loo)

§=—00 §=—00

és egyenlGség teljesiil, ha az x a konstans 1 sorozat. Visszafele, ha H folytonos, a

konstans egy sorozattal valé konvolicié alapjan h € 1.

Az €% eset pedig a Hilbert-terek elméletébdl kovetkezik. Ugyanis [2(Q) felett
egy f szimbolumu M; multiplier-operator pontosan akkor folytonos, ha f € L*®°(Q).
Ekkor az &llitas ezen része csupan annyit mond, hogy H akkor folytonos, ha a Z-
transzforméacio egy Osszekots operator H és valamilyen folytonos My kozott (vagyis
Z7"M;Z = H). Mivel a Z-transzformacio ezen terek kozott izometria, ezért emiatt

a norméra vonatkozo allitas is teljesiil.

O

2.3.2. Megjeqyzés. Természetesen £?-stabilitas esetén, ha a rendszer kauzélis, a feltétel
a Z(h) € H* allitassal ekvivalens. Mivel {' C €%, ezért h € (' esetén Z(h) € L®. Az
" képe L*®-ben egy Banach*-algebra - azon fiiggvények algebraja, melyek Fourier-sora
abszolut konvergens - melyet Wiener-algebranak neveznek. Ezen fiiggvények tovab-
ba folytonosak is, ez onnan latszik, hogy {'-en a Z-transzformécié nem mas mint
¢' Gelfand-transzforméltja. Azonban a leképzés nem izometria, az elSretolt norma

szigorian erdsebb a ||.|lco normanal.

2.3.3. Megjegyzés. Mint korabban emlitettiik, az irodalomban a Z-transzformaltat a
(Zx)(z)= > xnjz™

képlettel szoktak definidlni. A két transzformacié kozott a z — 1/z leképezés teremt

kapcsolatot, azaz

(Z6))(2) = (2(x)) (—) .
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Ha x € €& kauzalis sorozat, akkor Z(x) fiiggvény a C \ D tartomanyon, vagyis az
egységkoron kiviil lesz analitikus. Ezen fliggvények tere a konstans fliggvények egydi-

menzios alterétsl eltekintve a H?(T) merdleges kiegészits altere L2(T)-ben.

2.3.1. Racionalis atviteli fliiggvények

A folytonos és diszkrét idejii SISO rendszereket kifejezhetjiik differencial- illetve dif-
ferenciaegyenletek segitségével is. A differenciaegyenletekkel valo megadasnak szamos
elénye van. Egyfelsl gyakran intuitivan kozelebb all a fizikai, modellezett rendszerhez,
maésfeldl ez az alak konnyebben implementéalhato [7], 2. fejezet. Egy differenciaegyen-

lettel felirt kauzalis rendszert a kovetkezs (specidlis) alakban szokés megadni:
yml+aiym—1]+...+anyn—N] = box[n] +bix(n—1]+...+bpx[n—M] (2.3.1)

ahol x az input sorozat, y pedig az az output sorozat, mely minden n-re teljesiti a
fenti egyenletet. A gyakorlatban a N és az M egy véges szamok, aminek az eredménye,

hogy a rendszer atviteli fliggvénye egy racionalis fliggvény.

2.3.4. Megjegyzés. Az ([2.3.1)) differenciaegyenlet altal meghatérozott rendszer auto-
matikusan kauzalis, ugyanis a képlet alapjan y[n] kimenet nem fiigg semelyik x[n +j]

tagtol, j > 0 esetén.

Vizsgéalatunk f6 targyat az ugynevezett szigortan valddi (stricly proper) rend-
szerek képzik, melyek esetében M < N. Az egyenlet atrendezve a kovetkezs alakra
hozhato:

N M
ynl] = —Z axyn — k] + Zbkx[n— k]
k=1 k=0

mely segitségével explicit implementéciot adhatunk. Az eredeti egyenletet sorozatokra

felirva

N M
Z akSky = Z b Skx
k=0 k=0

egyenletet kapjuk. Felhasznalva, hogy egy tetszdleges x sorozatra Z(S*x)(z) = z*Z(x)(z),

az egyenlet Z-transzformaltja

N M
Z aY(z)z" = Z biX(z)z*
k=0 k=0
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alakd. Ebbdl pedig osztassal fejezhetjiik ki a rendszer atviteli fiiggvényét:

Y(z)  YMobiZr bulz—qi)(z—qa) ... (z— qm)

X(z) Shomz  an(z—pi)(z—pa)...(z—pn)

H(z) =

Az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetd, hogy px # qi, vagyis a fenti racionalis
fiiggvény nem egyszertsithets. Ekkor a py komplex szamokat a rendszer polusainak,

a i szamokat pedig a rendszer zérusainak nevezziik.

A rendszer stabilitasa, azaz a H € H*®(D) tulajdonsag, pontosan azzal egyezik
meg, hogy a H 6sszes polusa az egységkoron kiviil esik. Vagyis, ahogyan a Malmquist-
Takenaka rendszereknél emlitettiik, ha H szigortian valodi és stabil, akkor megfelel§
inverz polusok valasztasaval el§ tudjuk allitani Malmquist-Takenaka fliggvények line-
aris kombinacidjaként.

2.3.5. Megjegyzés. A Z-transzformacio klasszikus definicidjaval a H stabilitasa pon-
tosan annak felel meg, hogy analitikus a C \ D tartoméanyon, vagyis H polusai az

egységkoron beliilre esnek.

2.4. Adaptiv Projekciék médszere

Ebben a részben bemutatok egy specialis nemlineéris fliggvény-approximécios mod-
szert, amit SISO LTT rendszerek atviteli fliggvényének kozelitésére hasznaltunk. A
legjobb linearis approximécié kérdéskore Hilbert-terekben egybe esik az absztrakt
Fourier-sorok elméletével. Gyakorlati feladatok esetében jellemzGen specidlis fiigg-
vényterekben (pl. L2, H?) keressiik a legjobban kézelité elemet a tér egy véges dimen-
zios alterébsl. A legjobban kozelits elemet elGallitdé numerikus algoritmusok sorén a
problémat diszkretizaljuk, és igy egy specialis lineéris legkisebb négyzetek probléméava
alakitjuk 4t. Azonban a linearis kozelités nem mindig elég hatékony alacsony dimen-
zi6s kozelités esetén, tovabbéa nem feltétlen alkalmas egy SISO LTI rendszer atviteli
fiiggvényének egyéb tulajdonsagainak lefrasara. Ezért a linearis kozelités klasszikus
elméletének bemutatasa utan, vazolom az altalunk hasznalt szeparabilis nemlineéris

kozelités, az Adaptiv Projekciok (Variable Projection) modszerét [2), 3.

2.4.1. Linearis approximacio

Legyen H egy fiiggvényekbdl allo Hilbert-tér. Ha adva van egy ¢, (n € N, ) teljes
ortonormalt rendszer, akkor tetszéleges f € H fliggvénynek az (absztrakt) Fourier-

sora
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[e.o]

D (b

k=1
ahol (-,-) a H-beli skalaris szorzat. Az absztrakt Fourier-sorok alaptétele azt mondja

ki, hogy ez a sor konvergens H-ban és f-hez tart, vagyis a

D (b — f

k=1
részletosszegek kozelitik f-et a H metrikajaban. Ha S, = span{®q, ..., dn} C H véges
dimenziés altér és P, az S,-re valo ortogonalis projekcid a Riesz-féle vetitési tétel
alapjan, az S, altér zartsaga miatt, ez az operator egyértelmten létezik. Tovabbé

felirhatjuk a kovetkezd alakban:

Puf = ) (f, bi) i
k=1

Konnyen belathato, hogy egy véges dimenzios altérben egyértelmten létezik az
f-et legjobban kozelits elem, vagyis g € S, amire a dist(f, g) = dist(f,Syn), és ez az

elem pontosan az S,-re valé ortogonalis projekcio, igy

dist(f, Sn) = inf ||g — fl| = minflg — [} = [Pnf — 1.

Folytonos jeleket diszkretizélva tudunk numerikusan kozeliteni. Ekkor az f fiigg-
vényhez hozza tudunk rendelni egy f = (fy,f5,...,fn) € K™ vektort, mely az f
fiiggvény t; id6pontokban vett mintavételezése, azaz f; = f(t;).

A legkisebb négyzetek problémajaban adott @y, @q,... D, € R™ (n < m) linea-
risan fiiggetlen vektorrendszer a K™ valés vagy komplex Euklideszi térben, melyekre
mint valamilyen ¢y folytonos fiiggvények diszkretizaltjaira gondolunk. Ekkor szeret-

nénk azokat a cy linearis egyiitthatokat megtalalni, melyekre a

n 2

fi—ZCk(q)k)i

k=1

m

=)

2
2 i=1

f— i qu)k
k=1

tavolsagfliggvény minimalis. Legyen @ € K™ ™ az a matrix, melynek a k-adik oszlopa

@y ésc=(c1,Cz,...,Cn)" linearis paramétervektor. Feltessziik tovabbé, hogy m > n

és a @ matrix rangja n, azaz a feladat talhatarozott. Ekkor a probléma megoldasa
¢ =(0'D)'D'f=Df, (2.4.1)
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ahol ®" = (®'®)'®" a ® matrix Moore-Penrose pszeudoinverze [2]. Ekkor a ®c*

vektor a legjobban kozelit§ elem a @y vektorok altal kifeszitett altérben, vagyis
P, = O®D"
a @y vektorok alterére vett ortogonalis projekcid. A legjobban kozelité f* elemet
f*=OD'f =P, f

alakban adjhatjuk meg.
Megjegyezziik, hogy tetszéleges W € KP4 (p, q € N, ) méatrixnak létezik a W' €

K9P pszeudoinverze. Tovabba, V¥ teljes rangti méatrix esetén, ha p > q akkor Y*Y =
[ € K99 és ha p < q akkor YW+ =1 € KP*P. A teljes rangt, p = q esetre felirt
pszeudoinverz egybeesik W~'-el. A pszeudoinverz altaldban elsallithaté a @ matrix
szinguléris felbontasabol. Gyakorlati szamitasok esetében is érdemes a koz-
vetlen implementalasa helyett a ®@ specidlis felbontasaibol (pl. SVD, QR) kiindulni a

performancia novelésének érdekében.

Tovabbé ha a @y vektorok nem csak linearisan fiiggetlenek, hanem ortonormaltak,

akkor a @' nem mas mint @', igy
¢t =d'f.

2.4.2. Adaptiv projekciok moédszere

Habar a lineéris approximécié nagyon sok esetben hasznos, azonban bizonyos esetek-
ben nem elég rugalmas és nem elég hatékony. Nevezetesen ahhoz, hogy pontosabb
kozelitést kapjunk, sokszor 1ényegesen meg kell emelniink a bazisfiiggvényink szamat.
Ennek elkeriilése érdekében, a ¢, folytonos, illetve a @, diszkretizalt fiiggvényeket
lecseréljiik egy ¢N € H, illetve @, (n) € R™ fiiggvénycsaladra, ahol 1 € U C RY a

fliggvénycsalad egy nemlineéris, differencidlhatd paraméterezése.

Ha feltessziik, hogy a ¢} Hilbert-térbeli fliggvénycsalad teljes ortonormalt rendszer

minden 1 € U esetén, akkor a legjobb kozelités problémaja a kdvetkezs alaki:

2 2

n—1

f=> (f,on)dh

k=0

= inf

2.4.2
inf (2.4.2)

n—1
f— Z c(n) by
0

k=

inf||f — Pgnf||* = inf
neu n neu
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A képletet gy értelmezhetjiik, hogy ha rogzitjiikk az 1 paraméteriinket,
akkor a probléma redukalodik a klasszikus linearis approximacié problémaéajara. Mivel
a linearis cy(n) paramétereket konnyen meg tudjuk hatarozni, ezért gondolhatunk
gy a problémara, hogy az elsGdleges feladatunk meghatarozni azt az n paramétert,

mellyel a legjobb linearis kozelitést lehet elérni.

Diszkrét esetben a probléma

2
= inf [|f — @ (n)@ (M) "f||
neu

n

f— > c(n)®i(n)

k=1

inf min
nel ¢(n)eR™

= Inf | — Pu(m)f]

= inf [P (n)f|
ahol @ (1) a @y (n) vektorokbol allé6 paraméteres matrix, P, (1) pedig a @y (1) fiige-
vények altal kifeszitett altérre, Pi-(n) pedig az erre meréleges altérre vald projekcio.
Mivel az 1 paramétereket altalaban nem lehet explicit meghatarozni, ezért fiiggvény
minimalizalasdhoz nemlinearis optimalizalast kell hasznalni [§, [3]. Golub és Pereyra
1973-as cikkiikben [2] explicit képletet adtak az v(n) = ||f — P, (n)f||* hibafiiggvény

gradiensének meghatarozéasara:

%Vr(n)j =—f"Pg (P*(M)D;®@ () + (@F)'D{P+(n)) f, (2.4.3)

ahol Dj az mj szerinti parcialis derivaltja a @ (1) matrixnak, vagyis:

D. — 9®Mm)
) an] .

A képlet {6 haszna, hogy ha ki tudjuk szamolni a fiiggvénycsaladunk n;-k szerinti
parcialis derivaltjait a t; mintavételezési pontokban, azaz a Dj matrixokat, akkor koz-
vetlentil alkalmazhatunk klasszikus nemlinearis optimalizalasi algoritmusokat, mint

példaul a gradiens-modszert vagy Levenberg-Marquardt algoritmust [9].
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3. fejezet

A javasolt algoritmus

A kutatasom alapvets motivacioja SISO LTT rendszerek atviteli fliggvényének az iden-
tifikacioja volt. Ezt a rendszer kimeneti és bemeneti adatai alapjan tettem az empi-
rikus atviteli fliggvény alapjan. Mivel egy racionalis atviteli fiiggvényd LTI rendszer
tulajdonséigait nagyban meghatarozzak a poélusainak az elhelyezkedései ezért az el-
s6dleges célom a rendszer polusainak az identifikacidja volt. Azonban mikor egy SISO
LTT rendszer atviteli fliggvényét szeretnénk kozeliteni racionélis fiiggvényekkel, nem
elegendd, hogy linearis alterekben minimalizaljuk a (tapasztalati) atviteli fliggvénytsl
vett négyzetes eltérést, ugyanis az ilyenfajta kozelitések kiillonbozd tulajdonsagai (pl.
polusok elhelyezkedése) kiilonbozhetnek az eredeti rendszerétsl. Egészen konkrétan
ezzel a modszerrel nem lehet meghatarozni a rendszer polusait (és zérusait), mert
rogzitett racionélis fliggvényekkel valé approximécio esetén a polusok csak rogzitett
helyeken fordulhatnak el6.

Ennek a probléménak a megoldasara hasznéltam az Adaptiv Projekciok
nemlinedris approximacios modszerét. Ehhez bazisfiiggvényeknek a Malmquist-Takenaka
fiiggvényeket hasznaltam, melyeket a komplex egységkoron beliili sorozatokkal lehet
paraméterezni. Ez azért volt célravezetd, mert a Malmquist-Takenaka fiiggvények pa-
ramétereibdl az egységkorre valo tiikrozéssel kozvetleniil meg lehet kapni a fliggvény
polusait. Igy az Adaptiv Projekciok modszerének nemlineéris paramétereit maguknak
a rendszer polusainak (pontosabban azok tiikorképeinek, inverz poélusainak) véalasz-
tottam meg, és igy a polusok elhelyezkedésének optimalizalasaval tudtam a rendszer
atviteli fiiggvényét minél jobban approximalni. Az atviteli fliggvényt a komplex egy-
ségkoron felvett értékein, vagyis a rendszer frekvencia-valasz fiiggvényén keresztiil
kozelitettem. Ezzel a modszerrel sikeriilt egy matematikailag mér kidolgozott elmé-

letet, a Malmquist-Takenaka rendszerek elméletét az Adaptiv Projekciok modszerén
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A megadott modszerrel a SISO LTT rendszerek egy speciélis osztalyat tudjuk nagy
pontossaggal identifikilni. Egyrészt a rendszernek stabilnak és kauzalisnak kell lennie.
Ez biztositja, hogy az frekvencia-valasz fiiggvény benne van a H2(T) térben, és igy
tudjuk kozeliteni. Tovabba az approximacion tulmutatoéan, a poélusok identifikiciojéa-
hoz sziikséges, hogy a rendszert egy szigortian valodi differenciaegyenlet irja le. Ilyen
esetben a kovetkezmény miatt, a paraméterek optimalizalasa azzal ekvivalens,
hogy meghatarozzuk H?(T) egy Malmquist-Takenaka fiiggvények altal kifeszitett vé-

ges dimenzios alterét, amelyik tartalmazza a frekvencia-valasz fiiggvényt.

A Malmquist-Takenaka rendszerek koézvetlen hasznalatanak az Adaptiv Projek-
ciok modszerében tobb akadalya is adddott. Az egyik ilyen, hogy az Adaptiv Pro-
jekciok modszerének legmegbizhatobb MATLAB implementacioja, a VarPro [§], csak
valos paraméterek optimalizicidjara alkalmas, mig a Malmquist-Takenaka fiiggvé-
nyek paraméterei komplexek. Ezt gy hidaltam &at, hogy a komplex egységkorlap
pontjait polarkoordinatédkkal paramétereztem. Egy mésik probléma abboél adodott,
hogy egy rendszer atviteli fliggvénye komplex értéki fiiggvény, mig a VarPro-val va-
16s fliggvényeket tudunk kozeliteni valos fliggvényekkel. Ezt a problémét tgy oldottam
meg, hogy a Malmquist-Takenaka rendszerek egy valos véaltozatat hasznaltam, mely
a komplex Fourier-sorokbol képzett valés Fourier-sorokhoz hasonléan egy teljes rend-
szert alkot L2(T)-ben. Ekkor a Titchmarsh-tétel [10]) biztositja, hogy elegends
az empirikus atviteli fiiggvény valos részét kozeliteni, mert a Hilbert-transzformécio

segitségével abbol el tudjuk allitani a keresett komplex analitikus fiiggvényt.

3.1. Valés Malmquist-Takenaka rendszerek

Hogy megfogalmazhassuk a problémat valos Malmquist-Takenaka rendszerekkel, el6-
szor definialnunk kell a Hilbert-transzformalt fogalmat. Ha f € L?(T) fiiggvény, mely-

nek a klasszikus Fourier-sora

[e.e]

f(z) = Z az" (z € T),

n=—oo

akkor az f Hilbert-transzformaltja:

Hf(z) = —i i sign(n)a,z" (zeT).
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3.1.1. Megjegyzés. Sok helyen [11, 12| egy periodikus (T-n értelmezett) fiiggvény

Hilbert-transzformaltjat a fenti definiciéval ekvivalens

Hf(elt) = J:nfm cot (t > T) dt

modon definialjak.

A Hilbert-transzformacio lehet&séget fog adni arra, hogy egy Hardy-tér-beli fiigg-
vény valos részébdl els tudjuk allitani az eredeti komplex fliggvényt. Erre a kévetkezd

tétel ad elméleti alapot.

3.1.2. Tétel (Titchmarsh-tétel). Tegyiik fel, hogy £ € L*(T) fiiggvény. Ekkor a ko-

vetkezd két dallitds ekvivalens:
f € H¥(T),

R(f) = —H(3I(f)) és I(f) = H(R(T)),
ahol R és T a valds és képzetes részt jeloli.

A fentiek alapjan ha adott egy f € L2 jeliink, mely egy kauzalis atviteli fiiggvény

valos része, ki tudjuk bel6le szamolni az atviteli fiiggvényt az
F=f+4+1iHf (3.1.1)

képlet alapjan. Tovabba altaldnosan, ha f valos értékd, akkor H(f) is valos értéki

fliggvény lesz.

3.1.3. Megjegyzés. A Titchmarsh-tétel ezen alakja kénnyen kovetkezik a H?(T) Hardy-
tér nulla Fourier-egytitthatos és a Hilbert-transzformacio fent megadott definiciojabol,
azonban Titchmarsh a tételt eredetileg L?(R)-beli fiiggvényekre bizonyitotta, az R-en

értelmezett Hilbert-transzforméacioval [10].

Legyen a € DY egy inverz polusokbél allo sorozat, melyre ay = 0. Ekkor valés

Malmquist-Takenaka rendszernek hivjuk a

Up:=1, V5:=0, U :=R(D}Y), Vi:=73(d}), (keN,)

fliggvényrendszert.
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3.1. dbra. Az a = (1/2e'", 1/2e'™, —1/2e'™, —1/2¢'?) inverz polus vektorhoz tartozo
elsé négy Malmquist-Takenaka fliggvény valos és képzetes része.

A valos Malmquist-Takenaka fliggvényekre a kovetkezs tétel teljesiil.

3.1.4. Tétel. Legyen a € DV, ay = 0, és tegyiik fel hogy a teljesiti a Szdsz-feltételt
. Ekkor az a-hoz tartozo

Uo, V2Uy, V2V (ke Ny)

sorozat teljes ortonormdlt rendszert alkot az L (T), valds értéki négyzetesen integrdl-

hato fligguények Hilbert-térben.

Legyen F = f 4+ iHf € H?(T) Hardy-tér-beli fiiggvény, ahol f valos. Ekkor n € N, -
ra és a € D™re a komplex Malmquist-Takenaka rendszer szerinti Fourier-soranak

n-edik részletosszege:
—1
S2F = (F, @%) @f.

a
n
0

3

~
I
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A részletosszeg valos részének kiszamolasahoz, elgszor szamoljuk ki a (F, @2) valos
részét.

Ehhez sziikségiink lesz a kdvetkezd allitéasra.

3.1.5. Allitas. Legyen f € L*(T) valds értéki és G € H2(T) melyre fqr G = 0. Ekkor

a kovetkezd eqyenldségek teljesiilnek:
(f,G) =i(Hf,G), (f,G)=—i(Hf,G).

Bizonyitds. Irjuk fel f-et
f(z) = Z Ciz® (zeT)
k=—
Fourier-sorban, ekkor
Hf(Z) =—i- ) sign(K)az.  (z€T)
k=—
Mivel valos jelekre teljesiil, hogy c¢_y = Cy, ezért
F(z) = f(z) + iHf(z) = ¢co + ZZ czt. (zeT)

Tovabba mivel G-re teljesiil a IT G = 0 tulajdonsag, vagyis a 0-dik Fourier egytittha-

toja 0, ezért felirhato

G(z") = i d,z* (zeT)
k=1

alakban. Ekkor a skalarszorzat tulajdonsagai alapjan:

(f,G) = cady, (f,G) = ) Tndn,
k=1 k=1

(Hf,G) = —i- ) cqdn, (Hf,G) =i- ) Tady.
k=1 k=1
Ez alapjan mar behelyettesitéssel kovetkezik az allitas. O]

Mivel a @} Malmquist-Takenaka fiiggvény teljesiti a J'T O = 0 feltételt, ezért
G = O helyettesitéssel:
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(f, @%) = L{Hf, ®F),  (f, BF) = —i(Hf, D)
Tovabba ebbdl a @F valos és képzetes részére a kovetkezd azonossagokat kapjuk:
<Hf> Uo) =0, <f, uk> = <Hf) Vk> ) <f, Vk> - <Hf> uk>
A fentiekb6l az F € H?(T) és a @ = Uy + 1V, fiiggvény skalarszorzata:

(F,®2) = (f+ i Hf, Uy +1- Vi) =
= ({f, Uy) + (Hf, Vi) +1- ((Hf, W) — (f, Vi))) =
=2 ((f,U) —i- (f,V\))

Igy az SAF részletosszeg k-adik tagja:

(F, @) ©F =2 ((f,Uy) —1-(f, Vi)) (U +1- Vi) =
=2+ ((f, Ug) Uy + (f, Vi) Vie + 1 - ((f, Uy) Vie — (f, Vi) Uy))

Ez alapjan a részletosszeg valos és képzetes részét felirhatjuk a kovetkezd alakban:

—1

3

n

sif = R(SIF) =N ( (F, ®2) @*;) =

—1
= <f, UO> UO + 2 . (<f, Uk> Uk + <f, Vk> Vk)

~
I

0

3

= (Hf,Up) Ug+2- Y ((Hf, Uy) Uy + (Hf, Vi) Vi)

k=1

A fenti egyenletek bizonyitjak, hogy ha egy F € H?(T) atviteli fiiggvényt sze-
retnénk kozeliteni, és meghatarozni a polusait, akkor elegendd az f = PR(F) fiige-

vényt kozeliteni a Uy, v2Uy, v/2Vi rendszerrel. Vagyis, ha megtalaljuk az optimé-
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lis a = (0,as,az,...,0an,) € D" inverz polus vektort az f kozelitéséhez, akkor az
a optimélis az eredeti F atviteli fiiggvény leirdsara is. A valés Malmquist-Takenaka

fiiggvények egyéb tulajdonsagai a [13] jegyzetben vannak bemutatva.

3.2. A valés Malmquist-Takenaka rendszer derivalasa

Ahogyan a fejezet elején emlitettem, ahhoz, hogy az Adaptiv Projekciok modszerét
hasznélhassuk atviteli fliggvény kozelitésére, sziikséges megadnunk a valos Malmquist-
Takenaka rendszert valos polarkoordinatas alakban. Tovabba az Adaptiv Projekciok
hibafiiggvényének optimalizalasahoz sziikséges, hogy megadjuk az Uy, Vi fiiggvények
parcialis derivaltjait a polarkoordinatak szerint a t; mintavételezési pontokban.
Korabban lattuk, hogy egy a € D inverz polusra a B, (e™) Blaschke-fiiggvény a T

egységkoron megadhato
Bo(e®) = e« (t e R)

alakban. Ekkor az a inverz polust felirva a = re'™ egyenlettel, ahol T = |a] € [0, 1),

B, argumentum-fiiggvényre, tetszdleges & € [—7r, 7)-vel teljesiil, hogy
Bo(t) =0+ a+vys(t—oa) (teR),
ahol
s:=s(r) = T4

11

vYs(t) := 2arctan(s tan(t/2)).

Legyen a = (0, a, az,...,a,_1) € D" inverz poélus vektor és jelolje
n
o= [ry, a1, ..., o1, ] € ([0,1) x [0,27))

a polarkoordinatas atirasat. Definidljuk a

k—1 k—1 k—1
Brlogt) =) Bl 050 =) B, o (t) =D Boy(t)
j=0 j=0 j=0

fliggvényt, melynek segitségével fel tudjuk irni a k-adik Malmquist-Takenaka fligg-

vényt polarkoordinatéas alakban:
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/1 — 2k 1 — 12 . .
CDﬁ( ) 1 |ak| H ]—r_k . elfik(cx;t) (Z _ elt)

1—akz ’

ugyanis a hatvanyozas azonossagai miatt:

=~

1
B, (e't) = etPr(xY,

)

_.
I
o

Ennek segitségével kiszamoltuk az Uy, Vi valos Malmquist-Takenaka fiiggvényeket

az inverz polusok polarkoordinatai alapjan.

3.2.1. Allitas. Legyen a € D™, ag = 0, ax = 7€' €5 &t = [T1, X1, ..., Tno1y Gn_1]" @

poldr koordindtds datirds. Fkkor

Uy (o e™) :=R(r, o ) - (cos(Brl(et)) — 1 - cos(Br(ogt) + o — 1))
Vil e™) == R(r, s t) - (sin(Bi(egt)) — i - sin(Brlog t) + o — ),

ahol

R ) = '
(Moot = 5 e & T

Bizonyitds. Mivel a \/1 — 11 valos faktor mind az eredeti komplex formuldban, mind
a valos és képzetes részekben szerepel, ezért ettdl eltekintek az atlathatobb szamolé-
sok érdekében. Tovabba, mivel nem lesz sziikség atalakitani a By (o;t) argumentum-

fiiggvényeket, ezért helyettiik réviden y-t fogok irni a szamolasok soran.

Tetszoleges z € C nem-nulla komplex szamra 1/z = z/|z|?, ezért

1 1 — retloxt
T—reiltod [T — et

Felhasznéalva a

cos(x +1y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

sin(x +y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

trigonometrikus azonossagokat,
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1 B 1 _T'kCOS(O(k—t) —"LT'kSiH(O(k—t)
T e = T o
1

= T et (Cos(By) + Esin(By)

— 1 cos(oy — t) cos(Py) — iry cos(oy — t) sin(By)

(cos(B) + isin(Bi))

—Airgsin(og — t) cos(By) + 1y sin(og — t) sin(Bk))
1

T — ettt 2

(cos(Bk) — T cos(ox — t) cos(Bx)

+ T sin(ock — t) Sil’l(Bk) + isin([.’)k)
—iry cos(og — t) sin(PBy) — irgsin(og — t) cos(Bk))

1

— T — et 2 (cos(Bx) — Tk cos( Py + o — t)

+ i(sin(By) — risin(By + xc — t))).

A fenti konstans-szorzot pedig a kovetkezGképpen irhatjuk at:

1 1
1 — etz (1 — retlt—ad ) (1 — rpeilt—a)
B 1
T 1 — el — pemilt-an) 4 pleilt-on) gilt—a)
1
T 129 (el ) 2
1

7 — 21 cos(t —og) + 12

A fenti egyenletekbdl pedig kovetkezik az allitdsban szerepld képlet.
[

A allitas segitségével mar fel tudjuk irni az Uy, Vi fiiggvények polarkoordi-
natak szerinti parcialis derivaltjait, melyeket mar be fogunk tudni helyettesiteni az

Adaptiv Projekciok hibafiiggvényének gradiensére felirt képletbe.

Ehhez elGszor az R fliggvény parciélis derivaltjait szamolom ki.

3.2.2. Allitas. Az R(r,0;t) fiigguény « szerinti parcidlis derivdltja:

0 2rv/1T —r?sin(t — «)
—R(r, i t) = 5
(0o (1 —2rcos(t — o) + 12)
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- oy oo . 2 . . L / /!
Bizonyitds. Mivel « csak a nevezében szerepel, ezért cos’ () = —sin(«) és (%) = =3

alapjan a képlet kozvetlentil adodik. n

3.2.3. Allitas. Az R(r, ;t) fiigguény v szerinti parcidlis derivdltja:

ER(T‘ 1) = 3 —3r+2cos(t — «)
or 7 V1 =7Z(1 = 2rcos(t — &) +12)*

Bizonyitds. Legyen

u(r) i=+1—12 és v(r) =1 —2rcos(t — ) + 1.

Ekkor |
—r
u'(r) = —2r =
) 2V/T—v2 VT2
és
V(1) = 2(r — cos(t — ).
Ekkor az (%)/ = % derivalési azonossig miatt
0 u'(r)v(r) —v/(r)u(r)
—R 1) =
or (ry o) v2(71)

(1= 2rcos(t — o) + ) — 2(r — cos(t — o)) VT —12
(1 —2rcos(t — ) +12)2
—1(1 = 2rcos(t — &) +1%) — 2(r — cos(t — &) (1 —1?)
V1 —=72(1 = 2rcos(t — o) 4+ 12)2
—r + 212 cos(t — a) — 13 — 2r + 2 cos(t — &) 4 213 — 2r% cos(t — «)
V1 —=12(1 = 2rcos(t — o) 4+ 12)2
_ 3 — 314 2cos(t — «)
VT =12 (1 = 2rcos(t — &) +12)*

]

Ezzel készen vagyunk a allitas képleteiben szerepls R(r, o t) fliggvények de-
rivaltjaival. A képletek mésodik feléhez elGszor is vezessiik le a 3y derivéltjait, melyet
a korabban definialt

Ba(t) =9+ o+ 2arctan (: +rtan (t—zoc))

—T

fiiggvények segitségével adtunk meg, ahol a = re'®.
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3.2.4. Allitas.

1 —1?

2 —2rcos(t— o) + 1 B

%ﬁdﬂ:]- 1—+v1—=12-R(r,t).

Bizonyitds. Egy egyszertiisitett alakot fogok derivéalni, amibdél mar lathato az allitas.

Mivel arctan(x)’ = 1+]x2 és tan(x) = m, ezért felhasznalva a sin®(x) + cos?(x) = 1

és cos?(x) — sin?(x) = cos(2x) trigonometrikus azonossagokat:

9 (arctan (s(r) tan (x))) =

0x
s(r)
. cos?(x)
T 2 sin?(x)
1+ S(T’) cos?(x)
B s(r)
 cos?(x) + s(r)? sin(x)
14r
_ 1—r
cos?(x) + (E)z sin?(x)
B 1—12
T (1 —=1)2cos?(x) + (1 + 1)?sin?(x)
_ 1—12
12(sin?(x) + cos?(x)) — 2r(sin®(x) — cos?(x)) + sin?(x) + cos?(x)
1—12

12 —2rcos(2x) +1°

Ha az x = 5%-t helyettesitést elvégezzik, a lanc-szabaly alapjan a fenti derivalt
—1/2-vel szorzodik, melybdl adodik a képlet.
O

Az r-szerinti parciélis derivaltra a kovetkezd képletet irhatjuk fel.

3.2.5. Allitas.

2sin(t — «) _ 2sin(t—«)

2
Pl = o st—ag 11 T i Rt

Bizonyitds. Az }%; fliggvény derivaltja ﬁ, ezért :
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2—2_ tan (x)
i (9—1—oc—i—Zaurctaun(1 +rtan (X))) = (-r)* 5
or 1 14 (}# tan (X))

T

2 2 sin(x)

. (1—7)2 cos(x)
- (147)2 sin?(x)
1+ (1—7)2 cos?(x)

_ 4 sin (x) cos (x)
(1 —=1)2) cos? (x) + (1 +1)2sin? (x)

B 2sin(2x)
12— 2r(sin’(x) — cos?(x)) + 1
2 sin(2x)

T2 cos(2x) +1°
Ebbél x = t_T“ helyettesitéssel megkapjuk az allitast.

]

A 3.2.1-3.2.5 azonossigok felhasznalasaval mar fel tudjuk frni az MT rendszerek
valos Uy és képzetes Vi részének a parcialis derivaltjait is.

3.2.6. Allitas. Legyen 0 < i,k <n, ekkor

a B (cx.t) _ %Bai(t)) ha‘i,<k,
— [k : —

oy 0, kiildnben.

0 =Ba(t), hai<k
Brlogt) = ¢ 27

oo 0, kiilonben.

Bizonyitds. A By definiciojabdl trividlisan kdvetkezik, ugyanis

k—1

Brlost) =) PBalt),
0

j:
vagyis 1; és & csak az i-edik tagban szerepel, és PBy-ban csak k — 1-ig adjuk Ossze a

4, fiiggvényeket. -

Igy Gsszegezve az eddigi eredményeket az T; szerinti derivaltak:
e hai>k:
U =0 & V()
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DUy (1) = 52 (Riri o t) (cos(Bulas ) — miccos(Bulast) + 1))
Ti aTk
- a% (R(re, ou; 1)) (‘cos(Brl o t)) — e cos(Bylog t) + o — 1))
— R(1, x; t) cos(Br(ogt) + o — t)
V(1) = 52 (Ririy ¢ ) (sinfBul e ) — misin(Bulast) + e — 1))
Ti aT’k
- a% (R(re, o0 1)) (sin(Br(o 1)) — resin(Br(o6 ) + e — 1))
— Ry, s t) sin(Pr (e t) + o — t)
e hai<k:
a%uk(t) - a% (R(ri 006 ) (cos(Bulog 1)) — i cos(Brlog t) + e — 1))

= R(ri o0 t) o (cos(Bio 1)) — iccos( Byl ) + ey — 1)

0
= R(1y, o; ) ( ~

(Br(ot)) (sin(Br (e t))

+7r 0
kaTi

(Blot)) sin(Bi(eg ) + oo — 1))
= R(m, ‘Xk;t)% (Br(ot)) (riesin(Bilot) + o —t) —sin(Br(ext)))
_ 28 ) o IR (e, ot ) (mesin(Blos ) + oty — 1)

—sin(Brlegt)))
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TTV(t) a% (Rir 06 ) (sin(Brl o ) — mesin(Brl o t) + o — 1))

= Ririy i) (5 (Bl 1) (cos(Bi(ox )

T (Bila ) cos(Belox 1) + oo~ )
_ 2sin(t — «)

2
-

R(7iy 5 t)R(Ty xies t) (T cos(Bre( o6 1) + o — t)

— cos(Bx(x;1)))
_ 2sin(t—«)
e

1=

R(7i, o5 1)Uy (1)

Az o szerinti derivaltak pedig:

e hai>k:

Uk(t) = O, és

aoq aO(in(t) =0

e hai=k:

0
aOCi

Ue(t) = a%k (R(ri 006 ) (cos(Bulog 1)) — i cos(Brlos ) + e — 1))
0

:aT.Ck

+ R(Ti, 0t t) i sin(Br (o t) + o — t)

(R(y 0 1)) (cos(Bulex;t)) — mc cos(Br(o t) + o — t))

V(1) = 5 (Rl o) (sin(Bi(a ) — isinfBulog ) + e — )
= o (Rl o) (sin(Bil@st]) — rsin(Blos t) + o — 1)

— R(1y, s t) 1 cos (P t) + o — t)

e hai<k:
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3.3.

2 iy

a_oquk(t) = (R(ry, i t) ((cos(Br (e t)) — T cos(Bi(ox; t) + o — 1))
= R(r, o5 t) (= 5— (Bleg 1) sin(By( ot )
e (Blogt) sin(Bulast) + ay — 1)
= —R{ri, o0 1) (1= /T = T2R(r;, o) ) (resin(Bil o 1)
— Tk sm(ﬁk(cx,t) + o — t))
= (1= /1= 7RO, o) ) it
O v — 2 (Rim et , . ,
o (t) = o (R(rk, oti; ) (sin(Br (e t)) — riesin(Bi(et) + o — 1))
= Rl o3 t) (5 (Belo ) cosl Bl )

g (Bule ) cos(Bulet) + oo 1))

= R(rie,005t) (1= /1 =72 R(ri, ;1)) (cos(Bil e 1)
— 1 cos(Br(ot) + o — t))

_ (1 — /1 =12 R(r, oq;t)>uk(t)

Numerikus szimulacidok

A javasolt, valos MT-fiiggvényekkel felirt adaptiv projekciokon alapuld identifiké-

cios modszer kiértékeléséhez parametrizalhatod tesztkornyezetet készitettiink. Minden

teszt alapja, hogy véletlenszertien generaltunk kiillonb6z6, esetenként rogzitett szamu

inverz poélust, majd a hozzajuk tartoz6 Malmquist-Takenaka bazisfiiggvények segit-

ségével, véletlen egyiitthatokkal elGallitottunk egy fliggvényt, melyet mint egy SISO

LTI rendszer atviteli fliggvényét kezeltiink. A tesztek harom nagy kategoridba sorol-

hatoak. Az els6ben komplex konjugalt inverz polus-parokat generaltunk, hogy valos

rendszert modellezziink, és igy Ossze lehessen hasonlitani egy, a MATLAB-ba beépi-

tett klasszikus rendszer identifikdcios modellel. A méasodikban az inverz polusokat

és az egytitthatokat teljesen véletleniil generaltunk majd az igy kapott atviteli flige-
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vényt zaj hozzdadasa utén, a valos részén keresztiil kozelitettiik az algoritmussal. A
harmadik teszthalmazban véletlenszertien generalt SISO LTI rendszerek egy allapot-
tér reprezentaciojabol indultunk ki. Az igy kapott reprezentéciok és egy véletlen input
sorozat felhasznéalasaval szimulaltuk a rendszer viselkedését. A kozelitendd jelet ebben
az esetben az input és output sorozatokbol elkészitett (zajjal és numerikus hibakkal
terhelt) empirikus transzfer fiiggvény valos része jelentette. A valos rész kozelitése
utan a komplex értékd atviteli fiiggvényt a képlet alapjan rekonstrualtuk. A
mésodik és a harmadik esetben kiilonbo6zé mértékid fehér zajt adtunk kozelités el6tt
az (empirikus) atviteli fiiggvényhez, és az eredményeket a zaj-szint (SNR) alapjan is
felosztottuk. Minden tesztesethez nagy szamu (N > 50) véletlen tesztet futtattunk,
véletlen kezdeti paraméterekkel, majd az eredményeket kiatlagoltuk. A modell altal
adott kozelités helyességét a valodi komplex atviteli fliggvénytdl vett atlagos négy-
zetes eltéréssel és a becsiilt illetve valodi inverz polusok kozotti atlagos tavolsagaval
mértiik. A mérési eredmények azt mutatjak, hogy a modszer képes precizen koze-
liteni a zajos atviteli fliggvényt és megbizhatd becslést adni a rendszer polusainak

elhelyezkedésére.

3.3.1. Osszehasonlitas mas modszerekkel

Ebben az esetben az inverz poélusokat véletleniil, komplex konjugélt inverz poélus-
parokban generaltuk le, melynek eredményeként a rendszer valdés bemenetre valos
kimenetet ad. A valésdgban el6fordulé fizikai rendszerek tobbsége szintén rendelkezik
ezzel a tulajdonsaggal [14]. A tesztesetek generalasanal minden polus esetén 0.7 <
la| < 1 teljestilt, azaz az atviteli fiiggvény polusait kozel valasztottuk az egységkor
pereméhez. Ez a viselkedés sokszor megfigyelhets valos rendszerek esetében [14] és

jellemz&en megneheziti az Osszes polus identifikicidjat.

A dolgozatban a javasolt modszert két masik, a szakirodalomban megtalalhato
identifikacios eljarassal hasonlitottam Ossze. Az els6 eljaras [14] (15, [16], 17| az at-
viteli fiiggvények egy diszkrét Laguerre rendszer szerinti sorfejtésébdl indul ki. Ne-
vezetesen a modszer egy diszkrét Laguerre-Fourier egytitthatokbol alkotott sorozat
hatarétékével kozeliti az atviteli fliggvény egy polusat. Az Osszes polust a megtalalt
polusok hatésanak jelbsl torténd "eltéavolitasaval" és az emlitett hatarérték itera-
tiv kiszamitasaval éri el [14, [I7]. Ezt a modszert korabban sikeresen alkalmaztak
t6 polussal rendelkeztek [14]. Megjegyezziik, hogy az eljaras alapjat ado diszkrét La-

guerre rendszerek felfoghatoak a Malmquist-Takenaka rendszerek specialis eseteként
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az a= (a,q,q,q,...) valasztassal. A 3.1/ tdblazatban erre a modszerre "Schi-So" né-
ven hivatkozunk. A masodik vizsgalt algoritmus az ugynevezett Output Error (OE)
modell. Ez a modszer a racionalis atviteli fiiggvényt a szamlaloban és a nevezeSben
talalhatd polinomok algebrai alakjéval adja meg. A modell szabad paramétereit az
emlitett polinomok egyiitthatoi jelentik. Az OE modell népszertiségét jol mutatja,
hogy egy implementécio elérheté a MATLAB rendszeridentifikacios toolboxaban [I8§]
is. Az algoritmus futasa sordn azt az informaciét, hogy a poélusok konjugalt péarok

nem hasznaltuk ki, azonban az algoritmus igy is megtalalta a helyes értékeket.

MSE (Atlagos négyzetes eltérés)
| Polusok szama || VP+MT (javasolt) | Schi-So | Output Error
2 0.0000 0.3034 1.7716
4 0.0015 4.2149 1.7990
6 0.0332 5.5862 1.8197
8 0.1980 5.6386 1.6140
10 0.5578 5.3398 1.8557

3.1. tablazat. Atlagos négyzetes eltérés a javasolt (MT-VP), a Schi-So-algoritmus és
az Qutput Error kézelitésénél, polusszamok alapjan szétbontva. Minden esethez 100
tesztet futtattunk és az eredményiiket kidtlagoltuk.

A tablazat alapjan jol lathato, hogy a javasolt modszer alacsony polusszam
esetén tobb nagysagrenddel jobb kozelitést ad az atviteli fliiggvényre és magas po-
lusszam (10) esetén is megtartja az elényét. Az altalunk vizsgalt polusszamokra bo-
ségesen talalhatunk példat az irodalomban (lasd [7]). Szamos modszerhez hasonloan
a javasolt modszer és az Output Error modszer is feltételezi a polusok szaménak
el6zetes ismeretét. Ugyan a Schi-So mddszer magas polusszam esetén is a tényleges
polusoknak egy sziik kornyezetébe teszi a becsléseket, a becsiilt poziciokbol alkotott
Malmquist-Takenaka kozelitések négyzetes hibaja magas. Azonban a Schi-So mod-
szer elénye abban rejlik, hogy nem tételez fel a priori ismeretet a pélusok szamarol.
Ezért a kutatas kovetkezs lépésében a két modszer (VP+MT és Schi-So) egyiittes

hasznélatat fogjuk vizsgalni, mely lehetdséget ad arra, hogy az elényeiket 6tvozziik.

A javasolt algoritmus futésideje erésen fiigg a hasznalt nemlineéris optimalizécios
algoritmus futésidejétsl. Esetiinkben ez a MATLAB Isqnonlin fliiggvényének alapér-
telmezett trust-region-reflective algoritmusa volt. A tablazatban lathato a javasolt
modszer és az Output Error modell futasidejének osszehasonlitasa. Lathato, hogy az
OE modell gyorsabb, azonban a javasolt modszer is jo eredményeket ér el. Ennek az

egyik oka, hogy (az OE modellel szemben) a modszeriink implementécidja soran a
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futasidé optimalizalasa nem volt elsGdleges szempont, tovabba a MATLAB-ba beépi-
tett OE modszer kiils6 C++ konyvtarakat is hasznal. Programozasi szempontboél a
jelenlegi futasidén a jovében tobbféleképpen is tudjuk javitani, pl. parhuzamositassal,

vagy C+-+ implementécioval.

Polusok szama,

[ Modszer [ 2 | 4 | 6 | 8 | 10

VP+MT | 0.0362 | 0.1692 | 0.4146 | 1.0327 | 2.4745
OE 0.0940 | 0.1394 | 0.1503 | 0.1659 | 0.1765

3.2. tablazat. A javasolt modszer (VP+MT) és az Output Error modell (OE) futés-
idejének Osszehasonlitasa (masodpercekben mérve).

@Ground truth @Ground truth
“flnitial Estimates “KEstimates
0.5
0
-0.5
1
1 -1 -0.5 0 0.5 1
(a) Véletlenszerten inicializalt polus- (b) Az valés MT rendszer alapt,
becslések (a bemutatott optimaliza- adaptiv projekcids optimalizaci6 vég-
cios eljaras kiindulo pontjai) eredménye.

3.2. dbra. Egy példa rendszer polusainak becslése a javasolt modszer segitségével.

3.3.2. Atviteli fiiggvény kozelitése

Ezeknél a teszteknél véletlenszertien generaltuk az 6sszes inverz polust a komplex
egységkoron beliil, a kozelitendd atviteli fliggvényeket pedig az altaluk meghatérozott
Malmquist-Takenaka bézisfiiggvények segitségével, véletlen egyiitthatokkal allitottuk
els. Az egyiitthatok valos és komplex részét véletlenszertien egyenletes eloszléssal va-
lasztottuk a [—5,5] intervallumbol. A modszer nagyon magas zaj esetében pontatlan,
azonban, ha a zaj a jellel megegyezd erGsségii, vagy annal kisebb, a mdédszer pon-

tosan becsli az atviteli fliggvényt, illetve a poélusok helyzetét.
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MSE (Atlagos négyzetes eltérés)
[SNR\Polusok || 1T | 2 [ 3 [ 4 | 5 | 10

-20 1.4528 | 1.6792 | 3.2955 | 4.6703 | 4.0060 | 7.7283
-15 0.5305 | 0.6280 | 0.9319 | 0.8317 | 1.6507 | 2.0802
-10 0.1081 | 0.2539 | 0.2809 | 0.3804 | 0.3246 | 0.7528
0 0.0107 | 0.0282 | 0.0218 | 0.0362 | 0.0824 | 0.0623
10 0.0031 | 0.0015 | 0.0042 | 0.0056 | 0.0069 | 0.0140
20 0.0003 | 0.0003 | 0.0005 | 0.0010 | 0.0011 | 0.0026
30 0.0001 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0018
40 0.0001 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0020
50 0.0001 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0022
60 0.0001 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0020
70 0.0001 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0020

3.3. tablazat. Atlagos négyzetes eltérés az eredeti és a becstilt dtviteli fligguény kiozott,
zagszint €s polusok szdma alapjin. Minden esethez 100 tesztet futtattunk €s az ered-
ményiiket kidtlagoltuk.

Po6lusok becslésének pontossaga
ISNR\Polusok | 1 [ 2 | 3 | 4 | 5 [ 10
-20 0.6281 | 0.7979 | 0.7038 | 0.6663 | 0.6810 | 0.5092
-15 0.4744 | 0.5566 | 0.6216 | 0.5911 | 0.5888 | 0.5031
-10 0.1998 | 0.4293 | 0.4960 | 0.4770 | 0.5138 | 0.4812
0 0.0484 | 0.1603 | 0.2679 | 0.2947 | 0.3523 | 0.4097
10 0.0138 | 0.0734 | 0.0652 | 0.1913 | 0.2069 | 0.2975
20 0.0039 | 0.0151 | 0.0252 | 0.0689 | 0.1074 | 0.2419
30 0.0012 | 0.0047 | 0.0061 | 0.0249 | 0.0512 | 0.1736
40 0.0004 | 0.0017 | 0.0033 | 0.0093 | 0.0202 | 0.1179
50 0.0001 | 0.0003 | 0.0009 | 0.0037 | 0.0083 | 0.0802
60 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0012 | 0.0035 | 0.0526
70 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0020 | 0.0509

3.4. tablazat. Atlagos tdvolsig az eredeti és a becsiilt inverz polusok helyzete kizott,
zagszint €s polusok szdma alapjin. Minden esethez 100 tesztet futtattunk és az ered-
ményiiket kidtlagoltuk.
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A 3.3 és [3.4] tablazatokbol jol latszik, hogy a javasolt modszer alkalmas zajos
atviteli fiiggvények kozelitésére. A modszer zajjal szemben tanusitott robosztus vi-
selkedését jol alatamasztja, hogy magas polusszam (pl. 10) esetén is nagyon pontos
kozelitéseit kapjuk a polus pozicioknak. A zajjal szembeni tolerancia kiilonosen fontos
lehet a modszer valos rendszerekre torténé alkalmazésakor, mely a kutatas kovetkezd
lépését fogja jelenteni. A tédblazatok alapjan a modell 10 és 20 SNR zaj kozott atlagos
négyzetes eltérés alapjan tablazat) eléri a legjobb numerikus kozelités nagysag-
rendjét, mely a zaj tovabbi csokkentése mellett sem valtozik 1ényegesen. Azonban a
polusok becslésének pontossaga tablazat) egészen 50 SNR zajszintig tud tovabb

javulni.

3.3.3. Empirikus atviteli fiiggvény becslése

A [19] cikk alapjan kiszamoltuk egy allapottér modelljét egy olyan rendszernek, mely-
nek az atviteli fiiggvénye Malmquist-Takenaka fiiggvények linearis kombinaciojakén
van megadva. Az allapottér modellt MATLAB-ban egy véges sorozaton szimulaltuk
és a bemeneti és kimeneti adatok alapjan a diszkrét Fourier-transzformaltak hanya-
dosaként elGallitottuk az empirikus atviteli figgvényt [I, [6], melynek valos részét a
valos Malmquist-Takenaka rendszerel kozelitettiink. A numerikus szamitasok hibéja
miatt az empirikus atviteli fiiggvény egy zajos kozelitése a valodi atviteli fliggvény-
nek, melyen tapasztalataink szerint a zaj mértéke a tesztjeink soran 10 SNR koriil
mozgott (lasd abra). Ez a gyakorlatban is sokszor problémat okoz, ezért ennek
kikiiszobolése aktivan kutatott teriilet a rendszer identifikdcion beliil [6].

A és tablazatokat a és tablazatokkal osszehasonlitva latszik, hogy
a javasolt modszer az empirikus atviteli fiiggvény alapjan nehezebben identifikilja a
rendszert, azonban alacsonyabb (> 10) hozzaadott zaj esetén igy megfelel§ becslést

tud adni az atviteli fiiggvényre és a polusok elhelyezkedésére.
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MSE (Atlagos négyzetes eltérés)
[SNR\Polusok || 1T | 2 [ 3 [ 4 | 5 | 10

-20 1.9615 | 2.3419 | 2.5361 | 4.9750 | 4.1308 | 8.4563
-15 0.4536 | 0.5783 | 1.4681 | 1.6853 | 1.2514 | 3.1829
-10 0.1383 | 0.2156 | 0.3442 | 0.3265 | 0.3527 | 0.8551
0 0.0158 | 0.0238 | 0.0432 | 0.0446 | 0.0653 | 0.0735
10 0.0015 | 0.0038 | 0.0043 | 0.0050 | 0.0083 | 0.0174
20 0.0003 | 0.0013 | 0.0008 | 0.0072 | 0.0024 | 0.0082
30 0.0001 | 0.0004 | 0.0050 | 0.0014 | 0.0028 | 0.0070
40 0.0001 | 0.0007 | 0.0005 | 0.0012 | 0.0066 | 0.0057
50 0.0001 | 0.0002 | 0.0013 | 0.0010 | 0.0025 | 0.0060
60 0.0001 | 0.0003 | 0.0007 | 0.0010 | 0.0070 | 0.0063
70 0.0001 | 0.0003 | 0.0006 | 0.0012 | 0.0047 | 0.0049

3.5. tablazat. Atlagos négyzetes eltérés az eredeti és a becstilt dtviteli fligguény kiozott,
zagszint €s polusok szdma alapjan. Minden esethez 50 tesztet futtattunk és az eredmé-
nytiket kidtlagoltuk.

Po6lusok becslésének pontossaga
ISNR\Polusok | 1 [ 2 | 3 | 4 | 5 [ 10
-20 0.7597 | 0.7138 | 0.7434 | 0.6899 | 0.6312 | 0.5473
-15 0.3945 | 0.5502 | 0.6389 | 0.6043 | 0.5511 | 0.5233
-10 0.2304 | 0.3964 | 0.4927 | 0.4721 | 0.5100 | 0.4994
0 0.0872 | 0.1351 | 0.2569 | 0.3085 | 0.3295 | 0.4039
10 0.0140 | 0.0403 | 0.1356 | 0.1469 | 0.1726 | 0.3168
20 0.0055 | 0.0226 | 0.0458 | 0.0828 | 0.1115 | 0.2648
30 0.0032 | 0.0096 | 0.0377 | 0.0596 | 0.0854 | 0.2548
40 0.0030 | 0.0088 | 0.0378 | 0.0538 | 0.0841 | 0.2347
50 0.0030 | 0.0083 | 0.0348 | 0.0473 | 0.0851 | 0.1984
60 0.0023 | 0.0083 | 0.0318 | 0.0512 | 0.0813 | 0.1499
70 0.0027 | 0.0039 | 0.0262 | 0.0508 | 0.0762 | 0.1354

3.6. tablazat. Atlagos tdvolsdg az eredeti és a becsiilt inverz polusok helyzete kizott,
zagszint és polusok szama alapjan. Minden esethez 50 tesztet futtattunk és az eredmé-
nytket kidatlagoltuk.
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(a) Az atviteli fiiggvény valos ré-
szének becslése nagyon magas (-20
SNR) zaj mellett.
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(c) Az atviteli fliggvény valos részé-
nek becslése magas (0 SNR) zaj mel-
lett.
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(b) Az atviteli fliggvény valos ré-
szének becslése nagyon magas (-10
SNR) zaj mellett.
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(d) Az atviteli fiiggvény valos részé-
nek becslése kozepes (10 SNR) zaj
mellett.

3.3. abra. Egy 4 polust atviteli fiiggvény frekvenciatartoményban valé becslése kii-
16nb6z6 nagysagi zaj mellett. Lathato, hogy -20 SNR nagysagt zajnél a modszer
még nem tud jo kozelitést adni, azonban 0 SNR vagy annal kisebb zaj esetén precizen
kozeliti az eredeti, zaj nélkiili jelet. Az abrakon a valodi atviteli fiiggvény megegyezik.
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(a) Empirikus és a valodi atviteli
fliggvény valds része egy 4 polusu
rendszernek.
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(b) Empirikus és a valodi atviteli
fiiggvény valds része egy 10 polusi
rendszernek.

3.4. abra. Az empirikus atviteli fliggvény egy zajos kozelitése a rendszer atviteli fiigg-
vényének.
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4. fejezet
Osszefoglalas

A TDK dolgozatban SISO LTI rendszerek identifikaciojaval foglalkoztunk. Az iden-
tifikaciot a rendszer atviteli fiiggvényének kozelitésével értiik el a frekvenciatarto-
méanyban. A rendszert leird atviteli fliggvény poélusaira gy tekintettiink, mint egy
Malmquist-Takenaka racionélis ortogonélis fiiggvényrendszert meghatérozé paramé-
ter sorozatra. Az identifikicios feladat megoldésat ezen paraméterek optimalis meg-
valasztasara vezettiik vissza. Az igy kapott optimalizacios feladatot egy szeparébilis
nemlinearis legkisebb négyzetes problémaként kezeltiik, melyet az adaptiv projekciok

modszerével oldottunk meg.

A dolgozatban 1j elméleti és gyakorlati jellegli eredményeket értiink el. Egyrészt
az Adaptiv Projekciok numerikus modszerét [2] a rendszeridentifikacioban felmerii-
16 optimalizaciés problémahoz igazitottuk, ami a nemzetkozi szakirodalomban [3] 1j
alkalmazasi teriiletnek széamit. Masrészt az implementéaciohoz levezettiik a komplex
Malmquist-Takenaka fiiggvények komplex és valos részének polarkoordinatés alakjat,
majd felirtuk a sugar és az argumentum szerinti parcidlis derivaltjait. Ez lehetd-
vé tette a kozelités hibajanak (lasd egyenlet) gradiens alapu optimalizalasat,
melyhez egy tobb részbdl allo modularis programcsomagot készitettiink MATLAB-
ban. Kiindulasi alapként az Adaptiv Projekciok modszerének O’Leary és Rust féle
implementaciojat [§] hasznaltuk, amit kiegészitettiink a valés Malmquist-Takenaka
fiiggvények inverz polusainak optimalizaciojaval. Mésrészt létrehoztunk egy altalanos
tesztkornyezetet a SISO LTT rendszereket identifikalé modellek kiértékeléséhez. Eb-
ben lehetdség van a rendszereket definidld atviteli fliggvények kozvetlen és kozvetett
vényhez tudunk allapottér reprezentaciot generalni, melynek be- és kimenete alapjan

végezhetjik az identifikaciot. A létrehozott tesztkornyezet paraméterezhets, a tesz-
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tekhez példaul elére meg lehet adni a kiillonb6z6 zajszinteket, a polusok szémat és
multiplicitasat, az allapottér modell hasznalatat, a mintavételezési pontok szadmat és
a tesztesetenként lefuttatott szimulaciok szamét. A numerikus tesztek azt mutatjak,
hogy a TDK-ban kidolgozott moédszer hatékonyan miikddik, és még a jel erésségével
megegyezd mértékd zaj mellett is meghizhato becslést ad az atviteli fliggvényre és a
rendszer polusainak elhelyezkedésére. Ezt az eredményt igazoljik a mas modszerek-
kel (Schi-So, Output Error, lasd alfejezet) valo Osszehasonlitasok is. A dolgozat
eredményeit eddig egy nemzetkozi publikacioban [20], és egy nemzetkozi konferencia-
eléadasban (AIME22) foglaltam Ossze.

A TDK-ban bemutatott identifikiciés modszer tovabbfejlesztésére tobb lehetsé-
ges irany is van. A nemlinearis optimalizalasban gyakran felmeriilé probléma, hogy
a modell leirasahoz sziikséges paraméterek szama ismeretlen, tovabba a megoldas
optimalitéasa erdsen fiigg a kezdetben megvalasztott paraméterektsl. Ezekre tudnak
megoldast nytdjtani az olyan nemparametrikus becslési modszerek, mint a Schi-So
algoritmus [2I]. Onmagaban a Schi-So algoritmus segitségével nem lehet pontosan
identifikalni egy rendszer polusait, azonban meghatarozhato a polusok szama, és egy
bizonyos hibaval becsiilhet§ azok helyzete is. Tehat a Schi-So algoritmus felhasznél-
hato a TDK dolgozatban bemutatott nemlinearis optimalizacidés modszer inicializé-
lasara. Egy masik tovabblépési irany a Blaschke-fliggvények hiperbolikus geometriai
strukturajanak kihasznalasa az optimalizalas sordn. Riemann-geometria segitségével
értelmezni lehet a hibafiiggvény hiperbolikus metrika szerinti gradiensét és az
ebbe az irdnyba torténd geodetikus vonalak mentén valé elmozdulast. Végiil, a be-
mutatott modszert szeretnénk a valosagban eléfordulé konkrét feladatok megoldésara
is alkalmazni, pl. szervomotor szabalyozasara, illetve flexibilis repiil6gépszarnyak mo-
dellezésére [14].
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