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1. Bevezetés

1.1. Tartalmi bevezetés

A didkok az iskolai tanulményaik sordn rengeteg kiilonb6z6 matematika feladattal taldlkoz-
nak els6 osztilyos koruktdl egészen az érettségiig. Ezek kozott lehetnek feladatok, melyek
bemutatnak egy ujféle problémat, vannak melyek mar egy megismert logikai mddszert al-
kalmazva mélyitik el az addig megszerzett tuddsukat. Ezen feliil lehetek olyanok is, melyek
érdekességiikkel vonjdk magukra a figyelmet, €s vannak olyanok, melyek a nehézségiikkel
teszik ezt. Dolgozatom sordn szeretnék bemutatni néhany efféle érdekesebb és Gsszetettebb
versenyfeladatot, melyek beépithetéek a matematikaoktatds folyamatéba.

A kovetkez0 fejezetekben néhany érdekesebb feladatot é€s azok megolddsat eldsegitd fel-
adatsorokat is szeretnék bemutatni. Ezeknek a feladatoknak az a kiilonlegessége, hogy ver-
senyfeladatok, igy laikus szemmel az gondolhatd, hogy csak tehetségesebb, vagy matemati-
kaval emeltebb szinten foglalkoz6 didkok oldhatjdk meg ezeket a feladatokat. Ennek ellenére
ugy gondolom, hogy az dltalam bemutatott problémdkat barmelyik didk meg tudja oldani a
kelld irdnymutatéssal, érdeklodéssel és odafigyeléssel.

A versenyfeladatok megolddsahoz sziikséges felidézni azokat az elméleti és gyakorla-
ti médszereket, melyek az adott témakorhoz kapcsolddnak. Emiatt a versenyfeladatokhoz
ravezetd feladatsorokat is készitettem melyekkel szeretném ezt a felidézési folyamatot vala-
mint a feladatok megoldasat is segitve. A feladatsor lehetdséget ad a didkok onéllé munka-
jéra, igy tandri irdnymutatas nélkiil is meg lehet oldani a problémakat.

A dolgozatom célja még a feldatok, feladatsorok a gyakorlati probdja, illetve tapaszta-
latainak elemzése. Leend6 pedagdgusként, gy tartom, hogy az elméleti hattér nélkiiloz-
hetetlen egy tananyag Osszedllitdsdndl, de amig nincsenek a gyakorlatban is kiprébalva a
mobdszerek, addig felmeriilhetnek olyan nehézségek, melyek megoldadsara a tervezés soran
nem lett fektetve megfeleld hangsily. A gyakorlati probat és annak értékelését is kiemelten
fontosnak tartom, hiszen ezen folyamatok vizsgélata sordn levonhatdak rendkiviil hasznos
tapasztalatok, melyek elGsegitik a pedagdgusi munkdamat. Ennek a vizsgalatnak egy része a
visszajelzési kérd6iv, mellyel a didkok meg tudjdk osztani a véleményiiket az adott feladat-
rol, feladatsorrdl.

A feladatok, feladatsorok osszeallitasanak és altalanos modszertani kovetkeztetések levo-
ndsdval kiilon fejezetben szeretnék foglalkozni. Itt szeretném indokolni a feladatvalasztdso-
kat és szeretném bemutatni az egyes feladatok erdsségeit vagy nehézségeit. A nehézségek
esetén foglalkozni fogok a tervezéskor fellépd nehézségekkel, illetve azokkal a nehézségek-
kel is melyek csak a gyakorlati alkalmazas kozben 1épnek fel.

Véleményem szerint ahhoz, hogy a versenyfeladatok eredményesebben beépithetdek le-
gyenek az oktatdsba, rendkiviil fontos nem csak a matematikai modszertani kérdéseket meg-

valaszolni. Emiatt ki szeretnék emelni néhany olyan hatraltat6 tényez6t is, melyek konkrétan



nem matematika médszertani, hanem pszicholégiai, pedagdgiai problémak. Ezeket a prob-
Iémékat a matematika modszertandval nem feltétleniil lehet megmagyardzni vagy megoldani
és mivel gy gondolom, hogy ezek is rendkiviil fontos befolydsol6 tényezdk. Emellett sze-
retnék mutatni néhdny olyan lehetséges eszkozt vagy médszert, mellyekkel ezeket a nehéz-

ségeket segiteni lehet.

1.2. A dolgozat metivacigja és célja

A dolgozatom egyik motivicidja, hogy a didkok szdmdra a megszokotthoz képest érdeke-
sebb és tartalmasabb feladatokat vigyek be az érakra. Ugy gondolom, hogy a matematika
oktatdsa sordn az egyik legnagyobb kihivds az 6rdk szinesitése, és a megszokott rutinjinak
megtorése. Frontdlisan is lehet gy oktatni, hogy valtozatosak legyenek a tandrdk, viszont
ehhez tanarként a didkok szamara is érdekes, valtozatos feladattarral kell rendelkezni. Azt is
fontosnak tartom, hogy a didkok ne mindent készen kapjanak, hanem gondolkozzanak egyes
feladatokon. Bar a megismert sémdk és elvek ismétlése, megfeleld haszndlata is rendkiviil
fontos, de emellett az is, hogy ezekkel a sémakkal ne csak az adott t¢émakorben taldlkozza-
nak, hanem maés teriileten is tudjdk megfelel6en azokat alkalmazni.

Tovéabba ugyantgy fontosnak tartom az Osszetettebb logikai feladatok gyakorlasat is. Az
életnek szdamos teriiletén sziikség van Osszetettebb gondolatmenetek logikus felépitésére.
Emiatt is érzem azt, hogy tanarként kiemelt fontosdggal kell ennek a gyakorldsaval foglal-
kozni. Amig az dltalanos gyakorléfeladatok altaldaban egy-két 1€pés eldre tervezését kivanjak
meg, addig a versenyfeladatok nagyobb hdnyada ennél tobbet igényel. Az efféle tobb 1épés
eldre tervezését és megvaldsitasat is igényld feladatok kifejezetten hasznosak lehetnek a di-
dkok szamdra. Ezt a didkok nehezen értik meg, emiatt sokszor felmeriilhet benniik az a
kérdéskor, melyet gyakorlatom sordn €n is megkaptam mar: ,,Hol lehet ezt alkalmazni? A
boltban nem mondhatom azt, hogy kérek sin Z kilogramm sertéscombot!” Erre a mondat-
ra azzal a valasszal éltem, hogy a boltaban tényleg nincs ra sziiksége, illetve az élet tobbi
teriiletén is csak specidlis esetekben kellhet neki, de azzal, hogy megtanulja, megérti és al-
kalmazni is tudja az adott témakor elemeit, azzal mar fejlesztette a logikai készségeit, amit
viszont késobb az életének szamos teriiletén kell majd alkalmaznia.

A dolgozatom témadjanak személyes kotddése is van, hiszen didkkoromban rendszeresen
vettem részt matematika- €s fizikaversenyeken is. A versenyek alatt altalaban pozitiv és ne-
gativ érzelmek is voltak bennem a feladatokkal kapcsolatban. Negativ azért, mivel tobbszor
el6fordult, hogy nem jutottam egy-egy feladat megoldasara, ilyenkor frusztralt voltam és
nem is szerettem volna tovabb foglalkozni veliik. Viszont azokban az esetekben mikor sike-
riilt egy gondolkodtatobb példa végére jutnom, olyankor felszabadultsag és 6rom toltott el —
célom, hogy ezt a felemeld és pozitiv érzést 4t tudjam adni ezeken a feladatokon keresztii a

didkok szamara is.



Célja még a dolgozatomnak és versenyfeladatoknak, hogy a didkok az matematika érett-
ségi elbtt mar taldlkozzanak Osszetettebb feladatokkal, melyek kihivést jelenthetnek. Min-
denképp hasznosak latom, hogyha a tanulmanyaik sordn mar taldlkoznak tobb 0sszetettebb
példakkal €s megoldast is taldlnak r4juk, abban az esetben a kevésbé Osszetett, konnyebb

feladatokat is konnyebben meg fogjdk tudni oldani.

2. Feladatok és megoldasaik

2.1. A feladatok és feladatsorok osszeallitasa, felhasznalt forrasok

Olyan versenyfeladatokat vélasztottam a feldolgozasra melyeknek szovegét és megoldasa-
nak menetét is konnyen megérthetik a didkok. A feladat szovegezésének értelmezése az elsd
akaddly lehet a didkok szdmdra, a megoldasi folyamatban. Ezen feliil olyan problémak fel-
dolgozdsat gondoltam célszerlibbnek, melyek a didkok szdméra érdekesek vagy a megoldast
tekintve konnyen megkdozelithedek, egyértelmiek.

A feladatsorok 0sszedllitasat és el6zetes megolddsat, pedig amiatt tartom fontosnak, hogy
a didkok tdampontokat kapjanak ezekhez a feladatokhoz, hiszen az altdlanos matematikadran
ilyenekkel nem gyakran taldlkoznak. A célom ezekkel a feladatokkal a megolddsok f6bb
részleteinek kiemelése. Ezdltal mar csak az el6zetesen megismert modszerek részleteit kell
a versenyfeladatok megoldasa sordn felhasznalniuk a didkoknak.

A feladatokat harom kiilonb6z6 matematikaverseny koziil valasztottam. Az elsé harom
feladatot a Kozépiskolai és Matematikai Lapok (roviden: KoMaL.) levelez6 versenyének fel-
adataibdl vélogattam. A tovabbi feladatokat az Orsagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
(roviden: OKTV) matematika feladatai koziil, illetve az Arany Dédniel Matematikai Tanul6-
verseny feladati koziil vdlogattam. A kovetkezdkben a feladatokat, feladatsorokat és azok

megolddasait szeretném vizolni.

2.2. Elso feladat, feladatsor és megoldasok

A megoldand6 feladat a KoMal. 2021. marciusi kiaddsanak K. 690. feladata, ami igy szol:

K. 690. Peti gondolt egy pozitiv egész szdmra €s huszonhdrom 4allit4st fogalmazott meg
a szammal kapcsolatban, melyek koziil kett6 szomszédos nem igaz, de a tobbi igaz.

1. Oszthat6 2-vel.

2. Oszthat6 3-mal.

3. Oszthato 4-gyel.

23. Oszthat6 24-gyel.



Peti a lehet6 legkisebb ilyen szamra gondolt. Melyik ez a szdm?

A feladatsor, a didkok szamara kiadott formaban az I. mellékletben talalhatd. A feladathoz

készitett feladatsor, megoldasokkal:
1. Hogyan hatdrozhatjuk meg egyes Osszetett szamok oszthatésagi szabélyat? Mi a 12-

nek az oszthatdsagi szabalya?

Megoldas: Egy Osszetett szdm oszthatosagi szabdlya Osszedll az adott szam olyan
valédi osztopdrjdnak oszthatdsigi szabélyaibdl, melyek egymdshoz képest relativ pri-
mek. Emiatt a 12-nek az oszthat6sagi szabalya, a 3-nak és a 4-nek a szabalyaibdl all

Ossze. Tehat 12-vel akkor oszthaté egy szdm, ha oszthaté 3-mal és 4-gyel is. (Rossz
példaa 6 és a2, mivel (6;2) =2 #1.)

2. Igaz vagy hamis? Vélaszodat indokold vagy hozz (ellen)példat!

a) Ha egy szdm oszthat6 2-vel, akkor oszthat6 4-gyel.
Megoldas: Hamis, ellenpélda a 6.

b) Ha egy szdm oszthat6 4-gyel, akkor oszthat6 2-vel.
Megoldas: Igaz, mivel a 4 tobbszorose a 2-nek.

¢) Ha egy szdm oszthat6 6-tal és 2-vel, akkor oszthat6 12-vel.
Megoldas: Hamis, mivel a 2 és a 6 nem relativ primek.

d) Ha egy szdm oszthat6 12-vel akkor oszthat6 6-tal és 2-vel is.
Megoldas: Igaz, mivel a 6-nak és a 2-nek is tobbszorose a 12.

e) Ha egy szam tobbszorose 5S-nek és 10-nek, akkor tobbszorose 50-nek is.
Megoldas: Hamis, ellenpélda: 20.

f) Haegy szam tobbszorose 50-nek, akkor tobbszorose 5-nek és 10-nek is.

Megoldas: Igaz, mivel 50 az 5-nek és a 10-nek is tobbszorose.

3. Melyik az a legkisebb szam, ami oszthat6
a) 24-gyel és 25-tel?
Megoldas: 24 -25 = 600, mivel 24 és 25 relativ primek.
b) 3-mal, 24-gyel és 25-tel?
Megoldas: Ismét 24 - 25 = 600, mivel a 24 tobbszorose 3-nak.
c) 12-vel és 24-gyel?
Megoldas: 24, mivel a 12 tobbszordse a 24.
d) 6-tal és 8-cal?

Megoldas: A kérdés alapjan 6 és 8 legkisebb kozos tobbszorosét keressiik. Mi-
vel, 6 =2-3 és 8 =27, emiatt, [6;8] =233 =24



e) 6-tal, 8-cal és 9-cel?
Megoldas: A kérdés alapjan 6; 8 és 9 legkisebb kozos tobbszorosét keressiik.
Mivel, 6 = 2-3; 8 = 23 és 9 = 32 emiatt, [6;8;9] =2°-32 =72

4. Peti gondolt egy pozitiv egész szdmra és huszonhdrom A4llitdst fogalmazott meg a
szdmmal kapcsolatban, melyek koziil kettd szomszédos nem igaz, de a tobbi igaz.
1. Oszthat6 2-vel.

2. Oszthaté 3-mal.

3. Oszthat6 4-gyel.

23. Oszthat6 24-gyel.
Peti a lehet6 legkisebb ilyen szamra gondolt. Melyik ez a szdm?

Megoldas: Elsé gondolatként felmeriilhet, hogy a 2-vel és a 3-mal val6 oszthatésag
biztosan nem lehet egyiitt hamis. Ha ezek nem lennének igazak, akkor példaul a 4-
gyel, vagy a 6-tal val6 allitdsok sem lehetnének igazak. Mivel dsszesen két allitdsunk

lehet csak hamis, ezért a 2-vel és a 3-mal valo oszthatdsag biztos, hogy igaz.

Felmeriilhet az a gondolat, hogyha egy adott szammal val6 oszthatésig allitdsa hamis,
akkor a kétszeresével vald allitds mar nem lehet hamis, hiszen nem szomszédosak
ezek az 4allitdsok. Tehat azokra a szdmokra valé éllitdsok biztosan igazak, melyeknek
a kétszerese szerepel az dllitdsok kozott. Igy a 2-t6l 12-ig vald oszthatésag éllitasai
biztosan igazak, hiszen a legnagyobb szdm melynek még oszthatdsdgi szabély szerepel

az allitasok kozott a 24.

Mivel a primszamokra nem tudunk oszthatsagi szabdlyokat megadni, emiatt az 6ssze-
tett szamok kozott kell keresni a nem feletétleniil igaz éllitasokat. A primszamok alli-
tdsai mindig nem feltétleniil igazak. Mivel a primszdmok nem lehetnek egymads mellett
emiatt kell a 12-nél nagyobb Osszetett szdmok kozott, nem feltétleniil igaz 4llitast ta-
lalni. Ezek az Osszetett szdmok a 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24. Vizsgéljuk meg, hogy

mely Osszetett szamok oszthatésdgara vonatkozé szabdly feltétleniil igaz:
14: 2-vel és 7-tel is oszthatd, tehat biztosan igaz.
15: 3-mal és 5-tel is oszthatd, tehat biztosan igaz.

16: nem lehet felbontani relativ primekre, mivel nincsenek relativ prim valédi oszt6-

parjai. Emiatt nem feltétleniil igaz.

18: 2-vel és 9-cel is oszthatd, tehat biztosan igaz.

20: 4-gyel és 5-tel is oszthatd, tehat biztosan igaz.
21: 3-mal és 7-tel is oszthatd, tehat biztosan igaz.

22: 2-vel és 11-gyel is oszthatd, tehat biztosan igaz.
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24: 3-mal és 8-cal is oszthatd, tehat biztosan igaz.

Ez alapjan megallapithato, hogy csak két, nem biztosan igaz éllitds van, amelyek egy-
mads mellett vannak, ez pedig a 16-tal és a 17-tel val6 oszthatosag, tehat ez lesz a két
hamis allités.

Emiatt a 16 és a 17 kivételével a 2-t6] 24-ig tarté szamok legkisebb k6z0s tobbszoro-
sét keressiik. Erre a leggyorsabb mddszer az, hogyha megkeressiik mely szamok tar-
talmazzdk a legmagasabb hatvanyu primtényezdket, hiszen a kozos primtényezokbdl
csak a legmagasabb hatvany keriilhet a legkisebb kzos tobbszorosbe. Ezek a 8 = 23,
9 = 32 és mivel 52 = 25, mér nincs a szamok kozott, ezért a tovabb primtényez6k mar

csak els6 hatvdnyon lehetnek.

Tehat igy a megoldés és a gondolt szdm: 23-3%2.5.7-11-13-19-23 = 157477320

2.3. Masodik feladat, feladatsor és megoldasok

A célfeladat a KoMal 2021. februari kiaddsanak C. 1654. feladata, ami igy szol:

3x—6
4

7z

€S

C. 1654. Adjuk meg azoknak a koroknek a sugardt, amelyek érintik az f(x) =
28— 4x
3

ag(x) fiiggvények grafikonjat, valamint az x tengelyt.

A feladatsor, a didkok szamara kiadott formaban a II. mellékletben talalhaté. A feladathoz

készitett feladatsor, megolddsokkal:

1. Adjuk meg a2x—y =11 és Sx+4y =5 egyenletli egyenesek metszéspontjat.

Megoldas: Irjuk fel a két egyenes egyenletét egyenletrendszerként és oldjuk meg az

egyenletrendszert:
{ 2x+ y=11

—Sx+4y=>5

Néggyel felszorozva az elss egyenletet az aldbbi egyenleteket kapjuk:

8x+4y =44
—Sx44y=5

Az els6 egyenletbdl a masodik egyenletet kivonva az aldbbi egyenletet kapjuk:
13x =39

x=3

10



Tehat a metszéspont elsd koordinatdja x = 3. Visszahelyettesitve az elsd egyenletbe,

megkapjuk a metszéspont masodik koordinétdjat:

2-3+y=11
6+y=11
y=>5

Igy a metszéspont koordinatai A(3;5)

. Két metsz0 linedris fiiggvény és az x tengely milyen alakzatot hatdroz meg? Szemlél-
tessiik rajzzal az el6z6 példa egyeneseit felhasznédlva! Hatdrozzuk meg az x tengellyel
vett metszéspontok helyét!

7 2z

Megoldas: Alakitsuk at az el6z6 feladatokban megadott egyenesek egyenletét y =
mx + b alakba, hogy tudjuk 6ket dbrazolni.

A 2x+y =11 egyenlet esetén vigyiik at a jobb oldalra a 2x-et, igy megkapjuk az abra-
zolhat6 alakot: y = —2x+ 11. Azaz az egyenes meredeksége m = 2, tengelymetszete
b=11.

A —5x+4y =5 egyenlet esetén adjuk mindkét oldalhoz 5x-et majd osszuk le mindkét
oldalt 4-gyel. Igy az egyenes egyenlete: y = %x+ %. Az egyenes meredeksége €s
tengelymetszete ism = b = %.

Az dbrazolés utan az alabbi abrat kapjuk:

ﬁ

1. dbra. A két egyenes €s az x tengely metszéspontja

11



Az abrérdl leolvashaté B pont metszéspontja biztosan, viszont C ponté nem, igy ahhoz,
hogy az x tengellyel vett metszetet, tegyilk meg az y = 0 behelyettesitést mindkét

egyenlet esetén.

5x44.0=5
x=-—1
Igy az elsé metszéspont B(—1;0).
2x+0=11
n
2

P 11
Igy a masodik metszéspont C (7, O)

3. Adott egy haromszog melynek hdrom oldala rendre: 3 cm, 5 cm és 6 cm.

a) Mekkora a haromszog teriilete?
Megoldas: Hasznaljuk a Héron-képletet! A Héron-képlethez sziikséges a félke-
riillet nagysdga: s = # = % =7cm

A Héron-képlet:

T =+/s(s—a)(s—b)(s—c)

Behelyettesitve:

T=+/7071-3)(7-5)(7-6)=V7-4-2-1 =56 =7,48cm*

b) Mekkora ennek a haromszognek a beirhat6 korének a sugara?

Megoldas: A beirhat6 kor sugara, a haromszog teriilete és félsugara kozotti kap-
csolat az alabbi:

T=rs

ahol T a haromszog teriilete, r a beirhat6 kor sugara, s a félkeriilete. Igy a beir-

hat6 kor sugarit az r = % Osszefliggésbdl kaphatjuk meg. A beirhat6 kor sugara:
7,48
r= ’T =1,07cm

4. Hany olyan kort lehet rajzolni, ami érinti a haromsz6g mindharom oldalegyenesét?
Probalj meg vélaszolni a kérdésre miel6tt elolvasnad a kovetkezd részt!

Ha megtaldltad mind a négyet, szép munka! A kovetkez6kben a haromszog hozzairt

koreirdl olvashatsz.
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A haromszog hozzairt korei azok a korok, melyek a hdromszog egyik oldalat és masik
két oldaldnak meghosszabbitdsat érinté korok. A hiaromszog mindhdrom oldaldhoz
hizhat6 egy-egy, igy 0sszesen harom van bel6liik. A hozzairhaté korok kdzéppontjat
az oldallal szemkozti belsé szogfelezd €s a masik két kiilsd szog szogfelezOinek a

metszéspontja hatarozza meg.

Megoldas: A beirhat6 kor evidens megoldas, hiszen beliilr6l érinti a haromszog mind-
harom oldalegyenesét. Ezen feliil helyes megoldds még a haromszog hozzairhato korei
melyek a hdromszoget kiviilrdl érintik. Ezekbdl hdrom van, tehét osszesen négy darab

ilyen kor van. Egy tetszéleges megoldds az alabbi dbran lathato:

2. édbra. Egy példa a haromszog beirt és hozzairt koreire.

5. Adjuk meg azoknak a koroknek a sugarat, amelyek érintik az f(x) =
28 —4x
3

g(x) fiiggvények grafikonjat, valamint az x tengelyt.

Megoldas: f(x) és g(x) linedris fiiggvények, emiatt megkereshetjiik a két egyenes

_ 3x—6
{y_ :

__ 284
y= 3)C

Mivel mindkét egyenlet bal oldaldan y van, ezért a két egyenlet jobb oldala is egyenld

metszéspontjat az alabbi médon:

egymdssal. Igy az alabbi egyenletet kell megoldanunk:

3x—6  28—4x
4 3
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3(3x—6) = 4(28 — 4x)
O9x—18=112—16x
25x =130
x=25,2
Visszahelyettesitve megkapjuk a metszéspont y koordinétdjat is:

3-5,2—-6 6

y 4 4 )

Igy a metszéspont koordinatai: C(5,2;2,4)

Adjuk meg a két egyenes x tengellyel vett metszéspontjait. Ezt azaltal lehet meghata-

rozni, hogy megadjuk, hogy mely x értékek esetén lesz f(x) =0 és g(x) = 0.

Tehat a méasodik egyenes x tengellyel vett metszéspontja a B(7;0).

A két egyenes metszéspontja és az x tengellyel vett metszéspontok egyiittesen egy
haromszoget adnak, melynek csticsai A, B és C. Igy ahhoz, hogy meg tudjuk adni a két
fliggvényt és az x tengelyt érintd korok sugarat, el6szor is meg kell hatdrozni a korok
elhelyezkedését. ABC haromszdg oldalegyeneseit érintd koroket keressiik, igy emiatt
a beirhat6 kor sugarét €s a hozzairt korok sugarait keressiik. Ehhez viszont meg kell

hatdroznunk a hdromszog teriiletét és félkeriiletét.
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Eldszor is meg kell hatdroznunk a hdromszog oldalait. Mivel A és B is az x tengelyen

van, ezért ez az oldalhossz kénnyen meghatarozhaté ¢ = |AB| =7—2 = 5.

A masik két oldalhossz:

a=|BC| = /(52— 7)+ (2,402 = /3,24 15,76
= |AC| = /(5.2 2) + (2.4 0)2 = /10,24 15,76 =

54344 _
> =6

A hdromszog félkertiilete: s =

A haromszog teriilete a Héron-képlet segitségével:

T =+/s(s—a)(s—b)(s—c)

T=1/6(6-3)(6—4)(6—-5)=v6-3-2-1=36=6

Igy meghatérozhatjuk a haromszog beirt korének sugarét az alabbi képlettel:

T 6 6

Ra: :—:—:2
s—a 6-3 3
T 6 6

R_ :—:—:3
bTSTbh 6-4 2
T 6 6

R :—:—:—:6
T s—c 6-5 1

Ezzel megkaptuk a négy kor sugarat.

2.4. Harmadik feladat, feladatsor és megoldasok

A harmadik feladatnak a KoMaL 2019. marciusi kiadasanak B. 5018. feladatat valasztot-

tam, ami igy szol:

B. 5018. A szultdn birodalmdnak mind az 1024 matematikusat bortonbe zdratta. Mind-
egyikiik csak a sajat réztalléros érméjét tarthatta meg. A matematikusok tudjak, hanyan
vannak, de semmiféle médon nem képesek kommunikdlni egymaéssal.

A szultan a sziiletésnapjan nagy kegyesen a kdvetkezd jatékot ajanlotta a matematikusok-
nak: az udvaron egyenként vagy 0-t, vagy 1-et mondanak. Ha a mondott szdmok 6sszege 1,
akkor szabadon bocsatja dket.
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(A matematikusok nem adhatnak jelet egymdsnak, nem tudjdk, hogy 6ket hanyadiknak

vitték ki, vagy hogy az el6ttiik az udvaron 1évok mit csindltak.)

Mekkora eséllyel szabadulhatnak ki a matematikusok?

A feladathoz tartoz6 feladatsor és megoldésai:

1. Egy szabdlyos dobdkockat 6-szor dobunk fel. Mekkora eséllyel dobunk

a)

b)

pontosan 0 darab 6-ost?

Megoldas: Annak a valészintisége, hogy egy dobas esetén nem dobunk 6-ost
p= %. Mivel a dobasok fiiggetlenek, ezért Osszeszorozhatjuk a hat nem 6-0s

dobdsnak a valészindiségeit.
Tehat P(0) = (2)° ~0,3349
pontosan 1 darab 6-ost?

Megoldas: Annak a valészintisége, hogy egy dobds esetén nem dobunk 6-ost
p= %. Annak a valészinlisége, hogy 6-ost dobunk, p = %. Mivel a dobdsok
fiiggetlenek, ezért Osszeszorozhatjuk az 5 darab nem 6-os dobdsnak a valészind-
ségeit.

A megoldds nem (%)5 . %. Szamitasba kell venni azt is hogy melyik dobds lesz a
6-0s dobasa. A 6-os dobds 6 helyen is torténhet, emiatt szorozzuk be a valdszi-

nlséget 6-tal.
Tehit a keresett valdszintiség P(1) = (%)5 - £-620,4019.
legfeljebb 2 darab 6-ost?

Megoldas: Ahhoz megkapjuk, hogy mennyi a valdszintsége, 0ssze kell adni
annak a valdszinlis€gét, hogy pontosan 0;1 vagy 2 darabot dobunk.

Haszndljuk a binomidlis eloszlast a pontosan két 6-os dobds esetére! A hatosdo-
bas valdszinlisége p = %, a dobasok szama n = 6, a 6-os dobasok szama k = 2.

Ezek alapjan a pontosan két 6-os dobdsdnak valdszintisége:

6\ (1\*> /5\*
P(2) = =1 (=] =0,2009
Tehat a legfeljebb 2 darab 6-os dobasdnak valdszintisége:

P(X <2)=0,3349+0,4019 +0,2009 = 0,9377

2. Egy szabdlyos érmét egymds utdn 10-szer feldobunk. Jocé azt mondja, hogy 0,5 an-

nak a valdszintisége, hogy a fejek és az irdsok szama ugyanannyi lesz a dobdssorozat

végére. Azért gondolja igy, mert a dobassorozat eredménye kétféle lehet ebbdl a szem-

pontbdl: vagy egyenld a fejek €s irdsok szama, vagy nem. Szamitdssal igazold, hogy

hibas Joco érvelése!
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Els6 megoldas: A feldobédsok utani fejek szama binomidlis eloszlast kovet. Emiatt
alkalmazhatjuk a modellt az 5 darab fej esetére. Ebben az esetben n = 10 dobésbol

k =5 fej fog esni, p = % valészintiséggel. A valdszintiség értéke:

10\ /1 /1)’
P(5) = =) [z =0,2461
9=(5) (2) (3) =02
Tehdt a valdszinlisége az egyenld szamu fej és iras dobdsoknak 0,2461, nem pedig
0,5.
Masodik megoldas: Az els6, masodik, harmadik...dobés esetén két lehetdségiink

van, fej vagy irds. Mivel ezek fiiggetlenek ezért az Gsszes eseménysor szdma 210,

Szamunkra csak akkor helyes egy eseménysor, ha 5 darab fej és 5 darab irds van. Ha
kivalasztjuk az 5 darab fej helyét, akkor az az irdsok helyét egyértelmtien meghataroz-
za. Ezt pontosan (150) -féleképpen lehet megtenni. Ekkor az egyenld fej és {rds szamu

dobads valdszintisége:

10
p= (2%0) ~0,2461

Tehat a valdészinlisége az egyenld szamu fej és irds dobdsoknak 0,2461, nem pedig
0,5.
3. Egy téglalap alaku kertet 100 méter hosszu keritéssel szeretnénk korbekeriteni.

a) Mekkoranak vélasszuk a téglalap oldalait, hogy teriilete a legnagyobb legyen?
Megoldas: Legyenek a téglalap oldalainak hossza a és b, ekkor a keriilet K =
2a+2b =100, vagyis a+ b = 50. A téglalap teriilete: T = ab
Hasznéljuk a széls6érték meghatarozasdhoz a szdmtani és mértani kozepek ko-

zotti osszefiiggést! Irjuk fel a-ra és b-re az egyenltlenséget!

szg a;—b

a+b2
b <
o< (3)

2
T < (?) =252 =625

Egyenl6ség akkor van, ha két tag egyenld egymdssal, azaz a = b = 25m.
Tehat, a maximalis teriilet, amit az adatok alapjan létrehozhatunk T = 625 m>-es.

b) Ha a téglalap egyik oldala egyenes vizpart, ahova nem kell kerités, akkor mek-

korédnak valasszuk az oldalakat ahhoz, hogy a teriilet a maximaélis legyen?

Megoldas: Legyen a folydpartra merSleges oldal x. Mivel két ilyen oldala van

és a folyoval parhuzamos pedig csak egy, ezért a masik oldal hossza 100 — 2x.
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Ekkor a teriilete a téglalapnak a teriilete: 7 = x- (100 — 2x). Keressiik meg a
szorzat maximumat!

Hasznéljuk a szamtani €s mértani kozepek kozotti osszefiiggést! A két tag legyen
(100 — 2x) és 2x. Erre az 4talakitdsra azért van sziiksége, mert a masik tagban is

2x van, emiatt nem lehetett volna egyszertisiteni vele az dtalakitdson kiviil.

100 —2x+2x 100

100 —2x) - 2x < =50
( %) 2 < 2 2
(100 — 2x) - 2x < 50% = 2500
Osszuk le 2-vel mindkét oldalt:
100 —2x) -2 2
(100—2x) X = ( 00 X) * < 500 = 1250

2 - 2

Tehat a teriilet maximuma 7 = 1250m?. Ez akkor torténik meg, ha 100 —2x = 2x,

azaz 100 = 4x, tehat az egyik oldal 25 m, a mdsik oldal 50 m.

4. A szultdn birodalmédnak mind az 1024 matematikusat bortonbe zdratta. Mindegyikiik
csak a sajat réztalléros érméjét tarthatta meg. A matematikusok tudjak, hdnyan vannak,

de semmiféle médon nem képesek kommunikdlni egymadssal.

A szultan a sziiletésnapjan nagy kegyesen a kovetkez6 jatékot ajanlotta a matematiku-
soknak: az udvaron egyenként vagy O-t, vagy 1-et mondanak. Ha a mondott szdmok

Osszege 1, akkor szabadon bocsatja dket.

(A matematikusok nem adhatnak jelet egymasnak, nem tudjak, hogy 6ket hanyadiknak

vitték ki, vagy hogy az el6ttiik az udvaron 1évok mit csindltak.)
Mekkora eséllyel szabadulhatnak ki a matematikusok?

Megoldas: Legyen a matematikusok szama n, ahol is n > 1 és n € N. Annak a val6szi-
nliséget szeretnék meghatarozni, hogy mekkora eséllyel fog egy matematikus mondani

1-et és a tovabbi n — 1 matematikus pedig 0-at, ami a kiszabaduldsuk egyetlen esélye.

Tegyiik fel, hogy minden matematikus p valdszinliséggel mond 1-et. Célunk az, hogy
ezt a p valészintiséget megtalaljuk, hiszen ekkor tudjak a matematikusok optimalizalni
a stratégidjukat. Ebben az esetben a matematikusok természetesen 1 — p valdszintiség-

gel mondanak 0-at. Ebben az eset binomidlis eloszlast haszndlhatunk a valdszintiségre:

P = ()= p)

Szdmunkra a k = 1 eset az érdekes, miszerint 1 darab 1-est mondanak ki a tuddsok, p

valészintiséggel.



P(1) =np(1—p)*!

Ahhoz, hogy a tudésoknak a lehet6 legnagyobb esélye lehessen, szeretnénk maximali-
zélni a P(1) és ezzel a p értékét is. Mivel szélsGértéket keresiink ezért alkalmazhatjuk

a szamtani és mértani kozepek kozotti Osszefiiggést a valdszintiségre.

Ahhoz viszont, hogy p-t6l fiiggetlen értéket kapjunk, sziikségiink van egy atalakitasra:

P(1) =np(1-p)""' = ni C(n=1)p(1—p)"!

Ekkor felirhatjuk a mértani és a szdmtani kozepek kozotti 6sszefiiggést melynek tagjai

az (n—1)p ésn—1darab (1 —p):

M((n—1)p;(1=p);...;(1=p)) <S((n—1D)p;(1=p)...;(1=p))

Yo p) (- p) < P = D)

(n—l)p+(n—1)(1—p))"

n

(n=1)p-(1-p)-.-(1-p)< (

Vonjuk 6ssze mindkét oldalon a tagokat:

np—p+n—np—1+p\"  (n—1\"
n U n

(n—1)p(1—py ' < (

Ahhoz, hogy a bal oldalon a P(1) szerepeljen, hasznéljuk fel a kordbbi dtalakitast, és

szorozzuk fel az egyenlGtlenség mindkét oldaldt ;.= -gyel:

nfl)”_l.

Tehat megkaptuk, hogy a kijutdsi valészinliség maximuma barmely n esetén ( =

1024 matematikus esetében, azaz n = 1024 esetén a kijutési valdszinliség maximuma:

102 1023
(%) ~0,3681

Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen stratégia mellett tudjak ezt a valészintiséget elérni.
A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenség akkor lesz egyenld, ha a tagok

mind egyenldek, azaz:

(n—=1)p=1-p
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2.5.

np—p=1-—p

np =

1
p=-
n

1024 matematikus esetén p = ﬁ’ tehat egy olyan stratégiat kell valasztaniuk mely-

. 1 . rm s . 1 _ 1 .
nek esetén fg5; valoszintiséggel mondanak 1-est. Mivel {55z = 51, ezért az mond

1-est, aki a naluk taldlthaté pénzérmét 10-szer feldobva fejet kap, mivel ennek valé-

, o 2 10 L e ., . NP
szinfisége pontosan (3) = 3l5 = 1p53. Ezzel a stratégidval tudjak maximalizélni az

esélyiiket, elérve idedlis kijutdsi valdszinliséget.

Negyedik feladat, feladatsor és megoldasok

A negyedik feladatot az Orszagos Kozépiskolai Tanulmédnyi Verseny 2016/17-es tanévben

megrendezett versenyébdl vélasztottam. Az aldbbi feladat a 1I. kategdrids versenyzok 1.

fordul6janak negyedik feladata volt, ami igy szdl:

4.0ldjuk meg a kovetkezd egyenletet az egész szamok halmazan:

x(x42) =y +1)

A negyedik feladathoz késziilt feladatsor €s megoldasai:

1.

a) Alakitsuk teljes négyzetté a kovetkezd kifejezést: x* + 6x + 15!
Megoldas: Hasznéljuk fel, hogy 15 = 9 + 6! Ekkor a kifejezés:

P Hox+15=x>+6x+94+6=(x+3)>+6
b) Oldjuk meg a kdvetkezb egyenletet a valds szamok halmazan!
x> +6x4+8=99
Megoldas: Adjuk hozza mindkét oldalhoz 1-et!
x>+ 6x+9 =100

(x+3)% = 100

Vonjuk gyokot mindkét oldalbol!

x+3| =10
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Ekkor két megolddsa van az egyenletnek:

x1+3=10
X1 = 7
x2+3=-10
Xy = —13
Tehat az egyenlet két megoldasa x; =7 és x, = —13.

2. Mikor lesz egyenl6 két valos szam négyzetdsszege, a két szam szorzatanak kétszere-

sével?

Megoldas: Legyen a két szamunk x és y. Ekkor a feltételeknek megfelelS egyenlet az
aldbbi:

Tehat ez akkor igaz, ha a két szdm egyenld.
3. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a természetes szamok halmazén!

X+—-—=y
X

Els6 megoldas: Ha x = 1, akkor y = 1 —i—% =72. Ha x > 1, akkor % értéke minden
esetben tortszam, hiszen ha egy tort szaimlal6ja és nevezdje is negatiyv, illetve a nevezd

nagyobb mint a szamlalo, akkor a kifejezés értéke 0 és 1 kozott van.
Emiatt az egyetlen megoldaspar az (x;y) = (1;2)
Masodik megoldas: Hozzunk k6zos nevezore! (x # 0):

241 B
— =

y

Becsiiljiik meg alulrdl a tort értékét! Mivel x> < x% + 1, ezért

¥ X2+l
x=—<
X X
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Becsiiljiik meg feliilrdl is a tortet! 241 <x%+x, feltéve, ha x > 1 (x =1 esetén van

egyenldség). Ekkor a tort értékére vald becslés:

x2+1<x2—|—x_x(x+1)
x T ox X

=x+1

Mivel ’# =y, ezért felirhatjuk az aldbbi egyenl6tlenséget:
x<y<x+1

x és y is természetes szam. Az egyenlStlenség viszont azt mutatja, hogy két szomszé-
dos természetes szdm kozott van egy masik, y. Ez nem lehetséges, egy kivétellel, ha
teljesiil az egyenldség része az egyenlStlenségnek. Azaz y =x+ 1. Ez x = 1 esetén

igaz, tehdt ekkor y = 1 + 1 = 2. gy az egyetlen megoldaspar (x;y) = (1;2).

. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet az egész szamok halmazan:

X (x42) =y (7 +1)
Megoldas: Végezziik el mindkét oldalon a zaréjelfelbontast:
242 =yt )2

Mivel a bal oldalon 1évd kifejezés mar majdnem teljes négyzet, emiatt adjunk hozza
mindkét oldalhoz 1-et!
X+ 2x+1 :y4+y2—|—1

(x+ 12 =y 4y 41

A megolddshoz érdemes azt a feladatban 1évd adatot felhaszndlni, hogy a kérdéses
véltozok egész szamok. Prébaljuk meg megbecsiilni az (x+ 1) értékét y segitségével!

Ebben az esetben a bal oldalt alulrél becsiilhetjiik y* -nel. Ezt azért tehetjiik, mivel

(x+1)? pontosan y? + 1-gyel nagyobb, mint y*. Teht:
¥ < (x4 1)

Hasonldéan:
x+1)72< P4+ 1) =y 422 +1

Ez az egyenl6tlenség is igaz, mivel a kifejezés pontosan y>-tel tobb, mint y* +y? + 1.

Az egyenl&ségjel sziikséges, mivel y = 0 esetén (y? +1)2 = y* +y> +1 = 1. Ezek
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alapjdn felirhatjuk a kovetkezd egyenlGtlenséget.
=07 <+ 1)< 07+ 1)

Mivel x és y egész szamok, ezért ez az egyenlGtlenség valdjdban azt jelenti, hogy két
egész szomszédos szam négyzete kozott (y> és (y+ 1)2 kozott) van még egy masik
négyzetszam, viszont ez nem lehetséges. Tehdt ez a feladat csak akkor oldhaté meg,
ha az egyenlSség érvényesiil, azaz (x + 1)? is négyzetszdam: y* +y>+1 = (y> +1)2,

azaz y = 0 esetén.
Ha y = 0, akkor x(x+2) = 0, ez két megoldast eredményez x-re: x; = 0 és x, = —2.

Tehdt a két megoldas x-re és y-ra: (0;0) és (—2;0)

2.6. Otodik feladat, feladatsor és megolsaok

Az 6todik feladatot az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2018/19-es tanévben
megrendezett versenyébdl vélasztottam. Az aldbbi feladat az I. kategdrids versenyzdk dontd
forduléjanak masodik feladata volt, ami igy szol:

2. Adja meg az x; y val6s szdmokat tgy, hogy a

V2432 —2x—dx 454+ /x2+y2 —dx+2y+5

kifejezés érté€ke minimalis legyen.
Az 6tddik feladathoz tartozo feladatsor, megoldasokkal:

1. Hatdrozzuk meg az egyenletével megadott kor kozéppontjdnak koordinatdit, valamint
sugardt: x> +y* —4x+8y—16=0

Megoldas: Rendezziik egymas mellé az azonos ismeretlennel rendelkezé tagokat,
majd alakitsunk teljes négyzetté:

X2 —4x+y?+8y—16=0

(x—2)2—4+(y+4)7>—-16—-16=0
(x—2)*+ (y+4)* =36
Ebbdl leolvashato, hogy a kor kozéppontja O(2; —4) és sugara r = 6.

2. Egy haromszog két oldala 4,2 cm és 3,7 cm. A harmadik oldal mértéke egész szam

cm-ben kifejezve. Mekkora lehet a 3. oldal?

Megoldas: A haromszog egyenlStlenséget kell haszndlni. Egy hdaromszog barmely

két oldalhosszanak 6sszege nagyobb a harmadik oldal hosszanal.
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Ezt tgy is 4t lehet forditani, hogy a legnagyobb oldalhossz nagysdga nagyobb, mint a
két kisebbé. Tegyiik fel, hogy a 4,2 cm-es a legnagyobb. Ekkor, ha a legkisebb oldal 1
cm, akkor is teljesiil a haromszog egyenl6tlenség, hiszen 3,741 =4,7 > 4,2. Tehat

lehet ezen feliil még 2; 3 és 4 cm-es is a haromszog oldala.

Tegyiik fel, hogy most a leghosszabb oldal az ismeretlen oldal. Legyen ez az ismeret-
len oldal c¢. Ekkor c-re igaznak kell lennie az alabbi egyenl6tlenségnek: 3,7 44,2 =
7,9 > c. Tehat lehet még 5; 6 és 7 cm-es is ¢ hosszisdga. 8 cm-es nem lehet, mert

akkor nem teljesiilne az egyenlGtlenség.

A megoldasokat Osszegezve tehdt a haromszog ismeretlen oldalhosszisédga lehet 1; 2;
3;4;5; 6 és7cm lehet.

. Lassuk be, hogy az aldbbi esetben P pont illeszkedik az AB szakaszra. A pontok
koordinatai: A(—3;2), B(13;—10) és P(1;—1).

Megoldas: ElSszor is meg kell hatdrozni az AB egyenes irdnyvektorat. Ekkor ez
V(16;—12). Hatdrozzuk meg az egyenes egy normdlvektorat, ez 7(12;16). Egysze-
rlisitsiink, hiszen a hossza nem szamit, csak az irdnya. Egy egyszer{ibb normalvektor a
7(3;4). Az egyenes egyik fixpontja az A pont. Igy az egyenes normalvektoros egyen-
lete:

3x+4y=3-(-3)+4-2

x+4y=—1

Egyrészt ellendrizniink kell, hogy a pont rajta van-e az egyenesen. Ezt tigy tudjuk meg-
tenni, hogy a P pont megfelelé koordinétdit behelyettesitjiikk az egyenes egyenletébe,

és igaz egyenldséget kapunk.
3-(-1)+4-1=-34+4=-1

Tehat a P pont rajta van az AB egyenesén. Viszont ez nem elég, azt is biztositani kell,
hogy a szakaszon is rajta legyen. Ezt tigy tudjuk megtenni, hogy megvizsgaljuk az A
és B pont koordinétdi koz€ esnek P pont koordinatéi. Ez teljesiil, hiszen —3 <1 < 13
és —10< -1 <2,

. Adja meg az x; y valds szamokat ugy, hogy a

VA2 4y2 —2x —dx+5+ /a2 +y2 —dx+2y+5

kifejezés értéke minimalis legyen.

Megoldas: Alakitsuk teljes négyzetté a négyzetgyokjel alatti kifejezéseket:

VE— 1215224 /=22 + (y+1)2
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Vegyiink a koordindtarendszerben egy adott P(x;y) pontot. Ekkor az elsé négyzet-
gyokjel alatti kifejezés pontosan a P pont és A(1;2) tavolsagat adja meg.

PA] =/ (x— 1)2 4 (y—2)2

A mésodik négyzetgyokjel alatti kifejezés, pedig a P pont és a B(2; —1) pont tavolsdgat

adja meg:

PB| = \/(x—2)2 + (y+1)?

Ezéltal a feladat a |PA|+ |PB

tdvolsdg minimumdnak megkeresésére médosul.

|PA| + |PB

belédthatd, hiszen hogyha P nem lenne rajta az egyenesen, akkor P, A €s B, haromszoget

tavolsag akkor lesz minimadlis, hogyha P az AB szakaszon van. Ez konnyen

alkotndnak. Ekkor felhaszndlhat6 a hdromszog-egyenl6tlenség, az aldbbi médon:

|PA| + |PB| > |AB|

Tehdt barmely olyan P esetén, ami nincs rajta a szakaszon |PA|+ |PB| nagyobb lesz
mint |AB|, viszont, ha P rajta van az egyenesen, akkor |PA|+ |PB| = |AB|. Tehat
tényleg ebben az eseteben lesz a legkisebb az értéke és ez az érték pontosan |AB|-vel

egyenld.

3. abra. A pontok elhelyezkedése a koordindtarendszerben
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Ahhoz, hogy megadjuk a P pontra vonatkozé feltételeket, hatdrozzuk meg az AB
egyenes egyenletét. Az egyenes egy irdnyvektora v(1; —3), emiatt egy normélvektora

n(3;1). Az egyenes egyenlete, igy:

3x+y=3-14+1-2=5

Milyen feltételek mellett lesz a P pont csak az AB szakaszon? Akkor, ha P pont ko-
ordindtdi A és B pont koordinatdi kozott vannak, emellett a P pont koordinatai kiegé-
szitik az egyenes egyenletét. Azaz akkor lesz minimadlis az értéke a kifejezésnek, ha
1<x<2é —1<y<26és3x+y=>5. Eza4. dbran, a fekete egyenes, a kék és piros

teriiletek metszetében talalhato.

A(L;2)

J-1<y<? B(2;-1)

4. dbra. P pont lehetséges helye a minimalis érték feltételei mellett

Vegyiink egy ilyen tetszOleges pontot, amely teljesiti a feltételeket. Legyen P(1;2),

ekkor a kifejezés minimalis értéke:

V=124 222 4/(1-22+ 3+ 1)2= VO + V10 = VIO

2.7. Hatodik feladat, feladatsor és megoldasok

A hatodik feladatnak az Arany Dédniel Matematika Tanuléversenybdl védlasztottam, a 2015-

16-0s verseny haladodk II. kategéridjanak 3. forduldjanak 2. feladatit valasztottam, ami igy
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szol:

2. Adjuk meg azt a négy valds szamot, melyekre igaz, hogy barmelyikhez hozzdadva a

masik harom szorzatat, eredményiil mindig 10-et kapunk!

A hatodik feladat és a hozza tartozo feladatsor és megoldasai:
1. Egyszertsitsiik a kovetkezd kifejezéseket! Tegyiik fel, hogy x # 1!
5x—5
a)
x—1

Megoldas: Emeljiink ki 5-6t a szamlalébdl, majd egyszerdsitsiink!

5c—5  5(x—1) _s

x—1  x—1

x2—1

x—1

b)

Megoldas: Hasznéljuk fel a nevezetes azonossagot, majd egyszerGsitstink x — 1-

gyel!

2
—1 -1 1

Pol_-DEHD
x—1 x—1

3

x—1

2 x—1

Megoldas: Hasznéljuk az x> — 1 esetén felléps azonossdgot. Ez az azonossig

igy sz6l: x> — 1 = (x — 1)(x* + x + 1). Ezutén egyszerisitsiink x — 1-gyel.

B—1 (=) +x+1)
x—1 x—1

=x*4x+1
2. Milyen a és b szdmok esetén igaz az alabbi egyenl8ség?

a2—b2 4
2a—2b

Megoldas: Vizsgaljuk meg azt az eshetGséget mikor a nevezd 0-val egyenls. Ebben

az esetben 2a — 2b = (. Tehat, ebben az esetben a = b.
Hasznéljuk fel a nevezetes azonossagot a szdmldldban és alakitsuk szorzattd. A neve-

z6bdl emeljiink ki kettot.

a?—b*  (a—b)(a+b)
2a—2b  2(a—Db)

=1
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7 s

Mivel kikottiik, hogy a # b, emiatt egyszer(sithetiink a — b-vel.

a+b
=1
2
at+b=2

Tehdt olyan a és b szdmokra igaz a kifejezés melyekre igaz, hogy dsszegiik 2.
3. Feldobunk egy szabdlyos érmét 6tszor egymas utdn.

a) Hanyfajta kiilonb6z6 sorrendii érmedobds johet 1étre?

Megoldas: Elsének fejet vagy irdst dobhatunk, ez két eset. Masodiknak szintén
fejet vagy irast dobhatunk, ez is két eset. Mivel ez a két dobds fiiggetlen, ezért
a lehetdségek dsszesorzodnak. Mivel az érmét 6tszor dobjuk fel, ezért Osszesen
23 = 32 sorrend johet létre.

b) Ha a sorrendje nem szamit az érméknek, hdnyfajta dobdssorozatot kiilonboztet-
hetiink meg?

Megoldas: Vizsgiljuk meg a fejek szdmanak tekintetébdl. A fejek szama 0-t6l
5-ig terjedhet. A fejek szdm egyértelmlen meghatdrozza az irdsok szamat is,

tehat ebben az esetben a dobassorozatok szama 6.

c) Ha csak a kiilonb6z6 oldalak szdmat szeretnénk meghatarozni, ebben az esetben

hany fajta dobéssorozat johet 1étre?

Megoldas: Mivel méar nem kiilonboztetjiilk meg a fejeket és az irdsokat, emiatt
vizsgéljuk meg az eseteket esetszétbontassal. Az elsO esetben mind az 5-szor
ugyanarra az oldaldra esett az érme. A mdsodik esetben 4-szer azonos oldalara
esik és egyszer a masik oldaldra. A harmadik esetben pedig egyik odalara 3-szor,
a masik oldalara 2-szer esik. Ezen feliil nincs tobb eset, tehat 0sszesen 3-féle

ilyen dobdssorozat van.

4. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszereket!
| X+ 5y=10
a
X —3y=2

Megoldas: Vonjuk ki az els6 egyenletbdl a masodikat!
8y =28

y=1

Helyettesitsiik vissza y értékét az els6 egyenletbe!

2+5-1=10
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¥=5

x:j:\/g

Tehit a két megoldasparunk: (—+/5;1) és (v/5;1).

2
x+xy=-7
b) Y
x+xy=5

Megoldas: Szorozzuk fel a masodik egyenletet x-szel!

x4 xly=—7
x2+x2y =5x

Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsé6t!
X —x=5x+7
X2 —6x—7=0
A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa:
D=6>—4-1-(—7) =36+28 =64

A maéasodfoku egyenlet megoldasa:

6+ 64
X1p= > =344

X1:7
Xzz—l

Visszahelyettesitve az egyenletbe a gyokoket megkapjuk y értékeit is. x; =7

esetén:
T+7Ty=5
Ty = -2
2
y1= 7
x7» = —1 esetén:
—1—-y=5
—y=6
y2=-6



Tehat az egyenletrendszernek a két megoldéspéarja a (7; —%) ésa(—1;-6).

5. Adjuk meg azt a négy valds szamot, melyekre igaz, hogy barmelyikhez hozzdadva a

masik harom szorzatat, eredményiil mindig 10-et kapunk!

Megoldas: Legyen a négy szamunk a, b, ¢ és d. Ekkor a-ra és b-re felirhato:
a+bed =10

b+acd =10

Szorozzuk fel az els6 egyenletet a-val, a mdsodik egyenletet b-vel:
a® +abcd = 10a

b% +abed = 10b

Vonjuk ki az els6 egyenletbdl a masodikat és alakitsuk 4t, a kapott egyenletet az alabbi
modon:
a* —b* = 10a — 10b
a* —b* —10a+ 106 =0
(a—b)(a+b)—10(a—b) =0

(a—b)(a+b—10)=0
Egy szorzat értéke akkor nulla, ha barmely tagja a szorzatnak nulla. Tehat vagy a —b =
0 vagy a+ b — 10 = 0. Ez azt jelenti, hogy vagy a = b vagy b = 10 — a. Mivel a masik
két valtozdval is felirhatndnk ezeket az egyenleteket, ezért minden valtoz vagy a-val

vagy 10 — a-val egyenld. Kihasznédlva az egyenletek szimmetrikussdgat, harom eset
1éphet fel:

a) Mind a négy szdm egyenld, azaza =b =c =d.
b) Héarom szdm egyenld és a negyedik kiilonb6zd. Példdul a =c =d és b =10 —a.

c) Két-két szdm egyenld. Példaula =cés b =d = 10 —a.

Az egyes esetek megoldésai:

a) Ebben az esetben a = b = ¢ = d. Ekkor az egyenlet az aldbbi mddon irhat6 fel:
a-a-a+a=10. Rendezve O-ra az alabbi egyenletet kapjuk a®> +a — 10 = 0. Ez

egy harmadfoku egyenlet, a megolddsdhoz egy atalakitasra van sziikségiink:
@ —84+a—2=(a—-2)(a*+2a+4)+a—2=0

(a—2)(a*+2a+4+1)=(a—2)(a®>+2a+5)=0
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b)

c)

Egy szorzat értéke nulla, ha barmely tagja nulla. Tehat vagy a — 2 vagy a” 4+ 2a+
5=0
Ha a —2 =0, akkor a = 2.

Ha a® 4 2a +5 = 0, akkor a masodfokii egyenlet diszkriminansa:
D=2"-4.1.5=4-20=-16

Tehat mivel a masodfoku egyenlet diszkrimindnsa negativ, emiatt ebben az eset-

ben az egyetlen valos megoldasa az egyenletnek aza =b=c=d =2.

Ebben az esetben harom szdm egyenld a = ¢ = d és b = 10 —a. Ebben az esetben

a négy egyenlet kétféle alakot Olthet:
a’b+a=10

a+b=10

Vonjuk ki az els6 egyenletbdl a masodikat és alakitsuk szorzatta:
a?b+a—a*—b=0

ab—at+a—b=0
a?(b—a)—(b—a) =0
(>~ 1)(b—a)=0
Egy szorzat akkor lehet nulla, ha barmely tagja nulla. Tehdt vagy a> — 1 = 0 vagy
b—a=0.
Ha a® — 1 = 0, akkor a®> = 1, ami azt jelenti, hogy a1 =c; =d| =1 ésar = c» =
dy=—1.Haa; =1,akkorb; =10—1=9. Haa, = —1,akkor b, = 10— (—1) =

11. Tehét ebben az esetben két megoldasunk van: harom szam 1 és a negyedik 9,

vagy hdrom szdm -1 és a negyedik 11. Ezek megegyeznek a feltételeknek.

Ha b —a = 0, akkor b = a, de ez ellentmond annak a feltételnek mely szerint a

€s b kiilonbozd. Tehét ebbdl az egyenletbdl nem kapunk tjabb megoldast.

Ebben az esetben két szdmparunk van, amelyek egyenldek, a = c és b =d =
10 — a. Ekkor az egyenletek kétféle alakot olthetnek:
2 _
ab+b=10
ab*+a =10
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Kivonva az els6 egyenletbdl a masodikat, alakitsuk szorzatta:
ab—ab*+b—a=0

abla—b)—(a—b)=0
(ab—1)(a—b) =0
Egy szorzat értéke nulla, ha barmely tagja nulla. Ebben az esetben vagy ab—1 =
0vagya—b=0.
Ha ab — 1 = 0, akkor ab = 1. Felhaszndlva emellé a b = 10 — a egyenletet,

az alabbi egyenletrendszert kapjuk: {ab = 1;b = 10 — a Behelyettesitve a b-t az
els6 egyenletbe az aldbbi egyenletet kapjuk:

a(l0—a)=1
10a—a* =1
a2—10a+1:0

A miasodfoki egyenlet diszkrimindnsa: D = 10> —4-1-1 = 100 — 4 = 96. Ekkor

az egyenlet két megoldasa:

—M“%zswﬁ

ay2 = )

Ekkor ha a = 5+ /24, akkor b = 5 — v/24, ha pedig a = 5 — /24, akkor b =
5+ 1/24. Tehat eredményiil azt kaptuk, hogy j6 megoldds, ha két szdm 5+ 1/24-
gyel egyenld, a két mésik szdm pedig 5 — /24-gyel egyenld.

Ha a — b = 0, akkor a = b, ami ellentmond a feltételnek, miszerint a és b kiilon-

bozbek. Tehat ebbdl az egyenletbdl nem kapunk tovabbi megoldast.
Osszegezve akkor lesz harom szdm szorzatdnak és a negyedik szdm osszege 10 bar-
mely estben, ha:
a) Mind a négy szam 2-vel egyenld.

b) Harom szam 1-gyel egyenld és a negyedik 9 lesz, vagy hdrom koziiliik -1 és a

negyedik hozzd a 11.
c¢) Ha két szam koziiliik 5 + /24 és a masik kett6 5 — /24.
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3. Modszertani elemzés

3.1. Nehézségek a feladatokban

A feladatok logikai Osszetettsége

Az els6 probléma amit kiemelnék, a feladatok dsszetettsége. Osszetettebb feladatok esetén a
didkok szdmdra nehézséget okozhat a hosszabb logikai folymatok megtervezése és megvalo-
sitdsa. A tervezés sordn mdr tobbszor eldjohetnek olyan problémadk ,melynek sordn a didkok
eljutnak, egy-egy feladatrészig, de az adott feladatrészen til nem tudnak tovébbjutni. Ezek
az akadalyok el6fordulhatnak olyan médon, hogy a feladat teljes megoldasat hidsitja meg,
de vannak olyan esetek is, mikor csak részmegoldasoktol zérja el a probléma a megoldéjat.

Egy a teljes megoldast megakadalyoz6 probléma lehet, példaként az els6 feladatnal fel-
meriild oszthatésigi szabdlyok rendszerezésének sokasdga. Ebben az esetben a didkok hir-
telen tdlterhelddhetnek informacidval, emiatt nehezebbé valik az adatok rendszerezése, €s
emiatt konnyen érdektelenné valhat szamukra a feladat. Kiemelendd probléma még annak a
felismerése, hogy mikor taldlhatunk egy allitast biztosan igaznak. Itt a kiindulépontja a fel-
adat megoldédsanak, hogy be kell 1atni valamilyen médszer segitségével, hogy néhdny 4llitas
igaz, majd a tovdbbi 4dllitdsok az igazsagat szeretnénk bebizonyitani ezek segitségével. Ez
egy egymasra alapul6 1€pésekbdl 4116 megoldasi moédszer, tehat ha barmely szinten akdalyba
titkoznek, a feladat megoldasa lehetetlenné vélik.

A masodik feladat is példa a fent emlitett nehézségre, csak mas médon. Ebben a feladat-
ban a logikai kovetkeztetések egyértelmiiek, de itt a megfelel6 adatok meghatarozésa és ezek
logikailag megfelel6 hasznalata jelenthet problémét. Ebben az esetben egy hosszu logikai fo-
lyamat preciz megtervezésére és annak megfeleld alkalmazdsédra van sziiksége a didkoknak.
Emellett gy gondolom, hogy a feladat nem feltétlen egyértelmiien csak a megolddkulcs-
ban 1évd megoldast kivanja a didkoktdl. Eldfordulhat ugyanis, hogy koordindtageometriai
feladatndl a kor jelenléte miatt a didkok a korok egyenleteinek felirdsdval szeretnének pro-
balkozni, majd abbdl adndk meg korok sugarait. Ehhez viszont mindenképp sziikséges lenne
a kor kozéppontjat meghatarozni, de ami még nagyobb problémat okozhat — a kor sugardnak
megaddsa az egyenlethez. Ezt a megoldast nem fejtettem ki bdvebben, mivel tigy gondolom,
hogy kiilon didaktikai célja nincs megoldani ezen tuton a feladatot, hiszen tul Osszetett, és
jelen célok mellett nem relevans. Egyébként pedig a szogfelezd egyenesek felirdsdhoz még
tovabbi egyéb lepések sziikségesek €s majd a sugéar egy paraméteres egyenletrendszerbdl
lesz meghatdrozhaté; az oldalegyenesek mint érintSk hasznalataval. Ugy gondolom, hogy ez
a megoldasi médszer kifejezetten jol 6tvozi a koordindtageometria sordn felhalmozott isme-
reteket és ha a feladatnak az a célja, hogy ezt megtegyiik, akkor ez egy kival6 feladat ennek

megtestesitésére. Viszont ennek a feladatnak a célja részemrdl a koordinatarendszerben meg-
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szerezhetd ismeretek €s a geometriai ismeretek otvozése, €és ezen elemek 0sszehangoldsa a

diakok tudasrendszerében.

Az algebrai atalakitasok

Az altalam bemutatott feladatok egy hdnyaddban fellép az algebrai atalakitasok altal nyuj-
tott nehézség is. A feladatokban ez tobbféle tton is felmeriilhet. Egyrészt a bonyolultabb
egyenletek, egyenletrendszerek megolddsa okozhat akadélyt egyes esetekben. M4ds esetek-
ben pedig olyan egyszerlibb meglatasokkal érhet6 el nagyobb eldrelépés a feladatban, mint
példaul adjunk hozza mindkét oldalhoz egyet, vagy szorozzuk be az egyenlet mindkét oldaldt
egy szdmmal vagy ismeretlennel.

A harmadik feladat esetén a megoldas sordn a P(1) valészinliséget dtalakitjuk, mivel més
eseteben a szdmtani és a mértani kozép kozotti egyenldség felhasznédldsdnal nem kapnank
p-tol fiiggetlen eredményt. Elgondolkodtatd, ha a didk eljut addig a gondolatig, hogy fel-
irja a szdmtani és mértani kozepekkel felirhaté egyenlGtlenséget €s latja, hogy nem jon ki
eredmény, nem feltétleniil fogja meglatni az dtalakitdst ebben az esetben. Ha a P(1) valdszi-
nliséggel irndnk fel a tagokat és a kozepeket kozotti kapcsolatot, akkor az aldbbi egyenl6t-

lenséget kapnank:

np-(1—p)-_-(1-p) < np+(n_nl)(1 =)

np+n—np—|—1+p>"

np-(1-p)" ' < ( .

wp-(1-py~ < (—”““’)"
n
Ebben az esetben egy p-t6l fiiggd Osszefiiggést kapunk, de mivel az a célunk, hogy segit-
stink a matematikusoknak a p értékének valamilyen csak n-t6] fiiggd megadasaval, ezért az
atalakitas nélkiil a feladatmegolddsa megakad. Ahhoz, hogy ezt az 4talakitassal tortén6 meg-
oldést megtaldljak a didkok, igy gondolom, hogy megfeleld gyakorlattal kell rendelkezniiik
az ehhez hasonl6 feladatok tekintében. A matematika térzsanyaga a hagyomdnyos vagy a
problémamegoldé tanitds elvei szerint is tobb hangsulyt fektet a sémakbdl, gyakorlatokbol
valé megolddsokkal, ezzel egyiitt az intuitiv matematikai gondolkodas elsajatitasdval. Mivel
ebben az esetben az “+-gyel val6 beszorzds sok versenyfeladat esetén, de a torzsanyag ese-
tén nem igazan fordul el6, ezért ebben az esetben elényben vannak azok ennél a feladatban,
akinek van tapasztalatuk az ehhez hasonl6 dtalakitdsokat igényld feladatok megolddsabol.
Hasonl6 ilyen probléma a negyedik feladatban is felléphet, de tigy gondolom, hogy a har-
madik feladatban latott 4talakitasnal, kicsit konnyebben megtaldlhatd, ez pedig az egyenlet
mindkét oldaldhoz egynek a hozzdadédsa. Ez egy olyan tipikus médszer versenyfeladatok ese-
tén, hogy érdemes ennek a lehet6ségét felvetni a megoldds menete sordn. Ez is véleményem

szerint inkabb versenyfeladatokhoz sziikséges gondolat, de ugy gondolom, hogy az algebrai
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problémaknal tobb helyen is hasznosan alkalmazhat6. Hasonl6 4talakitds segit a megol-
dashoz a hatodik feladatndl, itt ugyanis mindkét oldalt az adott valtozoval kell felszorozni.
Ebben az esetben ez teszi lehetévé a feladat megolddsanak tovabbi 1épéseinek elérését. Ez is
egy gyakori alkalmazds lehet az ilyen jellegli, a megoldadst nem azonnal felkindl6 feladatnal.
Az ehhez hasonl6 feladatokban viszont mindenképp ki kell emelni a figyelmet arra, hogy a
valtozo6 lehet 0 is, ami probléméat okozhat szorzds és az osztds esetén. Szorzas esetén fleg
egyenltlenségeknél, de egyenleteknél is érdemes figyelni arra, hogy az ekvivalens miivelet
elvégzése utdn mindkét oldanak nulla lesz-e az értéke. Emiatt olyan megoldést is elveszit-
hetiink melyet a mivelete elvégzése el6tt a feladat még tartalmazott. Hasonléan érdemes
odafigyelni valtozéval vald osztds esetén a véltozo nulldval vald egyenléségére. Mivel nul-
l4aval osztani nem lehet a valds szdmok korében, ezért a miivelet elvégzése el6tt a megfeleld
kikotéssel vagy esetekre bontdssal kell kezelni a nulldval val6 egyenldségének lehet6ségét.
Ugy gondolom, hogy a fent emlitett harom feladatnak egyéb nehézségei is vannak és az
emlitett nehézségek nem is feltétleniil a legmeghatarozébbak ezekben az esetekben, viszont
ugyanugy nehezitd koriilményként hathat egy ilyen, alapvetSleg Osszetettebb feladat megol-

dasa soran, emiatt szerettem volna ezeket kiilon is kiemelni.

A szemléletvaltas

Szemléletvaltas alatt egy adott probléma megolddsanak mas alapokra, més témakorbe vald
athelyezését nevezhetjiik. A szemléletvaltas nagyon fontos eszkoze a feladatmegolddsoknak,
foként igaz ez a versenyfeladatok esetére. Viszont ez csak logikailag stabil alapokon allo,
megfelel6 matematikatudds esetén alkalmazhat6 hatékonyan. Nagy elénye ennek a meg-
oldasi stratégidnak, a matematika részteriileti kozott fennallé kapcsolatok felhasznaldsanak
lehetdsége. Hatranya viszont az, hogy ezt csak a megfeleld ismereti hdlézat fennallasakor
lehet alkalmazni.

Az 6todik feladatban erre a jelenségre lathatunk egy egyszertibb példat. Rendkiviil szem-
1életesen mutatja be azt a jelenséget, hogyha csak az algebrai dtalakitasokkal foglalkozndnk
ebben az esetben, akkor nem taldlnank megoldést a feladatra. De amint a feladatot atiiltetjiik
a koordinétarendszerben 1év$ pontokra, egy jelentGsen egyszeriibb feladat tarul elénk, amit
altalanos ismeretekkel is konnyedén meg lehet oldani.

A szemléletvaltas nehézsége pont ebben az 4tiiltetési folyamatban rejlik. A megoldés so-
rdn egy olyan probléma 4ll el6tte, amikre a kivélasztott dltalanos és megfeleld sémét nem
tudja alkalmazni. Ekkor nehéz kilépni ebbdl a keretbdl és mas szemléletbe helyezni a fel-
adatot. De amint felismerhetdvé valik az adott séma, mdris megkonnyiti és egyaltaldn lehe-
tové teszi a feladat megoldasit. Emiatt gondolom eldnydsnek az dsszetettebb, gondolkodds
igényld feladatok megolddsat a matematikadrakon, ezéltal novelve a didkok ismereti hdlgjat

melyet hatékonyabban tudnak alkalmazni a kiilonboz6 jellegli témakord problémaknal.
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3.2. A feladatok NAT alapjan valo beépitése, célja.

Ebben a fejezetben a feladatok lehetséges Nemzeti Alaptantervhez (roviden: NAT) kiadott
kerettanterveken beliili kapcsolodasi pontjait szeretném megvizsgalni. Emellett részletesen
foglalkoznék a feladatok céljaival, illetve ezeknek a feladatoknak a hasznaival, el6nyeivel és
esetleges hatranyaival is. Fontosnak gondolom, hogy minden feladatnak legyen célja — azon
feliil, hogy a didkok egy versenyfeladatot oldanak meg. Emiatt szeretnék minden feladatnal
kitizni egy olyan célt, mellyel a didk adott kompetencidi, készségei, vagy tudasa fejlédhet.
Mivel jelenleg nincsen mas érvényben 1év6 Nemzeti Alaptanterv, ezért a 2020-as kiaddsédhoz

késziilt kerettanterveket fogom figyelembe venni a feldolgozdsanal.

Elso feladat

Az elsé feladat esetén el6szor is a 7-8. osztdlyos kerettantervet vizsgdltam meg. A témakor
melyhez a feladatot tudnam kapcsolni, a ,,Szdmelméleti ismeretek, hatvany, négyzetgyok”
ciml témakor. Ebben az esetben a tanuldsi eredmények, amikhez a feladatot tudnam kap-
csolni: ,,a primszdm és az Osszetett szam fogalmdanak ismerete; primtényezds felbontas el-
készitése; primszamok, Gsszetett szamok kivélasztisdnak képessége”. Ugy gondolom, hogy
ezen eredmények elérése utdn a didkok mar rendelkezésére allnak mér a feladat megoldasa-
nak meghatirozé elemeivel. Erdekesség, hogy a kerettanterv ebben az esetben nem emliti az
oszthatdsdgi szabdlyok ismeretének és helyes haszndlatdnak képességét. Ennek oka, hogy
az 5-6. osztalyosoknak megfogalmazza az oszthatésdgi szabélyok biztos hasznalatdnak cél-
jat, viszont 7-8. osztdlyra nem tesz kitérést az Osszetett szamok oszthatdsagi szabdlyaira.
Ugy gondolom, hogy ha kitérne erre a kerettanterv, akkor ebben az esetben ehhez a tanuldsi
eredményhez is kapcsolhat6 lehetne a feladat.

Ezen feliil a feladatban szerepld allitdsok miatt kapcsolddik részben a logikai allitdsok
témakoréhez is, hiszen a feladatnak egy kulcslépése az éllitdsok igazsagértékének megélla-
pitdsa. Kiilondsen amiatt is, hogy az oszthatdsagi szabdlyok esetén tobbszor inkonkluziv
lett az igazsdgértéke meghatarozdsanak eredménye, ami pedig teljesen kiilonbozik a hamis
allitasnak az értékével. Ennek felismérése a fels6s didkok korében még nehézkes, ennek
jelentds fejlesztése a kozipiskolai matematikaokatatds célja.

A feladat célja elsdsorban az oszthatdsdgi szabalyok, f6leg az Osszetett szdamokra vonat-
koz6 oszthatdsagi szabdlyok helyes €s logikus hasznédlatanak gyakorldsa, elmélyitése. Ezen
feliil még a logikai allitdsok kapcsolatdnak és helyes igazsagértékének megallapitdsa. Ez a
6 célja a feladatnak, a megfeleld indoklas mellett. Tovdbb4 a feladatsor célja pedig az 6nallé
munka el6segitése, a megfeleld tervezési és megvaldsitas képességek fejlesztése.

A feladat er6ssége még, hogy figyelemfelkeltd és érdekes. Néhdny didk mar biztos eljat-
szott a 1ényegéhez hasonld gondolattal, példdul ,,melyik az a legkisebb szdm, ami oszthat6
1-t6l 10-ig az 6sszes természetes szammal?”. A feladat gyengesége viszont a hosszabb fel-

adatleirasbol fakad. Sokakndl mar a szoveg értelmezése is problémat tud okozni. Minél
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hosszabb egy feladat leirdsa, anndl tobb akadélyba iitkozhetnek a tanuldk, anndl nehezebb
tud lenni a feladat szintetizdldsa. A madsik hétrany, ami el6fordulhat, a probléma megolda-
sédhoz sziikséges bizonyitdsok felépitése. A 7. osztdlyos didkok még nem rendelkezne sok

tapasztalattal a bizonyit4sok terén, az 6 esetiikben még csak ,,bizonygatdsok” keriilnek el&.

Masodik feladat

A masodik feladatot, mivel koordindtageometriai elemeket is tartalmaz, a 11-12. osztalyo-
sok ,,Koordindtageometria” témakorében épitenem be tandra keretében. Ebben a témakor-
ben a feladathoz kapcsol6dé tanuldsi eredmények és fejlesztési feladatok koziil az aldbbi-
akat emelném ki, melyek kapcsolddnak a feladathoz: ,,alkalmazza a vektorokat feladatok
megoldasdban; egyenesek egyenletébdl kovetkeztet az egyenesek kolcsonos helyzetére; két
pont tavolsdganak, vektor abszolut értékének meghatdrozasa koordinatak alapjan; kiszdmitja
egyenesek metszéspontjainak koordindtdit az egyenesek egyenletének ismeretében; felismeri
a matematika kiilonboz6 teriiletei kozotti kapcsolatot.” Ezek a teriiletek mind kapcsolédnak
a feladathoz, és kiilon kiemelném az utolso teriilet fontossdgat, hiszen a feladatnak egy fon-
tos eleme a geometriai ismeretekkel val6 6sszekapcsoldsa a koordindtageometriai részekkel.
Tisztdn nem is nevezném koordindtageometriainak ezt a feladatot, de mivel ilyen jellegli
részletet is tartalmaz, emiatt kategorizdlndm a Koordidnatageometira témakdorbe.

£ 2

A kerettanterv ezen feliil emlit ,,Rendszerez6 6sszefoglalds” cimi témakort is, ez az érett-
ségi elbtti rendszerezésre ad lehetoséget. Véleményem szerint akar itt is beépithetd lehet egy
tanora keretében, hiszen rengeteg olyan tudést igényel mely az adott témakoroknek meg-
hataroz6 részlete. Ez a feladat egyik legnagyobb erdssége, hiszen igényli a megoldo6tol a
matematikai tuddshdlojanak széleskori alkalmazasat, ezdltal a tudasat fejlesztve. A feladat
egyik hétranya is ebben rejlik hiszen, ha valakinek hidnyos a matematikatuddsa, ebben az
esetben a feladat megolddsa sordn hamar akadélyba iitkozhet, ellehetetlenitve a megoldas

keresésének folyamatét.

Harmadik feladat

£ 2

A harmadik feladatot a 11-12. osztaly ,,Valészinliségszamitds” cimi témakorének keretén
beliil lehetne tanitani. A tanuldsi eredmények idetartozo célja: ,,meghatirozza a valdsziniisé-
get visszatevéses, illetve visszatevés nélkiili mintavétel esetén.” Mivel a feladathoz minden-
képpen sziikséges ez a tudds, ez indokolja a feladat ebben a témakorben valo feldolgozasat.

A feladat er6ssége az érdekessége. Figyelemfelkeltd és elgondolkodtaté példa, melynek
megoldasanak alapjat hamar meg lehet sejteni, de a pontos eredmény megadasa mar kihi-
vést okozhat. A feladatban a binomidlis eloszlast és a mértani és geometriai kozepek kozotti
Osszefliggést kell haszndlni, mellyel a matematikaoktatdsuk sordn nem gyakran taladlkoznak
a didkok — f6leg val6szinliségszamitasi kontextusban. Emiatt egy j6 lehetdség ennél a fel-

adatndl is a megoldas sordn kitérni a két téma kozotti kapcsolatra és az egyes témakorok
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fontossagdra. A feladat célja tehat, egy olyan valdszinliségszdmitdsi probléma megoldésa,
melynek sordn a didkok felhaszndlhatjdk az ebben a témakorben megszerzett tuddsukat, és

Osszekothetik az eredményeket egy szE€ls6érték szamitast alkalmazo feladatban.

Negyedik feladat

A negyedik feladatot két helyen is be lehet épiteni a tan6rdk menetébe. Mindkét esetben a
9-10. osztdlyban a ,,masodfoku egyenletek és egyenlStlenségek” témakorébe, a mésik pedig
a ,,szamhalmazok, miiveletek” témakorébe tenném ezt. Ennek oka, hogy a feladatmegol-
dés két szétvalaszthaté részre bonthatd szét. Egyrészt egy masodfoku egyenlGség, majd
egyenltlenség megolddsa, masrészt az egyenlStlenség megolddsdhoz sziikségesek a szam-
halmazok témakorében megismert szdmhalmazok tulajdonsdgai. A feladathoz kapcsol6do
tanulasi eredmények az aldbbiak:,, felismeri a matematika kiillonboz6 teriiletei kozotti kap-
csolatot;adott problémdhoz megoldasi stratégidt, algoritmust valaszt, készit; a probléménak
megfelel6 matematikai modellt vdlaszt, alkot; a kivdlasztott modellben megoldja a prob-
Iémat; a kommutativitds, asszociativitds, disztributivitds miiveleti azonossdgokat helyesen
alkalmazza kiilonb6z6 szdmoldsi helyzetekben;ismeri a szdmhalmazok épiilésének matema-
tikai vonatkozdsait a természetes szamoktodl a valds szamokig.”

Amiatt soroltam fel ennyi tanuldsi eredményt, mert az 0sszes feladat koziil ezt a leg-
nehezebb egy adott helyen beépiteni a tanmenetbe. Ez el6ny is, hiszen univerzdlisan tobb
tulajdonsagét is ki lehet emelni, kiillonboz6 témakorok esetén. De ez a hatranya is, hiszen
nehezen lehet egy konkrét adott témakorben feldolgozni. J61 bemutatja a kapcsolatokat, de
nehezen lehet konkrét pontos helyét meghatarozni.

A feladat egy célja a becslés helyes haszndlata, mely egy alulhasznélt megoldasi médszer
az altalanos feladatok megoldasi korében. Tobb esetben is egy megfelel becsléssel egysze-
rlisiteni lehet egy feladatot, viszont ebben az esetben a becslés hatdrozza meg az egyértelmi

megoldast.

Otodik feladat

Az 6todik feladatot a médsodik feladathoz hasonldan a ,,Koordindtageometira” témakorben
dolgozndm fel. A szemléletvaltishoz minedneképpen sziikség van a koordindtageometriai
ismeretekre. A kiemelendd tanuldsi eredmények az aldbbiak: ,,megad pontot és vektort koor-
dinétdival a derékszogl koordinéta-rendszerben; ismeri és alkalmazza az egyenes egyenletét;
felismeri a matematika kiilonboz4 teriiletei kozotti kapcesolatot.”.

A feladat eréssége, hatranya €s egyben célja is a szemléletvaltas haszndlata. EIény mivel
a szemléletvaltds a kapcsolatteremtés eszkoze a témakorok kozott, amivel a tudads elmélyi-
tését lehet segiteni, egyben ez a célja is. A hétrdnya viszont, az attekintd gondolkoddsmod

haszndlata, melyet a tanulmanyaik sordn kevésbé alkalmaznak.
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Hatodik feladat

A hatodik feladatot az ,,Els6foku egyenletek, egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek™ téma-
korben dolgozndm fel. Annak ellenére, hogy az egyenlet tartalmaz masodfoku kifejezése-
ket, ennek ellenére ezeket nem kell alkalmazni, hiszen a megfeleld kiemlésekkel és neveze-
tes azonossagok hasznélataval, a masodfokusagbol adédé problémaforrast ki lehet zarni. A
feladathoz a kerettantervben az aldbbi tanuldsi eredmények kapcsolddnak: ,,ismeri és alkal-
mazza a kovetkez6 egyenletmegoldédsi mddszereket: mérlegelv, grafikus megoldas, szorzatta
alakitds; megold els6fokud egyismeretlenes egyenleteket és egyenlStlenségeket, els6foku két-
ismeretlenes egyenletrendszereket.”. Természetesen tobb oldalrdl is csatlakozik a feladat a
témakorokhoz, de igy érzem, hogy az egyenletrendszer felirdsa €s a szorzattd alakitas kimelt
fontossagu a feladat megoldasa soran.

A feladat eréssége a gondolatmenet egyértelmisége, kézzelfoghatosdga. Az esetre bon-
tdsok esetén a megolddsok diszkusszidjanak fontos eleme a szorzatok tagjainak vizsgélata.
Ennek a menete nagyon preciz munkat igényel, igy ez ez hatranya is a feladatnak. De tugy
gondolom, hogy az egyszerii szovegezés és érdekes prblémat vet fel a feladat, amitt olyan

feladat megolddsara tudja 0sztonozni a didkokat, melyet mas esetben nem oldandnak meg.

4. A feladatsorok gyakorlati préobaja

Egy pedagdgusnak az egyik legfontosabb erénye az 6nvizsgdlatra val6é hajlandésdga. Emi-
att gondolom fontosnak és dolgozatom fontos részének a gyakorlati prébdjat a munkdamnak,
mellyel igazolni vagy épp cafolni tudom egyes mér a kordbbiakban feltett allitdsaimat. Mivel
ugy véltem, hogy érdemes aktudlis témdkat feldolgozni a kiilonbdz6 osztdlyokban, emiatt az
els6 két feladatot és a hozz4juk tartozo feladatsort probaltam ki a gyakorlatban. Ennek oka
még, hogy a lehetdségeim is szlikosek voltak, hiszen kevés évfolyamon tanitok, A kovetke-

z0kben a probakat és annak sordn szerezett tapasztalataimat szeretném megosztani.

4.1. A csoportok leirasa, a gyakorlati probak koriilményei

Elso feladatsor probaja

Az els6 feladatsor bér eredetileg a KoMaL-ban K feladatjellel jelent meg, ami 9. osztalyo-
sok szdmdra lett meghirdetve, ennek ellenére 7. osztdlyosok kozott probaltam ki, mivel nem
volt semmilyen olyan tobblettudésra sziikségiik, mely akaddlyozta volna a feladatok megol-
dasit. Emiatt is gondoltam tanulsdgosnak ebben a csoportban végrehajtani a prébat, mivel
szdmomra sok hasznos informécié lesz megfogalmazhato.

Az intézmény, ahol az elsd prébat végeztem, egy budapesti magyar-angol két tanitasi
nyelvi iskola, ahol a matematikaoktatds csak magyar nyelven zajlik. A csoport egy 7. oszta-

lyos csoport, akiket mar harmadik éve tanitok, emiatt tisztdban vagyok a tanulok matematikai
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készségeivel és képességeivel is. A csoportban nagyon véaltozé a matematika irdnti érdekl6-
dés, és ez a képességek tekintetében is megjelenithetd. A csoport 1étszama 15 {0, igy jobb
lehetoségem van a didkokkal val6 egyéni differencidlasra is. A tanuléknak hetente négy ma-
tematika 6rdjuk van. A tanuldk szociookondmiai stitusza a didkok nagy részénél atlag alatti
€s atlagos kozott mondhatd, tobben hatranyos helyzetlek, illetve tanuldsi nehézségekkel is
kiizdenek. Emiatt a sokszinlis€g miatt voltam kivéncsi arra, hogy milyen hozz4dllast fognak
tanusitani a feladatokhoz, legf6bbképpen pedig a versenyfeladathoz.

A feladatsor probdjat egy pénteki hatodik ordban tudtam elvégezni. Az 6ran hdrom hi-
dnyz6 volt, emiatt a csoport 1étszdma Osszesen 12 f6 volt. Ezeket azért tartom fontos té-
nyezdknek, mivel két okbodl is ront a visszajelzés tekintetében. Egyrészt a mintaszdm elég
alacsony, emiatt nem tudok beldle reprezentativ kovetkeztetések levonni, csak erre a csoport-
ra jellemzbeket. Mdsrészt sajnos az 6ra idSpontjat nem tudtam mdshogy vélasztani, emiatt
ez is jelentésen befolydsold tényezd az eredmények értékelésében. A visszajelzést megne-
hezitette a kérddivek kitoltésének hidnya. Az iskoldban szigoru szabédlyok vonatkoznak a
telefonhasznélatra, emiatt a digitélis kérddivet nem tudtdk kitdlteni, igy az értékelés szoban

tortént, ami szintén ront az értékelés idedlissagan.

Masodik feladatsor probaja

A masodik feladatsor probdjét, az elsd feladatsor probdjanak helyéhez képest masik isko-
laban tettem meg. Ez az iskola egy budapesti magyar-német két tanitdsu nyelvi iskola,
amelyben csoporttdl fliggden magyar vagy német nyelven tanuljdk a didkok a matematikat.
A csoporton, melyen teszteltem a feladatsort magyar nyelvili a matematika tanitas, igy nyelvi
akaddlyba nem iitk6zott a feladatok megértése. A csoport egy 11. osztdlyos, emelt nyelvor-
szamu 4 évfolyamos gimndziumi osztily egyik része. Az osztilyokat ezen a részen nyelvek
alapjan két részre bontjak, ebbdl tanitom az egyik csoportot a tanév eleje 6ta, igy még nem
volt alkalmam teljes mértékben megismerkedni mindenkinek a matematikai képességeivel.
A csoport 1étszama 19 f6. A didkok szociookondmiai statusza dtlagos, nincsenek nagy ki-
lengések a csoportban, dltalanossagban egy elég homogén csoportot alkotnak.

A koriilmények hasonlé okokbdl, mint az els6 feladatsor estén kevésbé voltak idedlisak.
A gyakorlatot egy pénteki 4. Ordban tudtam elvégezni, ami szintén negativ befolyésolta
a didkok hozzaalldsat. A csoportbdl 6-an hidnyoztak, igy az 0sszlétszdm 13 f6 volt, ami
szintén csokkentette a visszajelzés reprezenticidjat. A visszajelzési kérddivet mind a 13 {6

kitoltotte, igy ebben az esetben tudok ezekre az adatokra is hivatkozni.
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4.2. Tapasztalatok a gyakorlati alkalmazas soran

Elso feladatsor

Az els6 feladatsort, a mar emlitett 7. osztalyos csoportban probaltam ki. A didkoknak egyéni
munkadra kiadtam az els6é hdrom feladat vdlaszainak megfogalmazdsat, majd ezeket k6zosen
megbeszéltiik. Ezutdn k6zos gondolkodassal oldottuk meg a versenyfeladatot.

A feladatsor elsé harom feladata az oszthat6sag, az oszthatosagi szabalyok, 0szt6-tobbszords
kozotti kapcesolatrdl szolt, ezeknek a témdknak a helyes alkalmazdsarol, gyakorlasardl szolt.
A célom a feladatsorral a fogalmak kozotti logikai kapcsolatok erdsitése, melyet késobb
a versenyfeladat esetén fel lehet haszndlni annak megolddsdhoz. A feladatsor els6 harom
feladata a csoport nagy részének jol sikeriilt, mivel ezek eléggé fundamentalis kérdések a
témakorben. Az elsé komolyabb kovetkeztetésem ebben az esetben, hogy a feladatsor elsd
szakaszdt vagy Osszetettebb vagy problémakozpontu feladatokkal kell b&vitenem, mivel ez-
zel az els6 szakasszal hamar végeztek a didkok. Problémads, mivel, ha hamar végeznek vele,
el6fordulhat feliiletesség a munkdjukban, ami nem feltétleniil er6siti meg azokat a fogalma-
kat, amelyeket, majd a versenyfeladat esetén szeretnék felhaszndlni. Emiatt ugy gondolom

legalabb egy feladattal érdemes bdviteni a feladatsort. Erre egy példa:
1. Melyik az a legkisebb szdm, ami oszthat6

a) 1-t61 10-ig, az Osszes természetes szammal?
b) 1-t6l 10-ig az 6sszes természetes szammal, kivéve a 7-tel?
c) 1-t61 10-ig az Osszes természetes szammal, kivéve a 8-cal?

1. Megoldas:

a) Ebben az esetben felmeriilhet, a szamok 0sszeszorzasa, azaz a 10! , mint ered-
mény. Viszont ez nem helyes, hiszen taldlhatunk ennél kisebbet is. Ez kisebb
szamok esetén konnyeben beldthat6. Mivel a legkisebb sz6 szerepel a feladat
lefrasaban, ezért egybdl asszocidlhatunk a legkisseb kozos tobbszorosre. Igy hat
keressiik meg a szdmok legkisebb kozos tobbszorosét!

Mivel 1-nek minden szdm tobbszorose, ezért nem kell foglalkozni vele. A tobbi
szamnak megvizsgalhatjuk a primtényezds felbontdsait, hiszen a legkisebb k6zos
tobbszoros megtaldlasdhoz a kozos primtényezdk koziili legnagyobb hatvanyu

szamot kell kivalasztanunk. A primtényezds felbontdsok emelkedd sorrendben:
2;3;2%,5;2-3;7;2%;3%2-5
Ebbdl mar megallapithatd, hogy a felsorolt szamok legkisebb kdzos tobbszorose:
2%.3%.5.7=2520
A legkisebb ilyen természetes szam tehat a 2520.
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b) Nagyon hasonldan kell eljarni, mint az el6z6 esetben. Egyediil a 7-est kell kiven-
ni a primtényezok koziil a legkisebb k6zos tobbszords megkeresésénél. Ekkor a

legkisebb feltételeknek megfeleld szam:
2%.3%.5 =360

Esetlegesen megoldasként megfontolhatjuk az a) feladatrészben az eredményiil
kapott szam 7-tel val6 osztdsat is 2520 : 7 = 360.

c) Hasonl6an az el6z6 feladatrészekhez, itt is hasonlé médon kell eljarnunk, csak
most a 8-at kell kivenni a k6zos szdmok koziil. Viszont itt annyiban médosul
a feladat megoldasa, hogy a 2-nek kisebb hatvédnyét kell belevenni a legkisebb

koz0s tobbszordsbe. Tehat igy a megoldas:
2%.32.5.7 = 1260

Tehat a legkisebb feltételeknek megfeleld szam, az 1260.

Megjegyz€s: Ebben az esetben nem miikddik az a) feladatrészben val6é eredmény
8-cal valo6 osztdsa, hiszen 2520 : 8 # 1260. Mivel csak 2-t vettiink a primténye-
z6kbdl emiatt, a helyes megoldds megkaphat6 2520 : 2 = 1260 mddjén is.

Ugy gondolom, hogy mir ezzel az egy feladattal is b&vebbé és tartalmasabbd tehets a
gyakorlds €s a fogalmak elmélyitése. A célja pedig még ezen feliil a feladat utolsé szakdszara
val6 el6készités, melynek sordn ki kell venni a 16-ot €s a 17-et a legkisebb k6zos tobbszoros
kiszamitdsa esetén.

A versenyfeladat esetén eldzetes elvardsom nem igazdn volt a csoport felé, bar isme-
rem a képességiiket. Ilyen helyzetben az egyetlen kérésem a feladatok megolddsaban val6
aktiv részvétel volt. A didkokat a feladat elolvasdsa utdn arra kértem, hogy préobaljak at-
gondolni a megoldas 1épéseit, vagy ha még nem latjak a teljes feladatot, akkor fogalmazzak
meg legaldbb az elsd 1€pést. Néhdnyan mar a feladat elolvasdsa utdn problémdba iitkoztek.
Hosszabb, Osszetettebb feladatok esetén szovegértési problémdk miatt akadalyba iitkoznek,
emiatt a matematikai feladat megolddsa is problémat okozhat.

A szoveg értelmezése utdn, eldszor az az otlet timadt, hogy probaljunk ,,tippelni”, a hamis
oszthat6sagi allitasokra, ahol is nagy meglepetésemre elsére a helyes vélaszt, azaz a 16-tal
és 17-tel val6 oszthat6sdg hamissagat tippelték meg. Feltételezem, hogy ez csak szerencse
volt, de valdsziniileg az is szerepet jatszhat, ami a feladatnak a kulcsa is —a 16-ra és a 17-re
nem tudnak oszthatdsagi szabdlyt felirni. Tehat volt egy sejtés, de ezt sajnos nem lehetett
azonnal bel4tni.

Ezutan megakadt egy kicsit a gondolatmenet, mivel sajnos nem lattdk, hogy hogyan kel-
lene megkeresni a helytelen allitdsokat. Emiatt segitséget nydjtottam a megoldas elsd gon-

dolatdra. ,,Keressiink olyan allitast, ami biztos, hogy igaz!” Ekkor sz6ba jott egybdl a 2 és
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a 3 esete, amelyekre beldttdk hamar, hogyha a 2-vel és a 3-mal val6 oszthatésdg nem lenne
igaz, akkor példdul a 6-tal vald oszthatdsag allitasa sem lehetne igaz. Viszont ekkor beleiit-
koztek a feladat egyik nehézségébe, azaz abba, hogy emiatt kdlcsonosen igaznak lattdk az
allitasok igazsaginak biztossdgat a tobbszorosok oszthatdésagdnak esetén is. Tehat példaul,
ha egy szam oszthat6 2-vel, akkor oszthat6 4-gyel, 6-tal. .., ami nem igaz, hanem ennek az
allitasnak pont a megforditidsa azaz, ha egy szdm oszthat6 4-gyel, 6-tal..., akkor oszthato
2-vel is. Ekkor emlékeztettem Sket a feladatsor 2. feladatdnak a) és b) részére, ahol ponto-
san ez az allitdspdr szerepelt. Ennek a pontatlansdgnak valdsziniileg az lehet az oka, hogy a
2-vel és a 3-mal val6 oszthat6sag miatt oszthat6 6-tal is, de ezek alapjdn a 6 tobbszoroseivel
is megtehetd ez. Ez egy j6 példa a didkokban megsziiletd hibds analdgidnak példdjara, mely
analdgidnak alapja helyes, de alkalmazdsa ebben az esetben, helytelen és pontatlan.

Az anal6gia fogalmat nehezen lehet meghatarozni. Ugy tekinthetiink rd, hogy valamilyen
téren mar megszerzett ismeretet szeretnénk atiiltetni, egy masik még ismert rendszerbe és
ott haszndlni. Ez az esetek nagy részében egy jol alkalmazhaté mdédszer, viszont hajlamos
a pontatlan és nem egyértelmii valaszokra. Ilyen hibds analdgia a fent emlitett példa mellett
a teljes négyzet felbontdsdnak esete, ahol is gyakori tipushiba az (a + b)z—en a* + b*-ként
val6 felbontasa. Ez az analogia még a zaréjelfelbontds alapjaibdl érkezik, ahol kordbban mar
megismert zaréjelfelbontés dltal 1étrehozott anal6gidbol szarmazik, példaul a 2(a+b) =2a+
2b esete. Ebben az esetben nem tagonként szorzunk, hanem tagonként emeliink négyzetre,
viszont lathatd, hogy ebben az esetben a mar megismert analdgia alkalmazasa tortént meg.
Ennek kikiiszobolésére €s a helyes analdgia ravezetésére jOl haszndlhatok az ellenpéldik,
vagy olyan feladatok megolddsa melyben problémat okoz a helytelen analdgia hasznélata.
Ilyenkor a didkokban a mar egy ismert anal6gidt kell feliilirni, mely kihivés, hiszen egy
fogalmat Gjraépiteni nehezebb, mint egy fogalmat felépiteni.

Miutén tisztdztuk a helytelen anal6gidbol ad6dé problémat, tovabb haladtunk a feladat
megoldasaval. A magyarazattal viszont kizokkentek a didkok a megoldds menetébdl, emi-
att ismét irdnymutatast kellett adnom. Ekkor azzal probdltam segiteni, hogy: ,,A 2-vel és a
3-mal val6 oszthatésag igazsagat be tudtuk latni. Be tudnédnk-e latni valahogy a 4-gyel valo6t
1s? Mi lenne a probléma, ha Peti szama nem lenne oszthat6 4-gyel?” Erre a kérdésre tobben
azt vélaszoltdk, hogy ebben az esetben nem lehetne oszthat6 12-vel az adott szam. Ez a va-
lasz abbdl adddik, hogy a 12-vel vald oszthatdsag eldtte tobbszor is eldkeriilt, illetve ez az
els6 olyan oszthatdsdgi szabdly, melyet mar dltaldban az Osszetett szamok oszthatésdgi sza-
balyaval vezetnek be. (A 6 oszthatdsagi szabdlya az els6 olyan melynél, tudnank haszndlni
az Osszetett szdmokra vonatkozé szabdlyt, de ebben az esetben nem feltétlen szemléletes a
osztopdrok relativ prim sziikségessége, el6szor ez a 12-nél fordul eld, amikor mér sziikséges,
€s haszndlni is kell ezt a feltételt.) Ezt a gondolatot folytatva feltettem ezt a kérdést: ,,Miért
probléma, hogyha se 4-gyel se 12-vel nem oszthat6é a szdm?” Hamarosan jottek a valaszok,
hogy mivel a két szdm szomszédos ezért nem lehetnek hamisak. Ezutdn hamarosan jottek a

gondolatok, hogy ezen az az elven nem lehet hamis az 5-tel, a 6-tal val6 oszthatsag sem. Az
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5-nél mér eldjott az a gondolatkor is, amit a megolddsban is emlitettem, hogy a kétszerese
sem lesz igaz a szamoknak, ami ellentmonddst okoz. Igy eljutottunk oddig, hogy 2-t51 12-vel
biztos, hogy oszthaté Peti gondolt szima. Miutdn kis id6t vartam, hogy leiilepedhessen ez
a gondolat, a kovetkezd 1épésre mar a didkok kozosen jottek rd, hogy most viszont mar be
lehet 14tni Ugy az oszthatdsagot, mint a 2, 3 és 6 esetében. Innen a megoldashoz tiszta ut ve-
zetett, kijott a 16-tal és a 17-tel val6 oszthatdsdg hamissdga, igy mar csak a legkisebb k6zos
tobbszorost kellett megadni. Ebben az esetben segitségiil szolgdlt, a 3. feladatban megfo-
galmazott elv, miszerint prébdljuk meg megkeresni a legmagasabb hatvanyu tagot minden
primtényezd esetén. Ekkor mér kiszdmolhat6 volt a Peti dltal gondolt szdm, tehat a helyes
megoldas.

Az 6rabdl ekkor mar csak néhdny perc maradt, igy volt idénk 6sszefoglalni, a feladat
megoldasdnak 1épésein még egyszer roviden végighaladni. Megfigyelésem alapjan voltak
néhanyan, akik leszakadtak egyes részeknél, de emiatt is volt hasznos az éra végi 6sszefog-
lalg, hiszen ekkor még egyszer végig lehetett haladni a megoldds 1épésein, logikai felépitésén

a jobb megérthetdség érdekében.

Masodik feladatsor

A masodik feladatsor esetén kicsit mas hozzaallasom volt az elsé feladatsorhoz képest. Mi-
vel 1d6sebb korosztilyon zajlott a kisérlet, emiatt itt az volt a tervem, hogy az ora elsd 35
percében hagyom az 6ndll6 munkat, aki valahol pedig elakad, kérhet dtmutatast, de 0szto-
noztem az egyéni munkét. Ennek oka, hogy felmérhessem a feladatsor segitségének mérté-
két, annak el6nyeit, vagy hétranyait. A didkok haszndlhattak fiiggvénytablazatot a feladatok
megolddsdhoz, mivel az érettségin €s a kiilonbozd versenyeken is tdmogatjdk a hasznala-
tat. Az 0nall6 feladatmegoldds kozben prébdltam néhany didk munkdjat kovetni, ezek koziil
néhanybdl levont tapasztalatot ki is emelnék.

Elsésorban a harmadik feladatot emelném ki, hiszen itt meriilt fel a legtobb kérdés. A har-
madik feladat sordn a didkoknak a haromszog harom oldaldnak hosszabdl kellett megéllapi-
taniuk a haromszog teriiletét és haromszogbe irhaté kor sugarat. Az els6 felmeriil6 kérdés ez-
zel kapcsolatban a haromszog derékszogliségének beldtdsa volt. Erre nem volt sziikség, bar
a teriiletszamitast Iényegesen megkonnyitheti, hiszen egyszertibb ebben az esetben az 6ssze-
fliggés, mintha a Héron-képlettel szdmolnank. A hdromszog derékszogliségének belatdsa
végiil kimaradt, és a fliggvénytablazat segitségével mar a Héron-képlet keriilt alkalmazdsra.
(Megjegyzés a feladatban szereplé 3 cm, 5 cm, 6 cm oldalhosszisdgid haromszog nem volt
derékszogli.) A haromszog derékszogliségének bebizonyitdsara a Pitagorasz-tétel megfordi-
tasat lehet alkalmazni, miszerint, ha egy haromszog két rovidebb oldalhosszanak négyzet-
Osszege megegyezik a leghosszabb oldalhossz négyzetével, akkor a hdromszog derékszogu.
Ugy gondolom, hogy ennek a tételnek a hasznalata kevésszer fordul el8, pedig tbb eset-
ben egyszertisitést okozhat a feladat megoldasaban. Koordinatageometriai feladat esetén a

derékszogli haromszog felismerését az egy csucsbdl induld oldalvektorok skaldrszorzataval
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lehet megadni, hiszen ha ennek az érteke 0, akkor a két vektor merdleges egymasra, igy a két
oldal is merSleges egymadsra, tehat a haromszog derékszogli.

Egyéb ilyen felmeriil6 kérdés volt még a harmadik feladatndl, hogy lehetne-e esetleg a
Héron-képleten kiviil masként teriiletet meghatdrozni. Ez amiatt nem volt szimomra megle-
pO, mivel néhdny honappal kordbban ismerkedtek meg a haromszog szogfiiggvénnyel meg-
adhato teriiletének meghatarozdsaval. Mivel ez az emlék €lesen €l a didkok tudatdban, emi-
att hajlamosabbak ezeket az Osszefiiggéseket alkalmazni, minden lehetséges példara. Tobb
esetben is megfigyeltem ennél a példdnal, hogy meghatdroztak a tanuldk a koszinusz-tétel se-
gitségével az egyik szoget, majd a szinuszos haromszog-teriiletképlettel pedig a haromszog
teriiletét. Ezek matematikailag teljesen tokéletes megolddsok, viszont nem a legoptimalisab-
bak ebben az esetben.

Az utolsé feladat, azaz a versenyfeladat megolddsdig a megadott id6pontig csak néhdnyan
jutottak el, de dltalanosan elmondhatd, hogy legaldabb a harmadik feladatig mindenki eljutott.
Az 6ra utols6 10 percét arra szantam, hogy a feladatok megoldédsat atbeszéljiik. Ez elegen-
dd6 volt ahhoz, hogy befejezziik a feladatokat, és fontosabb részeket 6sszefoglaljuk. Viszont
mivel tobben nem jutottak el a versenyfeladatig sem, emiatt érzésem szerint nem mindenki
szamdara mélyiilt el teljes mértékben az utolsé feladat megolddsdnak 6sszképe, amit sajna-
lattal fogadtam. Az elsd feladat probdjhoz viszonyitva sajnos ebben az esetben hosszira
sikeriilt a feladatsor. Ahhoz, hogy mindenki legalabb az utolsé feladathoz elérjen, két lehe-
toséget latok. Egyrészt vagy a feladatsor hosszanak mértékén lehetne csokkenteni. Masrészt
lehet ebben az esetben is érdemes lett volna tandri segitséget alkalmazni az egyes felada-
tok esetén. Természetesen ezek a kovetkeztetések részben csoportfiiggbek, de tanulsdgokat
ebbdl a kisérletbdl is meg lehet dllapitani. A tovabbi tanulsdgokat a visszajelzési kérddiv

elemz€sébdl szeretném megtenni.

4.3. Visszajelzo kérdoiv

ps

A visszajelzé kérdbivet rendkiviil fontosnak taldlom a gyakorlati prébak esetében. Alapveto-
legesen szdmomra fontos a kritikus szemléletmdd €s erre késébb tandrként fontos megfeleld
erOforrasokat biztositani. A didkok szdmadra, f6leg kozépiskoldban rendkiviil fontos a vé-
leményiik kinyilvanitasa, de ezt tapasztalataim alapjan kevés féorumon tehetik meg, félve a
retorziotol. A konstruktiv kritikdnak szakmailag nagy értéke van, mivel azt a tudast amit mi
mar ismeriink, minél hatékonyabban kell dtadnunk. Ha ez nem megfelel6en sikeriil, ebben
az esteben meg kell keresni azokat a pontokat, 1épéseket a kritikdk alapjan, ahol segithetjiik
a sajat és a didkok fejlodését is.

A kérdéiv célja, hogy néhdny olyan kérdést feltegyek, amire a didkok Oszintén vélaszol-
hatnak név nélkiil, amikre egyéb esetben nem mernének személyesen. Olyan kérdéseket tet-

tem fel a didkoknak, melyet konnyen megvélaszolhatnak, és szdmomra is hasznos adatokat
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tudok kinyerni beldle. A feladatsorok Osszedllitasdra €s érthetdségére probaltam fokuszalni,
mivel ez az a két teriilet, melyen a legtobb fejlédésre 1dtom a lehetdséget.

A kérdések az alabbi médon szdltak:
1. Milyen nehézségiinek érezted a feladatsort? (1. Nagyon konny(, 5. Nagyon nehéz)

2. Milyen nehézséglinek érezted az utolso feladatot? (1. Nagyon konnyd, 5. Nagyon

nehéz)

3. Mi okozott nehézséget az utolsé feladatndl? (Tobb valaszt is megjeldlhetsz. Ha mas
oka is volt, kérlek fejtsd ki a "Egyéb" mez6nél!) Itt a valaszlehet6ségek az alabbiak
voltak:

a) afeladat Osszetettsége
b) a feladat logikai felépitése
c) afeladat hosszusiga
d) az adatok szamontartasa
e) nem volt nehézségem
/) Egyeb
4. Mennyire segitett az eldzetes feladatsor az utolsé feladat megoldasdban (1 - Egyaltalan
nem, 5 - Teljesen)
5. Melyik feladat segitett a legtobbet az utolsé feladat megoldasaban? (Tobbet is megje-
161hetsz.)
6. Ha van esetleg valamilyen javaslatod vagy megjegyzésed, kérlek fejtsd ki roviden!
(Opciondlis)
A kérdésekkel altalanos 0sszképet szeretnék kapni a didkok véleményérdl, illetve az 6
gondolataikrdl a dolgozattal kapcsolatban. Az eldzetes elképzeléseimet szeretném alata-

masztani, vagy megcéfolni a didkok véleményeivel, illetve szeretném megtaldlni azokat a

pontokat, ahol a feladatsorokkal felmeriilhet hidnyossag vagy probléma.

4.4. Visszajelzések kiértékelése

Elso feladatsor

Az els6 feladatsor sordn sajnos nem volt lehetdségem a kérddivet kitoltetni, igy prébdltam
szoban kérdezni a véleményiiket, a feladatsorrdl és a versenyfeladatrél. A feladatsort a did-
kok nem érékelt€k nehéznek, a versenyfeladatot viszont a nagyon nehéz kategdridba soroltak
inkabb. A versenyfeladat nehézségeinél féleg a feladat hosszisagat €s a feladat Gsszetettségét

/////

leghasznosabb feladatnak pedig a masodik feladatot mondték.
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A valaszok nem igazan leptek meg, a feladatsor megolddsanal szerzett tapasztalatokat fi-
gyelembe véve. Amin mindenképpen javitani kell ezek alapjdn és a tapasztalatiam alapjén is,
a feladatsorban a mar korabban emlitett feladat beillesztésével, mellyel jobban el6segithetem

a versenyfeladat megoldasat.

Masodik feladatsor

A masodik feladatsor kiértékeléséhez mar voltak adataim, igy ezeket szeretném most a ko-
vetkez6kben prezentdlni. A kérddivet a csoport mind a 13 jelen 1évd tagja kitoltotte. A
grafikonokon jelolve van a vdlasztdsok szdma, és a valaszlehet&ségek ardnya a kitoltdk sza-

mahoz viszontyitva. A kérdGiveket kitoltéséhez és kiértékeléséhez a Google Forms applika-

ciét haszndltam segitségiil.

1. kérdés

Milyen nehézséglinek érezted a feladatsort? (1 - Nagyon konnyd, 5 - Magyon nehéz)
13 vilasz

6 (46.2%)

1(7.7%) 1 (7,7%) 0 (0%

5. ébra. Az 1. kérdésre érkezett vélaszok statisztikdja

Az itt szerepld eredmények nem leptek meg. A feladatsorban szerepld versenyfeladat
hatdsa mindenképpen érz6dik a védlaszokon. Ami meglepd, de hasznos visszajelzés
volt szdmomra, hogy a feladatsor senki szdmdara nem volt nagyon nehéz, tehit ez nem
volt akadélya a versenyfeladat megolddsdnak. Természetesen érdemes megvizsgdlni,
hogy hol lehetne még javitani a feladatsoron, hogy inkébb a 3-as, kdzepes ért€kek sza-
ma legyen tobb. Ennél kisebb érték a versenyfeladat nehézsége miatt nem gondolom,

hogy lehetne.
2. kérdés
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Milyen nehézséglinek érezted az utolso feladatot? (1 - Nagyon kénnyd, 5 - Magyon nehéz)
13 vilasz

10,0 10 (76,9%)

7.5
5.0
2.5

2 (15.4%)

0 (0%) 0 (0%) : g
0.0

1 2

6. abra. A 2. kérdésre érkezett valaszok statisztikaja

A versenyfeladat megitélése meglepett, f6leg a feladatsor nehézségi adatainak tekinte-
tében. A vdlaszok abbdl a szempontbdl nem meglepdek viszont, hogy versenyfeladat-
6l van sz6, mely a visszajelzés alapjan nagy kihivast jelentett szdmukra. A feladaton
nem tudok véltoztatni, viszont ez is jelzi, hogy a KéMaL versenyének C kategorids

feladatai is kihivast jelenthetnek a didkok szdmara.

3. kérdés

Mi okozott nehézséget az utolsd feladatnal? (Tébb valaszt is megjeltlhetsz. Ha mas oka is volt,
kérlek fejtsd ki a "Egyéb” mezdnél!)

13 vilasz

a feladat dsszelattsége 9 (69.2%)

a feladal logikai felépitdse 4 (30,8%)

az i anyag bedpitése a

feladatba 8(61.5%)
a feladat hosszisdga 5(38,5%)
az adatok szamontartdsa 3(23.1%)
nem volt nehézségem|—0 (0%)
0 2 4 B 8 10

7. dbra. Az 3. kérdésre érkezett valaszok statisztikdja
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A 3. kérdés esetén kiilonbozd védlaszokat kaptam. Eldzetes elképzeléseim szerint ar-
ra szamitottam, hogy a feladat Osszetettsége lesz a leggyakoribb indok a probléma
megitélésben. Ami meglepett, hogy masodiknak az 1j anyag beépitése okozta a fel-
meriil nehézségeket. Itt ki lehet térni a koordindtageometriai ismeretek beépitésére
is, de végsd soron, ami tényleg kifejezetten Uj témakor lehetett szdmukra, a hozzairha-
t6 korok fogalma és a hozza kapcsol6do osszefiiggések. Ennek oka lehet, hogy ezt a
témat részletesebben is meg lehetett volna kozeliteni, illetve itt egy tandri magyardzat
is sziikséges lehetett volna. Emellett ami még elmélyithette volna a feladat megoldasa
elStt az dj témat, a koré frhaté korok teriiletképleteinek bebizonyitdsa. Ugy gondolom,
hogy ez a bizonyitds egyaltalan nem Osszetett logikailag, és csak olyan tuddst hasznal

fel, melyet mar el6zetesen ismertek a didkok.

Ami még az adatokbdl leolvashatd, hogy mindenkinek volt legalabb egy problémafor-
rdsa, még azoknak is, akik eljutottak a versenyfeladat megolddsdig. A masik harom
vdlaszlehetdségre érkezett vilaszok ardnya kozel azonos, igy ebbdl a harom szem-
pontbol nehéz kovetkeztetést levonni, hogy melyik nehézség legkiizdésére érdemes a

legtobb energiat forditani.

4. kérdés

Mennyire segitett az eldzetes feladatsor az utolsd feladat megoldasdban (1 - Egyéltalan nem, 5 -

Teljesen)
13 vilasz

2(154%) 2 (154%)

0(0%) 0 (0%)

0.0

8. abra. A 4. kérdésre érkezett valaszok statisztikdja

Ebben az esetben meglepett a vilaszok ardnya, tigy gondoltam, hogy tobbeknek tob-
bet segitett a feladatsor, mint ahogy azt az adatok mutatjdk. Ennek egyik oka lehet a
fliggvénytablazat haszndlatdnak lehetGsége, hiszen az is egy segédeszkoze volt a fel-

adat megolddsanak. De emellett elgondolkodtaté a feladatsor dtgondoltsdga és felépi-
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tésének szempontjabdl, illetve a tandri dtmutatds fontossagdnak figyelembevételének

szempontjabol is.

5. kérdés

Melyik feladat segitett a legtdbbet az utolsé feladat megolddsaban? (Tobbet is megjelélhetsz.)
13 vélasz

1. feladat

2. feladat 2 (15,4%)

3. feladat

4. feladat 9 (69,2%)

egyik sem

9. dbra. Az 5. kérdésre érkezett vdlaszok statisztikdja

Itt szdmomra nem meglepd eredmény sziiletett, hiszen a 4. feladathoz volt a kiegészi-
tés a hozzairt korokr6l, emiatt Iényegesen tobbet segitett a tobbi feladathoz képest. A
3. feladatban pedig a geometriai részletek atismétlésére keriilt sor, ami tanulmanyaik
soran korabban szerepelt, mint a koordindtageometriai, emiatt kevesen jelolt€k az 1.

és a 2. faladat és tobben a 3. feladat segitségének hasznossagat.

4.5. Tapasztalatok osszefoglalasa

Osszeségében nagyon hasznosnak taldltam a gyakorlati prébdkat. Sok mindent terveztem
eldre, voltak elézetes varakozdsaim, de ezen feliil is rengeteg tapasztalatot szereztem. Olyan
gondolataim tdmadtak a préba kozben, illetve az elemzése soran is, amelyekre a tervezés
sordn nem keriilt fény. Egy ilyen gondolat példaul az elsé feladatsor kiegészitése. Ugy
gondoltam, hogy az el6re megadott feladatok elegek lesznek, de a préba sordn kideriilt, hogy
ez nem volt igaz.

A feladatsorok esetében nagyon hasznosak voltak a visszajelzések, amiket a didkok 6szin-
tén vélaszoltak meg. Emiatt fel tudtam mérni ezzel a feladat nehézségét, anélkiil, hogy min-
denkinek a munkdjat egyénileg figyelemmel kellett volna kovetnem, ami konnyebbé tette a
kovetkeztetések levondsat.

Ugy gondolom, amit javitani lehetne a kovetkezs ilyen gyakorlat sordn, az 6ra idedlisabb

idopontjanak kivalasztdsa. Mivel faradtsag jellemezte a didkokat, emiatt a koncentracidjuk
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sem volt maximalis, emiatt romlott a feladatsor elvégzése soran teljesitményiik. Ez a vissza-
jelzésnél is felmérhetd lehetett volna (ezt csak széban tettem meg). Ki lehetne egésziteni a
koncentracidra, figyelemre és faradtsagra vonatkozé kérdések kitoltésével, igy a kérdbivek
elemzése sordn ezeket a véltozokat is figyelembe lehet venni. Ezen feliil tobb csoportban
is érdemes lenne kiprébalni és felmérni az adott feladatokat. Igy tobb minta 4llna a rendel-
kezésre, amibdl altalanos tendencidkat is meg lehetne fogalmazni, nem csak adott csoportra
jellemzéeket.

Osszeségben sikeresnek gondolom a feladatsorokat és a versenyfeladatokat is. Bar nem
mindenki tudta megoldani Sket, de legaldabb a gondolatmenetiik egy résztét 4t tudtam adni a
feladatsorok formdjaban, ami miatt szdmomra sikeresnek gondolhat6. Illetve a most meg-
szerzett tapasztalatok alapjan tovdbbgondolva és azok alapjan fejlesztve a tananyagokat még

z 2

eredményesebbé tehetdek a késdbbi felhasznéldsok esetén.

5. Egyéb problémaforrasok

A matematikaoktatds sordn az djabb matematikai ismeretek megszerzése, azoknak gyakor-
lasa, a didkok tudasdnak fejlesztése a f6 célja. Sajnos viszont vannak olyan esetek melynek
sordn nem csak matematikai problémaék akadédlyozzdk a kitiizott célt, hanem egyéb mas pszi-
choldgiai vagy egyéni problémdk, melyekre pedagdgusként érdemes odafigyelni, és ezeket is
szamitdsba venni a didkok oktatdsa sordn. Ezek koziil szeretnék néhdny problémat kiemelni
a teljesség igénye nélkiil, melyekrdl igy gondolom, hogy a versenyfeladatok megolddsanak

sikerességét csokkenthetik, sét teljesen meg is akadalyozhatjak.

5.1. A versenyekhez val6 motivacié hianya

A matematikaversenyek rengeteg szépséget, kihivast, sikert és kudarcot rejtegetnek maguk-
ban. Az elinduldshoz kell magabiztossag, kell6 tudds, logikai készség, problémamegold6
képesség és még szamos erény — ez abban az esetben, ha sikeresek szeretnénk lenni. A
matematikaversenyeken rengeteg pozitiv élmény sziilethet, de mér a probalkozds is meg-
adhatja a kell6 6romot €s izgalomforrast — az eredményekre valé tekintet nélkiil — amikre
1d6sebben mér pozitivan lehet visszagondolni. Ez a szemlélet csak akkor érvényesiilhet, ha a
didkokrdl sikeriil levenni a verseny és a helyezés dltal elérendd sikertelenség terhét. En sze-
rencsés voltam didkként ilyen tekintetben, hiszen tandraimnak sosem volt elvardsuk, minden
eredményért pozitiv visszajelzést kaptam, emellett szdmos bardtsdgom és pozitiv torténetem
sziiletett ezekrdl az eseményekrol.

Ahhoz viszont, hogy pozitiv visszacsatoldst kaphassanak, €s egyédltalan a motivici6juk
meglegyen a didkoknak a versenyhez, igy gondolom két szempont érvényesitése sziikséges.
Az egyik a didkok szdmara tett pozitiv visszajelzések, matematikai tudasuk erdsségeinek ki-

emelése. A motiviciot mér ezzel lehet ndvelni, ha a didk tobb magabiztossagot érez abban
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amit csindl, még ha ez nem is minden teriileten teljesiil ki. Ha ez tobb didkban is megtorténik,
akkor mdr a tdrsas motivécio is hatdssal lesz rajuk, tehat ha tobben érzik a magabiztossagot
magukban, akkor tobben is szeretnének majd versenyre jarni, akar egymas kozott is megmé-
rettetni magukat.

A madsik ilyen szempont az eredmény fontossagdnak csokkentése, €s az élménykozpon-
tisag novelése. Az eredmény fontossagat soha nem lehet kikiiszobolni, akarki elindul vala-
milyen megmérettetésben, szeretné tudni, hogy a tobbi induléhoz képest hogyan teljesitett.
Ebbdl fakaddan szorongas is 1éphet fel, és ez el is tavolithatja a didkokat a tovabbi verseny-
szereplést6l. Emiatt gondolom kihangsilyozandénak az élménykozpontisdgi szemléletet.
Sajat példdimbdl is kiindulva nem igazan emlékszem a rosszabb helyezéseimre vagy a csa-
l6ddsaimra, hanem inkdbb arra, hogy mennyi virosnak, mennyi iskoldjaban jartam, és hogy
a barataimmal milyen jol éreztem magamat. Ha van ilyen irdnyu indittatds, és ezzel meg-
gy6zhetbek a didkok, akkor ezzel is lehet ndvelni a matematikaversenyeken val6 részvétel
motivécidjat. Ezt a jelenséget a csapartversenyeknél még jobban ki lehet domboritani, hiszen
itt egymadsra is timaszkodhatnak, élményeik is kozosek lesznek.

Azért is tartom fontosnak, hogy a didkok motivaciéja megn6jon a versenyek irant mert, ha
rendszeresen jarnak versenyekre, mar azzal is rengeteget tudnak fejlodni. Fejlédhet példaul
a feladatmegoldasi szemléletiik, olyan nehézségek felolddsa, mint példdul a szemléletvaltas.
Minél tobben vesznek részt versenyeken, anndl sikeresebben beépithetéek a tandrdk mene-
tébe Osszetettebb, nehezebb feladatok vagy akar versenyfeladatok is, ami emeli a csoport

szinvonaldt és eredményességét a matematika elsajatitdsaba.

5.2. Matematikai szorongas

A tanul6k munkdi alapjan kovetkeztetéseket vonhatunk le, hogy milyenek a matematikai
képességeik. Viszont a munkdik mogott dltaldban nem csak matematikatuddsuk all, hanem
sok egyéni tényez0 is. Ilyen egyéni tényez0 lehet a pillanatnyi hangulatuk, koncentraciéjuk,
érzéseik és szorongdsuk is. A matematikdndl és a természettudoményos tantargyakndl egyes
problémdk megvizsgéldsa sordn az esetek nagy hanyadaban kovetkeztethetiink egy egyértel-
mi megoldasra. Emiatt létezik j6 megoldds és rossz megoldds is. A didkok szamadra a jo
megoldas megtaldlasanak esélyét szeretnénk maximalizdlni, és a rossz megoldasok elkerii-
1ésnek utjaitdl pedig eltdvolitani Sket. Viszont, ha ezt nem sikeriil elérni a tanulénak, ebben
az estben szorongés léphet fel naluk.

A rossz eredményeket altaldban kognitiv deficit okozhatja, tehat ha valaki nem eredmé-
nyes matematikdbol, akkor a képességei gyengék. Ezt a nehézséget hivjdk diszkalkulidnak,
mely a matematikai tanuldsi nehézségeket és zavarokat foglalja 6ssze. De amellett, hogy a
képességben is 1épnek fel nehézségek, a matematikai teljesitményt befolyéasolhatja a negativ

attit@id is. Ezt a negativ attitidot hivjak matematikai szorongdsnak.
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A matematikai szorongds vizsgélata €s felismerése a 20. szdzadi pszicholdgiai kutatd-
sok eredménye. A szdzad kozepén madr leirtdk a ,,matematikafébia” jelenséget, de ezt csak
késobb kategorizaltdk a szorongédsok egyik fajtdjanak. A késébbi kutatdsok alapjan viszont
megéllapithat6 lett, hogy a matematikai szorongds egy kiilondllé szorongéstipus, nem cso-
portosithaté valamely mds szorongds ald. A szorongds tobb fajta magatartdsban nyilvanulhat
meg. A didkok nyugtalanok megoldas kozben, zavarjdk a tarsaik munk4jat, vagy mas esetek-
ben egyaltaldn nem foglalkoznak vagy nagyon gyorsan, de hibdasan végeznek feladatukkal.
A szorongas miatt nem tudnak a feladatvégzésre koncentrdlni, igy a rossz teljesitményt is
okoz. A szorongds az alapmiiveleteknél dltalaban nem, vagy csak kis mértékben 1€p fel,
sokkal inkdbb az ennél dsszetettebb feladatokndl nagyobb mértéki a hatasa.

A szorongés mértéke nagyban fiigg a pedagdgus €s a sziilok szerepétdl is. Jelen esetben
a pedagoégusi szempontokat érdemes vizsgdlni. Az egyik fontos tényezd, ami kivélthatja,
vagy erdsitheti a didkokndl a jelenséget, az az idényomads. Emiatt oda kell figyelni, hogy a
kiilonboz6 feladatok és szamonkérések esetén a didkok szdmdra megfeleld id6t biztositsunk
€s ne hangsulyozzuk ki az 1d0 jelent6ségét. Dolgozatoknal emiatt érdemes tobb 1d6t adni,
hiszen azzal, hogy valaki lassabban tudja megoldani, nem jelenti azt, hogy egyaltatlin nem
tudnd megoldani az adott problémat. Ha az id6 miatt szorongés 1ép fel, akkor romlik a didk
teljesitménye.

Ilyen tényezd még a didkok szdmadra tett pozitiv visszajelzések gyakorisdga €s tartalma is.
Dicséretet akkor érdemes adni, hogyha a didk magétdl ér el egy eredményt. A dicséreteket
sem szabad tilzdsba vinni, hiszen egy 1id6 utdn mér pozitiv helyett negativ visszacsatoldst ad
vissza a tul sok dicséret. Abban az esetben, ha a didknak nem csak a j6 megoldasat dicsérjiik
meg, hanem a helytelen vagy pontatlan megolddsardl is pozitiv visszajelzést tesziink, és
megfelelden kijavitjuk ezeket, ebben az esetben a szorongds mértéke csokkenthet. Ha ezek
elmaradnak, akkor a didkokban egy negativ visszacsatolds fog kialakulni, ami a szorongast
kivéltja.

A matematikai szorongds legy6zésére vagy csokkentésre nagy felelsséggel vannak a ma-
tematikatanarok, emiatt gy gondolom, hogy dontd jelent6sége van az 6rai hangulatnak, a
didkokhoz val6 pozitiv hozzddllasnak és a véltozasra valo képességnek. Ezeknek az eré-
nyeknek az érvényesitésével eredményesebbé tehetd a matematikaoktatds is és a didkoknak

a matematikdhoz val6 viszonya is.

5.3. I1d6hiany

A didkok a mai modern vildgban rengeteg ingernek vannak kitéve. Olyan lehetdségeik van-
nak, amelyekre sziileiiknek, nagysziileiiknek lehetdségiik sem volt fiatalként. A vildgban
valé tdjékozodas, kiillonbozo tapasztalatszerzések rengeteg id6t igényelnek. Emellett a did-
koknak még tanulmanyi kovetelményeik is vannak, kiilonboz6 hobbijaik, amikben tehetsé-

gesek és ki tudnak teljesedni. Emiatt az iskoldban val6 részvétel esetén a koncentracidjuk
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romolhat, ezzel egyiitt a teljesitményiik, tanuldsi eredményeik is. A kiilonbozd teriileteken
valé megfelelés rengeteg 1d6t vesz el a didkoktdl. Emiatt el6fordul, hogy az iskolai tanulmé-
nyaik héttérbe szorulhatnak.

Ennek a problémaforrasnak megolddsardl nem sokat tehetiink, de kezelni lehet a fellépd
hatdsokat. Ebben az esetben az empatia és a megértés nagyon fontos tandri részr6l. Lehe-
téséget kell biztositani a didkok szdmadra az egyéni id6ébeosztasuk megtaldlashoz, gy, hogy
abbdl a tarsai ne szenvedjenek hatranyt. Ezt az egyensulyt nehéz megtaldlni, emellett a tan-
orai differencialast is kibdviti még egy tovabbi tényezdvel. De tgy gondolom, hogyha erre
a jelenségre figyelmet forditok, a didkok eredményességéhez nagymértékben hozza lehet

jarulni, és segiteni a kimeneti cél eléréséhez.

6. Osszegzés

A dolgozatom sordn néhédny versenyfeladatot mutattam be, melyeket ugy gondolom, hogy
be lehet épiteni a kdzoktatdsba. Ehhez készittetem feladatsorokat ,melyek el6segitik, meg-
konnyitik a feladatok megoldasat, €s ravezetik a helyes gondolatokra a tanuldkat. Ezutdn
bemutattam ezen feladatok néhany fontos nehézséget és erdsségét. Ugy gondolom, hogy
ezaltal rengeteg olyan tudast, otletet sikeriilt felhalmoznom, melyet karrierem soran alkal-
mazni tudok szdmos teriileten. Nem tartom magamat tilsdgosan kreativnak, ezéltal kihivas
volt szdmomra a megfeleld feladatok megtaldldsa, illetve a megfeleld ravezetd feladatok
megalkotdsa. Viszont ugy gondolom, hogyha nem lett volna szamomra kihivas, akkor az
nem is segitett volna a fejlédésemben. Bar egy szakdolgozat célja, hogy az egyetem alatt
megszerezett tudds bemutassam, de szdmomra emellett (j dolgok megismerésével, tapaszta-
latgytijtéssel is jart, amit szintén bemutatok munkdmban.

Ezen feliil az elméleti munkdmat a gyakorlatban is kiprébaltam. Szdmomra ezek az 6rdk
rendkiviil izgalmasan teltek el és rengeteget tanultam belSliik. Mivel Ggy tapasztalatam,
hogy a didkok is élvezték ezeket az Ordkat, mar emiatt sikeresnek érzem munkamat. Ezen
feliil néhany olyan problémat is bemutattam, melyre tigy gondolom, hogy a didkokkal val6
kozos egyiittmiikodés sordn elengedhetetlen foglalkozni, és prébdlom én is magamat ehhez
tartani a késObbiekben.

A matematikaoktatds €s maga az oktatas is egy rendkiviil szertedgazo tevékenység. Ren-
getegféleképpen lehet tanitani, és az a sz€p benne, hogy a temérdek vélasztdsi lehetdség
koziil rengeteg j6 mddszer is van. Szeretnék a tovdbbiakban is torekedni arra, hogy a lehe-
t6 legjobb mddszereket alkalmazzam, fejlesszem magamat, 4llitsak magamnak kihivdsokat,
és 1épjem meg azokat. A didkok szdmadra is fontos kihivasokat dllitani, hiszen igy lesznek
céljaik is, mely motivaciét nyudjt szdmukra. Egy ilyen kihivds lehet akdr egy matematikai
versenyfeladat megolddsa is. Ahhoz viszont, hogy mindenki meg tudja oldani sziiksége le-

het segitségre, vagy utmutatdsra. Mindenkinek az életében is sziikség van segitségre, nem
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tudunk mindent azonnal megtanulni, emiatt torekedni kell arra, hogy a tanuldsi folyamat

mindél zokkendmentes legyen.
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Koszonetnyilvanitas

El6szor is szeretnék koszontet mondani a konzulensemnek Dr. Fried Katalin tandrnének, aki
a felmertiil6 nehézségek ellenére is megértéen timogatta munkdm megvaldsuldsat.

Emellett szeretnék koszonotet mondani az iskoldknak és a didkoknak is a gyakorlati pré-
bak lehetdségéért és a problémamentes hozzdjarulasukért.

Végiil szeretnék koszonetet mondani a csalddomnak, bardtaimnak és kollegdimnak, akik

rendszeres tdmogaté jelenlétiikkel, biztat6 szavaikkal dtsegitettek a nehezebb id&szakokon.
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Mellékletek

I. melléklet

1. Hogyan hatdrozhatjuk meg az dsszetett szamok oszthatdsdgi szabdlyat? Mi a 12-nek

az oszthat6sagi szabélya?

2. Igaz vagy hamis? Vélaszodat indokold vagy hozz (ellen)példat!
a) Ha egy szdm oszthato 2-vel, akkor oszthat6 4-gyel.
b) Ha egy szdm oszthat6 4-gyel, akkor oszthat 2-vel.
c) Ha egy szdm oszthat6 6-tal és 2-vel, akkor oszthat6 12-vel.
d) Ha egy szdm oszthat6 12-vel akkor oszthat6 6-tal és 2-vel is.
e) Ha egy szam tobbszorose 5-nek és 10-nek, akkor tobbszorose 50-nek is.
f) Ha egy szam tobbszorose 50-nek, akkor tobbszorose 5-nek és 10-nek is.
3. Melyik az a legkisebb szdm, ami oszthat6
a) 24-gyel és 25-tel?
b) 3-mal, 24-gyel és 25-tel?
c) 12-vel és 24-gyel?
d) 6-tal és 8-cal?
e) 6-tal, 8-cal és 9-cel?
4. Peti gondolt egy pozitiv egész szdmra és huszonhdrom A4llitdst fogalmazott meg a

szammal kapcsolatban, melyek koziil ketté szomszédos nem igaz, de a tobbi igaz.
1. Oszthat6 2-vel.

2. Oszthat6 3-mal.

3. Oszthat6 4-gyel.

23. Oszthat6 24-gyel.

Peti a lehet6 legkisebb ilyen szdmra gondolt. Melyik ez a szdm?
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I1. melléklet

1. Adjuk meg a2x —y =11 és Sx+4y =5 egyenletli egyenesek metszéspontjat.

2. Két metszd linedris fiiggvény és az x tengely milyen alakzatot hatdroz meg? Szemlél-
tessiik rajzzal az el6z6 példa egyeneseit felhasznédlva! Hatdrozzuk meg az x tengellyel

vett metszéspontok helyét!
3. Adott egy haromszog melynek hdrom oldala rendre: 3 cm, 5 cm és 6 cm.

a) Mekkora a haromszog teriilete?

b) Mekkora a hairomszog beirhat6 korének a sugara?

4. Hany olyan kort lehet rajzolni, ami érinti a haromszog mindharom oldalegyenesét?

Prébalj meg valaszolni a kérdésre miel6tt elolvasndd a kovetkezd részt!

Ha megtaléltad mind a négyet, szép munka! A kovetkezOkben a haromszog hozzairt

koreirdl olvashatsz.

A hdromszog hozzairt korei azok a korok, melyek a hdromszog egyik oldalat és masik
két oldalalanak meghosszabbitdsat érintd korok. A haromszég mindharom oldaldhoz
hizhat6 egy-egy, igy 0sszesen hdrom van beldliik. A hozzairhat6 korok kozéppontjat
az oldallal szemkozti belsé szogfelezd €s a masik két kiilsd szog szogfelezOinek a
metszéspontja hatdrozza meg.

T

A hédromszog beirt korének sugardt a mdr ismert r = <~ Osszefiiggésbdl meg tudjuk ha-

tdrozni. Viszont egy adott oldalhoz hozzéirt korok sugara megadhat6 hasonlé médon:
T T T

]"b: r(,':
s—a s—b s—c

g =

5. Adjuk meg azoknak a koroknek a sugarat, amelyek érintik az f(x) =
28— 4x
3

g(x) fiiggvények grafikonjat, valamint az x tengelyt.

Kérlek, toltsd ki a kovetkezd kérdbivet, ha végeztél a feladatokkal!
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