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1. Bevezetés

Szakdolgozatomban két témat jarok koriil részletesen. Dolgozatom elsd részében bemutatok
két bizonyitast arra vonatkozoan, hogy a talpponti hidromszog a legkisebb keriiletii
haromszog, ami beirhatd egy hegyesszogli haromszogbe. Ezen bizonyitasokhoz sajat

készitésu abrakat hasznaltam illusztracioként.

Dolgozatom masodik részében a kozoktatdsban tanuld didkok geometriai megértési
szintjeivel foglalkozom. Ehhez megvizsgaltam a jelenleg is hatdlyban 1évé Nemzeti
Alaptanterv és a hozza tartoz6 Kerettantervek geometriara vonatkozo részeit, az elmult évek
matematika érettségi feladatai koziil az emelt szinten geometriaval foglalkozo feladatokat,
tovabba korabbi, ilyen iranyba mutatd vizsgalatokat is. Kutataisomban a geometriai
megértési szinteket a Van Hiele elmélet alapjan tekintettem at, majd ezzel vetettem Ossze a
tovabbi vizsgalt dokumentumokat. Ezen témabol 2021-ben megjelent témavezetdémmel egy
kozosen publikalt cikkem angol nyelven a kovetkezd kiadvanyban: Eva Vasarhelyi &
Johann Sjuts (Hrsg.): Theoretische und empirische Analysen zum geometrischen Denken. A
cikk cime Modification of the geometry curriculum in relation to the curriculum reform in

the light of the VVan Hiele levels (Rékasi, Szabo, 2021).

Az osztatlan tanarképzésben eltoltott 12 félévem alatt kezdetben kisérleti alanyként, késbb
pedig kutatoként részt vettem tobb kiilonb6z6 kutatasban, vizsgalatban. Méasodéves korom
oOta tobb kutatéssal is részt vettem kari- és orszdgos TDK konferencidkon, tartottam eldadast
a 2020-ban megrendezett Matematika és Informatika Didaktikai Kutatdsok konferencian,
valamint tagja vagyok a Matematika Tanulaselméleti és Pszichologiai Kutatocsoportnak. A
kutatocsoportba valo bekeriilésem ota szivesen foglalkoztam kutatasokkal, érdekelt, hogy

valami Ujat, valami érdekeset vizsgaljunk.

Kezdetben a matematikai problémafelvetéssel, feladatkészitéssel foglalkoztam Stirling
Annaval kozoésen. Ez utan, ahogyan kozeledtem a valddi tanitashoz, egyre tobb téma
elkezdett érdekelni. A Matematika Tanulaselméleti és Pszicholdgiai Kutatdcsoport néhany
tagja korabban foglalkozott mar a Van Hiele elmélettel, szdmos érdekességet hallottam t6liik
a témarol. Ezért is valasztottam ezt a témat mar 2020-ban, hogy ezen a vonalon folytassam
kutatdsomat. Ezen téma kapcsan alaposan beledstam magamat a kdzoktatasban megjelend
geometria tananyag részleteibe. Igy jott az otlet, hogy szakdolgozatom masik része is

geometriai jellegli legyen, amin beliil végiil egy, a haromszogekre vonatkozo érdekes, és



talan kevéssé ismert Osszefiiggés, allitds két kiilonbozé bizonyitdsdt mutatom be

hegyesszogii haromszogekre.

Nagyon érdekes volt szdmomra mind a bizonyitasok elkészitése, a megfeleld segédabrak
megszerkesztése, mely soran nagyon sokat tanulhattam a megfeleld szamitogépes
programok hasznalatardl. Ezen kiviil nagyon érdekesnek és hosszll tdvon is hasznosnak
tartom, hogy ilyen részletesen megismerhettem a Van Hiele elméletben szerepld geometriai
megértési szinteket, melyek bar széles korben elfogadottak €s ismertek, mégis ugy vélem,
hogy nem feltétleniil tudjuk, hogy ezek milyen pontosan megjelennek a Nemzeti

Alaptantervben ¢€s a hozza tartozé Kerettantervekben is.

2. A talpponti haromszog

Lassuk be, hogy a talpponti haromszdg a legkisebb keriiletii hdromszog, ami beirhatd egy

hegyesszdgli haromszdgbe. A kovetkezOkben két kiillonbozd bizonyitast fogok bemutatni.

Mi az a talpponti haromszdg? Tekintsiink egy ABC altaldnos haromszoget. Az ABC
haromszog talpponti haromszoge az a hdromszog, melynek csticsai az ABC haromszog

magassagvonalainak oldalaival vett metszéspontjai. (1. abra)

1. abra — A talpponti haromszog



2.1. Elsd bizonyitas

Adott egy ABC altalanos haromszog. Legyen az ABC haromszog A csucsnal 1évé szoge a.
Tekintsiik az ABC haromszogbe irt KLM haromszoget, melynek K cstcs a BC oldalon, L
csticsa az AB oldalon, M csucsa pedig az AC oldalon helyezkedik el. Az ilyen KLM
haromszogek koziil keressiik a minimalis kertiilet{it. Szeretnénk belatni, hogy ez a minimalis

keriileti KLM haromszog éppen az ABC haromszog talpponti haromszoge.

Tiikr6zziik az ABC haromszdget az AB oldal egyenesére. Legyenek K és M igy kapott képei
K' és L', C csucs képe pedig C'. Ez utan tiikrozziik az eredeti ABC haromszoget az AC oldal
egyenesére. Legyenek K és M igy kapott képei K'' és L', B cstcs képe pedig B'. (2. 4bra)
Ennek a két tiikr6zésnek az eredményét tekinthetjiik Gigy, mintha a K’ pontot elforgattuk
volna 2a szoggel. Két tiikrozés szorzata egy elforgatas. Ez alapjan latszik, hogy AK' és AK"'

szakaszok egyenld hosszusaguak.
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2. abra — Két tengelyes tiikrozés

A K'"MLK' torottvonal éppen KLM haromszog keriilete, mivel K' és K'' pontokat K pont
tikkrozésével kaptuk. (3. dbra) Mivel ennek a keriiletnek minimalisnak kell lennie, ezért
olyan beirt haromszoget tekintsiink, melyre teljesiil, hogy K" MLK' téréttvonal éppen egy
egyenes szakasz. Igy kapunk egy olyan egyenld szar(i haromszoget, melynek szérai AK’ és
AK"', alapjaval szemkozti szoge pedig 2a. Az A cstcsnal igy kapott szog nagysiga a

kovetkez6 modon lathato: Jelolj a BAK szoget a4, a KAC szoget a,. Ekkor igaz, hogy a; +
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a, = a, és a tengelyes tiikrozések miatt teljesiil, hogy CAK' szog éppen a,, K''AB szog

pedig éppen a;. Igy a K" AK’ szogre igaz, hogy a; + a + a, = 2a. (4. 4bra)

3. dbra — A torottvonal

4. dbra — Az elforgatas szoge

Tekintsik a K"'AK' egyenld szara haromszoget. Mivel ezen haromszogben az alappal
szemkozti sz0g 2a, igy akkor lesz alapja minimalis, ha szérai is minimalis hosszusaguak.
Szarainak K’ és K"’ végpontjai biztosan a BC' és a B'C szakaszokon helyezkednek el, ezért
az egyenld szara haromszog szaraira teljesiil, hogy AK' éppen akkor lesz minimalis, ha a K’

pont ugy helyezkedik el a BC' oldalon, hogy AK'C’ szdg derékszog. Mivel K' pontot K pont



AB oldal egyenesére valo tiikrozésével kaptuk, ezért ekkor K az eredeti ABC haromszog BC
oldaldhoz tartozé magassaganak talppontja. Hasonldéan a masik szarral is belathatjuk, de ez

most nem sziikséges a bizonyitashoz.

Ha elvégezziik ugyanezen 1épéseket, csak eldszor az AC oldal egyenesére tiikkrozziik a
haromszoget, majd BC oldal egyenesére, akkor hasonldéan kapjuk, hogy M pont az ABC
haromszog AC oldalahoz tartozé magassaganak talppontja. Ehhez hasonldan kapjuk azt is,
hogy L pont az ABC haromszdg AB oldalahoz tartozé magassaganak talppontja. Ez
utobbinak igazolasahoz az ABC haromszoget eldszor az AC, majd a BC oldalak egyeneseire

kell tiikrozniink.

2.2. Masodik bizonyitas

Ezen bizonyitas elvégzéséhez szakirodalomként hasznaltam H. S. M. Coxeter és S. L.

Greitzer Geometry Revisited cimii miivét (Coxeter, Greitzer, 1967).

Adott egy ABC altalanos haromszog. Tekintsiik az ABC haromszogbe irt GHI haromszoget,
melynek G csucsa a BC oldalon, H csucsa az AC oldalon, I csucsa pedig az AB oldalon

helyezkedik el.

Tiikrézziik az ABC haromszoget az AC oldal egyenesére. B pont igy kapott képe legyen
B', G pont képe G, I pont képe I'. Ez utan tiikrozziik a kapott AB'C haromszoget az B'C
oldal egyenesére. A pont igy kapott képe legyen A’, H pont képe H', I' pont képe I".
Tiikr6zziik a kapott A'B’C haromszoget az A'B’ oldal egyenesére. C pont igy kapott képe
legyen C', H' pont képe H"”, G' pont képe G". Tiikrozziik a kapott A'B'C’ haromszoget az
A'C' oldal egyenesére. B’ pont igy kapott képe legyen B", G’ pont képe G'"', I'' pont képe
I'". Tikrozziik a kapott A'B"'C' haromszoget az B''C’ oldal egyenesére. A" pont igy kapott

n

képe legyen A", I'" pont képe I'""', H" pont képe H'"'. Ez utan tiikrozziik a kapott A”B"'C’
haromszoget az A''B"' oldal egyenesére. C' pont igy kapott képe legyen C'"'. Nevezziik I'""’

pontot P, pontnak (5. abra).



5. abra — Hat tengelyes tiikrozés

A hat tengelyes tiikrozés egymas utani elvégzésével kapjuk, hogy az IHG'I"H"' G"'P,
tordttvonal hossza éppen az ABC haromszdgbe beirt GHI haromszog keriiletének kétszerese.
Ez abbol adodik, hogy a tiikkrozésekkel kapott megfeleld szakaszok egyenld hossztak. Jelolje
az IH szakasz hosszatt g, a HG szakasz hosszat i, az IG szakasz hosszat pedig h. EKkor
teljestil, hogy az els6 tikkrozés miatt HG' szakasz hossza éppen i, az els6 két tiikrozés miatt
G'I" hossza h, az elsé harom tiikrozés miatt I''H'' hossza g, az elsé négy tiikrozés miatt
H"G"" hossza i, az els6 6t tiikrozés miatt G'' P, hossza pedig h. Igy ezen torottvonal hossza
g+i+h+g+i+h=2-(g+i+h)=2 Ksypa. Az IHG'I"H"G"'P, toréttvonal
hossza akkor minimalis, ha ez éppen egy egyenes, azaz ha a tordttvonal megegyezik az 1P,

szakasszal.

Ezen hat tengelyes tiikr6zés szorzata felirhato eltolasként, mert ezek a tengelyes tiikrozések
felirhatok elforgatasokként, mely elforgatasok szdgeinek Osszege jelen esetben @ + f + v +
a+ f +y=360° ahol a, B és y az eredeti ABC haromszog belsd szogei, ezért osszegiik
180°.

Ekkor az eltolassal I pont képe I'""" = P, pont lesz. Ebbdl adodik, hogy az eltolas mértéke
éppen az [P, szakasz hosszaval egyenld. A fenti megallapitadssal tehat lathatd, hogy a

minimalis kertiletli beirt GHI haromszog keriiletének kétszerese lesz az eltolas mértéke.

Vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz az [HG' torottvonal egy egyenes szakasz. A tiikrozés miatt
a GHC szo6g megegyezik CHG'« szoggel. Jeloljiik ezeket §;-val. EKkor H-nal w,+w, + 2 -
&, = 180°. Hasonldéan adodik, hogy I'HAX = AHIX = §, és igy w,tw, + 2 - §, = 180°.
A jelolések a 6. abran lathatdak (6. abra). Ekkor adodik, hogy &6; = §, = 6. Hasonldan
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belathatd, hogy a HIAX sz6g megegyezik a BIG<x szoggel és IGBX szog megegyezik a
CGH<x szoggel (7. abra).
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6. abra — A torottvonal elso két szakasza
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7. dbra — Szogek egyenldsége
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Az AHI héaromszogben teljesiil, hogy 6 +1=180°—a (I.). Hasonléan a BIG
haromszogben u + A = 180° — B (II.) és a CHG haromszogben & + u = 180° —y (l11.).
Tekintsiik az (I.) (IL.) és (III.) egyenletekbdl all6 harom ismeretlenes egyenleterendszert,
melyben az ismeretlenek &, u és A. Ezt az egyenletrendszert megoldva adodik, hogy § = 3,

u=aésiA=y. (8. abra)

8. abra — Szogek kozotti Osszefiiggések
Innen két kiilonb6zé mddon folytathatjuk a bizonyitast:

(1.) Tekintsiik az ABC haromszog talpponti haromszogét. Jelolje ennek a BC oldalon
elhelyezked6 csticsat D, az AC oldalon elhelyezkedd csucsat E és az AB oldalon
elhelyezked6 csticsat F (9. abra). Mivel CDAX = BECX = 90°, ezért AC szakasz merbleges
vetitése a BC oldal egyenesére a DC szakasz, CB szakasz merdleges vetitése az AC oldal
egyenesére pedig az EC szakasz. Ebbdl adodik, hogy |AC| - x = |DC| és |BC| - x = |EC],
ahol x = cos(y). Ebbdl kapjuk, hogy az ABC haromszog hasonlé a DEC haromszoghdz. A
két haromszog hasonldsagabol adodik, hogy CDE« = a és DEC« = 5. Hasonldan
belathato, hogy AEF« = B, EFAX =y, BFDX =y,¢és FDBX = a.

Ezen Gsszefiiggések ¢és az (1.), (I1.), (II1.) egyenletekbdl allo egyenletrendszerbdl kapottak
alapjan adodik, hogy a GHI haromszog oldalai parhuzamosak a DEF haromszog oldalaival.

Ez pontosan akkor teljesiil, ha G =D, H=E, I = F, mert a két haromszog az ABC

12



haromszogbe irt haromszogek. Ekkor tehat a vizsgalt GHI haromszdg éppen az ABC

haromszog talpponti haromszoge.

9. dbra — Szogek a talpponti haromszégben

(2.) Amennyiben a fentebb kifejtett Otlet nem jut esziinkbe, akkor alkalmazhatunk
haromszoégek hasonlosagara vonatkozo Osszefliggéseket azonnal is. Az (1.), (IL.) és (III.)
egyenletekbdl allo egyenletrendszer fenti megoldasai alapjan kapjuk, hogy vannak az ABC
haromszoghdz hasonld haromszdégeink: ABCA~GHCA, ABCA~AHIA, és ABCA~GBIA.

Ezen harom hasonlésagbol adodik, hogy:

ax =a
bx = by
by = b,
Yy =0C
az = as
€z = 3,

ahOI |E| =, |R| = bl |ﬁ| =a, |m| = alv |E| = bll |m| = b21 |m| = CZI |m| =

as, és |BG| = cs. x, y, és z pedig a hasonlosagok aranyai. (10. dbra)

13



10. 4bra — Hasonl6 haromszogek

Ekkor teljesiil, hogy by + ¢3 = a, a; + ¢, = b, és az; + b, = c. Behelyettesitve: b - x + ¢ -
z=a,a-x+c-y=b,ésa-z+b-y=c. Ezen egyenletek alapjan c-z=a —b - x és
c-y=b—a-x. Az a-z+b-y=c egyenletet c-vel szorozva ¢és az el6bbi

Osszefiiggéseket behelyettesitve kapjuk, hogy

a? — abx + b? — abx = c? (IV.)
Az ABC haromszogre felirva a koszinusztételt:

c? =a?+ b?—2ab - cos(y) (V.)

(IV.) és (V.) egyenleteket egymasbol kivonva majd rendezve kapjuk, hogy x = cos(y).
Ekkor tehat fennall, hogy a - cos(y) = a,, ami azt jelenti, hogy a; az a oldal mer6leges
vetiilete, azaz BHC< szog éppen 90°. Hasonloan igazolhatd, hogy CGA< = 90° és CIAX =
90°. Ez azt jelenti, hogy AG, BH, és CI szakaszok az ABC haromszdg magassagai. Ekkor a

GHI haromszdg az ABC haromszdg talpponti haromszdge.

Hasonldan adodik, hogy az ABC haromszog talpponti haromszogével teljesiil a teljes

IHG'I"H" G"" P, torottvonal egyenessége.

14



Az I[HG'I"H" G"' P, torottvonal hossza tehat pontosan akkor minimalis, azaz akkor egyezik
meg az [P, szakasszal, ha a GHI haromszog az ABC haromszog talpponti haromszoge. Ez

lesz tehat a minimalis keriiletli hdromszog, mely beirhatd az ABC haromszdgbe.

Az 9. és 10. abrakon lathaté egy olyan GHI beirt haromszég, mely nem a talpponti
haromszdg, illetve az EFG talpponti haromszog, valamint az ezen haromszogekkel kapott

torottvonalak is. (11. és 12. abra).

12. dbra — A beirt haromszogek kétszeres kertiletei

15



2.3.  Osszegzés

Dolgozatom elsé részében bemutattam egy matematikai dsszefliggés, allitas két kiilonb6z6
bizonyitasat. Az allitas, hogy a talpponti haromszog a legkisebb keriileti haromszog, ami

beirhaté egy hegyesszogii haromszogbe.

Az elsO bizonyitds soran az eredeti haromszoget tiikrozziik két tetszOleges oldalara. Ezen
tilkkrozések segitségével kapunk egy olyan tordttvonalat, melynek hossza éppen az eredeti
haromszogbe beirt tetszOleges haromszog keriilete. A  toréttvonal hosszanak
minimalizalasaval, azaz feltételezve, hogy a toréttvonal egy egyenes, megkapjuk, hogy az
eredeti haromszdgben a tlikrozések tengelyeként felhasznalt egyenesekre illeszkedd oldalak
altal kozrezart csticsot €s a beirt haromszog szemkdzti csucsat 6sszekotd szakasz €ppen az
eredeti haromszog egyik magassaga. Hasonldéan bizonyithatjuk a haromszog masik két

csucsara is ezen Osszefiiggést.

A masodik bizonyitasban egymas utan hat tengelyes tiikkrozést végziink el olyan médon,
hogy igy kapunk egy tordttvonalat, melynek hossza a beirt hdromszog keriiletének
kétszerese. Ez utan a tordttvonal hosszdnak minimalizéldsa kovetkezik, melynek
eredményeként egy egyenest kapunk. Ez utan belathato, hogy ekkor a beirt haromszog éppen
a talpponti haromszdg. Ezen bizonyitas sordn haromszdgek hasonlosagat és kiilonbozo

szogek Osszegeire vonalkozo Osszefiiggéseket is felhasznaltam.

Nagyon érdekesnek talaltam, hogy egy ilyen egyszerlinek tiind allitdsra két ennyire

kiilonb6z6 bizonyitds adhato.
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3. A geometriai megértési szintek megjelenése a kozoktatasban a

Van Hiele elmélet tukrében

Dolgozatom kovetkezo része a 2021-ben megjelent Modification of the geometry curriculum
in relation to the curriculum reform in the light of the VVan Hiele levels (Rékasi, Szabo, 2021)
cimi, témavezetommel kézosen publikalt angol nyelvii cikkem magyar forditasa kisebb

valtoztatasokkal.

3.1. Absztrakt

Ezen dolgozatban megvizsgaljuk a magyarorszagi matematikaoktatdson belil a
geometriaoktatas szintjeit. Osszehasonlitjuk a Nemzetia Alaptantervet és a hozza tartozo
Kerettanterveket az érettségi vizsga megfelel részeivel geometriai szempontbol, mely
Osszehasonlitas eszkozeként a Van Hiele elméletben szerepld geometriai megértési szinteket
hasznaljuk fel. Megfigyeltiik, hogy az érettségi vizsga geometriai feladatai nem kdvetik a
Nemzeti Alaptanterv altal el6irt megértési szintet. Ezeket a megfigyeléseinket
Osszehasonlitjuk az els6éves matematika tanarszakos hallgatok Usiskin tesztjeinek

eredményeivel.

3.2. Bevezetés

A 2014/15-6s és a 2020/21-es tanévek mérfoldkonek mondhatébak a Magyar
matematikaoktatas teriiletén. A 2014/15-6s tanévben megvaltozott az érettségi felépitése, a
2020/21-es tanévben pedig bevezetésre keriilt a 2020-as 0j Nemzeti Alaptanterv (NAT
2020). A magyar kozépfoku matematikaoktatdsban nagy szerepet kap a geometria. Ezt
mutatja az is, hogy a kozépiskolai, gimnaziumi matematika tananyag mintegy 35%-at a
geometria tananyag teszi ki. Hasonloan hangsulyosak ezek a témakorok az érettségi vizsgan
1s. Mindezek fényében tigy gondolom, hogy relevans és hasznos megvizsgalni a kapcsolatot

a geometriai van Hiele szintek, az uj Nemzeti Alaptanterv és az érettségi vizsga kozott.

Egy hasonlo vizsgalatot folytattak Muzsnay Anna és tsai 2015-ben (Muzsnay és mtsai.,
2020). Bemutattdk a magyar kozépfoku oktatdsban a geometriai megértés szintjeit.
Kutatasuk célja volt, hogy felmérjék, a kozépfoku oktatasban tanuld didkok mely geometriai
megértési szinten vannak. Kiilonds figyelmet forditottak arra, hogy ez mennyire van

parhuzamban azzal, amit a 2012-es Nemzeti Alaptanterv elvar a diakoktol (NAT 2012). A
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geometria tananyag ¢€s a tantervi szabalyozasok altal elvart geometriatudds alapos
Osszehasonlitdsdhoz segitséget nyljtott szamunkra az az egybeesés, hogy a kutatasuk éppen
az érettségi valtoztatasdnak évében folyt. Muzsnay ¢€s tsai a Van Hiele szintek hasznalataval
vizsgaltak, hogy a diakonak hogyan fejlodik a kdzépfokt oktatas soran a geometriatudasuk.
Egyik legfobb kérdésiik volt, hogy a tanulok eljutnak-e 12. évfolyamon a Van Hiele elmélet
szerinti 4. szintre, mely a bizonyitas szintje. Ot kiilonboz6 kozépfokhi oktatasi intézmény
342 diakjaval toltették ki az Usiskin tesztet (Usiskin, 1982). Ennek segitségével vizsgaltak,
hogy a résztvevok mely Van Hiele szinten vannak. A kutatast a 2015/2016-0s iskolai

tanévben végezték.

Megallapitottak, hogy a kozépiskolas kort didkok atlagos geometriatudasa a Nemzeti
Alaptanterv altal elvart szint alatt marad, és ez az atlag nem valtozik 9. és 12. évfolyam
kozott. Ennek a feltételezett oka lehet, hogy a diakok a kozépfokll tanulmanyaik soran foként
az érettségi vizsgara késziilnek, melyre a 12. évfolyam végén keriil sor. Bar az érettségi
vizsgan a feladatok 30 szazaléka geometriai, mégis ezeknek a problémaknak a nagy része
nem igényel magasabb szintli geometriai ismereteket. Ezen vizsgéalatukon tal Muzsnay és

tsai megvizsgaltak az elsdéves matematika tanarszakos hallgatok Van Hiele szintjét is.

Az ) Nemzeti Alaptanterv megjelenése miatt nem vizsgaltak ujra a kozépfoku oktatasban
tanulo didkok geometria tudasat. Azonban minket foglalkoztatott, hogy torténtek-e ennek

fényében valamilyen valtozasok.

A kovetkezdkben 1épésrdl 1épésre attekintjiik a sziikséges és a feltételezett geometriai
ismereteket a magyar kozoktatasban. Bemutatasra kertil a 2020-as uj Nemzeti Alaptanterv
és a hozza tartozd Kerettantervek (Kerettanterv, 2020) geometriai része. Osszevetjiik az
didkoktol elvart, feltételezett geometriai ismereteiket a Van Hiele elméletben
megfogalmazott geometriai megértési szintekkel. Muzsnay Anna és tsai Otlete alapjan
(Muzsnay és mtsai., 2020) kategorizaljuk az érettségi vizsgaban megjelend geometriai
problémakat. A kategéridk alapjaul vessziik, hogy melyik feladat, feladatrész milyen Van
Hiele szintet var el a megoldotol. Végiil bemutatjuk a magyar matematika tanarszakos

hallgatok Van Hiele szintjeit az Usiskin teszt alapjan.
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3.3. A Van Hiele szintek és a Kerettanterv

A Nemzeti Alaptanterv tartalmazza a matematika tananyagot a kdvetkezo tagolas szerint:
Milyen tanagyagokat kell elsajatitania a didkoknak 1-4., 5-8. és 9-12. évfolyamokon. Ezen
tul kitér az elvart tanuldi kompetenciakra is. A Kerettantervek, melyek a Nemzeti
Alaptantervhez illeszked6 tartalmi szabalyozok, felosztja a Nemzeti Alaptanterv vonatkozd
részeit €s két éves intervallumokra tagolja a kdzoktatas idotartamat. A Kerettanterv
javaslatot tesz az egyes témakorokre forditandd 6raszamokra is. Ez a javaslat lehetdvé tesz
bizonyos foku rugalmasséagot is az egyes intézmények, pedagdgusok szamara. Az
intézmények lokalisan megtervezik a tanmenetet, melyet a pedagogusok még
hozzaigazitanak sajat osztalyaikhoz, csoportjaikhoz. 12. évfolyam végén a diakok érettségi
vizsgat tesznek, mely nem csak kozépfoku tanulmanyaik lezarasat jelenti, de egyben egy

felvételi vizsgaként is szolgal az egyetemekre, felsGoktatasi intézményekbe.

A Van Hiele szintek széles korben ismertek és elfogadottak. Egy minél pontosabb ¢és
atfogobb szemléltetés érdekében a szinteknek két kiilonbozd leirdsat fogjuk bemutatni. AZ
elsd a szabvanyos, megszokott, a masik pedig Burger és Shaughnessy értelmezése (Burger,
Shaughnessy, 1986). A legjelentdsebb kiilonbség a két leirds kozott, hogy az utodbbi
tételesen, részletesebben ¢€s hangsulyosabban kifejti, hogy mit nem tudnak még az adott
szinten 1évé didkok. Az egyes Van Hiele szinteket elemekre bontva az 1. tablazat

tartalmazza, 6sszefoglalasaik pedig a kovetkezdkben olvashatoak.
Level 1: Raismerés

Ezen a kezdeti szinten a didkok felismerik az alakzatokat dbrak alapjan és egy egységként
kezelik ezeket. Az alakzatokat teljes egészében latjak, nem kiilonboztetik meg ezek részeit
vagy tulajdonsagait. Ezen a szinten észleléseik alapjan dontenek, nem pedig érveléssel.
Masrészt meg tudjak tanulni a geometriai fogalmakat, azonositjdk a formakat, le tudnak
masolni adott mintédkat. Azonban ezen a szinten még nem ismerik fel a formak egyes részeit,

igy azok tulajdonsagait sem.
Level 2: Vizsgdlodas

Ezen a szinten megkezdddik a geometriai elgondolasok elemzése. Pédaul a didkok ezen a
szinten mar 6ssze tudjak gyijteni az alakzatok tulajdonsagait, de még nem latjak koztik az

Osszefiiggéseket. Felismerik, hogy az alakzatoknak vannak részei és felismerik az
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alakzatokat a részeik alapjan. Altalaban ismerik az alakzatok tulajdonsagait, de még nem
tudjak, hogy mely tulajdonsagok sziikségesek és melyek elegenddek az adott alakzat
leirasdhoz. Az alakzatok kozotti teljes 0sszefiiggésrendszert még nem ismerik, a definicidkat

még nem értik ezen a szinten.
Level 3: Rendszerezés

A 3. szinten a didkok mar rendszerben latjdk a tulajdonsdgokat és az alakzatokat,
kovetkeztetéseket tudnak levonni az alakzatok tulajdonsagai alapjan (példaul egy
négyszogben a szemkozti szogek egyenldsége sziikségessé teszi, hogy a szemkdozti oldalak
egyenldek legyenek). Hasonloan tudnak kovetkeztetéseket levonni abrak alapjan is (a
téglalap paralelogramma, mert rendelkezik a paralelogramma 6sszes tulajdonsagaval). Tehat
ezen a szinten mar értik a csoportositdsokat, a definiciok jelentéssel birnak. Képesek
informalisan alatamasztani érveiket. Azonban ezen a szinten a didkok még nem értik a

formalis levezetések szerepét és jelentdségét.
Level 4: Kovetkeztetés

A 4. szint a formalis kovetkeztetések szintje. A tanulok ekkor mar el tudnak végezni
egyszeriibb bizonyitasokat (nem csak megjegyezni ezeket), értik az axiomak, tételek,
definiciok, bizonyitdsok kozti kiillonbséget. Ismerik a sziikséges €s elégséges feltételek
jelentését. Latjak, hogy lehetséges egy bizonyitast tobb kiilonb6zé modon is elvégezni és

kiilonbséget tehetnek allitas és megforditasa kozott is.
Level 5: Formalis logika

Ez a legabsztraktabb szint. Az a személy, aki ezen a szinten van, 6 mar kiilonb6z6 geometriai
axiomarendszerekben gondolkozik. Az 5. szinten 1évd tanulok mar értik az indirekt- és a

teljes indukcids bizonyitasokat, értik a nem-euklideszi geometriai rendszereket.

Fontos megemliteni, hogy az 5. van Hiele szintnél felmertil, hogy valoban egy ide tartozé
szintrél beszélhetiink-e. Ezt a szintet szerencsére a kdzépiskolds korosztaly esetében nem

kell vizsgalnunk, ez a szint az 1. Tablazatban sem kertil targyalésra.

20



hasznal az abrak
0sszehasonlitasahoz
¢és az alakzatok
azonositasahoz,

jellemzéséhez.

2. Korabban latott
mintakra hivatkozik
az alakzatok

jellemzésekor.

3. Az alakzatok
azonositasakor €s
leirasakor
irrelevans
tulajdonsagokat
vesz figyelembe,
példéaul az alakzat
elhelyezkedése az

oldalon.

4. Nem tudja
elképzelni, hogy
végteleniil sokféle

alakzat van.

5. Kovetkezetlen
rendezések, azaz

nem kozos

valasztott vagy
meghatarozott geometriai
tulajdonsagok szerint a
gyljtott, megalkotott

testeket, sikidomokat;

megfigyeli az alakzatok
kozos tulajdonsagat,
megfeleld cimkéket talal
megadott és halmazokba

rendezett alakzatokhoz;

megtalalja a k6zos
tulajdonsaggal nem

rendelkez0 alakzatokat;

(NAT, 2020)

,kivalasztja megadott
sikidomok koziil a

sokszogeket;

megnevezi a
haromszogeket,
négyszogeket, koroket;”
(NAT, 2020)

Level | Szint leirasa NAT (2020) Kerettanterv

1. wLevel 0 1-4. osztaly 1-2. oszt
1. Pontatlan ,»,megkiilonbozteti és 1. ,,Sokszdgek elnevezése
tulajdonsagokat szétvalogatja szabadon oldalak és csucsok szama

szerint”

2. ,,Sokféle alaki testek
koziil a gdbmb és a
szogletes testek kiemelése
érzékszervi tapasztalatok

alapjan”

4. ,,Haromszogek,
négyszogek, korlapok
felismerése, kivalogatésa,

megnevezése”

5. ,,Testek jellemzd
tulajdonsagainak
keresése, megfigyelése,
megnevezése: sik vagy
gorbe feliiletek, ,,lyukas —
nem lyukas”, ,,tomor”,
,bemélyedése van”,

,tukros” (...)

Sikbeli alakzatok
jellemzd tulajdonsagainak
keresése, megtigyelése,
megnevezeése: egyenes
vagy gorbe hatarvonalak,
»lyukassag”, ,.szogek

9999

beugrasa”, ,.tiikkrosség
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tulajdonsagok
alapjan valo

rendezés.

6. Nem tudja az
alakzatok
tulajdonségait az
alakzat
meghatarozasdhoz
sziikséges
feltételekként
kezelni. Példaul az
alakzatokat tal
kevés adat (nyom)
utan kitalalja (egy
feladatban), mintha
vizualisan képzelné
el a nyomok

alapjan.

6. ,,Valogatasok
eléallitott vagy megadott

testek kozott szabadon”

(Kerettanterv, 2020)

Level 1

1. Az alakzatok
explicit
Osszehasonlitasa az
egyes részeik
tulajdonsagai

alapjan.

2. Még nem tudja
rendszerezni az

alakzatok tipusait,

1-4. osztaly

»~megnevezi a téglatest
lapjainak alakjat,
felismeri a téglatesten az
egybevago lapokat,
megkiilonbozteti a
téglatesten az ¢leket,

csucsokat;

tudja a téglalap
oldalainak és csucsainak
szamat, 6sszehajtassal
megmutatja a téglalap

szogeinek egyenldségét;

3-4. oszt

1. ,,Testek, sikbeli
alakzatok halmazokba
rendezése kozos

tulajdonsag alapjan”

2. ,,Halmazokba rendezett
testek, sikbeli alakzatok
koz0os tulajdonsagainak
megfigyelése, halmazok

cimkézése”

3. ,,Testek, sikbeli

alakzatok halmazokba
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példaul a
négyszogeket.

3. Rendezés sajat
csoportositas
szerint, példaul az
oldalak
tulajdonsagai
alapjan, mikozben a
szOgeket és a
szimmetriat
figyelmen kiviil
hagyja, és

hasonlok.

4. Alakzatok
azonositasakor
rengeteg sziikséges
tulajdonsag
felsorakoztatasa az
elegendd
tulajdonsagok
meghatarozasa

helyett.

5. A tulajdonsagok
explicit
hasznalataval irja le
az alakzatokat a
tipusuk
megnevezeése
helyett, akkor is, ha
tudja a tipusukat.
Példaul a helyett,
hogy téglalap, azt

megmutatja a téglalap
azonos hosszusagu
oldalait és
elhelyezkedésiiket,
megmutatja s
megszamlalja a téglalap
atloit és

szimmetriatengelyeit;

megfigyeli a kocka mint
specialis téglatest és a
négyzet mint specialis

téglalap tulajdonsagait;

megnevezi megfigyelt
tulajdonsagai alapjan a
téglatestet, kockat,
téglalapot, négyzetet;”
(NAT, 2020)

rendezése kozos

tulajdonsag alapjan”

4. ,,Halmazokba rendezett
testek, sikbeli alakzatok
ko6z06s tulajdonsagainak
megfigyelése, halmazok

cimkézése”

5. ,,Eléallitott vagy
megadott sokszogek
jellemzése felismert

tulajdonsagokkal”

6., Testek, sikbeli
alakzatok jellemzése
megfigyelt tulajdonsagok

alapjan”

7. ,Halmazokba rendezett
testek, sikbeli alakzatok
kozos tulajdonsagainak
megfigyelése, halmazok

cimkézése”

8. ,,Négyzet kiemelése a
téglalapok koziil oldalai

¢€s szimmetriai alapjan”

(Kerettanterv, 2020)
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mondja, hogy olyan
alakzat, melynek
négy oldala van és
minden szoge

derékszog.

6. Elutasitja a
tankonyvi
definiciokat,
helyettiik sajat
személyes
jellemzést ad az

alakzatokrol.

7. A geometriat
fizikaként kezeli a
tételek
érvényességének
vizsgalatakor.
Példaul abrakat
készit és azokon
keresztiil végez

megfigyeléseket.

8. Még hianyzik a

matematikai

bizonyitas

megeértése.

Level 2 5-8. oszt 5-8. oszt

1. Az »ismeri a specialis 1. ,,A specialis
alakzattipusok négyszogeket: trapéz, négyszogek (trapéz,

teljes paralelogramma, téglalap, | paralelogramma, téglalap,

deltoid, rombusz,

huartrapéz, négyzet)
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felépitése.

2. Képes alakitani a
definiciokat,
tovabba képes az uj
fogalmak
definicidinak
azonnali
elfogadésara és

hasznalatara.

3. Explicit
hivatkozasok a

definicidkra.

4. Képes elfogadni
egy adott definicio
kiilonb6z6 formait,
mas

megfogalmazasait.

5. Az alakzatok
tipusai kozti logikai

sorrend elfogadasa.

6. Képes az
alakzatokat
matematikailag
pontos
tulajdonsagok
alapjan

csoportositani.

deltoid, rombusz,

hurtrapéz, négyzet; (...)

felismeri a sikban az

egybevago alakzatokat
(...)

ismeri a haromszogek
tulajdonsagait: belso és
kiils6 szogek Osszege,
haromszog-

egyenldtlenség;

ismeri a Pitagorasz-tételt
és alkalmazza szamitasi

feladatokban;

ismeri a négyszogek
tulajdonsagait: belso és
kiils6 szogek Osszege,
konvex és konkav kozti
kiilonbség, atl6 fogalma.”

(NAT, 2020)

felismerése ¢és
legfontosabb
tulajdonsagaik
megallapitasa dbra
alapjan; alkalmazasuk;

halmazabra”

3. ,,Négyszogek
tulajdonsagainak ismerete
¢s alkalmazasa: belso és
kiils6 szogek Osszege,
konvex és konkav kozti

kiilonbség, atlé fogalma”

5.,,A specialis
négyszogek (trapéz,
paralelogramma, téglalap,
deltoid, rombusz,
hurtrapéz, négyzet)
felismerése €és
legfontosabb
tulajdonsagaik
megallapitasa abra
alapjan; alkalmazasuk;

halmazabra”

6. ,,A specialis
négyszogek (trapéz,
paralelogramma, téglalap,
deltoid, rombusz,
huartrapéz, négyzet)
felismerése és
legfontosabb
tulajdonsagaik

megallapitdsa abra
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7. A “ha, akkor”
utasitasok pontos

hasznalata.

8. Képes korrekt
informalis deduktiv
érvelésre, implicit
modon hasznalva
olyan logikai
formakat, mint a
lancszabaly (ha p-
bol kovetkezik q és
g-bol r, akkor p-bél

is kovetkezik r).

9. Még nem
teljesen tiszta az
axi0mak ¢és a

tételek szerepe.

alapjan; alkalmazasuk;

halmazabra”

7. ,,Pitagorasz-tétel

ismerete és alkalmazésa”

(Kerettanterv, 2020)

Level 3

1. Kétértelmi
kérdések tisztazasa
¢s a feladatok
ujrafogalmazasa
pontosabb

nyelvezettel.

2. Rendszeres
talalgatasok és
kisérletek a sejtések
deduktiv

igazolasara.

9-12. oszt

,ismeri és alkalmazza a
haromszog nevezetes
vonalaira, pontjaira és
koreire vonatkozo

fogalmakat és tételeket;

ismeri és alkalmazza a
Pitagorasz-tételt és

megforditasat; (...)

ismeri és alkalmazza a
Thalész-tételt és

megforditasat (...)

9-10. oszt

1. ,,Szabélyos sokszog
tertilete

atdarabolassal”

2. ,,Szabalyos sokszog
teriilete

atdarabolassal”

3.,,Az oldalfelez6
merdlegesek és a
belsd szogfelezok
metszéspontjara
vonatkozo6 tétel

bizonyitasa (...)
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3. Egy matematikai
tétel igazsaganak
vizsgalatakor a
bizonyitasra valo

hagyatkozas.

4. A matematikai
szovegekben
szerepld
komponensek
szerepének
megértése, mint
axiomak,
definiciok, tételek,

bizonyitasok.

5. Az euklideszi
geometria
alapelveinek

elfogadasa.*

(Burger,
Shaughnessy, 1986)

ismeri és alkalmazza a
hasonl¢6 sikidomok
keriiletének és teriiletének
aranyara vonatkozo

tételeket; (...)

ismeri és alkalmazza a
hasonl¢ testek felszinének
¢s térfogatanak aranyara
vonatkozo tételeket.”

(NAT, 2020)

A Pitagorasz-tétel

bizonyitasa”

,Konvex sokszdgeknél az
atlok szamara, a belso
¢s kiils6 szOgosszegre
vonatkozo6 tételek
ismerete, bizonyitasa

és alkalmazasa”

,,A Thalész-tétel

bizonyitasa”

4. ,,A haromszog
nevezetes vonalaira,
pontjaira és koreire
vonatkozo6 fogalmak,
tételek ismerete és
alkalmazasa:
oldalfelez6
merdleges,
szogfelezd,
magassagvonal,
sulyvonal,
kozépvonal, kortilirt,

illetve beirt kor”

5. ,,Alapszerkesztések
végrehajtasa
hagyomanyos vagy
digitalis eszkozzel
euklideszi modon:
szakaszfelezd
merdleges,

szogfelezd, merdleges
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¢és parhuzamos
egyenesek
szerkesztése, szOg

masolasa”

(Kerettanterv, 2020)

1. tablazat
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Egyértelmiien lathatd, hogy mind a Nemzeti Alaptanterv (NAT 2020), mind pedig a hozza
tartozd Kerettantervek kovetik a Van Hiele szinteket. S6t, valgjaban néhany kivételtdl

eltekintve szinte teljes mértékben megegyeznek.

Az 1. tdblazat bemutatja az Osszefliggést a Van Hiele szintek, a Nemzeti Alaptanterv és a
Kerettantervek megfelel6 részei kozott. Ezek alapjan az 1. szintre 2. osztalyban, a 2. szintre
4. osztalyban, a 3. szintre 6. osztalyban, a 4. szintre pedig 10. osztalyban jutnak el a didkok.
Ezt vizsgalva megallapitottuk, hogy van eltérés a 2014-es vizsgalatban leirtakhoz képest.
Muzsnay Anna ¢€s tsai cikkében (Muzsnay és mtsai., 2020) az 1. szinthez a 4. évfolyam, a 2.
szinthez a 6. évfolyam, a 3. szinthez a 8. évfolyam és a 4. szinthez a 10. évfolyamot
tarsitottak. Ebbdl l1atjuk, hogy bar a koztes fejlodés szakaszainak id6tartamai eltéréek a mi
vizsgalatunkhoz képest, a 4. szintet ugyanazon az évfolyamon kellett elérnie a didkoknak a
korabbi Nemzeti Alaptanterv (NAT 2012) elvérasai alapjan is. Igyekeztiink aszerint
szamozni a Kerettanterv és az adott Van Hiele szint egyes részeit Ggy, hogy a szdmozas
megmutassa, mely részek kapcsolddnak egymashoz. Ez alatt azt értjiikk, hogy ezzel
konnyebben Osszevethetoek az egyes elemek. Ennek ellenére nem minden elemet vettiink
végig lépésrdl lépésre. Néhany ezek koziil egyértelmii. Mi minden szinten néhany
kulcsfontossagu elemet emeltiink ki. Fontos szem el6tt tartani, hogy mig a Van Hiele szintek
altalanosabban a megértésrél szolnak, addig a Nemzeti Alaptanterv és a hozza tartozé

Kerettantervek ennél konkrétabbak.

Ennek az oka, hogy a tantervi szabalyozasnak részletesnek kell elnnie. Vegyiik példanak egy
tétel haszalatat €s megértését. A Pitagorasz-tétel haszélata 5-8. osztdlyban mar elvart, viszont
teljes megértése csak a 9-12. évfolyamon. A kiilonbség megtalalhato a kovetkezokben: a 3.
szint 7. pontjaban szerepld “ha, akkor” dsszefliggés alkalmazasa és a 4. szint 3. pontjaban
talalhatd “A bizonyitasra, mint biztos igazsagra vald hivatkozas egy matematikai allitas
igazanak eldontésében”. Hasonloan a tételek 9-10. évfolyamon: 3. szint 4. pontja, mely
szerint megértik egy matematikai leirdas elemeit, mint axiomak, definiciok, tételek,
bizonyitasok. Ezzel szemben a 2. szint 9. pontjadban még dsszekeverik, nem latjak tisztan a
kiilonbséget axiomak és tételek kozott. Eppen ezért egy 9-10. osztalyos tanulénak mar nem

3. szinten kell lennie, hanem el kell érnie a 4. szintet, amikor allitasok hasznalatardl van szo.

A kovetkezOkben a tablazat oszlopait targyaljuk, hogy megmutassuk koztiik a parhuzamot.
Az egyes elemek kozott a hatarvonalak nem élesek, ahogyan nem is kell annak lennitik. A

2. szint 5. eleme parhuzamban 4ll a Kerettanterv 5. és 6. pontjaval, de a 6. pont az 1. szint 6.
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elemével is Osszevethetd. A Kerettanterv 7. pontja a Van Hiele szint 4. és 7. eleméhez is

tartozik. A 2. szint 6. elemébdl lathatd, hogy ennél nem is varnak tébbet.

Majdnem tokéletes az egyezés a 3. Van Hiele szint és a Kerettanterv kozott. Az egyetlen
nem egyezo részlet a 9. pont. A Kerettanterv nem emeli ki, hogy mit nem kell tudni. Példaul
Thalesz tételének €s a szogekre vonatkozo tételek bizonyitasahoz implicit médon hasznaljak

Euklidesz axiomait, viszont 5-8. osztalyban ezekr6l még nincsen semmilyen tudasuk.

Vannak részek, ahol a parhuzam nem sz6rol szoéra lathatd, am mégis szembetiind. Néhany
példat emelnénk ki a 4. Van Hiele szint esetében. A szintek leirasa altalanos kompetenciakat
tartalmaz, mig a Kerettanterv tételek listajat adja meg azok alkalmazasaival egyiitt. Tovabba
a kovetkez0 altalanos kovetelmények szerepelnek a 2020-as Nemzeti Alaptantervben, nem
csak a geometriai részt tekintve. “... a 9-12. évfolyamokon fokozatosan hangstlyosabba
valik a matematika deduktiv jellege” vagy ,,Az 01j fogalmak megalkotasa, az 6sszefiiggések,
stratégiak felfedezése ¢€s az ismereteknek feladatok, problémak megoldasa soran torténd
tudatos alkalmazésa fejleszti a kombinativ készséget, a meglévd ismeretek mobilizalasanak
készségeit, a problémamegoldd gondolkodas eltérd tipusainak adekvat hasznalatat.” vagy
»sejtéseket fogalmaz meg és logikus lépésekkel igazolja azokat” vagy ,tud egyszeri
allitasokat indokolni és tételeket bizonyitani.” végiil ,,adott problémahoz megoldasi
stratégiat, algoritmust valaszt, készit”. A Nemzeti Alaptanterv ezen elemei az 1. Tablazatban

teljes egészében lefedik a Van Hiele elméletben szereplé szintek koziil a 4. szintet.

3.4. Erettségi

Muzsnay és tsai vizsgalatat kovetve (Muzsnay & al., 2020) megvizsgaltuk, hogy a
matematika érettségi geometriai témaju feladataihoz mely Van Hiele szintek sziikségesek.
Leginkabb arra voltunk kivancsiak, hogy mely feladatokhoz sziikséges, hogy egy 12.
évfolyamot teljesitd didk a Van Hiele elmélet szerinti 4. szinten legyen. Muzsnay ¢és tsai
(Muzsnay & al., 2020) a kovetkezd példat mintaként mutattdk be. Ez a feladat a 2006. évi

emelt szinti matematika érettségi egyik bonyolultabb feladata volt.

,Egy fliggbleges tartoradra a talajtol 4 m magasan mozgasérzékeldt szereltek, a

hozzakapcsolt lampa 140°-os nyilasszogl forgaskupban vilagit fiiggdlegesen lefelé.

a) Készitsen vazlatrajzot az adatok feltiintetésével!

b) Milyen messze van a lampatol a legtavolabbi megvilagitott pont?
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C) Megvilagitja-e a lampa azt a targyat, amelyik a talajon a tartorud aljatol 15 m
tavolsagra van?

d) A tartoradon méterenként kampokat helyeztiink el, amelyekre fel tudjuk akasztani
a mozgasérzékeld lampajat. Alulrdl szamitva hanyadik kampot hasznaljuk, ha azt
akarjuk, hogy a vizszintes talajon ne vilagitson meg a lampa 100 m?-nél nagyobb
teriiletet?”

(2006, kozépszint, 18. feladat, k. mat 06maj fl.pdf)

2. tablazat

Az elobbi példa 6ta megvaltozott az érettségi. A kovetkezokben a 2018-as és a 2019-es évi
emelt szintl érettségibol mutatunk be geometriai témaja feladatokat (Emelt szintl feladatsor

2018, 2019).

1. ,,Egy haromszog oldalainak hossza 7 cm, 9 cm és 11 cm.
a) Igazolja, hogy a haromszog hegyesszogi!

Egy derékszogli haromszog oldalainak centiméterben mért hossza egy szamtani

sorozat harom egymast kovetd tagja.
b) Igazolja, hogy a haromszdg oldalainak aranya 3:4:5.

c) Ennek a derékszogli haromszognek a teriilete 121,5 cm?. Szamitsa ki a

haromszog oldalainak hosszat!”

(2018. emelt szint, 1. feladat, e_mat_18maj_fl.pdf)

3. tablazat

A hivatalos megoldas szerint ki kell szdmolni vagy a legnagyobb sz0g koszinuszat, vagy az
Osszes szog koszinuszat. Tehat, az 1. a) részfeladat megolddsédhoz a tanulonak adatokat kell
behelyettesitenie egy mar tanult képletbe, a koszinusztételbe. Ha ez a képlet eszébe jut, akkor
egy egyszerli szamolassal megoldhato a feladatrész. Ez maximum 3. Van Hiele szintet
kovetel meg, hiszen nem sziikséges hozza bizonyitds, ©nallo Otletsorozat, tételek

Osszetettebb alkalmazasa, definiciok vagy axiomak.
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1. b) megoldasa

(a—d)?+a? = (a+d)>

,Jelolje a haromszog oldalainak hosszat a — |1 pont b,b+d,b+ 2d,
d,a,a+d(0<d<a). (b,d > 0)
A Pitagorasz-tétel alapjan lpont | b2+ (b+d)?=(b+2d)?

A négyzetre emeléseket elvégezve ¢és

rendezve: a? = 4ad

1 pont

b? —2db —3d* =0

(a # 0-val osztva) a = 4d.

1 pont

A b-ben masodfoki
egyenletet megoldva b = 3d

(b = —d nem megoldas)

A haromszdg oldalai tehat 3d,4d és 5d, az
oldalak aranya ezért valoban 3:4:5.

1 pont

Osszesen:

5 pont”

4. tablazat

Az 1. b) részfeladat megoldasdhoz elegendd a Pitagorasz-tétel ismerete. Ennél tobb

geometriai ismeret nem sziikséges hozza. Ez ismét csupdn egy egyszerli formula

alkalmazésa és nem is egy “ha, akkor” Osszefiiggés haszndlata. Ugyan sziikséges hozza a

Pitagorasz-tétel hasznalata, de ez a tétel széles korben és meglehetdsen jol ismert, a

didkoknak nem okoz hosszas fejtorést ennek ilyen modon toérténd alkalmazésa.

Nem allitjuk, hogy ez nem volna megfeleld feladat, és tavolrol sem allitjuk, hogy nem

kellene a Pitagorasz-tételt kérdezni. Az egyetlen dolog, amit allitunk ezzel kapcsolatban,

hogy ez a probléma nem igényli, hogy a tanul6 a 4. Van Hiele szinten legyen.

1. ¢) megoldasa

3d-4d

,,A haromszog teriilete: =121,5.

1 pont

Innen 12d? = 243, azaz (d > 0 miatt) d = 4,5.

1 pont
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A haromszo6g oldalainak hossza tehat 13,5 cm, 18 cm és 22,5 cm. | 1 pont

Osszesen: | 3 pont”

5. tablazat

Ezen megoldas a hegyesszogli haromszog teriiletképletére épilil. Nem sziikséges a

megoldashoz valddi Van Hiele szint.

A hegyessz0gli haromszog teriiletképletét 6. osztalyban tanuljak a didkok.

7. ,,Az iskolai kardcsonyi vasarra késziilédve a didkok kiilonbozd

diszeket készitettek.

A gyerekek masfajta diszeket is készitettek ugy, hogy szines kartonlapra
nyomtatott kor alaku képeket négy-négy egyenes vagassal vagtak

koriil. Az egyik ilyen mdédon kapott érinténégyszog alaku fiiggddisz

oldalainak hossza (valamilyen sorrendben) egy szamtani sorozat négy
szomszédos tagja. A négyszog egyik oldala 23 cm, a keriilete pedig
80 cm.

c) Mekkora lehet a négyszdg masik harom oldalanak hossza?”

Megjegyzés: A 7. feladat a) és b) kérdései nem geometria feladatok.
(2018. emelt szint, 7. feladat, e_mat_18maj_fl.pdf)

6. tablazat

7. ¢) masodik megoldas

,»Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a szamtani sorozat

novekvo.

Ebben az esetben a 23 a sorozatnak a harmadik vagy negyedik tagja lehet 1 pont

(mert a sorozatnak biztosan két-két 20-nal kisebb, illetve nagyobb tagja

van).

Ha a 23 a sorozatnak a harmadik tagja, akkor (a sorozat differencidjat d- .
pont
vel jeldlve)
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(23—-2d)+ (23 —d) + 23+ (23 +d) = 80.

Innen 92 — 2d = 80, azaz d = 6. 1 pont
Ha a 23 a sorozatnak a negyedik tagja, akkor (23 — 3d) + (23 — 2d) + .
pont
(23 —d) + 23 = 80.
Innen 92 — 6d = 80, azaz d = 2. 1 pont
A négyszog masik harom oldala tehat 11, 17 és 29 vagy 17, 19 és 21 (cm) .
pont
lehet. (Mindkét esetben létezik konvex négyszog.)
Mivel 114+29=17+23 ¢és 17+ 23 =19+ 21, mindkét kapott 1
pont

négyszog valoban érintdnégyszog.

Osszesen: | 7 pont”

7. tablazat

A megoldas alig hasznal geometriai tudast. A geometriai érsz az utols6 1épés, mikor a
tanulonak ellendriznie kell, hogy a szemkozti oldalak egyenld hossziisdguak-e.
Megjegyzendd, hogy barmely szamtani sorozatban két egymast kovetd elem Osszege
egyenld a kozvetleniil el6ttiik és kozvetlentil utdnuk 4ll6 két elem Osszegével. A megoldas
teljességéhez nem sziikséges kimondania a tanuldnak azt a tételt sem, hogy egy négyszog
akkor érintdnégyszog, ha szemkozti oldalainak Osszege egyenld. Ennélfogva allithatjuk,
hogy ezen megoldashoz nem sziikséges Van Hiele 4. szinten lennie a megoldonak. A

feladatra 6sszesen kaphat6 7 pontbdl minddssze 1 pont jar geometriai tartalomra.

1. ,,Az ABCD négyzet oldalai 4 méter hosszliak. A négyzetbe .
az dbran lathaté modon az EFGH paralelogrammat irjuk. Az
AH és a CF szakasz hossza x méter, a BE és a DB szakasz

hossza 2x méter (0 < x < 2). wf” |

a) Igazolja, hogy a beirt paralelogramma teriilete (m?-ben

mérve): T(x) = 4x? — 12x + 16.

b) Hatdrozza meg az x értékét ugy, hogy a beirt paralelogramma teriilete a lehetd legkisebb

legyen!
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c¢) Szamitsa ki a beirt paralelogramma szogeit, ha x = 1,25.”
(2019. emelt szint, 1. feladat, e_mat_18maj_fl.pdf)
8. tablazat
1. a) megoldasa
,»(A paralelogramma teriiletét megkapjuk, ha
az ABCD négyzet teriiletébdl levonjuk a négy
D 2 Gl 2e derékszogli haromszog teriiletét.)
1 pont
| =x it BF = DH == 4‘ — X
F
€s
1
\ 1-x AE = CG =4 — 2x.
A , B x(4—2x 2x(4 —x
I-2z F 2 T(x) =16 —2 - ( _)_2.—( ) 1 pont
2 2
T(x) = 16 — 4x + 2x% — 8x + 2x? 1 pont
Osszevonas utan: T(x) = 4x? — 12x + 16, ami a bizonyitand6 allitas volt. 1 pont
Osszesen: | 4 pont”
9. tablazat

Az 1. a) részfeladatban a tanulonak észre kell vennie a haromszdgeket és a paralelogrammat
az abran. Ez a definici6 szerint 3. szint. Ezek utan teriiletképletek hasznalatara lesz sziiksége,
mely nem igényel magasabb szintli geometriatudast. A b) feladatrész algebra vagy analizis,
ehhez két mintamegoldas tartozik, az egyikben derivalas szerepel. A c) részben szogeket kell
kiszamolni, melyhez el0szor a megfeleld szogek tangensére less sziikség. Ehhez a tanulonak

definici6 szerint 3. Van Hiele szinten kell lennie.

4. ,Egy blivész két egyforma ,,dobodtetraédert™ hasznal az egyik mutatvanydhoz. A
dobotetraéder alakja olyan szabalyos haromoldalu gula, amelynek alapéle 6 cm hosszu,
az oldalélei pedig 30°-os szoget zarnak be az alaplap sikjaval.

a) Hatarozza meg a tetraéder térfogatat!”

35



Megjegyzés: A 4. feladat b) kérdése nem geometria feladat.
(2019. emelt szint, 4. feladat, e_mat_18maj_fl.pdf)

10. tablazat

4. a) megoldasa ,»Az abra jeloléseit hasznaljuk. A glla 1 pont
D ABC alapjanak kozéppontja
(stlypontja) S. DS merdleges az
alaplapra, a feltétel szerint pedig
I |SBDz = 30°.
A 6 cm
BSaz ABC szabalyos haromszog | 2 ponts
magassaganak (stlyvonalanak)
kétharmada:
2 V3
BS=3-— 6= 2v3(~ 3,46)(cm)
A gtla testmagassaga DS = BS - tg30° = 2 (cm). 1 pont
2, 2,
Az ABC haromszog teriilete: T = %g =8 4\/§ = 9/3(= 15,59)(cm?) 1 pont
A gula térfogata: V = % = 6v3(~ 10,4)cm?. 1 pont
Osszesen: | 6 pont”

11. tablazat

A probléma elsd része, hogy megtalaljuk a gldnak egy olyan keresztmetszetét, melybdl

kiszamithaté a magassdga. Ehhez fel kell ismernie a tanulonak az ¢él €s a magassag alta

meghatarozott részt. Ennek felismerése 3. szintii. A kapott alakzat egy szabalyos haromszog

fele. Ezek utan ki kell szamolnia egy szabalyos haromszog magassagat. Ehhez ismert egy

masik szabalyos haromszog magassaga. Fel kell hasznélnia, hogy a szabalyos haromszdgben

sulypont (kdzéppont) a stlyvonal (magassagvonal) oldalhoz kozelebbi harmadolopontja.

Ezek utan hasznal egy “ha, akkor” utasitast, hogy megtalalja a keresett hosszt. Ezen 1épések

bonyolultabbnak hatnak, mint maga a megoldas. Azonban fontos meglatnunk, hogy ezek

kozil a 1épések koziil egyikhez sem sziikséges a megoldonak 4. Van Hiele szinten lennie.

Az egyetlen lehetdség a 4. szint hasznalatara a hosszusagok kozti kapcsolat megtalalasa, de
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a szabalyos haromszog annyira specialis, hogy ehhez a problémahoz igy nem sziikséges a 4.

szint.

5. ,Egy 33 x 18 cm-es kartonlapbdl (kivagassal, hajtogatassal) téglatest alaki dobozt
készitenek. A doboz (sotétre szinezett) kiteritett halojat és méreteit az dbra Szerint

valasztjak meg.
a) Hatarozza meg a doboz térfogatat, ha a = 7 cm!

b) Hogyan kell megvalasztani az a, b, ¢ élek hosszat ahhoz, hogy a doboz térfogata

maximalis legyen?
Egy téglatest bArmely hdrom csticsa egy haromszoget hataroz meg.

C) A téglatest csticsai altal meghatarozott haromszogek ko6zott hany olyan van,

amelynek a sikja nem esik egybe a téglatest egyik lapjanak sikjaval sem?”

33

-

-

b a h

- - - - - -

(2019. emelt szint, 5. feladat, e_mat_18maj_fl.pdf)

12. tablazat

5. a) megoldasa

,»(A szakaszok hosszat cm-ben mérve) 2a + ¢ = 18 miatt ¢ = 18 — 2 - | 1 pont

7 =4.

a+2b+c=233miatth = 33‘27‘4= 11. 1 pont

A téglatest térfogata: abc = 7 - 11 - 4 = 308 cm3. 1 pont

Osszesen: | 3 pont”

13. tablazat
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Az a) feladatrészben az alakzat részeit fel kell ismerni, majd egy rovid szamolast kdvetden
a térfogatképlet segitségével megvalaszolhatjuk a kérdést. Ez valdjaban egy alacsonyabb 3.
szint. A b) részben a kocka térfogatképletét kell alkalmaznunk. Nem hasznalunk komolyabb

geometriai ismereteket ebben a megoldasi folyamatban.

5. ¢) megoldasa

,»A téglatest 8 csticsa 0sszesen (?) = 56 haromszoget hatdroz meg. 1 pont

Ezek koziil le kell vonni azokat, melyeknek sikja egybeesik a téglatest | 2 pont
valamelyik lapjanak sikjaval. Mind a hat lapon négy ilyen haromszog van,

Osszesen tehat 24.

A megfelel6 haromszogek szama (56 — 24 =)32. 1 pont

Osszesen: | 4 pont”

14. tablazat

A c) feladatrészben a szamitashoz sziikséges érveléshez fel kell ismernie a tanulonak az dbra
részeit. Valgjaban ebben a legfébb geometriai tudas annak ismerete, hogy barmely harom
nem kollinearis pont meghataroz egy haromszoget. Ez utan ezek kozil ki kell vonni azokat,
emlyek a téglatest valamelyik lapjanak sikjan helyezkednek el. Ennek a feladatrésznek a

megoldasahoz nem sziikséges a 4. szint.

6. ,Egy egyenlé szara haromszog oldalai hosszsaganak atlaga 10, szorasa 3v/2.

",

a) Hatarozza meg a haromszog oldalainak hosszat

(2019. emelt szint, 6. feladat, e_mat_18maj_fl.pdf)

15. tablazat

6. a) megoldasa

,»A haromszog kertilete 30 egység. Jelolje az oldalak hosszat x, x és 30 — 2x | 1 pont

A sz6ras miatt: 1 pont
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J(m (024 @x =200 o

3
200 — 40x + 2x% = 18 [2(10 — x)2 = 32 1 pont
2 _ —

x =7vagy x =13 1 pont
A héromszdg oldalai az els@ esetben 7,7,16 egység, a masodik esetben | 1 pont
13,13, 4 egyseg.
Ellendrzés: Az elsé eset nem lehetséges, mert nem teljesiil a haromszog- | 1 pont
egyenldtlenség. A madésodik eset lehetséges, mert teljesiil a hdromszog-
egyenldtlenség
(és a szoras 32+332+62 = /18 = 3/2 valdban).

Osszesen: | 6 pont”

16. tablazat

A szamitasok elvégzéséhez két geometriai informécio sziikséges: egy egyenld szara

haromszognek van két egyenld oldala €s a haromszog-egyenlétlenség. Ezek a 2. és talan a

3. szinthez tartoznak, amikor hasznéljuk az egyenl6tlenséget.

3.5. A matematika tanarszakos hallgatok Van Hiele szintje

Bereczky-Zambo és tsai 2018-as cikkében (Bereczky-Zambo és mtsai., 2018) egy olyan
kutatasrol irnak, melyben elsé éves matematika tanarszakos hallgatok geometria tudasat
tesztelték a Van Hiele szintek mentén. A hallgatdk a tesztet 2015 februarjaban toltotték ki.
Ez szinte kozvetleniil az érettségi rendszer megujitasa eldtt tortént. A tesztet kozvetleniil a
masodik félévben kezdddd elsd geometria kurzusuk megkezdése eldtt toltotték ki. Az
eredmények a 10. tdblazatban lathatoak. A tédbldzat a Van Hiele szinteket is tartalmazza.
Lathato, hogy a 46 résztvevo didk koziil 22 16, azaz 48% volt az 5. Van Hiele szinten, 24 {0

pedig a 3. szinten. Ez azt jelenti, hogy 24 hallgat6 volt a Nemzeti Alapptantervben eldirt 8.

osztalyos szinten, mig 22 hallgaté az elvart 5. szinten.
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Van Hiele szint

5 4 3 2 2 alatt

2015 22 0 24 0 0

17. tablazat

3.6.  Osszegzés

Ebben a dolgozatban bemutatasra keriiltek a geometria oktatds szintjei a Magyar
matematikaoktatdsban. Megvizsgaltuk a Nemzeti Alaptanterv, a hozza tartozo
Kerettantervek ¢és az érettségi vizsga megfeleld részei kozotti Osszefiiggéseket,
kiilonbségeket. Az 6sszehasonlitas alapjaul vettiik a Van Hiele elmélet szintjeit. A Van Hiele
elmélet széles korben elfogadott a geometriai megértési szintek vizsgalatara.
Megallapitottuk, hogy mind a Nemzeti Alaptanterv mind pedig a hozzd tartozo
Kerettantervek 1épésrdl 1épésre kovetik a Van Hiele elméletben megfogalmazott geometriai
megértési szinteket Magyarorszagon. Tizedik évfolyamra a tanuloktol elvarja, hogy a 4. Van
Hiele szinten legyenek. Ez utan megvizsgaltuk és elemeztiik a 2018-as €s a 2019-es évek
érettségi vizsgainak geometria feladatait. A hozzajuk tartozo hivatalos megoldokulcsokban
szerepl6 megoldasok vizsgéalataval megallapitottuk, hogy ezen feladatok megoldasdhoz nem
szlikséges harmas Van Hiele szintnél magasabb geometriatudas. Ez azt jelenti, hogy az
irasbeli érettségi vizsgan elvart geometria tudas kevesebb, mint amit a Nemzeti Alaptanterv
¢és a Kerettantervek szerint a didkoknak el kell sajatitania 12. évfolyam végére. Kovacs 2017-
es munkajaban (Kovacs, 2017) a mellett érveltek, hogy az érettségi vizsga nagymértékben
befolyasolja a diakok tanulasat, s6t a pedagdgus tanérai munkdjat is. Ennek oka, hogy a
vizsga jellege, a feladatok tipusa kiszamithatd, sok mindent elére tudhatunk a vizsga
jellegérdl. Valdjaban az érettségi vizsga felsOoktatasi felvételiként is szolgdl. A vizsga
eredményének dontd szerepe van a didkok életében. A tanarok megitélése is fiigghet attol,
hogy didkjaik milyen eredményeket érnek el az érettségi vizsgan. Ennek kovetkeztében mind
a didkoknak, mind a pedagdgusoknak kozos érdeke, hogy megfelelden felkésziiljenek a
tanulok az érettségi vizsgara. fgy valdjaban nincs egyértelmii motivaciéjuk a tanaroknak,
hogy a didkok geometriabol elérjék a Van Hiele elméletben leirt 4. szintet. Inkabb
koncentralnak a tanordkon a matematika tananyag azon részeire, melyek sziikségesek

lesznek az érettségi vizsga sikeres teljesitéséhez.
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(Muzsnay és mtsai., 2020) kutatasa alapjan 2015-ben a Nemzeti Alaptanterv kvetelménye
¢s az érettségi vizsga altal elvart tudas kozti rés problémakat okozott a felsdoktatasban. Azt
allijak, hogy nagy eltérés van a felsdoktatasba belépd tanulok geometriatuddsa és a
felsdoktatasi intézmények altal elvart geometriatudas kozott. Vizsgalatuk eredménye alapjan
a matematika tanarszakos hallgatok 48%-a érte el a 4. szintet. Nem allitjuk, hogy ez az
érettségi vizsga vagy a kozépfoku matematikaoktatds hibaja volna. Azonban ez egy
lehetéség arra, hogy mérlegeljiink. A jol sikeriilt érettségi elérésének célja hattérbe
szorithatja a magasabb tudas megszerzésére valo torekvést, annak ellenére, hogy a Nemzeti

Alaptanterv szerint ez elvart lenne.

Mikor I. Ptolemaiosz egyiptomi farad tal bonyolultnak taldlta Euklidész Elemek cimi
mivét, megkérte Euklidészt, hogy magyardzza el neki egyszertibben. Euklidész vélasza a

faraonak ma is érvényes:

,,A geometriahoz nem vezet kiralyi ut.”

4. Osszefoglalas

Dolgozatomban két témat jartam koriil. Az els6 részben két kiilonb6z6 bizonyitast mutattam
be a kovetkezd allitashoz: a talpponti haromszog a legkisebb keriiletli hdromszog, ami
beirhat6 egy hegyesszogili haromszdgbe. Az elsd bizonyitdshoz a haromszoget két oldalanak
egyeneseére tikkroztem tengelyesen. Ez utan belattam, hogy a tiikkrzésekkel kapunk egy olyan
torottvonalat, melynek hossza éppen a haromszogbe beirt haromszog keriilete. Ezen
torottvonal hossza akkor lesz minimalis, ha ez éppen egy egyenes szakasz. Innen mar
bizonyithato, hogy ez a hossz, azaz a beirt haromszog keriilete pontosan akkor minimalis,
ha ez éppen a talpponti haromszog, azaz a hadrom cslcsa az eredeti haromszog harom
magassaganak talppontja. A masodik bizonyitdsban hat egymas utan elvégzett tengelyes
tikkrozéssel dolgoztam, melyekkel egy olyan torottvonalat kapunk, melynek hossza a beirt
haromszog keriiletének kétszerese. Ismét a torottvonal hosszanak minimalizalasa a cél, mely
ugy érheté el, ha a tordttvonal éppen egy egyenes szakasznak felel meg. A masodik
bizonyitds esetében ez utdn szogek kozti Osszefiiggések, valamint hasonldésagok
felhasznalaséaval lattam be, hogy a torottvonal hossza pontosan akkor minimalis, ha a beirt

haromszog éppen az eredeti haromszdg talpponti haromszoge.

Dolgozatom masodik részében a jelenleg érvényben 1évé Nemzeti Alaptanterv és a hozza

tartozd Kerettantervek geometridval foglalkozo részeit, tovabba emelt szintli érettségi
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feladatokat vetettem Gssze a Van Hiele elméletben szereplé geometriai megértési szintekkel.
Munkam ezen részének alapja a 2021-ben megjelent, témavezetémmel kozosen irt
Modification of the geometry curriculum in relation to the curriculum reform in the light of
the Van Hiele levels cimii cikk, mely a Eva Vasarhelyi & Johann Sjuts (Hrsg.): Theoretische
und empirische Analysen zum geometrischen Denken kiadvanyban jelent meg angol
nyelven (Rékasi, Szabd, 2021). A vizsgalat eredményeként lattuk, hogy a Nemzeti
Alaptanterv és a Kerettantervek szinte szorol szora, 1épésrél 1épésre parhuzamba
helyezhetok a Van Hiele elmélet féle megértési szintekkel. Ezzel szemben a vizsgalt tanévek
geometria témaju érettségi feladatai nem varjak el azt a geometriai szintet a tanuloktol,

melyet a Nemzeti Alaptanterv szerint el kell érniiik 12. évfolyam végére.

42



5. Irodalomjegyzek

Bereczky-Zambo, Csilla, Muzsnay, Anna; Szeibert, Janka; Torok, Timea (2018).

Geometriai szemléletfejlodeés az egyetemen, TDK dolgozat

Burger, W. F.; Shaughnessy, J. M. (1986) Characterizing the van Hiele Levels of
Development in Geometry, Journal for Research in Mathematics Education 17.1, pp. 31—
48, doi: https://doi.org/10.2307/749317.

Coxeter, H. S. M.; Greitzer, S. L. (1967) Geometry Revisited

Emelt szintii érettségi feladatsorok. 2018. https://dload-oktatas.educatio.hu/erettseqi/

feladatok 2018tavasz emelt/e mat 18maj fl.pdf

Emelt szintli érettségi feladatsorok javitasi-értékelési utmutato. 2018. https://dload-

oktatas.educatio.hu/erettseqgi/feladatok 2018tavasz emelt/e mat 18maj ut.pdf

Emelt szintli érettségi feladatsorok. 2019. https://dload-oktatas.educatio.hu/erettseqi/

feladatok 2019tavasz emelt/e mat 19maj fl.pdf

Emelt szintli érettségi feladatsorok javitasi-értékelési utmutatd. 2019. https://dload-
oktatas.educatio.hu/erettseqi/feladatok 2019tavasz emelt/e mat 19maj ut.pdf

Kovics, Veronika (2017). Grdfok modern bevezetése a kozépiskolaban, Képzés és Gyakorlat
15.1-2., pp. 275-294., doi: https://doi.org/10.17165/TP.2017.1-2.16

Kozépszintii érettségi feladatsorok. 2006. https://dload-
oktatas.educatio.hu/erettseqgi/feladatok2006tavasz/kozep/k mat 06maj fl.pdf

Kozponti irasbeli feladatsorok, javitdsi utmutatok, www.oktatas.hu.

Muzsnay, A.; Szabd, C.; Bereczky-Zambo, C.; Szeibert, J. (2020). Students’ non-
development in high school geometry, Annales Mathematicae et Informaticae 52 pp. 309-
319, doi: https://doi.org/10.33039/ami.2020.12.004

Nemzeti Alaptanterv (2020). Magyar Ko6z16ny, www.magyarkozlony.hu

Rékasi, A., Szabo, C. (2021). Modification of the geometry curriculum in relation to the

curriculum reform in the light of the Van Hiele levels. In Theoretische und empirische

43


https://doi.org/10.2307/749317
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok_2018tavasz_emelt/e_mat_18maj_fl.pdf
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok_2018tavasz_emelt/e_mat_18maj_fl.pdf
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok_2018tavasz_emelt/e_mat_18maj_ut.pdf
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok_2018tavasz_emelt/e_mat_18maj_ut.pdf
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok_2019tavasz_emelt/e_mat_19maj_fl.pdf
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok_2019tavasz_emelt/e_mat_19maj_fl.pdf
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok_2019tavasz_emelt/e_mat_19maj_ut.pdf
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok_2019tavasz_emelt/e_mat_19maj_ut.pdf
https://doi.org/10.17165/TP.2017.1-2.16
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok2006tavasz/kozep/k_mat_06maj_fl.pdf
https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/feladatok2006tavasz/kozep/k_mat_06maj_fl.pdf
http://www.oktatas.hu/
https://doi.org/10.33039/ami.2020.12.004

Analysen zum geometrischen Denken pp. 273-290, doi:
https://doi.org/10.37626/GA9783959872003.0.15

Usiskin, Z. (1982). Van Hiele Levels and Achievement in Secondary School Geometry.
CDASSG Project. Chicago: Chicago Univ, IL.

A 2020-as NAT-hoz illeszkedo tartalmi szabalyozok, www.oktatas.hu.

The Hungarian National Core Curriculum (2012). Teaching Mathematics and Computer

Science. www.ofi.hu

6. Abrajegyzék

—

. &bra — A talpponti haromszog (forrés: sajat készitésii abra)

. dbra — Két tengelyes tiikrozés (forras: sajat készitésli abra)

. dbra — A torottvonal (forras: sajat készitésu abra)

. &bra — Az elforgatas szoge (forras: sajat készitést abra)

. abra — Hat tengelyes tiikrozés (forras: sajat készitésli abra)

. dbra — A torottvonal elsd két szakasza (forras: sajat készitésii abra)
. abra — Szogek egyenldsége (forras: sajat készitésli dbra)

. dbra — Szogek kozotti osszefliggések (forras: sajat készitésii abra)
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. dbra — Szogek a talpponti haromszégben
10. abra — Hasonl6 haromszogek (forrés: sajat készitésii abra)
11. abra — Két beirt haromszog (forras: sajat készitésii abra)

12. dbra — A beirt haromszogek kétszeres kertiletei (forras: sajat készitésii abra)
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