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Bevezetés

Egyetemi tanulmanyaim soran a regularis tandrak mellett nagy hatassal voltak ram a
Mdédszertani Meséktudomanyos diakkori mfhely keretében meghallgatott matematika tanulas-
és tanitismodszertani el®adasok. Ennek hatadséra kezdtem el el®sz6r Rékasi Anna, majd Csehné
Szenderak Julia és Szoérényi Sara évfolyamtarsaimmal Szabo Csaba Tanar Urndl kutatni a
Matematika Tanulaselméleti és -pszicholégiai Kutatdcsoport ban.
Rékasi Annaval kézésen négy TDK dolgozatot irtunk problémafelvetés és feladatkészités
témakorében:
Matematika tanarszakos hallgatok problémafelvetési és problémamegoldasi készségeinek
O0sszehasonlitasd2018: Kari TDK 1. dij, 2019: OTDK 3. dij). [23]

Matematika tanarszakos hallgatok problémafelvetési képességeinek vizsgalata fejlesztési
céllal (2019: Kari TDK 1. dij) [24]

Kdzoktatasban tanulé diakok feladatkészitési képességének vizsgd@020: Kari TDK 1.
dij). [25]

Problémafelvetés és feladatkészités egy lehetséges megjelenitése matematikddeao:
Kari TDK 1. dij, 2021: OTDK kiiléndij). [26]

Vésarhelyi Eva Tanarn® felkérésére Csehné Szenderak Julia és Szorényi Sara szaktarsaim-
mal és Zambé Csilla doktorandusz hallgatoval kozosen, Szabd Csaba Tanar Ur témavezetésével
az akkor keszul® heoretische und empirische Analysen zum geometrischen Denkimulmany-
kotetbe irtunk egy szaktanulmanyt Geometric representations of irrational algebraic numbers
in Hungarian high school mathematics educatiomimmel [34]. Majd ennek kib®vitéseként 2021-
ben TDK dolgozatot irtunk Kell-e félniink a cos 15-t61? Ha igen, bizonyitsd, ha nem, mutass
ellenpéldat! [7] cimmel, mellyel szintén els® dijat nyertiink az intézményi kari TDK-n.

Szakdolgozatomban néhany korabbi TDK munkam részleteit fogom felhasznalni és kiegé-
sziteni. Bar mindegyik munka tarsszerz®s, a dolgozatban a kdz6s kutatasokbdl a sajat munkam
eredményeit fogom kiemelni. A dolgozat els® fejezete els®sorban matematikai, masodik fejezete
szakmaodszertani jellegf.



1. fejezet

cos 75. hogyan védekezzlnk a
szdgfuggvenyek ellen?

1.1. Bevezetés: Racionalis és irracionalis problémak

1.2. cos15 éscos75

Kell-e félniink a cos 15-t61? Ha igen, bizonyitsd, ha nem, mutass ellenpéldatim| TDK
dolgozatunkban [7], melyet Csehné Szenderak Juliaval és Szorényi Saraval irtunk, bemutatunk
olyan, legfeljebb két gyokjellel kifejezhet® irraciondlis szamokat, melyeket szemléltethetiink
(megszerkeszthetlink) geometriailag. Ezek olyan szdmok, amelyek Galois-csoportjanak elem-
szama kett®hatvany (ebb®Il kovetkezik a szerkeszthet®seguk) és legfeljebb negyedfokuak (igy
legfeliebb két gyokjel szerepel a felirasukban). Szamunkra most a legérdekesebb algebrai sza-
mok a szabdalyom-szogek kézépponti szogeinek koszinuszai. Ebben a dolgozatban els®sorban a
szabalyos huszonnégyszog kdzépponti sz6génék () és kiegészit® szdgénekg ) koszinuszaval
fogok foglalkozni.

1.3. Elemi szamolasi moédszerek

A kovetkez® alfejezetekben meg fogom mutatni, hogyan konstrualhatunk olyan geometriai
feladatokat, melyek segitségével elemi médszerekkel, kdzépiskolas szinten mutathatunk geo-
metriai reprezentacidkat kevés gyokjellel kifejezhet® irracionalis szamokra. Az itt bemutatott
feladatok célja els®sorban aos 15, sin15, cos 75 éssin 75 szamok geometriai reprezentaci-
6ja, de mellettiik meg fog jelennia 2,a 3 és ap 6 is.

1.3.1. Epitkezziink!

Legel®szor nézzik meg, milyen alakzatokat hasznéaljunk fel a geometriai konstrukcidk el-
készitéséhez. A5 és a75 szogfiggvényeit kézenfekv® olyan haromszdgek segitségeével ki-
szamolni, melyekben szerepelnek ezek a szégek. Epitkezhetik 75 90 szogy derékszogl
haromszogekb®I, vagy akar olyan egyenl®szari haromszdgekb®Il, melyek alapon fekv® szbégei
15 vagy 75 fokosak.



Pusztan azzal, hogy egymas mellé szerkesztlnk ilyen egyenl®szara haromszogeket, ahogyan
az 1.1 abra mutatja, maris megjelenithatjilk acos 15 éscos 75 szamokat szakaszhosszként.

1.1. abra.cos 15 éscos 75 reprezentacidjals -os €s75 -os alapon fekv® sz6gf egyenl®szari
haromszdgekkel.

A 75 -o0s alapon fekv® sz6gf egyenl®szari haromszogek (1.2 AbABC ésDEF )
alapjanak hossza legye2y, a 15 -0s egyenl®szara haromsz6®EG ) alapjanak hossza pedig
legyen 2x.

X =c0s15 =sin75
y=cos75 =sinl5 (1.1)

Az addicios tételek segitségével kiszamolhatjuk ezek értékét:

5 P35 P P2 P;
3 2 1 2 2
cos75 =cos(30 +45 )= > 35 3 3 ° 2
P P5; P P~ P
2 3 21 6+ 2
cosl5 =cos(45 30)= > 7+7 5= 1 (1.2)

Tehat az 1.1 és az 1.2 egyenletekb®l megkaptukésy szakaszhoszokat:

« = p6+ pi
- 4
P P
2
y= 7 (1.3)

Sikerilt tehat legfeljebb két-két gyokjel hasznalatdval megadnunkcos 15 és cos75 pontos
értékeét.
Most pedig szamitsuk ki azAE ésBD szakaszhosszokat! Lathatd, hogAE =2x + 2y és
BD =2x 2y teljesiil. igy a két szakasz hossza:
P~ P 3 P~ P

_ _ 6+ 6 2 P
AE =2x+2y = > + 5 = 6
P_. P~ P- P_
BD =2x 2y = 6; 2 62 2_Py (1.4)
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Talaltunk tehat egy példat kozépiskolai modszerekkel is megoldhatd geometriai problémara,
melynek segitségével reprezentalhatdak nemcsak & és 6 szamok melyeket ennél elemibb
maodon is kénnyen reprezentalhatunk hanem acos 15, sin15, cos 75 éssin 75 szamok értéke
is. Kereshetlink azonban ennél a konstrukcional szebbet is, azaz vagy olyan konstrukciét, ami
egy bedltoztetett probléma felvetésére ad lehet®séget, vagy olyat, aminek még ennél is tébb
irracionalis szam megjelenik.

1.2. abra. P 6 ésp 2 reprezentacidjals -os és75 -os alapon fekv® sz6gf egyenl®szard harom-
szogekkel.

1.3.2. "Ha egy téglam van, abbdl nem lehet hazat épiteni”

Az itt bemutatott feladat egy konnyebben bedltdztethet® konstrukcié segitségével mutatja
be acos 15 értéket.

Vegyiink egy egység oldal( négyzetet és az egyik oldalara szerkessziink egy egység oldalu
szabalyos haromszdget! igy az 1.3 és 1.4 abrakon lathat6 alakzatot kapjuk. A konstrukciohoz
felvethet® probléma:

Feladat: Matematikakedvel® Allampolgar mézeskalacshazat készitett egy 1 dm olda-
I0 négyzet és 1 dm oldallu szabalyos haromszég egybeillesztésével. A hazikét azonban
slités utan véletlendl eltdrte, igy most kivancsi arra, hogy vajon az 6sszeragasztas-
hoz milyen hosszan kell hiznia a cukormaza(Az 1.3 abran a piros szakasz jeldli

a torés vonalat.)



1.3. abra. Matematikakedvel® Allampolgar mézeskalacs hazikdja.

Megoldas: (A megoldas soran az 1.4 abra jeldléseit fogjuk hasznalni.) EI®szor is hlizzuk be
az ABCD négyzet és azADE  haromszog kdzos szimmetriatengelyét! igy kapjuk aEF
szakaszt, ami azABCD négyzet és azADE  haromszdg kdz0sAD oldalat a T p(ﬁﬂlban

metszi. Az ET szakasz az egységoldalu szabalyos haromszég magassaga, igy a hoigzaA
TF szakasz hossza pedig nyilvdn megegyezik a négyzet oldalhosszaval, tehat

Tekintsiik az EFC  derékszogf haromszoget! Abbdl, hogphDE » =60 ésADC” =90
kovetkezik, hogy EDC” = 150 . Innen kénnyen belathat6, hogyDEC”* = ECD” = 15 ,

FCEN =75 ésCEF” =15 .Tudjuk, hogyazEFC derékszdgf haromszog két befogbjanak
hossza:

EF =ET+TF= —+1 (1.5)

Ebb®I a Pitagorasz-tétel segitségével kiszamolhatjuk a kereseftE atfogd hosszat:

|
_ -2
P3 12

—+1 o+ = (CE)?

- 8%4 3 5 Pao(cey

CE = 2+'§ (1.6)

Ezzel talaltunk egy elemi szamolasi modszer2 cos 15 kiszamitasara.
q
p
2 cosl5= 2+ 3 @.7)

Felmerilhet a feladatmegoldékban, hogy a két egymasba agyazott négyzetgyokjel esetleg
nem elég "szép" megoldas. Teljes négyzetté alakitdssal és némi algebrai furfanggal szerencsére

ez a kett®s gyokjel is megszintethet®:

s
q P~ 2 pP- P
p= 2 3+1
2+P3- = or 2 (18)




1.4. abra.2 cos 15 bemutatasa egység oldalu szabalyos haromszdg és egységnégyzet segitsé-

gével.

Alakitsuk tovabb a feladatot, torjilk tovabb Matematikakedvel® Allampolgarunk mézeskala-
csat!
Feladat: Matematikakedvel® Allampolgar sajnos ismét elejtette hazikojat, és legna-
gyobb meglepetésére kitort bel®le egy szabalyos hdromszdg alakd daratbaran

lathat6 médon, ami éppen a hazikéd tetejével egybevagd. Bolcs baratunk most azt
szeretné kiszamolni, hogy mekkora is az a két szakasz, amire az eredeti térésvonal

felbomlott?

1.5. abra. Matematikakedvel® Allampolgar mézeskalacsa ismét eltorot.



Megoldas: 1.6 abran keressuk a£H ésCH szakaszok hosszat. A tovabbtorés hatasara
a haziké négy haromszogre bomlott fel, ahogyan az 1.6 abran is lathato.

Az eredetileg letort CDE  egyenl®szara haromszog szogeir®l tudjuk, hogyeC» =
ECD”" =15 ésEDC”™ = 150 . A két Ezér hoisza:ED = DC =1, a CE alap hosszat
pedig 1.6 egyenletben kiszdmoltukCE = 2+ 3.

Az ABH haromszdg a feladat szerint egy egység oldali szabéalyos haromszég. Innen mar
lathatd, hogy azAHE  haromszog egy egyenl®szari deréksz6gy haromsz6BGH  harom-
szdg pedig olyan egyenl®szard haromszég, melynek alapon fekv® szBgdH * = CHB " =
75 és szarai egyseég hosszuak.

Mivel AHE  egyenl®szaru derékszogf haromszdog egység hosszu befogokkal, ezért tudjuk,
hogy atfogéja 2 hosszu:

EH:pE (1.9)

1.6. abra. Tovabbi szakaszok berajzolasasval m& sin15 is szemléltethet®.

A CH szakaszt pedig megkaphatjuk 8CE ésEH szakaszok kulonbségeként:
q —P- p_
CE EH= 2+ 3 2 (1.10)

P —p—
A mYvelet elvégzéséhez alakitsuk teljes négyzetté 2 + = 3-t:

—Pp- 2
2+ 3= — "= (1.11)



Helyettesitsiik be 1.11 egyenletet 1.10-be:

P—p_ p_ 2|§+12 p_ pi p§+1 2
CH= 2+ 3 2= @ — 2=
4 2
P- P~
CH=¥ (1.12)

Ezzel talaltunk egy elemi szamolasi médszer2 sin15 kiszamitasara.
P~ P
. 6 2
2 sinl5 = — 5 (1.13)

Ezekben a szamolasokban dupla (egymasba agyazott) gyokjel szerepelt, ami két szempont-
bdl is rossz. Az egyik az, hogy nem biztos, hogy észrevessziik, hogy a kifejezés egyszer{bb
alakra hozhat6. A masik pedig, hogy egy dupla gyokos kifejezés elveheti a didk kedvét a tovab-
bi geometriazastol . Ezért most mutatunk olyan modszereket, ahol nem tkézink egyméasba
agyazott gyokoket tartalmazé kifejezésbe.

Ha a feladatot megolddk ismernek alapvet® a trigonometrikus 0sszefliggéseket, nagyon
hasznos lehet a feladatot eleve a masodik formaban kitflzni, vagyis a 1.6. abran lathato térés
szerint. Ekkor a fenti szamolasok a kdvetkez®képpen modosulnak: a Pitagorasz-tételb®I tudjuk,
hogy:

a?+ =1 (1.14)

1.6. &bran legyenEC =2a ésHC = 2b. Lathato, hogy

2a 2b="32 (1.15)

1.15 egyenletet visszahelyettesitve 1.14 egyenletbe a kévetkez® masodfoku egyenletet kapjuk:

8a° 4IO 2a 2=0 (1.16)
P3P P5.Ps |
ennek megoldasai éppen 4 és R Ezek szerint:
- p 54 p 3
4

P~ P;

6 2
=_— - 1.17
b= — (1.17)

igy nagyobb algebrai atalakitasok nélkill is meglaphatjuk a hazikébdl kitért szakaszok hosszat,
azazcos15 éssin15 érteket.

Osszefoglalva: A héazikés feladatok segitségével tehat elemi modszerekkel kiszamoltuk
cos 15 éssinl1l5 (vagy kétszereseik) értékét:

cos 15

sin15

(1.18)



1.3.3. Hurtrapéz alaku konstrukcio

Az 1.3.1 fejezetben olyan egyenl®szard haromszogekb®l épitkeztink, melyek alapon fekv®
szdgeils , illetve 75 fokosak, szaraik pedig egységnyi hosszlsaguiak. Most ilyen haromszogek
segitségével készitsiink szimmetrikus trapézt az 1.7 dbran lathaté mdédon. A trapéz hosszabbik
alapjan fekv® szoger5 fokosak, révidebbik alapjan pedigl05 fokosak a szdgek.

1.7. abra. Szimmetrikus trapéz alakd konstrukcid

CD szakaszhosszt megkaphatjulAF ésAB kildnbségeként. igy

pé:AF = AB + CD =2a+2b

20+2b="5 (1.19)

1.19. egyenletet behelyettesitve aa®+ ? = 1 pitagoraszi dsszefiiggésbe a kdvetkez® masodfoku
egyenletet kapjuk:

822 4 Ba+2=0 (1.20)
melyb®I dupla gytkvonas nélkil is megkaphatjuk a keresett szakaszhosszok értékét.

P~ P
6+ 2
CD = —
P_ P

AB = % (1.21)

Pe+P2

Az 1.7 4bran lathat6 konstrukcié segitségével egy bran szemléltetjUkpaZ P 6és
hosszokat. (Ez utébbi nyilvan2 cos 15 értékével egyezik meg.)

1.3.4. Otszog alaku konstrukcid

Ismét az 1.3.1 fejezetben mar megismert egyenl®szari hdromszégekb®l most az 1.3.3 fe-
jezetbeli trapézhoz hasonl6 mdédon egy tengelyesen szimmetrikus 6tszoget készitiink,amivel
szintén kiszamolhatécos 15 értéke. Ez lathaté az 1.8 abran. Az 1.7 abra szimmetrikus tra-
pézahoz képest az valtozott, hogyK pontot tikroztik a CD oldal egyenesére, igy kaptuk az
OtszO6gE csucsat.



1.8. abra. Szimmetrikus 6tsz6g alakd konstrukcié

Ebben az elrendezésbeAE ésEF szakaszok hosszg 3, ugyanisDFT éseEDT  fél-
szabalyos haromszogek, melyekbeBD = EF =1 ésDT = > Tehat nyilvan teljesul, hogy

P. P
EF=73+ 23=p3=AE (1.22)

Az 1.3.3 fejezettel megegyez® maodon itt is kiszamolhatok ad- , AB ESCDpszaka%zhosizok

Tehat az 1.8 abran lathaté konstrukciéval bemutathaték a P3 3 5 6,

szamok mint szakaszhosszok.

2 2

1.3.5. Haromszo6g alaku konstrukcio

Ebben az alfejezetben ap 2; P 3 éscos 15 értékeket egy kisebb haromszdgekre felosztott
derékszog haromszdg segitségével reprezentaljuk.

Az 1.9 bran lathatd ABG  derékszdgy haromszog csucsnél 1év® sz6gés -0s,G csucsnal
lev® szbge pedid5 os. AzABG  rovidebbik befogoja legyen egység hosszBA =1.

10



1.9. abra. Haromszdg

Osszuk fel azABG  haromszoget egyenl®szard haromszdgekre a rovidebbik befogotdl
kezdve, Ugy, hogy az alapon fekv® szdgeket sori®d 15 -kal csokkentjik. Az igy kapott
haromszogekABD : alapon fekv® sz6ge€i5 -osak;BCD  szabalyos haromszdg: sz6géD -
osak;CDE egyenl®szarl derékszogf haromszdg: alapon fekv® szd§eiosak;DEF : ala-
pon fekv® sz6geB0 -osak;EFG : alapon fekv® szdgel5 -osak. Mivel mindegyik kis harom-
sz6g egyenl®szaru, a szaraik mind egység hosszi@RE atfogdja 2, DEF  alapja pedig

3 hosszUsagu.

Az AB oldallal parhuzamosEE kdzépvonal behlzasaval a kivetkez®ket vehetjilk észe®
éppen aDF szakasz felez®pontjaban van, ami nyilvan BEF  hdromszdgben aZ cslucshoz
tartoz6 magassag talppontja. AZABG  atfogdjanak felez®pontja pedide . Mivel a k6zépvonal

hossza fele a vele parhuzamos oldal hosszanak, ezB& °= 3. Innen:

q p=> P P—= p p—

AG= 1+ 2+ 3°= 1+4+4 3+3= 8+4 3

@—p- ' P ' BP_ P.2 p. p
AG= 8+4 3= 4 2+ 3 = 6+ 2 = 6+ 2 (1.23)

Mivel E az AG szakasz felez®pontja, ezért az alabbi szakaszhosszokat kapjuk:

11



p6+p§
2
P- P~ p

_ p_
1 6+ 2 P~ 6 2
AC—EAG CE—T 2—?

1
EG = -AG =
2

(1.24)

Lathatjuk, hogy ezek pedig éppen a&os 15 éssin 15 kétszeresei. (A megoldas soran mashogy is
lehet gondolkodni, pl. koszinusz-tétel segitségével, vagy annak felhasznalasaval, haygE °
félszabalyos haromszog.)

Az ABC éskEFG egyenl®szari haromszégek alapjai hosszanak kiszamolasaval megkaptuk
2 cos15 és2 sinl5 értékét. Innen nyilvan adédik cos 15 éssin15 értéke is:

cosS 15 = ﬁ
- 4
P~ P
sinl5 = % (1.25)

1.3.6. Tizenkétszog

A szabalyos tizenkétszog feloszthatd 12 egybevagé egyenl®szari haromszégre az 1.10 abran
lathaté modon. A haromszdgekC csucsnal 1év® sz6ge0 -os, azA ésB csucsnal 1év® szdge-
ik pedig 75 -osak. AzABC egyenl®szarli haromszdg szarainak hossza legyelPABC -et
a C-hez tartoz6 magassaga két egybevagd derékszogf haromszdogre bontja. A hegyesszdgek

sz 2

AB =2 sinl5 =2 cos75 (1.26)
A haromsz6g magassaga pedig
AB =2 sin75 =2 cos15 (2.27)

A cos 15 meghatarozasahoz tehat meg kell hataroznunk egy5 75 30 -0s egyenl®szara
haromszogben az alap felének hosszéat. Jelblg az alap (vagyis a tizenkétszog oldalanak)
hosszéat,b pedig azABC magassagat.

Az a és b szakaszhosszok kiszamitasara K®nig Dénes [14] egy, a tizenkétszog teriletét
felhaszndlé rendkivil frappans modszert irt le. Ehhez el®szor szerkesszink a tizenkétszog koré
egy 2 oldalhosszlisagu négyzetet az 1.11 abran lathatdé maédon.

Allitsunk a tiznkétszog oldalaira szabalyos haromszogeket ezek az 1.11 abran &AB
ésABE haromszigek. Ezek egybevagobak, hiszen az oldalhosszaik megegyeznelOAZ
OCB ; ADE ;ésBEF szintén egybevagoak, mert oldalhosszaik paronként egyenl®ek.

A teljes négyzet négy darab sarki konkav 6tsz0gb®EDABF ) és tizenkét egybevagoé egyen-
I®szari haromszogh®XBC ) all. Ezeket a részeket feloszthatjuk harom-harom paronként egy-
bevago haromszogre ACO = DAE = CBO =BFE ¢ésAOB = ABE . Vagyisa
négyzetet feloszthatjuk 16 egyenl® tertlety részre, melyb®I 12 rész adja a tizenkétszdg teljes
terliletét. Innen a tizenkétszog terilete:

_ 12 5
Tin = 16 2°=3 (1.28)

12



1.10. abra. Szabalyos tizenkétszdg

A tizenkétszog terllete Ugy is kiszamolhat6, hogy 6sszegezzik az ®t felépit® 12 egybevago

haromszdg teriletét:

Tion = 12 T =12 %b =6ab (129)
Ebb®I kiszamoljukb értéket:
6ab=3
1
= — 1.30
% (1.30)

Legyen a° = 8. Ekkor b = ﬁ). Hasznaljuk a Pitagorasz-tételt a tizenkétszoget felépit®
haromszogek magassagaival képzett derékszogf haromszoégekre:
p_
1 2 3

p_
p= 2t 3 (1.31)
4
Ezekb®l pedig megkapjulka®t és b-t:
r—p—
. 2 '3
a’=
4
S —
2+ 3
b= . (1.32)
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1.11. abra. Szabalyos tizenkétszdg négyzetbe irva

A kett®s gydkjelet teljes négyzetté alakitassal eltintethetjuk, igy:

. IOQ P6
a= —
4
P~ P~
2+ 6
= - - 1.
b 1 (2.33)
Innen természetesen macos 15 éssin15 értékét is tudjuk:
P P2
sin1s5 = aO: E: 276
2 4
P~ P
2+
cosl1l5 = b= TG (1.34)

1.4. Nem elemi szamolasi modszer

Az el®bbi, kozépiskolaban is bemutathatd példak utan nézzikk meg, hogyan szamolhatjuk
ki cos 15 éscos 75 értékét magasabb algebrai ismereteket tartalmaz6 szamolasokkal.

1.4.1. A 24. korosztasi polinom gyokei

Az aladbbiakban kdrosztasi polinomok segitségével fogjuk kiszamolobs 15 értékét.

A 4(x) korosztasi polinomot kiszamolhatjuk akévetkez®képpen:
x?4 1
24(x) = Q (1.35)
dizade2a  d(X)
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1.12. abra. A 24. primitiv egységgyokok

ahol:
1(X)=x 1
2(X) = x+1
3(X)= X%+ x+1
4(X) = x%+1
6(X)= x> x+1
g(X)= x*+1

(x)= x* x2+1

u(x)= x8 x%+1 (1.36)

A huszonnegyedik kérosztasi polinom (1.36. egyenlet) gyokei a 24. primitiv egységgyokok.
Ezeknek a valds része megegyezik a keresetis 15 és als 1;5;7;11;13;17; 19; 23-szorosainak

koszinuszanak értékével.
Szeretnénk kifejezni a 24(x) polinom gyokeit. Alakitsuk at az x2 x*+1 =0 egyenletet:

(1.37)

Ez egy reciprok egyenlet, mivel az egytthatoi szimmetrikusak. A reciprok egyenleteknek so-
hasem gyoke a nulla, igy az 1.37 egyenlet mindkét oldalat eloszthatjuk*-nel:

(1.38)

A reciprok egyenletnek mindenx gyokérex® = = is gyoke, azonos multiplicitassal,

X| R

ezért az 1.38 egyenlet kifejezhet® + — polinomjaként is:
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x*+ = 1= x+ = 4 x+ - +1
1
legyen x+; = vy, ekkor:
4°+1=0 (1.39)

Az 1.39 egyenletet haromféleképpen lehet masodfokiak szorzatara bontani (hiszen tudjuk,
hogy négy kilénbdz® gyodke van, melyeket parosithatunk). A lehetséges felbontasok:

x2 pé 2 X2+ pé 2 (1.40)
x? P 2x 1 x°+ P 2x 1 (1.41)
2 P~ 2 P~
X 6x+1 x°+ 6x+1 (1.42)

A szorzatokban szerepl® masodfokl egyenleteket mar kdzépiskolas modszerekkel is meg tudjuk
oldani. Az els® felbontasbdl (1.40 egyenlet) két egymasba agyazott gyokjeles alakban kapjuk
meg a polinomok gyokeit:

P—p—
X1:2 = 2 3
q p —
X3:4 = 2+ 3 (1.43)

a masik két felbontasbol (1.41, 1.42 egyenletek) viszont szebb vagyis egymasba agyazott
gyOkjeleket nem tartalmaz6 alakban:

o P53 Pg
1,2 — 2
P~ P
X3:4 = 2; 6 (1.44)

Vegylik észre, hogy ax + ” kifejezés éppen a keresettos 15 kétszeresével egyezik meg. Tehat
a fenti polinomok gyokei éppen a keresett koszinusz érték kétszeresei.
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2. fejezet

Problémafelvetées és feladatkészités

2.1. Bevezetés

A matematikaoktatasnak egy kdztudottan fontos része a matematikai problémékkal, felada-
tokkal val6 foglalkozas. Leggyakrabban ez valamilyen feladatmegoldé tevékenységet jelent, gya-
korlofeladatok megoldasatol egészen a nagyobb kihivast jelent® versenyfeladatok megoldasaig[8].
A magyarorszagi matematikaoktatas hires a problémakézpontisagéarol, szamos hires matema-
tikusunk, szinvonalas matematikaversenyeink (pl. a KoMaL és az Arany Daniel Matemati-
kaverseny) j6 példak erre. A problémamegoldd képesség fejlesztése nemcsak feladatsorok és
versenyfeladatok megoldasaval térténhet, hanem szerepet kaphat bennepsoblémafelvetési
képessédejlesztése is, ugyanis ahogyan azt Polya Gyorgy is irja a szakért® szint{ probléma-
megoldasi folyamatnak egy fontos Iépése a probléma Ujrafogalmazésa, varialdsa és Uj kérdések,
problémak felvetése a kapott feladat alapjan [22], [9].

Amikor Rékasi Annaval 2018-ban elkezdtik els® TDK kutatdsunkat, els®sorban az a ta-
pasztalat motivalt minket a témavalasztasban, hogy mennyi unalmas, vagy egymastol csak
a megadott szdmokban szikséges gondolatmenetben azonban nem kilonb6z®, és rosszul
bedltdztetett matematikafeladattal talalkoztunk didkéveink és a tanitassal (akkor még f®leg
korrepetalassal) toltott id® alatt. Ugy gondoltuk, hogy a matematikatanaroknak szilkséges el-
sajatitani azt a képességet, hogy az 6rakon jol alkalmazhatd, érdekes, gondolkodtat6 és az adott
csoport tudasahoz illeszked® feladatokat valasszanak vagy készitsenek. Ezért az els® témank a
matematika tanarszakos hallgatok problémamegoldasi és problémafelvetési képességeinek vizs-
galata lett [23], [24]. Innen mar nem volt menekvés, elkezdtiik egyre jobban beledsni magunkat
a problémafelvetés kutatasdba és a tanarszakos hallgatok utan a kdzoktatasban tanulé dia-
kok problémafelvetési, feladatkészitési képességeit is elkezdtiuk vizsgalni. Rékasi Annaval ket
kozépiskolasokkal foglalkozd TDK dolgozatot irtunk [23], [24], ezekben a kutatdsokban f®leg
gimnazistak vettek részt. Czeglédi Csabaval pedig Matematika didaktika szeminariumsoran
szakképzésben tanuld diakok feladatkészitési képességeinek vizsgalatarol irtunk TDK dolgoza-
tot [8], ez a munka azonban nem szerepel jelen dolgozatban.

A kutatdsokban nagyon motivalé volt, hogy tébb neves kilféldi kutatval is talalkozhat-
tunk, és beszélgethettiink. 2019 majusaban talalkozhattunk Boris Koichuval (Weizmann Insti-
tute of Science), aki Magyarorszagra latogatott. 2020-ban a Matematika és Informatika Didak-
tikai Kutatasok Konferencian (MIDK2020) loannis Papadopoulos-szal (Aristotle University of

17



Thessaloniki) talalkoztunk, aki tokéletesen a téméankba illeszked®ermNavigating in the diverse
landscape of problem posingcimmel tartott plenaris el®adast, az el®adasbdl és a vele valod
beszélgetésb®l is nagyon sokat tanulhattunk. A MIDK2022 konferencian pedig John Mason
(University of Oxford & Open University) profeszorral talalkoztunk és beszélgettiink, aki A
Mathematician's Work Is Never Done: the role of generalisation in learning, appreciating, and
comprehending mathematical ideascimmel tartott plenaris el®adast, ami szintén kapcsolddik
a problémafelvetés témakoréhez.

2.1.1. Rovid torténeti attekintés

A matematikatudas elsajatitdsahoz elengedhetetlen az oktatasban, hogy létezzenek megfe-
lel® matematikafeladatok és -problémak, hogy ezeken keresztil a diaksag megismerkedhessen
a matematikai gondolkodassal és amelyek megoldasa megalapozza és elmélyitse matemati-
katudasukat, megértésiket. Természetesen adodik hat a kérdés. hoggnnan jonnek ezek a
megfelel® feladatok és egyaltalamit®l jo a j6 feladat? A problémafelvetés modern kuta-
tasat Silver és Kilpatrick munkai alapoztak meg [29], [12]. Vizsgalata az utdbbi egy-masfél
évtizedben lett a matematikadidaktika vizsgalatanak egyik kdzponti témaja [32], [10].

Singer, Ellerton és Cai [32] szerkesztésében 2015-ben megjelent Btathematical Problem
Posing: From Research to E ective Practice cim{ 6sszefoglal6 tanulmany, melyben a probléma-
felvetés kutatdsanak helyzetér®l és f®bb vizsgalandd kérdéseir®l irnak. A kdnyv els® fejezetem
melyet Cai, Hwang, Jian és Silber irt, felsorolja és vizsgéalja a problémafelvetés kdzoktatasban
tortén® kutatasdnak alapkérdéseit [5]. Szerintik a problémafelvetés kutatasdnak legfontosabb
kérdései jelenleg a kovetkez®k (a felsorolasban d®It betfk jelzik azokat a kérdéseket, melyekkel
mi is foglalkoztunk):

1. Miért fontos a problémafelvetés az iskolai matematikaoktatasban?

2. Miért nem képesek a diakok és a tanarok matematikailag fontos problémakat alkotni?

3. Lehet-e hatékonyan képezni a didkokat és a tanarokat a magas szinvonall problémak
alkotaséara?

4. Mit tudunk a problémafelvetés kognitiv folyamataroél?
5. Milyen kapcsolat van a problémamegoldas és a problémafelvetés kozott?

6. Alkalmas-e a problémafelvetés a matematikai tanulasi eredmények és a kreativitas vizs-
galatara?
7. Hogyan jelenik meg a problémafelvetés a tantervben?
8. Hogyan teljesit egy olyan osztély, ahol a tanulok foglalkoznak problémafelvetéssel?
9. Hogyan lehet hasznalni a technol6giat a problémafelvetésben?
10. Mit tudunk arrél, hogy milyen hatassal van a problémafelvetési tevékenység a didkok
eredményeire?
A tanarképzésben és a matematikaoktatasban egyarant fontos, hogy j6 matematikafeladatokkal
foglalkozzunk. Szamos kutatas vizsgalja, hogy diakok és tanarok tudnak-e min®ségi feladato-

kat alkotni, a felvetett problemaik matematikai jellegfek-e és alkalmazhatok-e osztalytermi
gyakorlatban [5] [32]. A legtdbb kutatasban vannak olyan tanarok és diakok egyarant, akik
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képesek érdekes és relevans matematikai problémak megalkotasara, azonban olyan résztvev®k
is vannak matematika tanarszakos hallgaték kdzott is akik megoldhatatlan vagy irrelevans,

nem matematikai problémakat vetnek fel [30] [31] [4]. T6bb kutatas is foglalkozott mar a fej-
lesztés lehet®ségeivel. Koichu és Kontorovich [13] azt vették észre, hogy a kisérletiikben részt
vev®, sikeres problémafelvet® tanarjeldltek akkor alkottak a legjobb problémaikat, amikor a
problémafelvet® tevékenységiiket problémamegoldassal és problémaelemzéssel 6tvozték. L. Ma
[18] kbnyvében leirja, hogy a tanaroknak a jo problémak felvetéséhez sziikségilk van arra, hogy
a matematikafeladatok mogotti modszertani és szakmai megértésik novekedjék. Torokorszagi
kutatasok [17] szerint a leend® tanarok altalaban szokvanyos problémakat tfznek ki, mert a
hallgaték nem mernek Ujitani, ugyanis attdl tartanak, hogy nem fogjak tudni megoldani a
sajat maguk altal kitflzétt problémakat.

Nem ujkelet] gondolat, hogy a didkok maguk is vessenek fel problémakat, kérdéseket ma-
tematikafeladatokhoz kapcsolédéan. Henry Ben eld mar 1887-ben arrol irt egyik mfvében,
hogy a tanul6k érdeke a sajat problémak, feladatok készitése [2]. Javaslata az volt, hogy a
szaktanar ennek érdekében mutasson absztrakt példakat, amelyeket a diakok sajat feladatta
alakithatnak. Természetesen léteznek ennél modernebb példak is a tandrai matematikai prob-
lemafelvetés kutatasara. Magyarorszagon példaul Kovacs Zoltan, Baré6 Em®ke, Locska Orsolya
és Konya Eszter is foglalkoznak matematikadrai problémafelvetéssel [15] [16].

2.1.2. Mi a probléma?

A problémafelvetés vizsgalata nagyon sokszin{ [20]. Régton felmerll kérdésként, hogy egy-
altalan mit neveziink problémanak? A matematika-feladatok osztalyozasanak kérdése nem
Ujkelety probléma. A Mdodszertani példatarban (Vasarhelyi, 2013) a feladatok osztalyozasa-
rél a kovetkez®t olvashatjuk: Egy feladat zart, ha megadott kezdeti feltételek mellett keressik
meghatarozott kérdésekre a valaszt. igy a tankonyvekben, példatarakban szerepl® feladatok tobb-
sége zartnak tekinthet®. Egy feladat megoldasa soran valamilyen kezdeti allapotbdl (kiindulasi
feltételek) valamilyen végallapotba (a feltett kérdés megvalaszolasa) szeretnénk eljutia.egy
feladat esetében a kezdeti allapotbdl a végallapotba jutas modja nem adott kdzvet-
lenlll, azaz nehézségekbe Utkéziink a megoldas soran, akkor problémardl beszéliink
Egy feladat problémakaraktere objektiv és szubjektiv tényez®kt®I is fligg, hiszen ugyanaz a kér-
désfeltevés lehet példaul a megold6 felkésziltségét®l fligg®en nehéz probléma, vagy éppen ru-
tinfeladat. A nyitott feladatok altalaban nem oldhaték meg rutinszerfen, igy helyette a nyitott
probléma elnevezés gyakran helytallo lehet, és valoszinflleg ezért is hasznaljak igy gyakran
(Pehkonen, 1995) [1] [21]. Stickles [33], aki tanarjeldltek és matematikatanarok problémafel-
vetését vizsgdlta, a kdvetkez® feltételekkel hatarozta meg g6l de nialt probléma fogalmat:

1. 6sztonzi a feladat egyszer{sitését és ezaltal 6nall6 feladat felvetését, valamint matema-

tikai modell létrehozésat

2. nincs olyan ismert megoldasi médszer vagy eljaras, mellyel azonnal megoldhaté a feladat.
Gyakorlatnak vagy gyakorléfeladatnak (excercise) pedig azokat a feladatokat nevezi, amelyek
pusztan egy ismert algoritmus vagy eljaras alkalmazasat kovetelik meg. A Stickels kutatasdban
részt vev® tanarok és tanarjeldltek, bar képesek voltak problémakat alkotni, az énallé prob-
Iémafelvetésben vald sikerességiik csak részleges volt. Kapott adatok alapjan képesek voltak
szamosfeladatot késziteni, de nehézségeik voltak relevans és Ujszepfpblémak készitésével.
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Sokkal sikeresebbek voltak abban, hogy mar meglév® problémakat forméljanak ujja.

loannis Papadopoulos szerint az els® nehézség, amivel a problémafelvetéssel foglalkozni
akaré kutatdé szembesiil, hogy parhuzamosan tébb értelmezése is van a problémafelvetésnek.
Az els® fontos szempont, hogy kiknek a problémafelvetési, feladatkészitési képességeit vizsgalja
egy kutatas: versenyfeladatkészit®k, tankdnyvirék, matematikatanarok, matematika tanarsza-
kos és tanitd szakos hallgaték és didkok egyarant gyakran vizsgalt alanyai a kutatoknak. Magat
a problémafelvetés folyamatat is sokféleképpen értelmezi a szakirodalom. loannis Papadopo-
ulos a MIDK2020 konferencian tartott Navigating in the diverse landscape of problem posing
el®adasédban és 2022-ben megjelent cikkében [20] a problémafelvetés kdvetkez® értelmezéseit
gyfYjtotte dssze:

1. problémafelvetés mint Gj problémak generéalasa

2. problémafelvetés mint mar meglév® problémak wjraformalasa

3. a problémafelvetés egyszerre jelentheti Uj probléma létrehozasat és korabbi probléma
Ujraformalasat (1: +2:)

4. problémafeltevés mint Uj kérdések feltevése és régi kérdések 0j szemszogb®l val6 vizsga-
lata

5. problémafelvetés mint modellezési folyamat.
A problémafelvetés vizsgalatanak célja is sokféle lehet. Papadopoulos az alabbi harom f® ka-
tegoriat kilonitette el:

1. a problémafelvetés mint a tanarképzés része, a leend® tanarok fejlesztése céljabdl

2. a problémafelvetés mint oktatasi vagy pedagoégiai eszkdz, akar problémamegoldas tani-
tasa céljabdl
3. a problémafelvetés mint diagnosztikai eszkoz, a tanuldok konceptudlis megértésének, ne-
hézségeinek, tudasanak felmérésére.
Lathaté, hogy a problémafelvetés nagyon sokféle parhuzamos értelmezésben él egyiitt, ezért
Papadopoulos hangsulyozta, hogy nagyon pontosan és vilagosan kell fogalmazni a probléma-
felvetéssel foglalkoz6 kutatdsokban, hogy egyértelm( legyen, hogy a sok fogalom alatt ki, mit
ért. Beszélgetésiink soran egy sajat szempontrendszer kidolgozasara biztatott minket.
Silver [29], aki a problémafelvetés mai kutatasanak egyik megalapozéja, a problémafelvet®k
altal készitett feladatokat harom szempont szerint vizsgélta. Ezek a gordilékenység ( uency ),
a rugalmassag ( exibility ) és az eredetiség ( originality ). Az els® szempont gdrdilékenység
azt vizsgalja, hany feladatot készitett a problémafelvet®. A masodik rugalmassag a felve-
tett problémak kulonb6z®ségét vizsgalja, vagyis, hogy hany kilonb6z® kategdriaba sorolhatok
a készitett feladatok. A harmadik szempont eredetiség vizsgélja azt, hogy mennyire kilon-
b6znek az egyes problémak az dsszes felvetett problémétél. Silver ezen szempontjai a Torrance
altal a kreativitds mérésére hasznalt szempontokon alapulnak [35].
2015-ben Rosli és munkatarsai 51 tanarjelolt problémafelvetését vizsgald kutatast végeztek
[28]. Az elkészitett feladatokat 11 szempont alapjan értékelték:
1. az informacio forrasa (source of information)

2. megoldhatdsag (solvability)

3. hasonlé problémét mar latott/oldott meg (similar problem seen/worked)
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életb®I vett probléma (Real-life situation)

realisztikus, értelmes, érthet® (realistic, made sense, understandable)
matematikailag pontos/ megfelel® (mathematically appropriate)
magéaval ragadd, vonzo (engaging)

nehézségi szint (di culty level)

© ©® N o g &

eredetiség és kreativitas (originality and creativity)
10. kihivast jelent® (challenging)

11. korosztalynak atanulmanyban ez kozépiskolas korosztélyt jelentett megfelel® (age app-
ropriateness).
Rékasi Annaval a sajat értékel® szempontrendszeriink [25] kidolgozasakor nagymértékben épi-
tettlink a Rosliék altal felsorolt szempontokra, bar a tanulmanyban nem fejtenek ki pontosan
minden értékelési szempontot, igy nem biztos, hogy mi is pontosan ugyanazt értjuk alattuk,
mint ®k. Err®l a 2.3. fejezetben lesz b®vebben sz6.

2.2. Stratégiak

Tobbféle médszerrel mérhet® fel az emberek a problémafelvetési, feladatkészitési képessége,
legyenek akar diakok, hallgatdk vagy szaktanarok. Léteznek bizonyos gyakran hasznalt problé-
mafelvetési stretégidk , amelyekkel facilitdlhat6 és egységesebb mederbe terelhet® a résztvev®k
problémafelvetése.

1. Feladatkészités megadott adatok alapjanpl. a résztvev®k kapnak egy tablazatot egy Uzlet
forgalmardl, vagy egy kosarlabda csapat eredményeir®l, amely adatok kapcsan kell felada-
tokat kitalalniuk.

2. Feladatvarialas: Uj probléma felvetése mar meglév® probléma kapcsan. Ennek egy lehet-
séges modszere a what-if-not technika

3. Feladat készitése valds szituacio modellezéséwvelbanki, pénzigyi szituaciok modellezése,
vagy virusterjedéssel kapcsolatos problémak megfogalmazasa.

4. Adott témara vald feladatkészités: pl. frhajézéssal, sporttal, tardzassal, meseh®sokkel,
vagy mas, el®re megadott téméaval kapcsolatban valé problémafelvetés

5. Adott témakorre val6 feladatkészités:pl. Pitagorasz-tétellel, vagy lineéaris fliggvényekkel
kapcsolatban kell problémakat felvetni
A problémafelvetési folyamatot aszerint is vizsgalhatjuk, hogy mennyire szabalyozott kor-
nyezetben kell a résztvev®knek feladatokat kitalalniuk. Ezen osztalyzas szerint a probléma-
felvetés torténhet szabad, részben-strukturalt és strukturalt kdérnyezetben. Erre szemléletes
példa Xianwei Van Harpen és Norma Presmeg kisérlete [36], melyben a résztvev® majdnem
130 diaknak a kovetkez® instrukciok mentén kellett feladatokat felvetnie:
1. Szabad problémafelvetési helyzet: Tiz lany és tiz U all egy sorban. Vessen fel minél tdbb
problémat, ami valamilyen médon felhasznalja a megadott informacidkat!

2. A megadott abran lathaté egy haromszog és a beirhato kore. Alkosson minél t6bb prob-
[émat, melyek valamilyen médon kapcsolédnak ehhez a képhez!

21



3. Tegnap este buli volt az unokatestvéred hazaban és a cseng® tizszer szoélalt meg. Els®
csengetésre csak egy vendég érkezett. Valahanyszor megszolalt a cseng®, harommal tébb
vendég érkezett, mint ahanyan az el®z® csengésre érkeztek.

a) Hany vendég Iép be a tizedik alkalommal? Valaszat részletezze!

b) Tegyen fel minél tobb kérdést, ami valamilyen médon kapcsolédik ehhez a feladat-
hoz!

2.3. Szempontrendszer

A problémafelvetési kisérleteink soran hasznalt értékel® rendszert Rékasi Annaval kbézdsen
dolgoztuk ki, részben az olvasott szakirodalmak alapjan, részben az egyes kisérletek tapaszta-
latai alapjan. A szempontrendszer 6sszedllitasahoz el®szo6r is meg kellett fogalmaznunk, hogy
mit varunk egy jo feladattol . Az egyes szempontokra kaphato pontszamokat pedig aszerint
sulyoztuk, hogy melyik tulajdonsagot mennyire tartottuk fontosnak egy feladatnal (példaul
fontosabbnak tartjuk, hogy a felvetett probléma matematikailag helyes legyen, mint hogy il-
leszkedjen az adott korosztalyhoz, mert a matematikailag helytelen feladatokat senkinek nem
lehet odaadni, viszont az adott korosztalyhoz nem ill® mas korosztaly szamara még jo lehet).

A kutatdcsoport tagjaival és a kisérletekben részt vev® tanarokkal egyeztetve fogalmaztuk
meg, mit varunk egy jo feladattol . Az dtletelés eredményeképpen az aldbbiak fogalmazodtak
meg:

1. amikor az adott tananyagot tanitom, akkor j6 szivvel fel tudjam adni, ne kelljen rajta
sokat valtoztatni

2. legyen megfelel®en, didaktikusan beilleszthet® valahova a tananyagba (legyen olyan tan-
anyagrész, amihez illeszkedik)

3. tukrézze a tananyagot

4. tobbféle szandékkal feladhatok egy feladatot, de legyen olyan tanulasi cél, amihez illeszt-
het® az adott feladat (példaul egy gyakorlofeladatnal nem feltétlenil sziikséges az otletes
bedltbztetés, viszont alkalmasnak kell lennie a gyakorlasra).

5. Mit jelent a j6 bedltbztetés?

a) valoban arra kérdezzen ra a feladat, amire r4 akar kérdezni (erre meglep® maodon
szamos ellenpélda olvashatd Muzsnay Anna és Szabd Csaba bedltdztetett felada-
tokrdl szo6l6 cikkében [19])

b) a megoldas adjon lehet®séget a diszkussziora a bedltdztetés miatt (a valds szituaciot
leforditani a matematika nyelvére és vissza)

c) Otletesség jelenjen meg a feladat bedltdztetésében
Az elvarasok és a szakirodalmak alapjan ¢sszeallitottunk egy szempontrendszert. Ennek voltak
korabbi, kevésbé részletes verzibi [23] és [24]-ben. A végs®, [25], [26], [8] dolgozatokban hasznalt
szempontrendszer lathaté a 2.1 tablazatban.

A szempontrendszer két f® részre tagolodik, melyekbensaakmaiés azélvezetességszem-

pontokat kilén pontozzuk. A szakmai szempontok k6zé tartozik, hogy az elkészitett feladatok
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illeszkedjenek valamilyen tananyaghoz és korosztalyhoz, megfelel® kihivast jelentsenek a meg-
oldé szamara (ne legyen tul nehéz vagy tul konnyY) és matematikailag helyénvaléak legyenek.

Az élvezetességi szempontokhoz a feladatok bebltdztetése, korszer{sége, eredetisége és élmény-
nyuljtasa tartozik.

Szakmai rész pont Elvezetességi rész pont
Valamilyen tananyaghoz Ujszery, eredeti, N . L,
?’ yag 8 pont J . 1 6 pont | Osszeguk, kivéve, ha nagyobb
illeszked® Otletes .
— — mint 6 pont. Ekkor 6 pont.
Megfelel® kihivast jelent| 4 pont | Matematikai éilmény | 6 pont
Matematikailag helyes | 8 pont Bedltoztetés 6 pont
Korosztalyhoz ill® 5 pont Korszer{ség 4 pont
Osszesen 25 pont Osszesen 16 pont

2.1. tablazat. Szempontrendszer

Az élvezetességi részben az oOtletesség és a matematikai élmény 6sszesen legfeljebb hat
pontot ér, azonban ez a hat pont megszerezhet® pusztan a matematikai élmény vagy 6ttletesség
alapjan. Szerettilk volna, ha a betltdztetés nélkiili, vagy nem tllsagosan Gjszery, azonban nagy
matematikai élményt nyujto feladatok is elérhessenek magas pontszamot ebben a részben.
Ugyanigy a matematikailag nem kiilondsebben nagy meglepetést jelent® pl. gyakorlé jellegy

feladatok, amennyiben érdekesen, frappansan vannak megfogalmazva vagy bedltéztetve, vagy
mas szempontbdl Ujszerfek és ttletesek igy szintén magas élvezetességi pontszamot kaphatnak.

Fontos célja a szempontrendszernek, hogy jol elkilonithet®k legyenek egymastol a kiemelke-
d®an j6 és a kirivoan gyenge feladatok, ezt szolgalja az egyes szempontok magas pontszama. A
szakmai részre (25 pont) magasabb pontszamot adtunk, mint az élvezetességi részre (16 pont).
Ezt azért igy allitottuk dssze, mert egy feladat szempontjabdl fontosabbnak tartjuk, hogy be
lehessen vinni tanorara és fel lehessen adni didkoknak, mint azt, hogy mennyire élményszery a
megoldasa. Természetesen sok pontot lehet szerezni azzal is, ha egy feladat érdekes, megoldasa
élvezetes. Viszont, ha egy feladat matematikailag nem helyes, vagy egyaltalan nem illeszkedik
semmilyen korosztalyhoz, azt nem lehet bevinni tanérara. Mig, ha egy feladat nem kiilénéseb-
ben kreativ, de matematikailag helyes, akkor az kdnnyebben atalakithaté érdekes feladattd,
vagy bevihet® egy olyan 6rara, melynek a gyakorlas a célja, hiszen ilyen 6ran sok feladatot
megoldunk az adott témakdrben, melyek kdzott helyet kaphatnak kevéshé élményszery, de a
gyakorlas szempontjab6l hasznos feladatok is.

Olyan feladatokat szeretnénk jonak nevezni, melyeket j6 szivvel be tudunk vinni mate-
matika éran valtoztatas nélkil. Ezt azért igy hataroztuk meg, mert ha minden rossz, vagy
félig-meddig rossz feladatot, vagyis amiket eredeti formajukban nem tudunk jo szivvel feladni
matematika éran, kijavitgatnank, atalakitanank nekiink és a csoportjainknak megfelel® forma-
ra, akkor nem is lenne sziikség Uj feladatokra, és Uj feladatgyfjteményekre, hiszen a mar létez®
feladatokat ki-ki a maga maédjan javitgatna. Azonban tapasztalhatd, hogy ez a javitas nem
torténik meg, Gjabb és Gjabb tankényvekben jelennek meg érthetetlentl vagy félreérthet®en
megfogalmazott, vagy mas modon hibas feladatok, amiket a matematikatanarok valtoztatas
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nélkil feladnak. Ez nem feltétlentl az ® hibajuk, hiszen teljesen jogos az a johiszemf feltétele-
Zés a tanar részér®I, hogy a tankényvben olyan feladatokat talal, amiket feladhat a diakjainak,
akér 6nallé munkara is.

Egy olyan szempontrendszert szerettiink volna dsszeéllitani, melynek segitségével aszerint
pontozhatjuk a feladatokat, hogy azok mennyire hasznalhatéak fel a matematikaoktatasban.
Megallapitottunk olyan szinteket , amik meghatarozzak, hogy melyik feladatokat nevezzik j6
feladatnak. Szakmailag jonak nevezzilk azt a feladatot, ami a szakmai részben 6sszesen elér
legaldbb 20 pontot, és a szakmai rész valamely szempontjaban minimum 80%-ot. Hasonl6an
hataroztuk meg az élvezetességileg jo feladatokat. Azt a feladatot nevezzik élvezetességileg
jénak, ami az élvezetességi részben elér legalabb 12 pontot, és valamelyik szempontbdl az
élvezetességi részben minimum 80%-ot. Osszességében jonak nevezziik azokat a feladatokat,
amik szakmailag és élvezetességileg is jok.

Ha egy feladat csak matematikailag, vagy csak élvezetességileg éri el a jonak nevezett
szintet, attol az lehet egy j6l hasznalhato feladat. igy az ilyen feladatokat, amik legalabb az
egyik kategdria szerint jok, mar sikeres problémafelvetés eredményének tekintjik.

2.4. Kisérletek

Rékasi Annaval k6ztsen 2018 6ta végeztiink problémafelvetéssel, feladatkészitéssel kapcso-
latos kisérleteket. Az els® két kutatasban [23], [24] tanarszakos hallgatdék problémafelvetési
képességeit vizsgaltuk, a masodik kett®ben [25], [26] pedig kdzoktatasban tanuld didkokét.
Emellett Czeglédi Csabaval is zajlott egy szakképzésben tanulé didkok problémafelvetését vizs-
galé kutatasunk [8].

2.4.1. Egyetemi kisérletek
A kutatas rovid leirdsa

Az els® egyetemi hallgatok kdrében zajlott kutatasunk célja az volt, hogy megvizsgaljuk,
milyen kapcsolatban van egymassal a matematika tanarszakos hallgaték problémmegoldasi
és problémdelvetési képessége. Emellett azt is vzsgaltuk, hogy az évek el®rehaladtaval lesz-e
valtozas a felvetett problémak min®ségében.

A felmérés két fordulébdl allt, melyek egy altalunk kijeldlt konkrét témakdr a derékszo-

g haromszégek koré épiltek. A résztvev® hallgatdknak el®szor egy altalunk dsszeallitott
feladatsort kellett megoldaniuk 6nalléan, 45 perc alatt. Ehhez barmilyen segédeszkozt hasz-
nalhattak, de nem kérhettek masoktdl segitséget hozza. A masodik forduloban pedig harom
sajat feladatot kellett készitenilk, amelyek kiilénb6z® nehézségi szintfek (ezt fel kellett tin-
tetnitk, pl. altalanos iskola 8. évfolyam, vagy 10. évfolyam matematika tagozat). Mindharom
feladatnak derékszdg haromszdogekhez kellett kapcsolddnia.

Az el®zetes tudas alaposabb feltérképezéséhez a kutatas elemzése soran az Algebra és szam-
elmélet3 kurzus hallgatéinal 6sszevetettiilk eredményeiket a kurzuson irt zarthelyi dolgozatok
eredményeivel is. Azért ezen kurzus hallgatéinak eredményeit vizsgaltuk meg legalaposabban,
mert a résztvev®k 49%-a jart erre az 6rara a kutatas félévében, ugyanis abban az évben a
masod- és a harmadévesek jelent®s része is felvette ezt a tantargyat.
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Miutdn az els® egyetemi kisérletben vilagossé valt, hogy a hallgatok szaméara nehézséget
okoz tdbb j6 (oktatasban alkalmazhat6, egymastél kiilonb6z®, nem hibas) probléma felvetése,
szerettlink volna olyan mddszert keresni, amellyel tAmogathato, fejleszthet® a problémafelve-
tési és feladatkészitési képesség.

Az volt a hipotézisiink, hogy ha a hallgatok talalkoznak jo feladatokkal és azok alapjan
vetnek fel sajat problémakat, az fejlesztheti a problémafelvetési, feladatkészitési képességiket.
Ezért a kutatdsban meg akartuk vizsgalni, hogy egy versenyfeladatra valé ravezet® feladat-
sor készitése segiti-e az 6nallé problémafelvetést. A kisérlet két fordulébdl allt, melyekhez a
kisérletben részt vev® hallgatdkat két részre osztottuk, a hallgatdk egyik fele az els® fordulo-
ban 3-5 feladatbdl all6 ravezet® feladatsort készitett egy valasztott OKTV vagy Arany Daniel
versenyfeladathoz (ehhez megadtunk hét feladatot, melyek kézil valaszthattak), a masodik
forduléban pedig sajat feladatokat (ismét 3-5 db) kellett készitenilk a paradicsom, utazas,
internet, vasarnap, boszorkany, narancslé, frutazas témak valamelyikében. A résztvev®k ma-
sik fele a két forduldban forditott sorrendben vett részt. Ebben a kisérletben egyéni részvétel
mellett 3-4 f®s csapatokban is részt lehetett venni, ezt a hallgatdék valaszthattdk meg. A je-
lentkez®k két részre bontasakor igyekeztiink az egyedill jelentkez® hallgatokat és a csapatokat
is véletlenszerfen kettébontani.

A beérkezett, hallgatok altal felvetett feladatok pontozasat mindkét kisérletben Rékasi An-
naval kozosen végeztik. Mindketen végigjavitottuk és oldottuk a feladatokat, és ahol a ponto-
zésban tovabbi kérdéseink meriiltek fel, tanacsot kértiink Szabé Csaba Tanar Urt6l, Muzsnay
Annatol, Szeibert Jankatol vagy Zambo Csillatdl, akik nalunk tobb tanitasi tapasztalattal
rendelkeztek. Ezért ismét kdszonjik a segitségliket.

Eredmények

Az els® kisérletben , melyben a matematika tanarszakos hallgaték problémafelvetési ke-
pességeit, és ezek problémamegoldé képességiikkel vald kapcsolatat vizsgaltuk, a kdvetkez®
eredmények szillettek:

a hallgatok problémamegoldoképessége nem fliggott attdl, melyik évfolyamra jartak;

a hallgaték éltal felvetett feladatok min®sége javult az évfolyamok el®rehaladtaval;
ezek alapjan ugy tfnik, hogy amig a problémamegold6 képesség nem fejl®dik az egyetemi évek
alatt, addig a problémafelvet® képesség fejl®@dést mutat.
A hallgatéknak nehezére esett egynél tébb j6 feladatot késziteni. Ezért killén megvizs-
galtuk a legjobb elért pontszamu feladatukat és a két legrosszabb pontszamu feladatukat.

A legjobb feladat eredménye alig, vagy egyaltalan nem n® a problémamegold6 képesség
flggvényében;

ahogy n®tt a hallgaték két gyengébb feladatanak pontszama, ugy n®tt a problémameg-
old6 képességuk (vagyik az els® forduldban megirt feladatsoron és az Algebra és szamel-
mélet3 zarthelyi dolgozatokon elért pontszamuk is).

A hallgaték gyakran nem készitettek megoldast a feladataikhoz, igy nem vették észre,
ha a feladatuk hibas vagy nem megoldhato.

A hallgatok szamara nehézséget okozott, hogy felismerjék, milyen korosztalyhoz illik a
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felvetett problémajuk (pl. nyolcadikos feladatnak szantak egy kilenc-tizedik osztalyos

ismereteket igényl® feladatot).
Osszességében tehat azt lattuk, hogy egyetlen j6 feladatot szinte barmelyik tanarszakos hallga-
t6 tudott alkotni, viszont harom feladat kitfzése soran mar nagy eltérések lathatéak az egyes
hallgatok munkai kozo6tt. Szilettek olyan feladatok, amiket jonak, kreativnak talaltunk, és
olyanok, amiket kiilénb6z® szempontok alapjan értelmetlennek, vagy nem kreativnak itélttink.

A masodik kisérletben , amely soran a problémafelvetési képesség egy lehetséges fejlesz-

tési moédjat a ravezet® feladatsor készitését prébaltuk ki, a kovetkez® eredmények szlilettek:

a ravezet® feladatsor készitése segiti az 6nallé problémaalkotast;

a matematika tanitasa kurzusok elvégzésével nem hozhaté Osszefliggésbe a bekildott
feladatok szinvonala (ebben a kisérletben azok a hallgatok, akik mar tdbb matematika
tanitasa kurzust sikeresen elvégezteknem értek el se jobb, de rosszabb eredményeket,
mint atalabb hallgatétarsaik);

az egyetemet nem az ajanlott Gtemterv szerint végz® ( csusz6 ) hallgatdk gyenge felada-
tokat készitettek;

a csoportmunka sok esetben nem valésult meg (nem kdzésen készitetek feladatokat, vagy
valaki egyaltalan nem vetett fel problémakat, csak a hatarid®k betartasara gyelt);

azok a hallgatok, akiknek el®szor ravezet® feladatsort kellett késziteniik, az els® for-
duléban szigni kansan jobb eredményeket értek el, mint akik el®szor sajat, tematikus
feladatokat készitettek. A masodik forduléban (a sajat, tematikus feladatkészités soran)
nem valtozott az eredményuk.

Azok a hallgatok, akik masodik forduléban készitettek ravezet® feladatsort, jobb ered-
ményt értek el ezzel, mint az el®z® forduldban a sajat, tematikus problémafelvetéssel.

A ravezet® feladatsor készitése soran sokszor a hivatalos megoldas egyes Iépéseire készi-
tettek feladatot a hallgatok. Emellett a ravezet® feladatok gyakran tul kénnyfek voltak,

s®t, volt olyan is, amikor szinte egyaltalan nem is kapcsolodtak az eredeti feladathoz,
ezért nem valdsult meg a ravezetés.

Bar ebben a kisérletben mar kifejezetten kértiik, hogy a felvetett feladataikhoz készitse-
nek megoldast a hallgatok, ez néhol itt is nehézséget okozott. A sajat tematikus feladatok
készitésénél gyakori hiba volt a megoldasokban, hogy olyan adatokat hasznaltak, amiket
a feladatban nem adtak meg, vagy olyan ismeretet hasznéltak a megoldashoz, mely a
feladat szévegéb®l nem derdlt ki. Emellett probléma, hogy nem minden hallgato tudja,
mi szamit teljes mintamegoldasnak (egyetlenegy szam nem).

A feladatok nehézségi szintiének megallapitasa itt is tébbszor gondot okozott.
Osszességében azt mondhatjuk, hogy a ravezet® feladatsor készitése segiti az 6nallé problémaal-
kotast, azonban pusztan annak a feladatnak az elvégzése, hogy a hallgatd egy nehezebb feldatra
felkészit® feladatsort készitsen, még nem valtoztat senkit tokéletes és gyakorlott problémafel-
vet®vé. Erdemes és szilkséges a tanarszakos hallgatok problémafelvet® képességét fejleszteni,
hiszen matematikatanarokként fontos lesz szadmukra, hogy jol alkalmazhato, érdekes felada-
tokat tudjanak alkotni. A kutatas eredményeib®I kiindulva j6 kezdeti modszernek latszik az,
ha a problémafelvet® tevékenységet mar meglév® problémak elemzésével és varidlasaval, vagy
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hozzajuk kapcsolodo feladatok készitésével kezdjik. Ennek az lehet az oka, hogy igy a rave-
zet® feladatkészités soran mar lattak j0 problémat, alaposan koriljartak, foglalkoztak vele,
gondolkodtak réla. igy némi ralatast nyerhettek a j6 probléméak karakterisztikajara, és sajat
problémak is esziikbe juthattak a problémamegoldasi folyamat soran.

Példak: "A j6, a rossz és a csuf"

Szeretnék az alabbiakban megmutatni néhany, a hallgaték altal készitett feladatot. Ezek
kozott talalhatok jol és kevésbé jOl sikerlltek is, és meg gyelhet®k kilonféle elkészitési mddok
(szovegszerkeszt®ben készitett feladatok, lefényképezett kézzel irt feladatok, vagy csupan az
email térzsszévegeként elkuldott feladatsor).

2.1. abra. Gonosz boszorkany témara készitett, 10. osztalyos matematikai logika feladat.
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