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Bevezetés

Egyetemi tanulmányaim során a reguláris tanórák mellett nagy hatással voltak rám a

Módszertani Meséktudományos diákköri m¶hely keretében meghallgatott matematika tanulás-

és tanításmódszertani el®adások. Ennek hatására kezdtem el el®ször Rékasi Anna, majd Csehné

Szenderák Júlia és Szörényi Sára évfolyamtársaimmal Szabó Csaba Tanár Úrnál kutatni a

Matematika Tanuláselméleti és -pszichológiai Kutatócsoport ban.

Rékasi Annával közösen négy TDK dolgozatot írtunk problémafelvetés és feladatkészítés

témakörében:

� Matematika tanárszakos hallgatók problémafelvetési és problémamegoldási készségeinek

összehasonlítása(2018: Kari TDK 1. díj, 2019: OTDK 3. díj). [23]

� Matematika tanárszakos hallgatók problémafelvetési képességeinek vizsgálata fejlesztési

céllal (2019: Kari TDK 1. díj) [24]

� Közoktatásban tanuló diákok feladatkészítési képességének vizsgálata(2020: Kari TDK 1.

díj). [25]

� Problémafelvetés és feladatkészítés egy lehetséges megjelenítése matematikaórán(2020:

Kari TDK 1. díj, 2021: OTDK különdíj). [26]

Vásárhelyi Éva Tanárn® felkérésére Csehné Szenderák Júlia és Szörényi Sára szaktársaim-

mal és Zámbó Csilla doktorandusz hallgatóval közösen, Szabó Csaba Tanár Úr témavezetésével

az akkor készül®Theoretische und empirische Analysen zum geometrischen Denkentanulmány-

kötetbe írtunk egy szaktanulmányt Geometric representations of irrational algebraic numbers

in Hungarian high school mathematics educationcímmel [34]. Majd ennek kib®vítéseként 2021-

ben TDK dolgozatot írtunk Kell-e félnünk a cos 15� -tól? Ha igen, bizonyítsd, ha nem, mutass

ellenpéldát! [7] címmel, mellyel szintén els® díjat nyertünk az intézményi kari TDK-n.

Szakdolgozatomban néhány korábbi TDK munkám részleteit fogom felhasználni és kiegé-

szíteni. Bár mindegyik munka társszerz®s, a dolgozatban a közös kutatásokból a saját munkám

eredményeit fogom kiemelni. A dolgozat els® fejezete els®sorban matematikai, második fejezete

szakmódszertani jelleg¶.
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1. fejezet

cos 75� : hogyan védekezzünk a

szögfüggvények ellen?

1.1. Bevezetés: Racionális és irracionális problémák

1.2. cos 15� és cos 75�

Kell-e félnünk a cos 15� -tól? Ha igen, bizonyítsd, ha nem, mutass ellenpéldát!cím¶ TDK

dolgozatunkban [7], melyet Csehné Szenderák Júliával és Szörényi Sárával írtunk, bemutatunk

olyan, legfeljebb két gyökjellel kifejezhet® irracionális számokat, melyeket szemléltethetünk

(megszerkeszthetünk) geometriailag. Ezek olyan számok, amelyek Galois-csoportjának elem-

száma kett®hatvány (ebb®l következik a szerkeszthet®ségük) és legfeljebb negyedfokúak (így

legfeljebb két gyökjel szerepel a felírásukban). Számunkra most a legérdekesebb algebrai szá-

mok a szabályosn-szögek középponti szögeinek koszinuszai. Ebben a dolgozatban els®sorban a

szabályos huszonnégyszög középponti szögének (15� ) és kiegészít® szögének (75� ) koszinuszával

fogok foglalkozni.

1.3. Elemi számolási módszerek

A következ® alfejezetekben meg fogom mutatni, hogyan konstruálhatunk olyan geometriai

feladatokat, melyek segítségével elemi módszerekkel, középiskolás szinten mutathatunk geo-

metriai reprezentációkat kevés gyökjellel kifejezhet® irracionális számokra. Az itt bemutatott

feladatok célja els®sorban acos 15� , sin 15� , cos 75� éssin 75� számok geometriai reprezentáci-

ója, de mellettük meg fog jelenni a
p

2, a
p

3 és a
p

6 is.

1.3.1. Építkezzünk!

Legel®ször nézzük meg, milyen alakzatokat használjunk fel a geometriai konstrukciók el-

készítéséhez. A15� és a 75� szögfüggvényeit kézenfekv® olyan háromszögek segítségével ki-

számolni, melyekben szerepelnek ezek a szögek. Építkezhetünk15� � 75� � 90� szög¶ derékszög¶

háromszögekb®l, vagy akár olyan egyenl®szárú háromszögekb®l, melyek alapon fekv® szögei

15� vagy 75� fokosak.
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Pusztán azzal, hogy egymás mellé szerkesztünk ilyen egyenl®szárú háromszögeket, ahogyan

az 1.1 ábra mutatja, máris megjeleníthatjük acos 15� éscos 75� számokat szakaszhosszként.

1.1. ábra. cos 15� éscos 75� reprezentációja15� -os és75� -os alapon fekv® szög¶ egyenl®szárú

háromszögekkel.

A 75� -os alapon fekv® szög¶ egyenl®szárú háromszögek (1.2 ábránABC � és DEF � )

alapjának hossza legyen2y, a 15� -os egyenl®szárú háromszög (DEG � ) alapjának hossza pedig

legyen2x.

x = cos 15� = sin 75�

y = cos 75� = sin 15� (1.1)

Az addíciós tételek segítségével kiszámolhatjuk ezek értékét:

cos 75� = cos (30� + 45 � ) =

p
3

2
�

p
2

2
�

1
2

�

p
2

2
=

p
6 �

p
2

4

cos 15� = cos (45� � 30� ) =

p
2

2
�

p
3

2
+

p
2

2
�

1
2

=

p
6 +

p
2

4
(1.2)

Tehát az 1.1 és az 1.2 egyenletekb®l megkaptukx ésy szakaszhoszokat:

x =

p
6 +

p
2

4

y =

p
6 �

p
2

4
(1.3)

Sikerült tehát legfeljebb két-két gyökjel használatával megadnunkcos 15� és cos 75� pontos

értékét.

Most pedig számítsuk ki azAE ésBD szakaszhosszokat! Látható, hogyAE = 2x + 2y és

BD = 2x � 2y teljesül. Így a két szakasz hossza:

AE = 2x + 2y =

p
6 +

p
2

2
+

p
6 �

p
2

2
=

p
6

BD = 2x � 2y =

p
6 +

p
2

2
�

p
6 �

p
2

2
=

p
2 (1.4)
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Találtunk tehát egy példát középiskolai módszerekkel is megoldható geometriai problémára,

melynek segítségével reprezentálhatóak nemcsak a
p

2 és
p

6 számok � melyeket ennél elemibb

módon is könnyen reprezentálhatunk � hanem acos 15� , sin 15� , cos 75� éssin 75� számok értéke

is. Kereshetünk azonban ennél a konstrukciónál �szebbet� is, azaz vagy olyan konstrukciót, ami

egy beöltöztetett probléma felvetésére ad lehet®séget, vagy olyat, aminek még ennél is több

irracionális szám megjelenik.

1.2. ábra.
p

6 és
p

2 reprezentációja15� -os és75� -os alapon fekv® szög¶ egyenl®szárú három-

szögekkel.

1.3.2. "Ha egy téglám van, abból nem lehet házat építeni"

Az itt bemutatott feladat egy könnyebben beöltöztethet® konstrukció segítségével mutatja

be a cos 15� értékét.

Vegyünk egy egység oldalú négyzetet és az egyik oldalára szerkesszünk egy egység oldalú

szabályos háromszöget! Így az 1.3 és 1.4 ábrákon látható alakzatot kapjuk. A konstrukcióhoz

felvethet® probléma:

Feladat: Matematikakedvel® Állampolgár mézeskalácsházat készített egy 1 dm olda-

lú négyzet és 1 dm oldalú szabályos háromszög egybeillesztésével. A házikót azonban

sütés után véletlenül eltörte, így most kíváncsi arra, hogy vajon az összeragasztás-

hoz milyen hosszan kell húznia a cukormázat?(Az 1.3 ábrán a piros szakasz jelöli

a törés vonalát.)
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1.3. ábra. Matematikakedvel® Állampolgár mézeskalács házikója.

Megoldás: (A megoldás során az 1.4 ábra jelöléseit fogjuk használni.) El®ször is húzzuk be

az ABCD négyzet és azADE � háromszög közös szimmetriatengelyét! Így kapjuk azEF

szakaszt, ami azABCD négyzet és azADE � háromszög közösAD oldalát a T pontban

metszi. Az ET szakasz az egységoldalú szabályos háromszög magassága, így a hossza

p
3

2
. A

TF szakasz hossza pedig nyilván megegyezik a négyzet oldalhosszával, tehát1.

Tekintsük az EFC � derékszög¶ háromszöget! Abból, hogyADE ^ = 60 � ésADC ^ = 90 �

következik, hogy EDC ^ = 150� . Innen könnyen belátható, hogyDEC ^ = ECD ^ = 15 � ,

FCE ^ = 75 � ésCEF ^ = 15 � . Tudjuk, hogy az EFC � derékszög¶ háromszög két befogójának

hossza:

FC =
1
2

� BC =
1
2

EF = ET + TF =

p
3

2
+ 1 (1.5)

Ebb®l a Pitagorasz-tétel segítségével kiszámolhatjuk a keresettCE átfogó hosszát:
 p

3
2

+ 1

! 2

+
�

1
2

� 2

= ( CE)2

� p
3 + 2

� 2

4
+

1
4

=
8 + 4

p
3

4
= 2 +

p
3 = ( CE)2

CE =
q

2 +
p

3 (1.6)

Ezzel találtunk egy elemi számolási módszert2 � cos 15� kiszámítására.

2 � cos 15� =
q

2 +
p

3 (1.7)

Felmerülhet a feladatmegoldókban, hogy a két egymásba ágyazott négyzetgyökjel esetleg

nem elég "szép" megoldás. Teljes négyzetté alakítással és némi algebrai furfanggal szerencsére

ez a kett®s gyökjel is megszüntethet®:

q
2 +

p
3 =

s
2

� p
3 + 1

� 2

4
=

p
6 +

p
2

2
(1.8)
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1.4. ábra. 2 � cos 15� bemutatása egység oldalú szabályos háromszög és egységnégyzet segítsé-

gével.

Alakítsuk tovább a feladatot, törjük tovább Matematikakedvel® Állampolgárunk mézeskalá-

csát!

Feladat: Matematikakedvel® Állampolgár sajnos ismét elejtette házikóját, és legna-

gyobb meglepetésére kitört bel®le egy szabályos háromszög alakú darab az1.5 ábrán

látható módon, ami éppen a házikó tetejével egybevágó. Bölcs barátunk most azt

szeretné kiszámolni, hogy mekkora is az a két szakasz, amire az eredeti törésvonal

felbomlott?

1.5. ábra. Matematikakedvel® Állampolgár mézeskalácsa ismét eltörött.
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Megoldás: 1.6 ábrán keressük azEH ésCH szakaszok hosszát. A továbbtörés hatására

a házikó négy háromszögre bomlott fel, ahogyan az 1.6 ábrán is látható.

Az eredetileg letört CDE � egyenl®szárú háromszög szögeir®l tudjuk, hogyDEC ^ =

ECD ^ = 15 � és EDC ^ = 150� . A két szár hossza:ED = DC = 1 , a CE alap hosszát

pedig 1.6 egyenletben kiszámoltuk:CE =
p

2 +
p

3.

Az ABH � háromszög a feladat szerint egy egység oldalú szabályos háromszög. Innen már

látható, hogy azAHE � háromszög egy egyenl®szárú derékszög¶ háromszög, aBCH � három-

szög pedig olyan egyenl®szárú háromszög, melynek alapon fekv® szögeiBCH ^ = CHB ^ =

75� és szárai egység hosszúak.

Mivel AHE � egyenl®szárú derékszög¶ háromszög egység hosszú befogókkal, ezért tudjuk,

hogy átfogója
p

2 hosszú:

EH =
p

2 (1.9)

1.6. ábra. További szakaszok berajzolásásval már2 � sin 15� is szemléltethet®.

A CH szakaszt pedig megkaphatjuk aCE ésEH szakaszok különbségeként:

CE � EH =
q

2 +
p

3 �
p

2 (1.10)

A m¶velet elvégzéséhez alakítsuk teljes négyzetté
p

2 +
p

3-t:

q
2 +

p
3 =

s
2

� p
3 + 1

� 2

4
(1.11)
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Helyettesítsük be 1.11 egyenletet 1.10-be:

CH =
p

2 +
p

3 �
p

2 =

s
2

� p
3 + 1

� 2

4
�

p
2 =

p
2

� p
3 + 1 � 2

�

2

CH =

p
6 �

p
2

2
(1.12)

Ezzel találtunk egy elemi számolási módszert2 � sin 15� kiszámítására.

2 � sin 15� =

p
6 �

p
2

2
(1.13)

Ezekben a számolásokban dupla (egymásba ágyazott) gyökjel szerepelt, ami két szempont-

ból is rossz. Az egyik az, hogy nem biztos, hogy észrevesszük, hogy a kifejezés egyszer¶bb

alakra hozható. A másik pedig, hogy egy dupla gyökös kifejezés elveheti a diák kedvét a továb-

bi �geometriázástól�. Ezért most mutatunk olyan módszereket, ahol nem ütközünk egymásba

ágyazott gyököket tartalmazó kifejezésbe.

Ha a feladatot megoldók ismernek alapvet® a trigonometrikus összefüggéseket, nagyon

hasznos lehet a feladatot eleve a második formában kit¶zni, vagyis a 1.6. ábrán látható törés

szerint. Ekkor a fenti számolások a következ®képpen módosulnak: a Pitagorasz-tételb®l tudjuk,

hogy:

a2 + b2 = 1 (1.14)

1.6. ábrán legyenEC = 2a ésHC = 2b. Látható, hogy

2a � 2b =
p

2 (1.15)

1.15 egyenletet visszahelyettesítve 1.14 egyenletbe a következ® másodfokú egyenletet kapjuk:

8a2 � 4
p

2a � 2 = 0 (1.16)

ennek megoldásai éppen

p
2 �

p
6

4
és

p
2 +

p
6

4
. Ezek szerint:

a =

p
2 +

p
6

4

b =

p
6 �

p
2

4
(1.17)

Így nagyobb algebrai átalakítások nélkül is meglaphatjuk a házikóból kitört szakaszok hosszát,

azazcos 15� éssin 15� értékét.

Összefoglalva: A házikós feladatok segítségével tehát elemi módszerekkel kiszámoltuk

cos 15� éssin 15� (vagy kétszereseik) értékét:

cos 15� =

p
6 +

p
2

4

sin 15� =

p
6 �

p
2

4
(1.18)
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1.3.3. Húrtrapéz alakú konstrukció

Az 1.3.1 fejezetben olyan egyenl®szárú háromszögekb®l építkeztünk, melyek alapon fekv®

szögei15� , illetve 75� fokosak, száraik pedig egységnyi hosszúságúak. Most ilyen háromszögek

segítségével készítsünk szimmetrikus trapézt az 1.7 ábrán látható módon. A trapéz hosszabbik

alapján fekv® szögei75� fokosak, rövidebbik alapján pedig105� fokosak a szögek.

1.7. ábra. Szimmetrikus trapéz alakú konstrukció

CD szakaszhosszt megkaphatjukAF ésAB különbségeként. Így

p
6 = AF = AB + CD = 2a + 2b

20 + 2b =
p

6 (1.19)

1.19. egyenletet behelyettesítve aza2+ b2 = 1 pitagoraszi összefüggésbe a következ® másodfokú

egyenletet kapjuk:

8a2 � 4
p

6a + 2 = 0 (1.20)

melyb®l dupla gyökvonás nélkül is megkaphatjuk a keresett szakaszhosszok értékét.

CD =

p
6 +

p
2

2

AB =

p
6 �

p
2

2
(1.21)

Az 1.7 ábrán látható konstrukció segítségével egy ábrán szemléltetjük a
p

2,
p

6 és

p
6 +

p
2

2
hosszokat. (Ez utóbbi nyilván 2 � cos 15� értékével egyezik meg.)

1.3.4. Ötszög alakú konstrukció

Ismét az 1.3.1 fejezetben már megismert egyenl®szárú háromszögekb®l most az 1.3.3 fe-

jezetbeli trapézhoz hasonló módon egy tengelyesen szimmetrikus ötszöget készítünk,amivel

szintén kiszámolhatócos 15� értéke. Ez látható az 1.8 ábrán. Az 1.7 ábra szimmetrikus tra-

pézához képest az változott, hogyK pontot tükröztük a CD oldal egyenesére, így kaptuk az

ötszögE csúcsát.
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1.8. ábra. Szimmetrikus ötszög alakú konstrukció

Ebben az elrendezésbenAE ésEF szakaszok hossza
p

3, ugyanis DFT � ésEDT � �fél-

szabályos� háromszögek, melyekbenED = EF = 1 ésDT =
1
2

. Tehát nyilván teljesül, hogy

EF =

p
3

2
+

p
3

2
=

p
3 = AE (1.22)

Az 1.3.3 fejezettel megegyez® módon itt is kiszámolhatók azAF , AB ésCD szakaszhosszok.

Tehát az 1.8 ábrán látható konstrukcióval bemutathatók a
p

3,
p

6,

p
6 �

p
2

2
és

p
6 +

p
2

2
számok mint szakaszhosszok.

1.3.5. Háromszög alakú konstrukció

Ebben az alfejezetben a
p

2;
p

3 és cos 15� értékeket egy kisebb háromszögekre felosztott

derékszög¶ háromszög segítségével reprezentáljuk.

Az 1.9 ábrán látható ABG � derékszög¶ háromszögA csúcsnál lév® szöge75� -os,G csúcsnál

lév® szöge pedig15� os. Az ABG � rövidebbik befogója legyen egység hosszú:BA = 1 .
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1.9. ábra. Háromszög

Osszuk fel azABG � háromszöget egyenl®szárú háromszögekre a rövidebbik befogótól

kezdve, úgy, hogy az alapon fekv® szögeket sorra15� � 15� -kal csökkentjük. Az így kapott

háromszögek:ABD � : alapon fekv® szögei75� -osak;BCD � szabályos háromszög: szögei60� -

osak;CDE � egyenl®szárú derékszög¶ háromszög: alapon fekv® szögei45� -osak;DEF � : ala-

pon fekv® szögei30� -osak;EFG� : alapon fekv® szögei15� -osak. Mivel mindegyik kis három-

szög egyenl®szárú, a száraik mind egység hosszúak.CDE � átfogója
p

2, DEF � alapja pedig
p

3 hosszúságú.

Az AB oldallal párhuzamosEE 0 középvonal behúzásával a következ®ket vehetjük észre:E 0

éppen aDF szakasz felez®pontjában van, ami nyilván aDEF � háromszögben azE csúcshoz

tartozó magasság talppontja. AzABG � átfogójának felez®pontja pedigE . Mivel a középvonal

hossza fele a vele párhuzamos oldal hosszának, ezértEE 0 = 1
2 . Innen:

AG =
q

1 +
�
2 +

p
3
� 2

=
p

1 + 4 + 4
p

3 + 3 =
p

8 + 4
p

3

AG =
q

8 + 4
p

3 =

r

4
�

2 +
p

3
�

=

r � p
6 +

p
2
� 2

=
p

6 +
p

2 (1.23)

Mivel E az AG szakasz felez®pontja, ezért az alábbi szakaszhosszokat kapjuk:
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EG =
1
2

AG =

p
6 +

p
2

2

AC =
1
2

AG � CE =

p
6 +

p
2

2
�

p
2 =

p
6 �

p
2

2
(1.24)

Láthatjuk, hogy ezek pedig éppen acos 15� éssin 15� kétszeresei. (A megoldás során máshogy is

lehet gondolkodni, pl. koszinusz-tétel segítségével, vagy annak felhasználásával, hogyDEE 0�

félszabályos háromszög.)

Az ABC � ésEFG� egyenl®szárú háromszögek alapjai hosszának kiszámolásával megkaptuk

2 � cos 15� és2 � sin 15� értékét. Innen nyilván adódik cos 15� éssin 15� értéke is:

cos 15� =

p
6 +

p
2

4

sin 15� =

p
6 �

p
2

4
(1.25)

1.3.6. Tizenkétszög

A szabályos tizenkétszög felosztható 12 egybevágó egyenl®szárú háromszögre az 1.10 ábrán

látható módon. A háromszögekC csúcsnál lév® szöge30� -os, azA és B csúcsnál lév® szöge-

ik pedig 75� -osak. Az ABC � egyenl®szárú háromszög szárainak hossza legyen 1.ABC � -et

a C-hez tartozó magassága két egybevágó derékszög¶ háromszögre bontja. A hegyesszögek

szögfüggvényeinek de�nícióját felhasználva a háromszög alapja:

AB = 2 � sin 15� = 2 � cos 75� (1.26)

A háromszög magassága pedig

AB = 2 � sin 75� = 2 � cos 15� (1.27)

A cos 15� meghatározásához tehát meg kell határoznunk egy75� � 75� � 30� -os egyenl®szárú

háromszögben az alap felének hosszát. Jelöljea az alap (vagyis a tizenkétszög oldalának)

hosszát,b pedig azABC � magasságát.

Az a és b szakaszhosszok kiszámítására K®nig Dénes [14] egy, a tizenkétszög területét

felhasználó rendkívül frappáns módszert írt le. Ehhez el®ször szerkesszünk a tizenkétszög köré

egy 2 oldalhosszúságú négyzetet az 1.11 ábrán látható módon.

Állítsunk a tiznkétszög oldalaira szabályos háromszögeket � ezek az 1.11 ábrán azOAB �

ésABE � háromszögek. Ezek egybevágóak, hiszen az oldalhosszaik megegyeznek. AzOAC� ;

OCB� ; ADE � ; ésBEF � szintén egybevágóak, mert oldalhosszaik páronként egyenl®ek.

A teljes négyzet négy darab sarki konkáv ötszögb®l (EDABF ) és tizenkét egybevágó egyen-

l®szárú háromszögb®l (ABC ) áll. Ezeket a részeket feloszthatjuk három-három páronként egy-

bevágó háromszögre �ACO� �= DAE � �= CBO� �= BFE � ésAOB � �= ABE � . Vagyis a

négyzetet feloszthatjuk 16 egyenl® terület¶ részre, melyb®l 12 rész adja a tizenkétszög teljes

területét. Innen a tizenkétszög területe:

T12^ =
12
16

� 22 = 3 (1.28)
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1.10. ábra. Szabályos tizenkétszög

A tizenkétszög területe úgy is kiszámolható, hogy összegezzük az ®t felépít® 12 egybevágó

háromszög területét:

T12^ = 12 � T� = 12 �
ab
2

= 6ab (1.29)

Ebb®l kiszámoljukb értékét:

6ab= 3

b =
1
2a

(1.30)

Legyen a0 = a
2 . Ekkor b = 1

4a0. Használjuk a Pitagorasz-tételt a tizenkétszöget felépít®

háromszögek magasságaival képzett derékszög¶ háromszögekre:

(a0)2 + b2 = 1 ( a0)2 +
1

16(a0)2 = 1 ( a0)2 =
2 �

p
3

4

b2 =
2 +

p
3

4
(1.31)

Ezekb®l pedig megkapjuka0-t és b-t:

a0 =

r
2 �

p
3

4

b =

s
2 +

p
3

4
(1.32)
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1.11. ábra. Szabályos tizenkétszög négyzetbe írva

A kett®s gyökjelet teljes négyzetté alakítással eltüntethetjük, így:

a0 =

p
2 �

p
6

4

b =

p
2 +

p
6

4
(1.33)

Innen természetesen márcos 15� éssin 15� értékét is tudjuk:

sin 15� = a0 =
a
2

=

p
2 �

p
6

4

cos 15� = b =

p
2 +

p
6

4
(1.34)

1.4. Nem elemi számolási módszer

Az el®bbi, középiskolában is bemutatható példák után nézzük meg, hogyan számolhatjuk

ki cos 15� éscos 75� értékét magasabb algebrai ismereteket tartalmazó számolásokkal.

1.4.1. A 24. körosztási polinom gyökei

Az alábbiakban körosztási polinomok segítségével fogjuk kiszámolnicos 15� értékét.

A � 24(x) körosztási polinomot kiszámolhatjuk akövetkez®képpen:

� 24(x) =
x24 � 1

Q
dj24;d6=24 � d(x)

(1.35)
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1.12. ábra. A 24. primitív egységgyökök

ahol:

� 1(x) = x � 1

� 2(x) = x + 1

� 3(x) = x2 + x + 1

� 4(x) = x2 + 1

� 6(x) = x2 � x + 1

� 8(x) = x4 + 1

� 12(x) = x4 � x2 + 1

� 24(x) = x8 � x4 + 1 (1.36)

A huszonnegyedik körosztási polinom (1.36. egyenlet) gyökei a 24. primitív egységgyökök.

Ezeknek a valós része megegyezik a keresettcos 15� és a15� 1; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23-szorosainak

koszinuszának értékével.

Szeretnénk kifejezni a� 24(x) polinom gyökeit. Alakítsuk át az x8 � x4 + 1 = 0 egyenletet:

�
x8 + 1

�
� x4 = 0 (1.37)

Ez egy reciprok egyenlet, mivel az együtthatói szimmetrikusak. A reciprok egyenleteknek so-

hasem gyöke a nulla, így az 1.37 egyenlet mindkét oldalát eloszthatjukx4-nel:
�

x4 +
1
x4

�
� 1 = 0 (1.38)

A reciprok egyenletnek mindenx = � gyökére x0 =
1
�

is gyöke, azonos multiplicitással,

ezért az 1.38 egyenlet kifejezhet®x +
1
x

polinomjaként is:
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�
x4 +

1
x4

�
� 1 =

�
x +

1
x

� 4

� 4
�

x +
1
x

� 2

+ 1

legyen
�

x +
1
x

�
= y, ekkor:

�
x4 +

1
x4

�
� 1 = y4 � 4y2 + 1 = 0 (1.39)

Az 1.39 egyenletet háromféleképpen lehet másodfokúak szorzatára bontani (hiszen tudjuk,

hogy négy különböz® gyöke van, melyeket párosíthatunk). A lehetséges felbontások:

�
x2 �

p
3 � 2

� �
x2 +

p
3 � 2

�
(1.40)

�
x2 �

p
2x � 1

� �
x2 +

p
2x � 1

�
(1.41)

�
x2 �

p
6x + 1

� �
x2 +

p
6x + 1

�
(1.42)

A szorzatokban szerepl® másodfokú egyenleteket már középiskolás módszerekkel is meg tudjuk

oldani. Az els® felbontásból (1.40 egyenlet) két egymásba ágyazott gyökjeles alakban kapjuk

meg a polinomok gyökeit:

x1;2 = �
p

2 �
p

3

x3;4 = �
q

2 +
p

3 (1.43)

a másik két felbontásból (1.41, 1.42 egyenletek) viszont �szebb� � vagyis egymásba ágyazott

gyökjeleket nem tartalmazó � alakban:

x1;2 = �

p
2 �

p
6

2

x3;4 = �

p
2 +

p
6

2
(1.44)

Vegyük észre, hogy azx +
1
x

kifejezés éppen a keresettcos 15� kétszeresével egyezik meg. Tehát

a fenti polinomok gyökei éppen a keresett koszinusz érték kétszeresei.
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2. fejezet

Problémafelvetés és feladatkészítés

2.1. Bevezetés

A matematikaoktatásnak egy köztudottan fontos része a matematikai problémákkal, felada-

tokkal való foglalkozás. Leggyakrabban ez valamilyen feladatmegoldó tevékenységet jelent, gya-

korlófeladatok megoldásától egészen a nagyobb kihívást jelent® versenyfeladatok megoldásáig[8].

A magyarországi matematikaoktatás híres a problémaközpontúságáról, számos híres matema-

tikusunk, színvonalas matematikaversenyeink (pl. a KöMaL és az Arany Dániel Matemati-

kaverseny) jó példák erre. A problémamegoldó képesség fejlesztése nemcsak feladatsorok és

versenyfeladatok megoldásával történhet, hanem szerepet kaphat benne aproblémafelvetési

képességfejlesztése is, ugyanis � ahogyan azt Pólya György is írja � a szakért® szint¶ probléma-

megoldási folyamatnak egy fontos lépése a probléma újrafogalmazása, variálása és új kérdések,

problémák felvetése a kapott feladat alapján [22], [9].

Amikor Rékasi Annával 2018-ban elkezdtük els® TDK kutatásunkat, els®sorban az a ta-

pasztalat motivált minket a témaválasztásban, hogy mennyi unalmas, vagy egymástól csak

a megadott számokban � szükséges gondolatmenetben azonban nem � különböz®, és rosszul

beöltöztetett matematikafeladattal találkoztunk diákéveink és a tanítással (akkor még f®leg

korrepetálással) töltött id® alatt. Úgy gondoltuk, hogy a matematikatanároknak szükséges el-

sajátítani azt a képességet, hogy az órákon jól alkalmazható, érdekes, gondolkodtató és az adott

csoport tudásához illeszked® feladatokat válasszanak vagy készítsenek. Ezért az els® témánk a

matematika tanárszakos hallgatók problémamegoldási és problémafelvetési képességeinek vizs-

gálata lett [23], [24]. Innen már nem volt menekvés, elkezdtük egyre jobban beleásni magunkat

a problémafelvetés kutatásába és a tanárszakos hallgatók után a közoktatásban tanuló diá-

kok problémafelvetési, feladatkészítési képességeit is elkezdtük vizsgálni. Rékasi Annával két

középiskolásokkal foglalkozó TDK dolgozatot írtunk [23], [24], ezekben a kutatásokban f®leg

gimnazisták vettek részt. Czeglédi Csabával pedig aMatematika didaktika szemináriumsorán

szakképzésben tanuló diákok feladatkészítési képességeinek vizsgálatáról írtunk TDK dolgoza-

tot [8], ez a munka azonban nem szerepel jelen dolgozatban.

A kutatásokban nagyon motiváló volt, hogy több neves külföldi kutatóval is találkozhat-

tunk, és beszélgethettünk. 2019 májusában találkozhattunk Boris Koichuval (Weizmann Insti-

tute of Science), aki Magyarországra látogatott. 2020-ban a Matematika és Informatika Didak-

tikai Kutatások Konferencián (MIDK2020) Ioannis Papadopoulos-szal (Aristotle University of
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Thessaloniki) találkoztunk, aki tökéletesen a témánkba illeszked®en �Navigating in the diverse

landscape of problem posing� címmel tartott plenáris el®adást, az el®adásból és a vele való

beszélgetésb®l is nagyon sokat tanulhattunk. A MIDK2022 konferencián pedig John Mason

(University of Oxford & Open University) profeszorral találkoztunk és beszélgettünk, aki �A

Mathematician's Work Is Never Done: the role of generalisation in learning, appreciating, and

comprehending mathematical ideas� címmel tartott plenáris el®adást, ami szintén kapcsolódik

a problémafelvetés témaköréhez.

2.1.1. Rövid történeti áttekintés

A matematikatudás elsajátításához elengedhetetlen az oktatásban, hogy létezzenek megfe-

lel® matematikafeladatok és -problémák, hogy ezeken keresztül a diákság megismerkedhessen

a matematikai gondolkodással és amelyek megoldása megalapozza és elmélyítse matemati-

katudásukat, megértésüket. Természetesen adódik hát a kérdés. hogyhonnan jönnek ezek a

�megfelel®� feladatok és egyáltalánmit®l jó a jó feladat? A problémafelvetés modern kuta-

tását Silver és Kilpatrick munkái alapozták meg [29], [12]. Vizsgálata az utóbbi egy-másfél

évtizedben lett a matematikadidaktika vizsgálatának egyik központi témája [32], [10].

Singer, Ellerton és Cai [32] szerkesztésében 2015-ben megjelent egyMathematical Problem

Posing: From Research to E�ective Practicecím¶ összefoglaló tanulmány, melyben a probléma-

felvetés kutatásának helyzetér®l és f®bb vizsgálandó kérdéseir®l írnak. A könyv els® fejezetem

melyet Cai, Hwang, Jian és Silber írt, felsorolja és vizsgálja a problémafelvetés közoktatásban

történ® kutatásának alapkérdéseit [5]. Szerintük a problémafelvetés kutatásának legfontosabb

kérdései jelenleg a következ®k (a felsorolásban d®lt bet¶k jelzik azokat a kérdéseket, melyekkel

mi is foglalkoztunk):

1. Miért fontos a problémafelvetés az iskolai matematikaoktatásban?

2. Miért nem képesek a diákok és a tanárok matematikailag fontos problémákat alkotni?

3. Lehet-e hatékonyan képezni a diákokat és a tanárokat a magas színvonalú problémák

alkotására?

4. Mit tudunk a problémafelvetés kognitív folyamatáról?

5. Milyen kapcsolat van a problémamegoldás és a problémafelvetés között?

6. Alkalmas-e a problémafelvetés a matematikai tanulási eredmények és a kreativitás vizs-

gálatára?

7. Hogyan jelenik meg a problémafelvetés a tantervben?

8. Hogyan teljesít egy olyan osztály, ahol a tanulók foglalkoznak problémafelvetéssel?

9. Hogyan lehet használni a technológiát a problémafelvetésben?

10. Mit tudunk arról, hogy milyen hatással van a problémafelvetési tevékenység a diákok

eredményeire?

A tanárképzésben és a matematikaoktatásban egyaránt fontos, hogy jó matematikafeladatokkal

foglalkozzunk. Számos kutatás vizsgálja, hogy diákok és tanárok tudnak-e min®ségi feladato-

kat alkotni, a felvetett problémáik matematikai jelleg¶ek-e és alkalmazhatók-e osztálytermi

gyakorlatban [5] [32]. A legtöbb kutatásban vannak olyan tanárok és diákok egyaránt, akik
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képesek érdekes és releváns matematikai problémák megalkotására, azonban olyan résztvev®k

is vannak � matematika tanárszakos hallgatók között is � akik megoldhatatlan vagy irreleváns,

nem matematikai problémákat vetnek fel [30] [31] [4]. Több kutatás is foglalkozott már a fej-

lesztés lehet®ségeivel. Koichu és Kontorovich [13] azt vették észre, hogy a kísérletükben részt

vev®, sikeres problémafelvet® tanárjelöltek akkor alkották a legjobb problémáikat, amikor a

problémafelvet® tevékenységüket problémamegoldással és problémaelemzéssel ötvözték. L. Ma

[18] könyvében leírja, hogy a tanároknak a jó problémák felvetéséhez szükségük van arra, hogy

a matematikafeladatok mögötti módszertani és szakmai megértésük növekedjék. Törökországi

kutatások [17] szerint a leend® tanárok általában szokványos problémákat t¶znek ki, mert a

hallgatók nem mernek újítani, ugyanis attól tartanak, hogy nem fogják tudni megoldani a

saját maguk által kit¶zött problémákat.

Nem újkelet¶ gondolat, hogy a diákok maguk is vessenek fel problémákat, kérdéseket ma-

tematikafeladatokhoz kapcsolódóan. Henry Ben�eld már 1887-ben arról írt egyik m¶vében,

hogy a tanulók érdeke a saját problémák, feladatok készítése [2]. Javaslata az volt, hogy a

szaktanár ennek érdekében mutasson absztrakt példákat, amelyeket a diákok saját feladattá

alakíthatnak. Természetesen léteznek ennél modernebb példák is a tanórai matematikai prob-

lémafelvetés kutatására. Magyarországon például Kovács Zoltán, Báró Em®ke, Lócska Orsolya

és Kónya Eszter is foglalkoznak matematikaórai problémafelvetéssel [15] [16].

2.1.2. Mi a probléma?

A problémafelvetés vizsgálata nagyon sokszín¶ [20]. Rögtön felmerül kérdésként, hogy egy-

általán mit nevezünk problémának? A matematika-feladatok osztályozásának kérdése nem

újkelet¶ probléma. A Módszertani példatárban (Vásárhelyi, 2013) a feladatok osztályozásá-

ról a következ®t olvashatjuk: �Egy feladat zárt, ha megadott kezdeti feltételek mellett keressük

meghatározott kérdésekre a választ. Így a tankönyvekben, példatárakban szerepl® feladatok több-

sége zártnak tekinthet®. Egy feladat megoldása során valamilyen kezdeti állapotból (kiindulási

feltételek) valamilyen végállapotba (a feltett kérdés megválaszolása) szeretnénk eljutni.Ha egy

feladat esetében a kezdeti állapotból a végállapotba jutás módja nem adott közvet-

lenül, azaz nehézségekbe ütközünk a megoldás során, akkor problémáról beszélünk .

Egy feladat problémakaraktere objektív és szubjektív tényez®kt®l is függ, hiszen ugyanaz a kér-

désfeltevés lehet például a megoldó felkészültségét®l függ®en nehéz probléma, vagy éppen ru-

tinfeladat. A nyitott feladatok általában nem oldhatók meg rutinszer¶en, így helyette a�nyitott

probléma� elnevezés gyakran helytálló lehet, és valószín¶leg ezért is használják így gyakran

(Pehkonen, 1995)� [1] [21]. Stickles [33], aki tanárjelöltek és matematikatanárok problémafel-

vetését vizsgálta, a következ® feltételekkel határozta meg a �jól de�niált probléma � fogalmát:

1. ösztönzi a feladat egyszer¶sítését és ezáltal önálló feladat felvetését, valamint matema-

tikai modell létrehozását

2. nincs olyan ismert megoldási módszer vagy eljárás, mellyel azonnal megoldható a feladat.

Gyakorlatnak vagy gyakorlófeladatnak (excercise) pedig azokat a feladatokat nevezi, amelyek

pusztán egy ismert algoritmus vagy eljárás alkalmazását követelik meg. A Stickels kutatásában

részt vev® tanárok és tanárjelöltek, bár képesek voltak problémákat alkotni, az önálló prob-

lémafelvetésben való sikerességük csak részleges volt. Kapott adatok alapján képesek voltak

számosfeladatot készíteni, de nehézségeik voltak releváns és újszer¶problémák készítésével.

19



Sokkal sikeresebbek voltak abban, hogy már meglév® problémákat formáljanak újjá.

Ioannis Papadopoulos szerint az els® nehézség, amivel a problémafelvetéssel foglalkozni

akaró kutató szembesül, hogy párhuzamosan több értelmezése is van a problémafelvetésnek.

Az els® fontos szempont, hogy kiknek a problémafelvetési, feladatkészítési képességeit vizsgálja

egy kutatás: versenyfeladatkészít®k, tankönyvírók, matematikatanárok, matematika tanársza-

kos és tanító szakos hallgatók és diákok egyaránt gyakran vizsgált alanyai a kutatóknak. Magát

a problémafelvetés folyamatát is sokféleképpen értelmezi a szakirodalom. Ioannis Papadopo-

ulos a MIDK2020 konferencián tartott Navigating in the diverse landscape of problem posing

el®adásában és 2022-ben megjelent cikkében [20] a problémafelvetés következ® értelmezéseit

gy¶jtötte össze:

1. problémafelvetés mint új problémák generálása

2. problémafelvetés mint már meglév® problémák újraformálása

3. a problémafelvetés egyszerre jelentheti új probléma létrehozását és korábbi probléma

újraformálását (1: + 2 :)

4. problémafeltevés mint új kérdések feltevése és régi kérdések új szemszögb®l való vizsgá-

lata

5. problémafelvetés mint modellezési folyamat.

A problémafelvetés vizsgálatának célja is sokféle lehet. Papadopoulos az alábbi három f® ka-

tegóriát különítette el:

1. a problémafelvetés mint a tanárképzés része, a leend® tanárok fejlesztése céljából

2. a problémafelvetés mint oktatási vagy pedagógiai eszköz, akár problémamegoldás taní-

tása céljából

3. a problémafelvetés mint diagnosztikai eszköz, a tanulók konceptuális megértésének, ne-

hézségeinek, tudásának felmérésére.

Látható, hogy a problémafelvetés nagyon sokféle párhuzamos értelmezésben él együtt, ezért

Papadopoulos hangsúlyozta, hogy nagyon pontosan és világosan kell fogalmazni a probléma-

felvetéssel foglalkozó kutatásokban, hogy egyértelm¶ legyen, hogy a sok fogalom alatt ki, mit

ért. Beszélgetésünk során egy saját szempontrendszer kidolgozására bíztatott minket.

Silver [29], aki a problémafelvetés mai kutatásának egyik megalapozója, a problémafelvet®k

által készített feladatokat három szempont szerint vizsgálta. Ezek a gördülékenység (��uency�),

a rugalmasság (��exibility�) és az eredetiség (�originality�). Az els® szempont � gördülékenység

� azt vizsgálja, hány feladatot készített a problémafelvet®. A második � rugalmasság � a felve-

tett problémák különböz®ségét vizsgálja, vagyis, hogy hány különböz® kategóriába sorolhatók

a készített feladatok. A harmadik szempont � eredetiség � vizsgálja azt, hogy mennyire külön-

böznek az egyes problémák az összes felvetett problémától. Silver ezen szempontjai a Torrance

által a kreativitás mérésére használt szempontokon alapulnak [35].

2015-ben Rosli és munkatársai 51 tanárjelölt problémafelvetését vizsgáló kutatást végeztek

[28]. Az elkészített feladatokat 11 szempont alapján értékelték:

1. az információ forrása (source of information)

2. megoldhatóság (solvability)

3. hasonló problémát már látott/oldott meg (similar problem seen/worked)
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4. életb®l vett probléma (Real-life situation)

5. realisztikus, értelmes, érthet® (realistic, made sense, understandable)

6. matematikailag pontos/ megfelel® (mathematically appropriate)

7. magával ragadó, vonzó (engaging)

8. nehézségi szint (di�culty level)

9. eredetiség és kreativitás (originality and creativity)

10. kihívást jelent® (challenging)

11. korosztálynak �a tanulmányban ez középiskolás korosztályt jelentett� megfelel® (age app-

ropriateness).

Rékasi Annával a saját értékel® szempontrendszerünk [25] kidolgozásakor nagymértékben épí-

tettünk a Rosliék által felsorolt szempontokra, bár a tanulmányban nem fejtenek ki pontosan

minden értékelési szempontot, így nem biztos, hogy mi is pontosan ugyanazt értjük alattuk,

mint ®k. Err®l a 2.3. fejezetben lesz b®vebben szó.

2.2. Stratégiák

Többféle módszerrel mérhet® fel az emberek a problémafelvetési, feladatkészítési képessége,

legyenek akár diákok, hallgatók vagy szaktanárok. Léteznek bizonyos gyakran használt �problé-

mafelvetési stretégiák�, amelyekkel facilitálható és egységesebb mederbe terelhet® a résztvev®k

problémafelvetése.

1. Feladatkészítés megadott adatok alapján:pl. a résztvev®k kapnak egy táblázatot egy üzlet

forgalmáról, vagy egy kosárlabda csapat eredményeir®l, amely adatok kapcsán kell felada-

tokat kitalálniuk.

2. Feladatvariálás: új probléma felvetése már meglév® probléma kapcsán. Ennek egy lehet-

séges módszere a �what-if-not technika�.

3. Feladat készítése valós szituáció modellezésével:pl.banki, pénzügyi szituációk modellezése,

vagy vírusterjedéssel kapcsolatos problémák megfogalmazása.

4. Adott témára való feladatkészítés: pl. ¶rhajózással, sporttal, túrázással, meseh®sökkel,

vagy más, el®re megadott témával kapcsolatban való problémafelvetés.

5. Adott témakörre való feladatkészítés:pl. Pitagorasz-tétellel, vagy lineáris függvényekkel

kapcsolatban kell problémákat felvetni.

A problémafelvetési folyamatot aszerint is vizsgálhatjuk, hogy mennyire szabályozott kör-

nyezetben kell a résztvev®knek feladatokat kitalálniuk. Ezen osztályzás szerint a probléma-

felvetés történhet szabad, részben-strukturált és strukturált környezetben. Erre szemléletes

példa Xianwei Van Harpen és Norma Presmeg kísérlete [36], melyben a résztvev® majdnem

130 diáknak a következ® instrukciók mentén kellett feladatokat felvetnie:

1. Szabad problémafelvetési helyzet: Tíz lány és tíz �ú áll egy sorban. Vessen fel minél több

problémát, ami valamilyen módon felhasználja a megadott információkat!

2. A megadott ábrán látható egy háromszög és a beírható köre. Alkosson minél több prob-

lémát, melyek valamilyen módon kapcsolódnak ehhez a képhez!
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3. Tegnap este buli volt az unokatestvéred házában és a cseng® tízszer szólalt meg. Els®

csengetésre csak egy vendég érkezett. Valahányszor megszólalt a cseng®, hárommal több

vendég érkezett, mint ahányan az el®z® csengésre érkeztek.

a) Hány vendég lép be a tizedik alkalommal? Válaszát részletezze!

b) Tegyen fel minél több kérdést, ami valamilyen módon kapcsolódik ehhez a feladat-

hoz!

2.3. Szempontrendszer

A problémafelvetési kísérleteink során használt értékel® rendszert Rékasi Annával közösen

dolgoztuk ki, részben az olvasott szakirodalmak alapján, részben az egyes kísérletek tapaszta-

latai alapján. A szempontrendszer összeállításához el®ször is meg kellett fogalmaznunk, hogy

mit várunk egy �jó feladattól�. Az egyes szempontokra kapható pontszámokat pedig aszerint

súlyoztuk, hogy melyik tulajdonságot mennyire tartottuk fontosnak egy feladatnál (például

fontosabbnak tartjuk, hogy a felvetett probléma matematikailag helyes legyen, mint hogy il-

leszkedjen az adott korosztályhoz, mert a matematikailag helytelen feladatokat senkinek nem

lehet odaadni, viszont az adott korosztályhoz nem ill® más korosztály számára még jó lehet).

A kutatócsoport tagjaival és a kísérletekben részt vev® tanárokkal egyeztetve fogalmaztuk

meg, mit várunk egy �jó feladattól�. Az ötletelés eredményeképpen az alábbiak fogalmazódtak

meg:

1. amikor az adott tananyagot tanítom, akkor jó szívvel fel tudjam adni, ne kelljen rajta

sokat változtatni

2. legyen megfelel®en, didaktikusan beilleszthet® valahová a tananyagba (legyen olyan tan-

anyagrész, amihez illeszkedik)

3. tükrözze a tananyagot

4. többféle szándékkal feladhatok egy feladatot, de legyen olyan tanulási cél, amihez illeszt-

het® az adott feladat (például egy gyakorlófeladatnál nem feltétlenül szükséges az ötletes

beöltöztetés, viszont alkalmasnak kell lennie a gyakorlásra).

5. Mit jelent a jó beöltöztetés?

a) valóban arra kérdezzen rá a feladat, amire rá akar kérdezni (erre meglep® módon

számos ellenpélda olvasható Muzsnay Anna és Szabó Csaba beöltöztetett felada-

tokról szóló cikkében [19])

b) a megoldás adjon lehet®séget a diszkusszióra a beöltöztetés miatt (a valós szituációt

lefordítani a matematika nyelvére és vissza)

c) ötletesség jelenjen meg a feladat beöltöztetésében

Az elvárások és a szakirodalmak alapján összeállítottunk egy szempontrendszert. Ennek voltak

korábbi, kevésbé részletes verziói [23] és [24]-ben. A végs®, [25], [26], [8] dolgozatokban használt

szempontrendszer látható a 2.1 táblázatban.

A szempontrendszer két f® részre tagolódik, melyekben aszakmaiés azélvezetességiszem-

pontokat külön pontozzuk. A szakmai szempontok közé tartozik, hogy az elkészített feladatok
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illeszkedjenek valamilyen tananyaghoz és korosztályhoz, megfelel® kihívást jelentsenek a meg-

oldó számára (ne legyen túl nehéz vagy túl könny¶) és matematikailag helyénvalóak legyenek.

Az élvezetességi szempontokhoz a feladatok beöltöztetése, korszer¶sége, eredetisége és élmény-

nyújtása tartozik.

Szakmai rész pont Élvezetességi rész pont

Valamilyen tananyaghoz

illeszked®
8 pont

Újszer¶, eredeti,

ötletes
6 pont Összegük, kivéve, ha nagyobb,

mint 6 pont. Ekkor 6 pont.
Megfelel® kihívást jelent 4 pont Matematikai élmény 6 pont

Matematikailag helyes 8 pont Beöltöztetés 6 pont

Korosztályhoz ill® 5 pont Korszer¶ség 4 pont

Összesen 25 pont Összesen 16 pont

2.1. táblázat. Szempontrendszer

Az élvezetességi részben az ötletesség és a matematikai élmény összesen legfeljebb hat

pontot ér, azonban ez a hat pont megszerezhet® pusztán a matematikai élmény vagy ötletesség

alapján. Szerettük volna, ha a beöltöztetés nélküli, vagy nem túlságosan újszer¶, azonban nagy

matematikai élményt nyújtó feladatok is elérhessenek magas pontszámot ebben a részben.

Ugyanígy a matematikailag nem különösebben nagy meglepetést jelent® � pl. gyakorló jelleg¶

� feladatok, amennyiben érdekesen, frappánsan vannak megfogalmazva vagy beöltöztetve, vagy

más szempontból újszer¶ek és ötletesek így szintén magas élvezetességi pontszámot kaphatnak.

Fontos célja a szempontrendszernek, hogy jól elkülöníthet®k legyenek egymástól a kiemelke-

d®an jó és a kirívóan gyenge feladatok, ezt szolgálja az egyes szempontok magas pontszáma. A

szakmai részre (25 pont) magasabb pontszámot adtunk, mint az élvezetességi részre (16 pont).

Ezt azért így állítottuk össze, mert egy feladat szempontjából fontosabbnak tartjuk, hogy be

lehessen vinni tanórára és fel lehessen adni diákoknak, mint azt, hogy mennyire élményszer¶ a

megoldása. Természetesen sok pontot lehet szerezni azzal is, ha egy feladat érdekes, megoldása

élvezetes. Viszont, ha egy feladat matematikailag nem helyes, vagy egyáltalán nem illeszkedik

semmilyen korosztályhoz, azt nem lehet bevinni tanórára. Míg, ha egy feladat nem különöseb-

ben kreatív, de matematikailag helyes, akkor az könnyebben átalakítható érdekes feladattá,

vagy bevihet® egy olyan órára, melynek a gyakorlás a célja, hiszen ilyen órán sok feladatot

megoldunk az adott témakörben, melyek között helyet kaphatnak kevésbé élményszer¶, de a

gyakorlás szempontjából hasznos feladatok is.

Olyan feladatokat szeretnénk jónak nevezni, melyeket jó szívvel be tudunk vinni mate-

matika órán változtatás nélkül. Ezt azért így határoztuk meg, mert ha minden rossz, vagy

félig-meddig rossz feladatot, vagyis amiket eredeti formájukban nem tudunk jó szívvel feladni

matematika órán, kijavítgatnánk, átalakítanánk nekünk és a csoportjainknak megfelel® formá-

ra, akkor nem is lenne szükség új feladatokra, és új feladatgy¶jteményekre, hiszen a már létez®

feladatokat ki-ki a maga módján javítgatná. Azonban tapasztalható, hogy ez a javítás nem

történik meg, újabb és újabb tankönyvekben jelennek meg érthetetlenül vagy félreérthet®en

megfogalmazott, vagy más módon hibás feladatok, amiket a matematikatanárok változtatás
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nélkül feladnak. Ez nem feltétlenül az ® hibájuk, hiszen teljesen jogos az a jóhiszem¶ feltétele-

zés a tanár részér®l, hogy a tankönyvben olyan feladatokat talál, amiket feladhat a diákjainak,

akár önálló munkára is.

Egy olyan szempontrendszert szerettünk volna összeállítani, melynek segítségével aszerint

pontozhatjuk a feladatokat, hogy azok mennyire használhatóak fel a matematikaoktatásban.

Megállapítottunk olyan �szinteket�, amik meghatározzák, hogy melyik feladatokat nevezzük jó

feladatnak. Szakmailag jónak nevezzük azt a feladatot, ami a szakmai részben összesen elér

legalább 20 pontot, és a szakmai rész valamely szempontjában minimum 80%-ot. Hasonlóan

határoztuk meg az élvezetességileg jó feladatokat. Azt a feladatot nevezzük élvezetességileg

jónak, ami az élvezetességi részben elér legalább 12 pontot, és valamelyik szempontból az

élvezetességi részben minimum 80%-ot. Összességében jónak nevezzük azokat a feladatokat,

amik szakmailag és élvezetességileg is jók.

Ha egy feladat csak matematikailag, vagy csak élvezetességileg éri el a jónak nevezett

szintet, attól az lehet egy jól használható feladat. Így az ilyen feladatokat, amik legalább az

egyik kategória szerint jók, már sikeres problémafelvetés eredményének tekintjük.

2.4. Kísérletek

Rékasi Annával közösen 2018 óta végeztünk problémafelvetéssel, feladatkészítéssel kapcso-

latos kísérleteket. Az els® két kutatásban [23], [24] tanárszakos hallgatók problémafelvetési

képességeit vizsgáltuk, a második kett®ben [25], [26] pedig közoktatásban tanuló diákokét.

Emellett Czeglédi Csabával is zajlott egy szakképzésben tanuló diákok problémafelvetését vizs-

gáló kutatásunk [8].

2.4.1. Egyetemi kísérletek

A kutatás rövid leírása

Az els® egyetemi hallgatók körében zajlott kutatásunk célja az volt, hogy megvizsgáljuk,

milyen kapcsolatban van egymással a matematika tanárszakos hallgatók problémamegoldási

és problémafelvetési képessége. Emellett azt is vzsgáltuk, hogy az évek el®rehaladtával lesz-e

változás a felvetett problémák min®ségében.

A felmérés két fordulóból állt, melyek egy általunk kijelölt konkrét témakör � a derékszö-

g¶ háromszögek � köré épültek. A résztvev® hallgatóknak el®ször egy általunk összeállított

feladatsort kellett megoldaniuk önállóan, 45 perc alatt. Ehhez bármilyen segédeszközt hasz-

nálhattak, de nem kérhettek másoktól segítséget hozzá. A második fordulóban pedig három

saját feladatot kellett készíteniük, amelyek különböz® nehézségi szint¶ek (ezt fel kellett tün-

tetniük, pl. általános iskola 8. évfolyam, vagy 10. évfolyam matematika tagozat). Mindhárom

feladatnak derékszög¶ háromszögekhez kellett kapcsolódnia.

Az el®zetes tudás alaposabb feltérképezéséhez a kutatás elemzése során az Algebra és szám-

elmélet3 kurzus hallgatóinál összevetettük eredményeiket a kurzuson írt zárthelyi dolgozatok

eredményeivel is. Azért ezen kurzus hallgatóinak eredményeit vizsgáltuk meg legalaposabban,

mert a résztvev®k 49%-a járt erre az órára a kutatás félévében, ugyanis abban az évben a

másod- és a harmadévesek jelent®s része is felvette ezt a tantárgyat.
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Miután az els® egyetemi kísérletben világossá vált, hogy a hallgatók számára nehézséget

okoz több jó (oktatásban alkalmazható, egymástól különböz®, nem hibás) probléma felvetése,

szerettünk volna olyan módszert keresni, amellyel támogatható, fejleszthet® a problémafelve-

tési és feladatkészítési képesség.

Az volt a hipotézisünk, hogy ha a hallgatók találkoznak jó feladatokkal és azok alapján

vetnek fel saját problémákat, az fejlesztheti a problémafelvetési, feladatkészítési képességüket.

Ezért a kutatásban meg akartuk vizsgálni, hogy egy versenyfeladatra való rávezet® feladat-

sor készítése segíti-e az önálló problémafelvetést. A kísérlet két fordulóból állt, melyekhez a

kísérletben részt vev® hallgatókat két részre osztottuk, a hallgatók egyik fele az els® forduló-

ban 3-5 feladatból álló rávezet® feladatsort készített egy választott OKTV vagy Arany Dániel

versenyfeladathoz (ehhez megadtunk hét feladatot, melyek közül választhattak), a második

fordulóban pedig saját feladatokat (ismét 3-5 db) kellett készíteniük a paradicsom, utazás,

internet, vasárnap, boszorkány, narancslé, ¶rutazás témák valamelyikében. A résztvev®k má-

sik fele a két fordulóban fordított sorrendben vett részt. Ebben a kísérletben egyéni részvétel

mellett 3-4 f®s csapatokban is részt lehetett venni, ezt a hallgatók választhatták meg. A je-

lentkez®k két részre bontásakor igyekeztünk az egyedül jelentkez® hallgatókat és a csapatokat

is véletlenszer¶en kettébontani.

A beérkezett, hallgatók által felvetett feladatok pontozását mindkét kísérletben Rékasi An-

nával közösen végeztük. Mindketen végigjavítottuk és oldottuk a feladatokat, és ahol a ponto-

zásban további kérdéseink merültek fel, tanácsot kértünk Szabó Csaba Tanár Úrtól, Muzsnay

Annától, Szeibert Jankától vagy Zámbó Csillától, akik nálunk több tanítási tapasztalattal

rendelkeztek. Ezért ismét köszönjük a segítségüket.

Eredmények

Az els® kísérletben , melyben a matematika tanárszakos hallgatók problémafelvetési ké-

pességeit, és ezek problémamegoldó képességükkel való kapcsolatát vizsgáltuk, a következ®

eredmények születtek:

� a hallgatók problémamegoldóképessége nem függött attól, melyik évfolyamra jártak;

� a hallgatók által felvetett feladatok min®sége javult az évfolyamok el®rehaladtával;

ezek alapján úgy t¶nik, hogy amíg a problémamegoldó képesség nem fejl®dik az egyetemi évek

alatt, addig a problémafelvet® képesség fejl®dést mutat.

� A hallgatóknak nehezére esett egynél több �jó� feladatot készíteni. Ezért külön megvizs-

gáltuk a legjobb elért pontszámú feladatukat és a két legrosszabb pontszámú feladatukat.

� A legjobb feladat eredménye alig, vagy egyáltalán nem n® a problémamegoldó képesség

függvényében;

� ahogy n®tt a hallgatók két gyengébb feladatának pontszáma, úgy n®tt a problémameg-

oldó képességük (vagyik az els® fordulóban megírt feladatsoron és az Algebra és számel-

mélet3 zárthelyi dolgozatokon elért pontszámuk is).

� A hallgatók gyakran nem készítettek megoldást a feladataikhoz, így nem vették észre,

ha a feladatuk hibás vagy nem megoldható.

� A hallgatók számára nehézséget okozott, hogy felismerjék, milyen korosztályhoz illik a
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felvetett problémájuk (pl. nyolcadikos feladatnak szántak egy kilenc-tizedik osztályos

ismereteket igényl® feladatot).

Összességében tehát azt láttuk, hogy egyetlen jó feladatot szinte bármelyik tanárszakos hallga-

tó tudott alkotni, viszont három feladat kit¶zése során már nagy eltérések láthatóak az egyes

hallgatók munkái között. Születtek olyan feladatok, amiket jónak, kreatívnak találtunk, és

olyanok, amiket különböz® szempontok alapján értelmetlennek, vagy nem kreatívnak ítéltünk.

A második kísérletben , amely során a problémafelvetési képesség egy lehetséges fejlesz-

tési módját � a rávezet® feladatsor készítését � próbáltuk ki, a következ® eredmények születtek:

� a rávezet® feladatsor készítése segíti az önálló problémaalkotást;

� a matematika tanítása kurzusok elvégzésével nem hozható összefüggésbe a beküldött

feladatok színvonala (ebben a kísérletben azok a hallgatók, akik már több matematika

tanítása kurzust sikeresen elvégeztek,nem értek el se jobb, de rosszabb eredményeket,

mint �atalabb hallgatótársaik);

� az egyetemet nem az ajánlott ütemterv szerint végz® (�csúszó�) hallgatók gyenge felada-

tokat készítettek;

� a csoportmunka sok esetben nem valósult meg (nem közösen készítetek feladatokat, vagy

valaki egyáltalán nem vetett fel problémákat, csak a határid®k betartására �gyelt);

� azok a hallgatók, akiknek el®ször rávezet® feladatsort kellett készíteniük, az els® for-

dulóban szigni�kánsan jobb eredményeket értek el, mint akik el®ször saját, tematikus

feladatokat készítettek. A második fordulóban (a saját, tematikus feladatkészítés során)

nem változott az eredményük.

� Azok a hallgatók, akik második fordulóban készítettek rávezet® feladatsort, jobb ered-

ményt értek el ezzel, mint az el®z® fordulóban a saját, tematikus problémafelvetéssel.

� A rávezet® feladatsor készítése során sokszor a hivatalos megoldás egyes lépéseire készí-

tettek feladatot a hallgatók. Emellett a rávezet® feladatok gyakran túl könny¶ek voltak,

s®t, volt olyan is, amikor szinte egyáltalán nem is kapcsolódtak az eredeti feladathoz,

ezért nem valósult meg a rávezetés.

� Bár ebben a kísérletben már kifejezetten kértük, hogy a felvetett feladataikhoz készítse-

nek megoldást a hallgatók, ez néhol itt is nehézséget okozott. A saját tematikus feladatok

készítésénél gyakori hiba volt a megoldásokban, hogy olyan adatokat használtak, amiket

a feladatban nem adtak meg, vagy olyan ismeretet használtak a megoldáshoz, mely a

feladat szövegéb®l nem derült ki. Emellett probléma, hogy nem minden hallgató tudja,

mi számít teljes mintamegoldásnak (egyetlenegy szám nem).

� A feladatok nehézségi szintjének megállapítása itt is többször gondot okozott.

Összességében azt mondhatjuk, hogy a rávezet® feladatsor készítése segíti az önálló problémaal-

kotást, azonban pusztán annak a feladatnak az elvégzése, hogy a hallgató egy nehezebb feldatra

felkészít® feladatsort készítsen, még nem változtat senkit tökéletes és gyakorlott problémafel-

vet®vé. Érdemes és szükséges a tanárszakos hallgatók problémafelvet® képességét fejleszteni,

hiszen matematikatanárokként fontos lesz számukra, hogy jól alkalmazható, érdekes felada-

tokat tudjanak alkotni. A kutatás eredményeib®l kiindulva jó kezdeti módszernek látszik az,

ha a problémafelvet® tevékenységet már meglév® problémák elemzésével és variálásával, vagy
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hozzájuk kapcsolódó feladatok készítésével kezdjük. Ennek az lehet az oka, hogy így a ráve-

zet® feladatkészítés során már láttak jó problémát, alaposan körüljárták, foglalkoztak vele,

gondolkodtak róla. Így némi rálátást nyerhettek a jó problémák karakterisztikájára, és saját

problémák is eszükbe juthattak a problémamegoldási folyamat során.

Példák: "A jó, a rossz és a csúf"

Szeretnék az alábbiakban megmutatni néhány, a hallgatók által készített feladatot. Ezek

között találhatók jól és kevésbé jól sikerültek is, és meg�gyelhet®k különféle elkészítési módok

(szövegszerkeszt®ben készített feladatok, lefényképezett kézzel írt feladatok, vagy csupán az

email törzsszövegeként elküldött feladatsor).

2.1. ábra. Gonosz boszorkány témára készített, 10. osztályos matematikai logika feladat.
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