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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Csomos Petranak az idejéért, tiirel-
méért és az észrevételeiért, melyek hatalmas segitséget nytujtottak a szakdolgozatom
elkésziiléséhez. Szeretném tovabba megkdszonni a csaladomnak és a baratnémnek, hogy
mindvégig tdmogattak az elmilt harom évben.



Bevezetés

A megmaradasi torvények olyan specialis parcialis differencidlegyenletek, melyekkel
szamos fizikai folyamatot lehet modellezni, tobbek kozott a folyadékok és gazok dram-
lasat. Sajnos minél jobban modellezi a valésagot egy egyenlet, annél kevésbé tudjuk
meghatarozni a pontos megoldasat. Emiatt sziikségiink van numerikus modszerekre,
amelyek kozelité megoldasokat tudnak adni a vizsgalt feladatra.

Ebben a szakdolgozatban kiilonb6z6 alapokon nyugvé numerikus modszereket mu-
tatunk be, majd azokat konkrét egyenletekre alkalmazzuk. Az egyenleteket tigy vélasz-
tottuk ki, hogy ismerjiik a pontos megoldasaikat, ennek koszonhetéen konnyen Ossze
tudjuk hasonlitani a kiilonb6z6 modszerek altal nydjtott megoldasokat.

Az els6 fejezetben réviden ismertetjiik azokat a fogalmakat és jeloléseket, amelyeket
a dolgozat tovabbi részében hasznalni fogunk. A masodik fejezetben harom kiilénb6z6
kiindulasbol levezetett numerikus modszereket mutatunk be: a véges kiillonbséges mod-
szerek a parcialis derivaltak numerikus kozelitésein alapszanak, a Magnus-modszer egy
kozonséges differencialegyenletekre vonatkozd sorfejtést iiltet at a parciélis differenci-
alegyenletekre, a konzervativ modszerek pedig a megmaradasi torvények konzervativ
tulajdonsagat hasznaljak ki a pontosabb kozelités érdekében.

A harmadik fejezetben két egyenletre alkalmazzuk a targyalt numerikus modsze-
reket. Megfigyeljiik a modszerek viselkedését kiilonb6z6 paraméterek mellett, majd
osszehasonlitjuk az eltéréseiket a pontos megoldastol. Kiilonosen érdekes a nemlineéris
egyenlet és nemfolytonos kezdeti feltétel esete, mivel a konzervativ médszereket ennek
az esetnek a helyes kezelésére fejlesztették ki.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben bevezetjiik az alapvets fogalmakat, amik sziikségesek a megmarada-
si torvények és az ismertetett numerikus modszerek megértéséhez, valamint definialunk
kiilonboz6 jeloléseket, amiket hasznalni fogunk a dolgozat késébbi fejezeteiben.

1.1. Parcialis differencidlegyenletek
El6szor bevezetjiik a parcialis differencidlegyenletek targyalasahoz sziikséges alapfogal-
makat az [I] jegyzet negyedik fejezetét kovetve.

1.1. Definicio. ay,an, ..., a4 € Nt esetén az a = (aq, ag, . . ., ay) vektort multiindez-
nek nevezzik. Az

d
al =2 o
i=1

szamot az o multiindex rendjének nevezziik. Tetsz6leges o = (v, g, . . ., @) multiin-
dex, Q C R? tartomany és u € C1% () esetén bevezetjiik a

0% = 07" 05% ... 05" u.
jelolést.
1.2. Definici6. Legyen Q C RY tartomany, a = (ay, as, . . ., og) multiindex. Ekkor az
F(z,u(z), 01u(z), Ou(z), . .., 0qu(x), 0%u(x), Opu(z), ..., 00u(z)) =0, z€Q (1.1)

egyenletet parcidalis differencidlegyenletnek nevezzik. Itt v € C™(Q) megoldasfiige-
vényt keressiik, m szamot pedig a differencialegyenlet rendjének nevezziik.

Azokkal a differencidlegyenletekkel, amelyekben az u-tol fiiggd tagok csak linea-
risan vannak jelen, egyszertibb dolgozni. Az m-edrendd linearis differencialegyenletek
altalanos alakja

Z a,0%u = f, (1.2)
|| <m

ahol a végigfut a legfeljebb m-edrendd multiindexeken, és a,, f: 2 — R adott fiiggvé-
nyek. Ha f = 0, a vizsgalt parcialis differencialegyenletet homogénnek nevezziik.



1.3. Definici6. Tekintsiink egy u: Q@ C R®™ — R ismeretlen fliggvényre vonatkozo
elsérendd homogén (1.1]) parcialis differencidlegyenletet. Ekkor ez az egyenlet felirhato
az

(f,Vu) =0
alakban. A
'(s) = f(&(s))

egyenletet az wu-ra vonatkozd differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének, az
egyenlet & megoldésait pedig a karakterisztikus gorbéinek nevezziik.

Egy V: Q C R® — R fiiggvényt a karakterisztikus egyenlet elsd integrdljanak ne-

veziink, ha allando a karakterisztikus gérbék mentén.
1.4. Allitas ([1]). Ha egy V: Q C R™ — R fiigguény elsd integrdlja egy elsérendi homo-
gén parcidlis differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének, akkor egyben megolddsa
1s a differencidlegyenletnek. Kénnyen ldathato, hogy az elsd integrdl tetszdleges folytono-
san differencidlhato fiigguénye is elsd integral, ezért a (P o V') figguény is megolddsa a
differencidlegyenletnek tetszéleges ® € CH(R) fiigguény esetén.

Ebben a dolgozatban idéfiiggs parcidlis differencidlegyenletekkel foglalkozunk. Ez
azt jelenti, hogy kijeloliink egy kitiintetett id6valtozot, amit ¢-vel fogunk jelolni. Emiatt
a tovabbiakban u(t,x), u: Ry x  — R fiiggvények fognak szerepelni.

Ha a differencidlegyenlet egy valds probléma modellezésébdl szarmazik, akkor logi-
kus azt keresni, hogy mi a differencialegyenlet megoldasa egy megadott kezdeti feltétel
mellett.

1.5. Definicié. Az (1.1) egyenlethez rogzitett ¢y € RS és adott ®: Q — R fiiggvény
mellett az

u(to,z) = ®(x), z € (1.3)
megkotés un. kezdeti feltételt ad. Egyiitt az

F(x,u(t,z),01u(t,x), doul(t, z), yu(t,z),...,0mu(t,z)) =0, teR], xeq,
u(to, z) = ®(x), z€Q
(1.4)
feladatot Cauchy-feladatnak nevezziik.

Erdemes lesz kiilonos figyelmet szentelni a nem folytonos ® fiiggvényt tartalmazoé
kezdeti feltétellel ellatott feladatoknak. Az ilyen feladatok esetén az egyszertibb
numerikus modszerek gyakran instabilak lesznek. A legegyszertibb példa egy nem foly-
tonos kezdeti feltételre az tin. Riemann-probléma [5].

1.6. Definicio. Az ([1.4) Cauchy-feladatot tetszéleges 4, z, € R esetén az

{u(x,O) =y, haz <0, (1.5)

u(z,0) =xz,, haz >0

kezdeti feltétel mellett Riemann-problémanak nevezziik.



Ezt altalanosithatjuk tgy, hogy nem koveteljilk meg azt, hogy a szakadas 0-ban
legyen. Igy tetszéleges zy € R esetén az

{u(x, 0) =z, ha z < x,

1.6
u(x,0) = z,, ha x> xg (1.6)

kezdeti értékkel ellatott feladatot is nevezhetjiik Riemann-problémanak.

1.2. Megmaradasi torvények

A megmaradasi torvények kiemelked§ szerepet jatszanak a fizikai folyamatok model-
lezésében, hiszen a fizikdban gyakran szerepelnek allandé mennyiségek (példéul ener-
gia, tomeg). Ebben a részben megmutatjuk, hogy ezek a rendszerek modellezhetéek
bizonyos alakt parcialis differencidlegyenletekkel. Az alabbi levezetés részben az [5].
tankonyv 2. fejezetén alapul, de logikailag attol helyenként eltér.

A megmaradasi torvények matematikai alakja levezethets a megmaradéasi tulajdon-
sagbol. Az egyszeriiség kedvéért elGszor egy térdimenzioban mutatjuk be ezt a leveze-
tést. Jelolje = € [a,b] a térbeli valtozot és t € Ry az id6beli valtozot, tovabba legyen
u: RY x[a,b] — R, ahol u(t, z) a t id6pontban és z pontban egy tetszdleges megmarado
mennyiséget jelol. Mivel u megmaradé mennyiség, az integralja az egész |a, b] interval-
lumon allandé, emiatt pedig egy [z1, 2] C [a, b] intervallumon az integralja az idében
csak az intervallum két végpontjan torténé ki- és bearamlas miatt valtozhat. Ezt az
aramlast flurusnak nevezziik, és egy F': R — R fiiggvénnyel reprezentaljuk, ahol az F
fiiggvény u-tol az éppen vizsgalt fizikai torvény szerint fiigg.

Ezt a fenti Osszefiiggést egy egyenletként leirva megkapjuk a megmaradési torvények
integrdlalakydt:

2

).
Ha feltessziik, hogy u és I differencialhaté fiiggvények, akkor az

F(u(t,z)) — F(u(t,z3)) = /I1 0. F(u(t,z))dr = — /12 O, F(u(t,z))dx

uw(t,z)de = F(u(t,z1)) — F(u(t,z3)) Yt >0, x1,29 € [a,b]. (1.7)

és
d [*
@),

Osszefliggéseket felhasznalva az

/ Ou(t, x) dx—i—/ O F(u(t,z))de =0

egyenletet kapjuk. Mivel ez minden xy, xo-re igaz, elhagyhatjuk az integralokat, ezzel
megkapjuk a megmaradasi torvények differencidlegyenlet alakjdt:

duut, x) + 9, F (u(t, z)) = 0. (1.8)

Lathato, hogy ez egy parcialis differencialegyenlet. A tobbdimenziés megmaradéasi
torvények alakja is levezethetd hasonlé moédon, tobbdimenzids integralokkal.

u(t,x)dx:/ Oyu(t, r)dx



1.7. Definici6. A megmaradasi torvények altalanos alakja u: Rf xR" — Rés F: R —
R fiiggvények mellett

Owu(t,x) + V F(u(t,z)) = 0. (1.9)
Itt V, az x valtozo szerinti gradienst értjiik.

A dolgozat tovabbi részében

Owu(t,z) + V. F(u(t,z)) =0, t>0,z¢€R", (1.10)

u(to,z) = ®(x), ze€R” '
alakt, megmaradasi torvényekre vonatkozé Cauchy-feladatokkal fogunk foglalkozni, de
néha az ekvivalens

{8tu + f(u)Veu=0, t>0zeR"

u(to,r) = ®(x), ze€R" (1.11)

alakot is hasznaljuk, ahol f(u) = F'(u), hiszen F-r6l feltettiik, hogy differencialhato.
A linearis esetben F'(u) = Au valamilyen A € R™ ™ matrixra, ezért V,(F(u)) =
V.(Au) = AV, u, vagyis a differencidlegyenlet a

Ou+ AV,u=0 (1.12)

alakba irhato at. Az dolgozatban késébb, a numerikus modszerek bemutatasanal tobb-
szor kiilon targyalni fogjuk ezt az egyszertibb, linearis esetet.

1.3. Numerikus modszerek

A legtobb parcialis differencialegyenletnek nem ismerjiik a pontos megoldasat, de alta-
laban a val6 életben a pontos megoldas helyett megfelel annak egy jo kozelitése is. Bar
erre a feladatra szamtalan numerikus modszert talaltak fel az elmult évszazadban, a
legtobb modszer megértéséhez ugyanazokat az alapvetd fogalmakat kell ismerni, ami-
ket ebben a részben mutatunk be. A fogalmak ismertetése f6ként az [5] tankonyv 10.
fejezetét koveti, kisebb eltérésekkel. Tovabbéa ugyanezek a fogalmak megtalalhatoak a
magyar nyelvd [I] jegyzet tizedik és tizenegyedik fejezetiben is.

A bemutatott numerikus modszerek esetén egy diszkretizalt racshalon oldjuk meg
az Cauchy-feladatot. El6szor az egyszertiség kedvéért ezt egy térdimenzidban mu-
tatjuk be, de konnyen kiterjeszthet§ tobb dimenziés esetre is. Tegyiik fel, hogy egy
adott differencidlegyenlet megoldasat a T € R id6pontban szeretnénk kozeliteni, az
[a,b] C Q intervallumon. Bevezetiink egy racshalot a [0, 7] x [a, b] tartomanyon 7 > 0
idébeli és h > 0 térbeli 1épéskozzel.

Az idébeli racspontok a t,, = nt értékek, a térbeli racspontok pedig az x; = a + jh
értékek lesznek. Az egyszertiség kedvéért a 7 és h képéskozoket tgy valasztjuk meg,
hogy N = % 6s J = 2% egész szamok legyenek, ekkor n értéke 0-tol N-ig, j értéke

h
pedig 0-tol J-ig fut a természetes szamok halmazan. Ezenkiviil hasznélni fogjuk az
h
Tjx1e =T; £ 9
;
tny1/2 =t + 5



jeloléseket is.

A numerikus modszer u(t,, z;)-re kapott kozelit megoldasat uj-nel jeloljik, az uf
értékeknek a vektorat pedig u"-nel. A dolgozatban csak egylépéses mddszereket fogunk
vizsgéalni. Az egylépéses modszerek minden idSlépésben csak az el6z6 1épésbeli adatokat
hasznaljak fel a kozelité megoldés kiszadmitasdhoz. A megmaradési torvények esetén az
egylépéses modszerek altalanos alakja

u;-l“ = Ut u", 7, h, F)

ahol F' a fluxusfiiggvény az 1) megmaradasi torvénybdl. Ha u;‘“ fiigg 6nmagatol

U fiiggvényen keresztiil, a ¥ fiiggvény altal megadott numerikus modszert implicit
modszernek nevezziik. Ha u}”l nem fligg onmagatol, a W altal megadott numerikus
modszert explicitnek nevezziik. Az implicit médszerek tobb szamitast igényelnek, hi-
szen azokban az u;‘“ kozelité megoldast valamilyen tovabbi numerikus modszerrel kell
kiszamitani. Emiatt a dolgozatban csak explicit modszerekkel fogunk foglalkozni, ahol

witt = W(u", g, 7, h, F).

A t-beli els6rendii derivalt kozelitésére minden modszerben a jobb oldali differenciét
fogjuk hasznalni:

[ —

T
Az x-beli elsérendii derivalt kozelitésére harom képletet is hasznalni fogunk. Az elsd

ketts a jobb, illetve bal oldali differencia:

Aptu(tn, ;) = LI vagy L1 (1.14)
h h
Ezeken kiviil alkalmazni fogjuk a centralis differenciat is:
ur o, —u”
Oulty, x;) ~ 2L I-1 1.15
ult,2) ~ (115)

Az z-beli masodrendd derivalt kozelitésére az alabbi képletet fogjuk hasznalni:
uiy — 2uf +ujy

h? '
Egy kés6bbi numerikus modszerben elényos lesz, ha nem egy adott racspontbeli

értéket kozelitiink, hanem a racspont koriili A méreti intervallumon felvett értékek
atlagat. Ehhez definialjuk a celladtlag fogalmat.

1.8. Definicio (Cellaatlag).
1 ZTjt1/2
ul = E/ u(ty, x)de. (1.17)

J
Tj—1/2

Dupti(tn, ;) ~ (1.16)

Az uj értéket celladtlagnak nevezziik. A celladtlag azt fejezi ki, hogy a ¢, id6pillanatban
az x;j racspont kozépponti h méretd celliban mennyi az u fiiggvény atlaga.

Azt is el kell donteniink, hogy a vizsgélt intervallum peremén hogyan viselkedjenek a
numerikus modszerek. A peremfeltételeket a vizsgélt differencidlegyenleteket bemutato
fejezetben targyaljuk bévebben.



1.3.1. Konvergencia

Ebben a részben definidlunk néhény fogalmat, amikkel mérhetjiik, hogy mennyire pon-
tosak a numerikus modszerek. Az elsé fontos fogalom a numerikus moédszer globélis
hib4ja, ami azt méri, 0sszesen mennyit hibazott a numerikus modszer egy adott id6-
pillanatig.

1.9. Definicié. Egy numerikus modszer globdlis hibdja a (t,,z;) pontban E} =
u(tn, ;) — uf. Az E} értékek vektorat rogzitett n érték mellett E™-nel jeldljiik.

A globéalis hiba segitségével pedig definidlhatjuk, hogy egy numerikus modszert
mikor tartunk konvergensnek. A konvergencia azt fejezi ki, hogy a vizsgalt moédszer
kozelité megoldéasa kell6en kozel keriil-e a pontos megoldéashoz kicsi 1épéskoznél. Sét,
magasabb rendi konvergenciarol is beszélhetiink bizonyos modszerek esetén.

1.10. Definicié. Egy numerikus moédszer id6ben konvergens a t,, idépillanatban vala-
milyen || - || normaban, ha ||[E"| — 0, ahogy 7 — 0. Tovabba egy numerikus modszer
p-edrendben konvergens t, idépillanatban, ha létezik olyan Cr > 0 konstans, hogy
|E"|| < Cg - 7P.

Ahhoz, hogy ez a fogalom hasznos legyen, ki kell valasztanunk a normaéat, amiben
vizsgalni fogjuk a konvergencidt. A megmaradasi torvények esetén a legkézenfekvébb
norma az l-es norma, ahol

= [ Is@lar

—00

A kozelité megoldésokat viszont az egész intervallum helyett csak egy diszkretizalt racs-
halon ismerjiik, ezért a kozelité megoldasokra ennek a norménak a diszkrét megfelelGjét
alkalmazzuk, ahol

J
lur | = h Jupl. (1.18)
j=1

A konvergencia megmutatésahoz hasznos fogalom lesz a lokalis hiba is. A lokalis hiba
azt szamolja, hogy ha egy pontos megoldasbol kiindulva tesz egy 1épést a numerikus
modszer, mennyi hibat vét.

1.11. Definici6. Egy egylépéses numerikus modszer lokdlis hibdja a (t,11, ;) pontban

L’j”l = u(tpy1, :cj) — U(up, j, 7, h, F). (1.19)

A globalis hibahoz hasonloan az L;H értékek vektorat egy adott n 4+ 1 érték mellett
L™+ fogja jeldlni.

A lokalis hibaval definidlhatjuk a konzisztenciat, ami lokalis értelemben jelenti a
konvergenciat. A konzisztencia azt jelenti, hogy a feladat diszkretizacioja kellGen ki-
csi hibat okoz kis 1épéskoz esetén. A konvergencidhoz hasonloan itt is beszélhetiink
magasabb rendi konzisztenciarol.



1.12. Definici6é. Egy numerikus modszer konzisztens a t,, 1 idSpillanatban valamilyen
| - || normaban, ha ||L"*!|| — 0, ahogy 7 — 0. Tovabba egy numerikus modszer p-
edrendben konzisztens a t,,, idépillanatban, ha létezik olyan C > 0 konstans, hogy
L+ < Oy - 7P

Az utols6 fogalom, amit definidlnunk kell, a stabilitas fogalma lesz. Egy numeri-
kus modszert akkor neveziink stabilnak, ha egy 1épés alatt nem novekszik a kozelité
megoldas norméja.

1.13. Definici6. Egy numerikus modszer stabil valamilyen || - | norma szerint, ha
™t < |ju™|| ¥n € N. (1.20)

Egy sziikséges, de nem elégséges feltételt ad a stabilitasra Courant, Friedrichs és
Lewy a [3] cikkben. Belattak, hogy egy numerikus modszer csak akkor lehet stabil,
ha a numerikus modszerben legalabb olyan gyorsan tud terjedni az informéaci6, mint
a differencialegyenletben a vizsgéalt mennyiség. Ha ez nem teljesiil, akkor a numerikus
modszer nem rendelkezik elég informécioval, hogy jo kozelitést adjon a megoldasra. Ezt
a feltételt CFL-feltételnek nevezziik, a konkrét numerikus modszereknél pedig b6vebben
meg fogjuk vizsgalni.

Végiil kimondjuk a Lax-féle ekvivalenciatételt, ami egy fontos eredmény a numeri-
kus modszerek konvergencidjanak vizsgalataban.

1.14. Tétel (Lax-féle ekvivalenciatétel [5]). Egy linedris feladatra alkalmazott konzisz-
tens véges kiilonbséges maodszer akkor és csak akkor konvergens, ha stabil.

A legtobb numerikus modszer esetében konnyebb belatni a konzisztenciat és a stabi-
litast, mint a konvergenciat, ezért ezt a tételt fogjuk hasznalni, amikor lineéris feladatra
alkalmazott konkrét numerikus modszerek konvergenciajat bizonyitjuk.

10



2. fejezet

Vizsgalt numerikus modszerek

Ebben a fejezetben bemutatjuk a dolgozatban alkalmazott numerikus modszereket. Is-
mertetjiik, hogy milyen matematikai gondolat all a médszerek moégott, majd megvizs-
galjuk a tulajdonsagaikat, kiilonos tekintettel a konvergencidra. Ebben a fejezetben
minden modszert az egy térdimenzios esetben ismertetiink, mivel a numerikus kisérle-
teket is az egy dimenzios egyenletekkel végeztiik el.

2.1. Véges kiilonbséges modszerek

A véges kiilonbséges modszerek (mas néven véges differencia modszerek) alapja a de-
rivaltak (1.13), (1.14), (1.15) és (1.16) numerikus kozelitésein alapszik. Ha ezeket a
kozelitéseket alkalmazzuk az differencidlegyenletre, adtrendezés utan egy explicit
képletet kapunk, amellyel a kezdeti feltételbdl kiindulva, idérétegenként haladva min-
den racspontra tudunk adni egy kozelitést. Az itt leirt modszerek megtalalhatoak az [5]
tankonyv 10. fejezetében. Ha az olvasé jobban el szeretne mélyedni a véges differen-
cia modszerek elméletében, ajanlom a [4] jegyzet 11. fejezetét, ami b&vebben targyalja
azokat.

2.1.1. Az upwind-séma

Amennyiben a modellezni kivant fizikai torvényben az informécioé csak egy iranyban
terjed, indokolt lehet a térbeli derivalt kozelitésére csak az egyik iranybol pontokat
hasznalni. Itt az informéacié egy iranyba terjedése alatt azt értjiik, hogy a sebességet
leird f(u(t, z)) fiiggvényérték azonos elGjeli minden (¢, x) péarra. Ilyen egyenletre példa
az advekcios egyenlet, amit a kovetkezs fejezetben vizsgalunk meg alaposabban. A
legegyszertibb ilyen modszer az els6rendd upwind-séma, ami a terjedés irdnya szerint
kétféle alakban létezik.
[dézziik fel az Cauchy-feladatot:

{@u + f(u)Veu =0,
u(to, z) = ().

Az id8 szerinti derivalt kozelitésére mindig az (1.13)) baloldali kozelitést fogjuk hasz-
nélni, a térbeli derivalt kozelitését viszont az f(u) fliggvény elGjele fogja meghatarozni.
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Ha f(u) > 0, akkor az informéaci6 pozitiv irdnyba terjed a térben, ekkor a bal oldali
kozelitést hasznaljuk 0, u-ra:

umt —
%ﬂ + f(ultn, ;)

ezt atrendezve pedig

n __ ,mn
Uy —uUjq
= 0,

n n T n n
Uj“ =u; — f(u(tnaxj»E(Uj - ujfl)'

Természetesen mivel az u fiiggvényt nem ismerjiik, itt f(u(t,,z;)) értékére egy kozeli-
tést kell alkalmaznunk. Szerencsére u(t,, z;)-re mar az el6z6 idSlépésben kiszamoltunk
egy uj kozelits értéket, igy ezt konnyen alkalmazhatjuk a modszerben, ami igy az alabbi
alakot veszi fel:

-

T f(u?)ﬁ(u? —uf ). (2.1)

Ha f(u) < 0, akkor az informéacié negativ iranyba terjed a térben, ekkor a jobb
oldali kozelitést hasznaljuk 0,u-ra:

n n n T n n
uith =g - Flui) g (ujen — uj). (2.2)

Az upwind-séma mindkét alakjabol latszik, hogy a numerikus modszerben egy 7
hosszu id6lépés alatt egy szomszédos racspontboél, azaz h méreti intervallumbol érkezik
informéci6. Ez azt jelenti, hogy a stabilitashoz sziikséges CFL-feltétel

.
M- <1 2.
max [ f(uj)] 3 < (2.3)

lesz.
2.1. Tétel. A €s a upwind-séma mdasodrendben konzisztens minden
u € C®(Ry x Q) fiigguény esetén.

Bizonyitds. A tételt a bal oldali séméara latjuk be, a jobb oldali séméara a bizonyitas
menete azonos. A (2.1]) bal oldali séma esetén az ((1.19)) lokalis hiba

L =l ay) = [ultns ) = fultn, )T (ultn2;) = ulta250)) |

Itt az u(t,q1,2;)-t és —(u(t,, xj_1)) értékeket Taylor-sorba fejtjiik u(t,, z;) koriil, hogy
az alabbi egyenlGséget kapjuk:

2
.
L?—H - u(tm xj) + Tatu(tm xj) + ?attu(tm xj) + 0(7—3) - u(tm xj>+

+f(ult, xj))% lu(tn, ;) — (u(tn, 2;) — hogu(ty, z;) + h;amu(tn, z;) — O(h?»))] ,

Két par u(t,,x;) kiejti egymast, a zardjeleket kibontva pedig az alabbi egyenlethez
jutunk:
LM = 70uu(tn, 25) + 7f (u(tn, ;) Opu(ty, x;)+
2 Th

—l—%@ttu(tn, 2;) = 5 Ougt(t, ;) + O(7%) + O(T1?).
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Lathato, hogy 7 — 0 esetén a hiba nulldhoz tart, tehat az upwind-séma valoban kon-
zisztens. Azt is észrevehetjiik, hogy mivel az u fiiggvény itt pontos megoldasa a diffe-
rencidlegyenletnek,

Opu(t, x) + f(u(t, )0 (u(t, z)) = 0
teljesiil minden ¢ € R}, z € R esetén, ezért
n+1l __ 2
Ly = O(rh) + O(17),
amibdl kovetkezik a konzisztencia is, amennyiben 7 és h azonos nagysagrendiiek. [

2.2. Tétel. A linedris,
ou+ad,u=0, a€eR

-
esetben az upwind-séma stabil ‘GE’ <1 esetén.

Bizonyitds. Az a > 0 esetben latjuk be a tételt, ahol a bal oldali upwind-sémat
hasznaljuk. Az a < 0 eset hasonléan levezethetd.

A stabilitashoz az egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie minden n € R esetén.
Az egy térdimenzios lineéris esetben f(u(t,z)) = a, ezért a bal oldali upwind-
sémaban f(u(t,, z;)) helyére irhatjuk az a konstanst. Ekkor a sémat atrendezve lathato,
hogy az

T T
uitt = <1 - az> uj + aEu;‘_l

alakba frhato, ezzel pedig kiszdmoljuk u"*! vektor normajat:

) =h) o Jugt =
J
T n T n

=30 |(1-ag) o g <

J

T n T n

<hY o |t—ar g+ 1Y far| )

J J

T T
A harmadik sorban a haromszog-egyenl6tlenséget hasznaltuk. Ezutan a—-t és 1 —a—-t

kivehetjiik az abszolut értékbdl, hiszen mivel a > 0, a tételben szerepld feltétel szerint
a% < 1. Ekkor

f 1 < nS (1 . aﬁ) [ +h Y azh .
J J
itt pedig a jobb oldalon

Ry lafl=hYy " fup| = |lu"|
j i1

miatt
[ < (1= a ) |+ ag el = [l

Tehat a biztositott feltételek mellett az upwind-séma valoban stabil.
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A 2] és a2.2] Tételekbdl az[1.14] Lax-tétel miatt kovetkezik a tételekben szerepls

feltételek mellett az upwind-séma konvergencidja is.

-
2.3. Kovetkezmény. A linedris esetben az upwind-séma konvergens, ha az ‘aﬁ‘ <1

eqyenldtlenség teljesiil.

A nemlineéris konvergenciaval foglalkozik az [5] konyv 15. fejezete, ami er&sebb
eszkozokkel vizsgalja a konvergenciat. Ebben a fejezetbdl veszziik az aldbbi tételt az
upwind-séma altalanos konvergencidjara.

2.4. Tétel. Az upwind-séma konvergens, ha a max |F’(u?)|% < 1 CFL-feltétel teljesiil.
Jn

2.1.2. A Lax—Wendroff-modszer

A Lax—Wendroff-modszert az upwind-sématol eltérden az u(t + 7, z) fliggvény Taylor-
sorba fejtésébdl vezetjiik le. Az (1.12)) linearis esetben a modszer levezetéséhez elGszor
felirjuk u(t + 7, x) Taylor-sorat u(t, ) korul:

u(t+ 7,2) = u(t,x) + Tou(t, x) + gﬁttu(a z) + O(7?). (2.4)

Mint ahogy az upwind-séménél, itt is feltessziik, hogy u € C*°(R{ x Q). Ekkor a
differencialegyenletbdl két azonossig adodik az x valtozo szerinti derivaltakra:

@u = —A@zu

2.5
3ttu = @(—A@zu) = —Aataru = —A@xatu = A23mu, ( )

Mivel u € C®(Rg x ), a méasodik azonossag a Young-tétel miatt teljesiil.
Ezeket felhasznalva, és a harmadrendi tagokat elhagyva az

2
u(t+ 7, 2) = u(t,x) — Atdu(t, ) + AQ% e U(t, )

mésodrendd kozelités adodik. Ha ezt a kozelitést a racshalon diszkretizéljuk az
az (1.15)) és az (1.16]) kozelitéseket alkalmazva az x szerinti derivaltakra, megkapjuk a
Lax—Wendroff-modszert linearis parcialis differencialegyenletekre:

2

n+1 n T n n 2 T n n n
;= = Agy (Wi — i) + Ao (W — 20 i) (2.6)

2.5. Tétel. A Laz—Wendroff-mddszer linedris esetben u € C®(R{ x Q) megoldds
esetén mdsodrendben konzisztens.

u

Bizonyitds. A bizonyitas hasonlé modon torténik, mint a [2.11 Tétel bizonyitasa az
upwind-sémanal. Felirjuk a lokalis hiba képletét:

i
L} = ultnyr, zj) — [U(tm%‘) - Aﬁ(u(tm Tiy1) — ultn, zj-1))+
2

A2t

ﬁ(u(tml’jﬂ) = 2u(ty, ;) + u(tn, v5-1)) | ,
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majd Taylor-sorba fejtjiikk az u(t,, z;)-tdl eltérd tagokat:
-2 -3 }
U(tnt1, ) — u(tn, xj) = TOU(tn, T5) + EattU(tn, z;) + Eamu(tn, zj) + O(17),

h3
U(tn, Tjr1) — u(tn, xj—1) = 2hdu(t,, x;) + 2gawmu(tn, z;) + O(h*),

h2
U(tn, Tjr1) — 2u(ty, ;) + u(ty, xj_1) = 238xxu(tn, z;) + O(h?).
Ezeket a lokalis hiba képletébe helyettesitve:

72 3
L? = 7Ou(tn, T;) + Eattu(tTM zj) + Eatttu(tm ;) + 0(74)—'—

3
+A% (Qhﬁxu(tn, x;) + 2%8xmu(tn, xj) + O(h4)) —

2
-
Majd felbontjuk a zardjeleket:

2 2

L} = 10u(ty, ;) + ATO u(t,, x;5) + %Gttu(tn, z;) — A2%8mu(tn, x;)+
3 2

h
+%amu(tn, z;) + A%amu(tn, ;) + O(rh) + O(Th%) + O(r2h?),
innen pedig a (2.5)) azonosségok és az u fiiggvény pontos megoldas mivolta miatt

TO(ty, xj) + ATO u(t,, x;) = 0 és
2 2

%8ttu(tna ;) — AQ%&vzu(tm z;) =0

tagok kiesnek, és megkapjuk, hogy a lokalis hiba
n_ T Th? 4 3 272
Lt = Eﬁtttu(tn, x;) + A?ﬁxmu(tn,xj) + O(7%) + O(th?) + O(T°h7).
Jol lathato, hogy ha a 7 idébeli 1épéskoz és a h térbeli lépéskdz azonos nagysagrendiiek,

akkor a Lax—Wendroff-modszer masodrendben konzisztens.
O]

A nemlinearis esetben egy két 1épésbdl allo kozelitést fogunk alkalmazni, amelyet
Robert D. Richtmyer nevét viseli [7]. A modszer elsé lépésében a t,,.1/, fél id6lépésben,
az xj+1/2 fél racspontokban kapunk kézelité megoldasokat, a méasodik 1épésben pedig
ezeket felhasznalva adunk meg egy kozelité megoldast a ¢, idérétegre.

A modszer két lépése:

“3111//22 =5 (“j + “j+1) ~ 9 (F (“j+1) - F (“y)) ’
uth)y = 5 (W +uf) = o (F (uf) = F (uf)) (2.7)

ntl _ ,n T n+1/2 n+1/2
uytt =l — E (F (uj+1/2> —F (uj_1/2>) .
Egyszert szamolassal ellenérizhets, hogy az F'(u) = Au linearis esetben visszakap-
juk a korabban levezetett ([2.6)) linearis Lax—Wendroff-modszert.
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2.6. Tétel. A Richtmyer-féle Lax—Wendroff-modszer mdsodrendben konzisztens
minden u € C*(R§ x Q) fiigguény esetén.

Bizonyitds. Felirjuk a masodik lépésben a lokélis hibat a pontos megoldasbol kiindulva:
T
L?-H = u(tn—f—h .Tj) — u(tm Ij) —+ ﬁ (F(U(tn+1/2, $j+1/2)) — F(U(tn+1/2, C(Ij_l/g))>.

A korabbi bizonyitasokhoz hasonléan u(t,41/2, x;) koriili Taylor-sorba fejtjiik az 6sszeg
tagjait:

2
T T
L?H = U(tpy1/2, ;) + §8tu(tn+1/27 ;) + gattu(trwrl/% z;) + O(r°)—

T 7—2
- (U(tnﬂ/z?%‘) — §3tu(tn+1/2,$j) + g&ftu(tn-ﬁ-l/% T;) — 0(73)) +
2

h h
+% {F(u(thrl/Za 25)) + 50 (ultnsije, 25)) + gamF(u(th/za ;) + O(h?)—

— (PCultrrre) = S0P i) + 5 0ueF ) - 00 ).
Az ellentétes elGjelii tagok kiesése utan az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

L;“rl = 70U(tny1/2, Tj) + TOLF (W(tny1 e, 7)) + O(T + h?).
A differencidlegyenletbdl ismert Osszefiiggés miatt

TOU(tns1/2, Tj) + TOLF (u(tny1/2,2;5)) = 0,

tehat LI = O(% + h3). Vagyis az [1.12, Definicio szerint a Richtmyer-féle Lax-
Wendroff-médszer valoban masodrendben konzisztens azonos nagysagrendd h és 7 1é-
péskozok mellett. O

A Lax—Wendroff-moédszer stabilitasa is belathat6 a linearis és nemlineéris esetben
egyarant. A konzisztenciabol és stabilitasbol pedig kovetkezik az alabbi, az [5] kényvben
szerepld tétel.

2.7. Tétel (J5]). A Richtmyer-féle Laz—Wendroff-mddszer u € C*(Q2) megoldds esetén
mdasodrendben konvergens.

2.2. A Magnus-modszer

Wilhelm Magnus 1954-ben megmutatta, hogy egy els6rendi kézonséges nemautoném
lineéris differencialegyenlet-rendszer megoldasa kifejezhetd exponencialis alakban [6].
Mi ebben a fejezetben a [2] forras alapjan megvizsgaljuk, hogy ezt az elméletet hogyan
lehet parcialis differencialegyenletekre atvinni, és azt egy numerikus modszer kifejlesz-
tésekor alkalmazni.

Tekintsiik adott A € R™*™ matrix, valamint X, € R™ vektor mellett az

X'(t) = A(t)X (1),
{X(to) = Xo 28)
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n-dimenziés nemautoném linearis kozonséges differencidlegyenlet-rendszert, ahol az
X: Ry — R" megoldasfiiggvényt keressiik. Az n = 1 esetben ismert, hogy a rend-
szer megoldésa

X(t) = exp ( / t A(€) d§) Xo. (2.9)

to
Az n > 1 esetben viszont a fenti fiiggvény nem mindig lesz megoldasa a rendszernek.
Magnus viszont belatta azt, hogy a megoldés ilyenkor is egy

X (t) = exp (I'(t, 10)) Xa

alaku fiiggvény lesz, ahol a I': R?2 — R™" fiiggvényt egy végtelen fiiggvénysor dssze-
geként definialjuk:

Tt ty) = ifk(t,to).

Mivel egy numerikus modszerhez hasznaljuk ezt a fiiggvényt, kozeliteni fogjuk, méghoz-
zé a I'-t definialo Gsszeg elss tagjaval, a I'y fiiggvénnyel. A Magnus-felbontas definicioja
szerint

Ly(t ) = / CA) e,

to
ami pontosan megegyezik az n = 1 esetben ismert megoldassal. Tehéat egy altalanos
n-dimenzi6s kdzonséges nemautoném lineéris differencialegyenlet-rendszer kozelitésére
a képletet hasznalhatjuk, ami az n = 1 esetben a pontos megoldast adja meg.
Ahhoz, hogy ezt az kozelitést alkalmazni tudjuk megmaradési torvényekre, vizsgal-
juk meg a megmaradasi torvények altal megadott Cauchy-feladatot:

{&u = —0,F(u), t>0,zeR"

u(0,2) = ®(x), xeR" (2.10)

A differencialegyenlet jobb oldalan szerepls —0,F(u) = — f(u)0,u kifejezésre tekint-
sink —f(u)d,u = Q(u)u alakban, ahol Q(u) = —f(u)d, egy u fiiggvénytdl fiiggd
operator.

Ha ekkor megfeleltetjiik az u"*! vektort az X (t,.1) vektorral, a —f(u)d, = Q(u)
operator diszkretizaltjat az A(t,) métrixszal, illetve a kezdeti feltételben ¢, értéket ¢,,-
nel, tovabba X, vektort u"-nel, akkor a parcialis differencialegyenletre is meg-
probalhatjuk alkalmazni a Magnus-felbontasbol kapott kozelitést. Itt a Q(u) operator
¢és az X, vektor diszkretizalasdnal az el6z6 iddpillanatban kapott értékeket hasznél-
juk azért, mert igy egy explicit modszert fogunk kapni. Tovabba a @Q(u) operatornal
a térbeli derivaltat az centralis differenciaval fogjuk kozeliteni. Az igy kapott
diszkretizaltat Q(u™)-nel fogjuk jeldlni, és az alabbi alaku:

0 flwm) 0 0
e 0wy
Q(u") = o 0 —fur) - 0 . (2.11)
: . : f)
0 0 _f<U212) 0



Ezt a matrixot természetesen definialhatnank tetszéleges t idépillanatban, de a mod-
szerben csak a t,, rdcspontokban lesz ré sziikségiink.
Ekkor a modszer egy lépése a (2.9) képlet szerint az alabbi alakot veszi fel:

u" = exp ( " df) "

A jobb oldalon szerepld integralt a bal oldali trapézszaballyal fogjuk kozeliteni:

tn+1

Q&) d§ = TQ(u"),

tn

ebbdl pedig megkapjuk a kivant egylépéses numerikus modszert:
untt = QWM (2.12)

Lathato, hogy a kozelités miatt valoban csak idglépésenként lesz sziikségiink a Q(u™)
matrixra.

Ha a bal oldali helyett a kozépponti kozelitést szeretnénk hasznalni az integrélra,
akkor vehetiink egy kétlépéses modszert, ahol az els§ lépésben a Richtmyer-féle
Lax-Wendroff-médszerhez hasonléan fél idélépésben kozelitjiik a megoldast, majd a
masodik 1épésben azzal a kozelitéssel szamolunk tovabb. Ez a kétlépéses modszer az
alabbi modon irhato fel:

W = T (213)
u"t = eTQ(u”‘H/Q)un. )
Ezekre a modszerekre a dolgozat tovabbi részeiben egylépéses, illetve kétlépéses
Magnus-modszerként fogunk hivatkozni.

Koénnyen lathato, hogy az ([1.12) linearis esetben, ahol F(u) = Au, az f(u") vektor,
és emiatt a (Q(u,) matrix sem fligg valojaban u"-t6l, azaz Q(u™) = @ egy idében kons-
tans matrix lesz. Emiatt a linearis esetben a kétlépéses Magnus-modszer megegyezik
az egylépésessel, hiszen

eTQUWMY) n _ rQun _ rQm)

Erdemes megjegyezni, hogy egy matrix exponencialisanak a kozelitése egy bonyo-
lult és sok szamitast igényls feladat. Emiatt a Magnus-modszer implementéciojaban
az expmv fliggvényt hasznaljuk MATLAB-ban, amely hatékonyan tudja kozeliteni
tetszéleges A matrixra, b vektorra és t szamra az e‘4b vektort.

2.3. Konzervativ modszerek

Ahogyan azt latni fogjuk a kiévetkezd fejezetben, a véges differencia modszerek nem
mindig adnak megfelel§ megoldasokat, ha a pontos megoldds nem folytonos. Olyan
numerikus modszert szeretnénk, ami figyelembe veszi a megmaradasi torvényeknek azt
a tulajdonsagat, hogy az celladtlag csak a cella peremén talalhato fluxus miatt
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véaltozhat. Az ilyen tulajdonsaggal rendelkez6 modszereket fogjuk konzervativ mddszer-
nek vagy véges térfogat modszernek nevezni. Ezekben a numerikus médszerekben nem
a racspontbeli értékeket fogjuk térolni, hanem az ((1.17)) cellaatlagokat. A konzerva-
tiv modszerek bevezetése és a Godunov-modszer leirasa az [5] tankényv 12. fejezete
alapjan késziilt.

A megmaradési torvények differencialalakjat ¢ szerint integralva t, és t,.1
kozott az

tn+1 tn+1
/ Ovu(t, z) dt + / O F(u(t,z))dt =0
tn tn

egyenletet kapjuk. Ha itt alkalmazzuk a Newton—Leibniz-tételbél adodo

tni1
/ Owu(t, x) dt = u(tpi1, ) — u(t,, x)
tn

azonossagot, majd atrendezziik az egyenletet, az alabbi egyenl&séget kapjuk:
tn+1
U(tnir, ) = u(ty, ) — / 0. F(u(t,z))dt. (2.14)
tn

Most vizsgaljuk meg a cellaatlag (1.17))-ben definialt képletét az n + 1-edik idgpillanat-
ban:

1 J:j-‘rh/Q
! = 7 / u(tpi1, ) de.
xj—h/2

Lathato, hogy az integral belsejében a (2.14)) egyenlet bal oldala szerepel. Ezt lecserélve
az egyenlet jobb oldaléra az

1 xj+h/2 1 zj+h/2  plnga
L, / w(t, ) do — L. / / 0, F(u(t, z)) dt de
h Jai—ns2 h Jojonp2 Ju,

osszefliggést kapjuk. A jobb oldalon az els6 tag definici6 szerint uj-nel egyenld. A méaso-
dik tagban szerepld dupla integralban az integralas sorrendjét a Fubini-tétel (MIERT)
szerint felcserélve az

1 tni1 J,‘j-‘rh/Q
ot =1 — - / / O, F(u(t,r)) dz dt,
h tn ZBj—h/2
a belso integralt atalakitva pedig az

1

tnit1

képletet kapjuk.
Itt bevezetjiik az

-—=n

Fiyip =

R

tnt1
tn
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jelolést a fluxusfiiggvény atlagara egy idélépésben az x;,,/, pontban. Ezt a jelolést
a ([2.15)) képletben felhasznalva megkapjuk a konzervativ modszerek éltaldnos alakjat:

—n n T /=—=n -—n
B = = £ (Fa = Flap). 217)

Ezt értelmezhetjiik egy véges kiilonbséges modszerként is, hiszen a

- 1 —n —-=n -=n
U?+ —u Fiap—Fiap
- - =0
-

egyenlet egy véges differencidkkal valo kozelitése a

Ou+ 0, F(u)=0

megmaradéasi torvénynek. Emiatt a véges kiilonbséges modszerekre bevezetett
Lax-tétel konzervativ modszerekre is alkalmazhato.
Az okoz problémat az ilyen alakt médszereknél, hogy ﬂ”“ kiszamitasdhoz a (2.16|)

képlet szerint ismerniink kellene F'(u(t, x4 /2)) értékét t,, és tn+1 kozott. Emiatt F;, Jo-
et valahogy kozeliteniink kell, hogy a fenti ) modszert alkalmazni tudjuk. Ha egy

—=n

F+1/2N—7:( G415 y)

alaki kozelitést alkalmazunk, a konzervativ moédszerek az alabbi alakot veszik fel:
T

= = g (P, )~ F(5 1)) (218)

A kozelits F: R? — R fiiggvényt numerikus fluzusfiigguénynek nevezziik.

2.3.1. Godunov médszere

Godunov modszerében az (1.17)) cellaatlagok segitségével minden idérétegben definia-
lunk egy szakaszonként konstans u": R x R" — R fiiggvényt:

ﬂ”(tn,x) = ﬂ? Vo Tj—12 < T < Tjt1/2. (219)

Azaz 0" (t,,x) értéke az x; kozéppontu cellaban konstans, és a cellaatlaggal egyezik
meg. Ha leszikitjiik az értelmezési tartomanyt [t,, t,41] X [z, xj11]-re, akkor az
megmaradasi torvényt ellatva a kezdeti feltétellel kapunk egy alakban felirt
Riemann-problémat:

Owu(t,z) + 0. F(u(t,x)) =0 t € [ty, tur1],
1Mm@:{m, ha @ < Tj41), (2.20)

N
uy g, ha 2> x4/

Tehat ez minden id6lépésben minden celldban egy Riemann-problémat jelent. Ezeket
a Riemann-problémakat megoldva 0Osszeallithatunk egy megoldést a Cauchy-
feladatra t,, 1 id6pillanatban, amit @™ (t,.1, z) fog jelolni. Az u”Jrl 1j cellaatlagot ennek
a megoldasnak az atlagolasaval kapjuk:

g1 1 Ti+1/2
uy = E/ u" (tpy1, ) de. (2.21)

Tj—1/2
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Ezzel a celladtlaggal pedig definialjuk az u"*': R x R* — R fiiggvényt, és igy
iteraljuk a modszert.

Fontos arra figyelniink, hogy a kiilonboz6 cellakbol szarmazé megoldésok ne hassa-
nak egymasra. Ez a kovetelmény egy fels§ hatart ad meg a hullamok terjedési sebessé-
gére:

max |F/())] <
Jn

) (2.22)

5>

Eszrevehetjiik, hogy ez lényegében megegyezik a (2.3) CFL-feltétellel, amit az upwind-
sémara frtunk fel.

Az is megmutathato, hogy a Godunov-moédszer konzervativ alakban is felirhat6. Ha
feltessziik, hogy @™ (t,+1,x) valoban pontos megoldasa a Riemann-problémanak,
akkor felirjuk az integralalakjat egy megmaradasi térvénynek:

2

5 5 u(t,z)de = F(u(t,z1)) — F(u(t, z2)).

Most 7y = zj_1/2, T2 = Tj11/2 és u = u valasztasokkal ¢ szerint integraljuk t,-t6l
t,11-ig az egyenletet:

tnt1 Tjt1/2
/ —/ u(t,z)dedt =
t dt X
n j—1/2

tni1 ~ tnt1 _
_ / F@(t,2;1,)) d — / F@ (1, 2512)) dt.
tn tn

A bal oldalon a kiils6 integralt felbontva

Tj+1/2 N Tjt1/2 _
/ u"(tpe1, ) de — / u"(ty, x)dr =

Tj—1/2 Tj—1/2
tni1 _ tn+1 N
= / F(Un(t, $j,1/2)> dt — / F(Un(t, x]’+1/2)) dt,
tn tn

ebbdl pedig a

Tj+1/2 Ti+1/2
/ u(tpyr, ) doe = / u"(ty, ) de+

Tj_1/2 Tj—1/2

tnt1 tn+1
+/ F(u"(t, xj—1/2))dt—/ F(u"(t, xj41/2)) dt
tn t

n

képletet kapjuk az 1j cellaatlagra. A képletet h-val elosztva és az

1 tn+1 B
[ PG
tn

‘F(E;'L—H?E?) = T

numerikus fluxusfiiggvényt definidlva, valamint felhasznéalva, hogy az [;_1/2,j11/2]
intervallumon u"(t,, ) = definicié szerint, felirhatjuk Godunov médszerét a ([2.18))
konzervativ alakban:
T

i (" (F(@} 1)) — F(ay, ) -

g 71
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Az ebben a dolgozatban vizsgalt differencidlegyenletek esetén a Riemann-
problémaknak ismerni fogjuk az explicit megoldésat, ezért explicit képletet kapunk a
Godunov-modszerre. Bonyolutulabb egyenletek esetén azonban tébbnyire a Riemann-
problémék megoldasara is egy kozelitést kell alkalmazni.
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3. fejezet

Numerikus kisérletek

Ebben a részben a dolgozatban vizsgélt konkrét parcialis differencidlegyenleteket mu-
tatjuk be, tekintettel a tulajdonsagaikra, valamint alkalmazzuk rajuk az el6z6 fejezet-
ben leirt numerikus modszereket. Az advekcios és a Burgers-egyenletek a legegyszertibb
példék a linearis, illetve nemlinearis megmaradasi torvényekre, ezért el6szor rajtuk vizs-
galjuk a numerikus modszerek viselkedését.

3.1. Advekciés egyenlet egy térdimenzidéban

Az advekci6 a fizikdban egy aramlo kozeg altali széllitast ir le. A legegyszertibb esetet
— ami egy térdimenziéban egy konstans a sebességgel, diffazioé nélkiili &ramléast jelent
—a

{atu+aaru=o, t>0,z€eR, (3.1)

u(z,0) =®(z), zeR

differencidlegyenlet modellezi. Az egyenletben a terjedés iranyat az a € R sebesség
elgjele hatarozza meg: a > 0 esetén jobbra, a < 0 esetén balra aramlik a kozeg. Ez egy
els6rendi parcialis differencidlegyenlet, amelyet explicit moédon is meg tudunk oldani.

3.1. Tétel. A Cauchy-feladatnak u(t, ) = ®(x — at) pontos megolddsa egqy adott
® € CH(R) fiigguény esetén.

Bizonyitas. A differencidlegyenletbe helyettesitve:
0, ®(z — at) + ad, ®(x — at) = —a®'(z — at) + a®'(x — at) = 0.
A kezdeti feltételbe helyettesitve:
u(z,0) = ¢(z —a-0) = d(x).
O

Mivel az advekcios egyenlet linearis, és ismerjiik a pontos megoldasat, egy tokéletes
probafeladat a numerikus modszerek miikodésének vizsgalatara. Ha egy modszer nem
jol kozeliti az advekcios egyenlet pontos megoldasat, akkor biztosak lehetiink abban,
hogy bonyolultabb egyenletekre sem fog j6l miikodni.
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Upwind-séma az egy térdimenzios advekcids egyenletre Mivel f(u(t,z)) = a,
a sémaban a konstans a sebességet fogjuk f(u?) helyére irni. Az informacioterjedés
irdnya hatarozza meg, hogy a vagy a séméat hasznaljuk, vagyis a hasznalt
modszer az a sebesség elGjelétsl fligg. Negativ a < 0 sebesség esetén balra terjed az
informacio, ezért az indokolt mddszer a jobb oldali:

T
= uj — a(uj, — uj).

h

Pozitiv a > 0 sebesség esetén pedig az indokolt modszer a bal oldali:

T}+1

U;

T/ n

ntl — u;l — aﬁ(uj - U?—1)- (3.2)

U;

Ezt a két képletet szokés egy egyenletbe is atirni az alabbi médon az a_ = min (a, 0)
és ay = max (a,0) jelolésekkel:

n n T n n n n
El6szor egy folytonos kezdeti feltétellel és a = 1 sebességgel vizsgaljuk meg az

upwind-sémat. Tekintsiik a

Owu(t,x) + Opu(t,z) =0 t > 0,2 € (—2,4),
u(0,2) =e ™ x e (=2,4), (3.3)
u(t,—2) =wu(t,4) t>0

Cauchy-feladatot. A kezdeti feltétel egy Gauss-gorbét hatédroz meg, aminek a maxi-
mumértéke 1, a maximumhelye pedig 0. Peremfeltételnek pedig egy periodikus perem-
feltételt hasznalunk, ami egyenlévé teszi az intervallum bal peremén bejovs értéket az
intervallum jobb peremén kimend értékkel. Mivel a = 1 > 0, ezért a bal oldali

upwind-sémat fogjuk hasznalni.

. : 1.5 T -
— kezd eti — kezdeti

15

m— pontos — pontos
tau= 0.025 tau= 0.08

u(t,x)
>

0.5

N
o
=
N
w
S

1. 4bra. Az upwind-séma altal adott numerikus megoldas és a pontos megoldas Ssszehasonlitva
h = 0,05 lépéskoz és két kiillonboz6 T érték esetén, ¢ = 2 idépillanatban

< 1, ami megfelel a Tetel altal biztositott
oldalan lathatjuk, hogy ekkor az upwind-séma a

A 7 = 0,025 valasztassal a =
stabilitasi feltételnek. Az[I] dbra ba

ol
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varakozasnak megfelelen viselkedik, a numerikus megoldas kellGen kozel van a pon-
toshoz. Eszrevehetjiik, hogy a numerikus médszer altal adott Gauss-gérbe maximuma
kisebb, mint a pontos megoldasé. A 2 abran pedig jol latszik, hogy ha tobb ideig hagy-
juk futni a numerikus moédszert, akkor egyre tovabb cstkken a numerikus megoldas
maximuma, a numerikus megoldéas pedig egyre kevésbé hasonlit a pontos megoldasra.
Az ilyen tulajdonaggal rendelkezé numerikus modszereket disszipativnak nevezziik, és
a gyakorlatban ritkdn hasznaljuk ezeket nagy ¢ esetén.

15

1.5 ' .
— kezd eti — kezdeti
m— pontos = pontos
= =tau = 0.025 = =tau= 0.025
1 ] 1l
é - %
=] L -.5
05 0.5} T~ n
N ’
4 \ P ~ N
7/ -~ L ’ >
e ~ -
0
2 L 0 1 2 3 4 2 1 0 1 2 3 4

2. 4bra. Az upwind-séma altal adott numerikus megoldas és a pontos megoldas Gsszehasonlitva
h = 0,05 és 7 = 0,025 1épéskozok esetén, t = 14 illetve t = 44 idGpillanatokban

Az (1} abra jobb oldalan viszont azt lathatjuk, ahogy af = % > 1 esetén instabil

lesz a megoldas. Ez jol latszik abbol, hogy a 2 koriili lokdlis maximum nagyobb, mint
1, illetve a 0-t6l balra megjelens nagyméret oszcillaciokbol.

15 T WA T Tt T
- kezdeti
N il
o A | ) | -tz = 0.08
: i TSR,
% il |||lll i
E hiy ot
05 | ] i iy
f m oyl
L n !
0
-2 -1 0 1 2 3 4

X
3. dbra. Az upwind-séma altal adott numerikus megoldas és a pontos megoldas Gsszehasonlitva

h = 0,05 1épéskoz és két kiillonboz6 T érték esetén, ¢ = 4 idépillanatban

Erdekes azt is megfigyelni, hogy az eltelt ¢ id6 novelésével az intervallum egyre
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nagyobb részét éri el az instabilitas okozta oszcillacio. A [3] abran lathato ¢ = 4 id6-
pillanatban a vizsgalt intervallum teljes egészén elszallt méar a numerikus kozelités. Ez
nem meglepd, hiszen az id§ mulasaval a numerikus megoldasban kapott hibak tovabb-
terjednek az a sebesség altal meghatarozott irdnyba.

Lax—Wendroff-moédszer az egy térdimenzios advekcidos egyenletre A
linearis Lax—Wendroff képletet az advekcios egyenletre alkalmazva az

2
2h?
modszert kapjuk, az a sebesség elGjelétsl fiiggetleniil. Ugyanazt a Cauchy-
feladatot fogjuk vizsgalni, mint amit az upwind-sémaval néztiink, mivel igy 6ssze tudjuk
hasonlitani a két modszer altal adott numerikus megoldast.

n—i—l

n T n n n n n
uy ™t =i — aﬁ(uﬁl — ) +a’ = (ufyy — 2u] +uf ) (3.4)

15

15

m— ke zd eti — kezdeti

|
m— pohtos — pohtos |
tau= 0.025 tau= 0.08 |
1 1 1 i |
= - 3 /N |

El \ El 'l \
\ / \ |
0.5 0.5 7 / \ |

\
\ 4 J \ |
N 7/ p | N
0 : =) 0 el y
2 1 0 1 2 3 4 2 1 0 1 2 3 4
X X

4. dbra. A Lax-Wendroff-médszer altal adott numerikus megoldas és a pontos megoldés Gsszeha-
sonlitva h = 0,05 1épéskoz és két kiillonbozs 7 érték esetén, t = 2 idGpillanatban

A [ abran a Lax—Wendroff-médszerbdl kapott numerikus megoldasokat lathatjuk.
A bal oldalon 7 = 0,025 esetén ay = % < 1, és jol latszik, hogy ezzel a valasztassal a
modszer valoban stabil, és szinte a pontos megoldassal azonos kozelitést ad vissza. A
jobb oldalon viszont megint af = % > 1, és egyértelmiien instabil lesz a megoldas az
intervallum szélein. A [d] abran lathato ¢ = 2 id6pillanatban a gérbe kozepén a pontos
megoldéshoz, kozel marad a numerikus kozelités, de azt varjuk, hogy tobb idé elteltével
itt is elszalljon.

Magnus-modszer az egydimenziés advekcios egyenletre Ahhoz, hogy a
vagy a Magnus-modszert alkalmazni tudjuk barmilyen egyenletre, elGszor meg
kell hataroznunk a (2.11)-ben szerepls Q(u") métrixot. Az egy térdimenzios advekcio
esetén ez egyszerd, hiszen f(u) = a, ezért a Q(u") matrix nem fiigg u™-tdl:

0 a 0 - 0
—a 0 a
-1
QZ% 0 a 0
.
0 0 —a 0
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A Magnus-modszerrel is a (3.3)) feladatot vizsgaljuk elGszor.

1.5 - - 1.5 . :
m— kezd eti m— kezd eti
m— nontos m— nontos
tau= 0.025 tau= 0.08
1 7\ 1 N
x /N x /N
5 i =l \
05 \ 0.5 \
\ \
\ \
N\, N
[1 )= 0! y
2 1 0 1 2 3 -2 1 0 1 2 3
5. abra. Az egylépéses Magnus-moédszer altal adott numerikus megoldas és a pontos megoldas

Osszehasonlitva h = 0,05 1épéskoz és két kiillonbo6zs T érték esetén, ¢ = 2 idGpillanatban

Az [l abrarol ugy latszik, hogy az egylépéses Magnus-modszer stabilabb, mint az
el6z6 két véges kiilonbséges modszer, hiszen az a = % > 1 esetben nem lathatoak osz-
cillaciok. Azonban a6} abran lathatjuk, hogy ha tobb ideig futtatjuk a modszert, mégis
instabilitasok alakulnak ki. Ez arra enged kdévetkeztetni, hogy a Magnus-modszerre is
létezik valamilyen stabilitasi feltétel.

1.5 7 : : : . : B

— kezdeti

= pohntos
tau= 0.08

I
/
/
I.
e
— i |
3 4

6. dbra. Az egylépéses Magnus-modszer altal adott numerikus megoldas és a pontos megoldés
osszehasonlitva h = 0,05 és 7 = 0,08 1épéskozok esetén, t = 4 idépillanatban

Ahogyan azt a Magnus-modszerrdl szolo fejezetben targyaltuk, a linearis esetben
a kétlépéses modszer ugyanazt a modszert adja meg, mint az egylépéses, ezért azt itt
folosleges vizsgélni.
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Godunov-modszer az egydimenzios advekcids egyenletre Ahogyan korabban
ismertettiik, a Godunov-médszerben az altalanos esetben minden idélépésben (|1.6))
Riemann-problémakat kell megoldanunk. Azonban az advekcios egyenletnél explicit
képletiink van a megoldasra, ezért ez a 1épés nem okoz probléméat. Az [z;_;, z;] inter-
vallumon az alabbi Riemann-problémat kell megoldanunk:

Owu(t,x) + adyu(t,x) =0 VYt € [ty, tas1],

o= T o 2= 59

u” ha x> Tj—1/2-

70

A (2.21]) képlet szerint

1 [
uj+1 = E/x u(tn+17$) dIa

J—1/2

ahol az u fiiggvény a (3.5) Riemann-probléma megoldasa. A . tétel szerint
w(tpi1, ) = u(t,,r —ar),

amibdl kovetkezik

1 1 [%i+1/2 1 [%i+1/2707
it = E/ u(ty,r —ar)de = —/ u(ty, r)dr =
x xT

i—1/2 h j—1/2—aT

1 Tj—1/2 1 Tjy1/2—0T
= E/ u(ty, z)dz + E/ u(t,, ) de =

j—1/2—at Tj_1/2
1 —N -—N T —N
=5 (aTuj_l + (h — aT)uj) = (1 - a—) u; +a
-—N T —N -—N
=uj — aﬁ(uj —uj_y).
Lathato, hogy ez azonos a ([3.2]) upwind-séméval, ezért a Godunov-modszert nem téar-
gyaljuk kiilon az advekcios egyenlet esetén.

Hibaelemzés az advekciés egyenletnél Most Gsszehasonlitjuk az eddig vizsgalt
numerikus modszerekbdl kapott megoldasok hibait. A hibat az (1.18]) norma alapjan
fogjuk szamolni, azaz rogzitett 7 > 0 érték és n € {0,1,..., N} index mellett

hiba = Z u(tn, ;) — uj|.

J

Az upwind-sémaéra és a Lax—Wendroff-modszerre feltettiik a konzisztencia vizsgéla-
tanal, hogy a 7 és h lépéskozok azonos nagysagrendtek, emiatt allands 7 = % mellett
fogjuk kiilonb6z6 7 értékekre megvizsgalni a hibat a feladat esetén. A Magnus-
modszert is ugyanazokkal a 1épéskozokkel vizsgaljuk, azonban érdemes megjegyezni,
hogy mivel ott minden lépésben egy matrix exponencidlisaval szamolunk, a leggyor-
sabb modszerekkel is lassabban fut, mint a véges kiilonbséges modszerek. A [7 abrarol
leolvashatjuk, hogy mindharom tesztelt modszer valoban konvergens a lineéris eset-
ben folytonos kezdeti feltétel mellett, hiszen a 1épéskozzel ardanyosan csokken a hiba
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7. dbra. Az eddig vizsgalt modszerek hibai 6sszehasonlitva az advekciés egyenleten, Gauss-gorbe
kezdeti feltétellel

is. Azt is lathatjuk, hogy a Lax—Wendroff-modszer jobban kozeliti a pontos megoldast
az upwind-sémanél és a Magnus-modszernél is. Az upwind-sémanél erre szamitottunk,
hiszen a Lax-Wendroff-moédszerben magasabb rendii a konzisztencia, az viszont érde-
kes eredmény, hogy a Magnus-moédszernél is jobb kozelitést ad. Ez azt jelenti, hogy a
Magnus-modszer nem egy jo6 modszer a vizsgalt problémaéara, hiszen joval nagyobb a
szamitasigénye.

Nem folytonos kezdeti feltételek Eddig lattuk, hogy a stabilitasra vonatkozo
feltétel teljesiilése mellett folytonos kezdeti feltételek esetén mindegyik vizsgalt modszer
megfelel6 megoldést nyujt. Azonban egy mennyiség kezdeti eloszlasa nem mindig egy
folytonos fiiggvénnyel irhato le, ezért indokolt a nem folytonos kezdeti feltételekre is
vizsgalni a numerikus modszerek viselkedését.

Tekintsiik a

Ou(t,x) + Opu(t,x) =0 t > 0,2 € (—2,4),

1 h <0
w(O,2) =42 = (3.6)
1, ha x>0,

u(t,—2) =wu(t,4) t>0

Riemann-problémat. Az el6z6 feladathoz hasonldan itt is egy periodikus peremfeltételt
vesziink, azonban a kezdeti feltétel nem folytonos.

A[8] abran lathatjuk, hogy a nem folytonos kezdeti feltétellel ellatott feladatnal sem
az upwind-séma, sem a Lax—Wendroff-modszer altal adott numerikus megoldas nem
kozeliti jol a pontos megoldast. Az upwind-séma nem tudja kovetni a szakadas miatti
meredek ugrast, a Lax—Wendroff-modszer pedig bar meredekebb pontos megoldést ad,
ennek a javult pontossagnak az araként oszcillaciokat lathatunk a konstans részeken.
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8. Abra. Az upwind-séma és a Lax—Wendroff-médszer altal adott numerikus megoldasok h = 0,05

lépéskozzel

15
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tau= 0.025
] — 0 pmewewxw=ew
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9. dbra. Az egylépéses Magnus-modszer altal adott numerikus megoldas h = 0,05 lépéskozzel

A |§] abran pedig lathatjuk, hogy a Magnus-modszer sem ad jo megoldast a (3.6
feladatra, hiszen itt is oszcillal a numerikus megoldas, s6t, a [—2, 0] intervallumon kozel

sincs a pontos megoldashoz.

3.2. Burgers-egyenlet egy térdimenzioban

A Burgers-egyenlet egy olyan megmaradasi torvény, ami jelentGs szerepet jatszik az
alkalmazott matematikiban. Az egyenlet tobbek kozott a folyadékok és gazok model-
lezésében jatszik fontos szerepet. A Burgers-egyenlet altalanos alakja

O + u0,u = VO,
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de itt csak azzal az estettel foglalkozunk, ahol a v > 0 tn. diffazios egyiitthat6 nullaval
egyenld. Tehat a tovabbiakban a

ou+ud,u=0, t>01r€R, (37)

u(0,2) =®(z), ze€R ‘
Cauchy-feladatot fogjuk vizsgalni. Az egyenletet atirhatjuk az (1.10)) alakba is:

du+ 0, (3u?) =0, t>0,z€eR, (3.8)

u(0,7) = ®(z), = eR. '

Latszik, hogy ez az egyenlet nemlineéris, emiatt egy érdekes példa lesz arra, hogy a
kiilonb6z6 numerikus moédszerek mennyire pontosak ilyen esetben. Az advekcios egyen-
lethez hasonléan a Burgers-egyenletnek is meg tudjuk adni a megoldasat, de ez sajnos
implicit lesz, és csak fixpontiteracioval tudjuk majd egy kozelitését kiszamolni.

3.2. Tétel. A Cauchy-feladatnak az u(t,r) = ®(x — u(t,z)t) figguény pontos
megolddsa adott ® € C*(Q) fiigguény esetén.

Bizonyitas. A karakterisztikak modszerét fogjuk hasznalni. A
Oyu 4+ udyu =0 (3.9)

egyenlet egy (f, Vu) = 0 alaku elsérendi parcialis differencidlegyenlet, ahol f(t,z) =

(win)

Ekkor a (3.9) Burgers-egyenlethez tartozd karakterisztikus egyenlet
§'(s) = f(£(s)),

azaz

§1(s) =1,
{5;@) = u(t, z). (3.10)

Latszik, hogy a &»(s) — u(t, x)&(s) fiiggvény allandé minden s-re, hiszen

%(52(8) —u(t, z)61(s)) = &(s) — ult, )& (s) = u(t, z) —u(t, x) - 1 =0.

Tehat V(t,x) = v — u(t, )t els6 integralja a Burgers-egyenletnek, mivel allando a
karakterisztikik mentén. Az [1.4] allitas szerint egy V (¢,z) fiiggvény pontosan akkor
megoldasa a (3.9)) egyenletnek, ha elss integralja a (3.10) karakterisztikus egyenletnek.
Ezért az

u(t,x) = V(x — u(t, z)t)

fliggvény megoldasa a (3.9) egyenletnek tetszéleges ¥ € C*(R) esetén. A (3.7) Cauchy
feladatban ki kell elégiteniink az

u(0,2) = ®(z), x€R
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kezdeti feltételt is. Konnyen latszik, hogy a ¥ = & valasztéassal az u(t,z) = ®(x —
u(t, z)t) fiiggvény megoldasa lesz a (3.9) egyenletnek, valamint kielégiti a kezdeti fel-
tételt is, hiszen

u(0,2) = ®(z — u(0,2)0) = ®(z).
[l

hényadost hasznéltunk, az
% lesz a lépéskozok aranya

Mivel az advekcios egyenlet vizsgalatdnal alland6 7+ =
egyszerliség kedvéert a Burgers-egyenlet vizsgalatanal is
minden kisérletben.

1
2

Upwind-séma az egy térdimenzios Burgers-egyenletre Abban az esetben, ha
f(u(t,x)) azonos elGjeld minden ¢ és = értékekre, akkor alkalmazhatjuk a (2.1)-(2.2)
upwind-séma valamelyik alakjat. Mivel a Burgers-egyenletben is a kezdeti értékek to-
l6dnak el valtozo sebességgel, ehhez elég az, hogy f(u(0,z)) azonos elGjelii minden x
értékre. Tekintsiik a Burgers-egyenletet az advekcional is vizsgalt Gauss-gorbe kezdeti
feltétellel:

Owu(t, z) +u(t,z)0yu(t,z) =0 t >0,z € (—2,4),
w(0,z) = e, xe(=24), (3.11)
u(t,—2) = u(t,4) t>0.

Mivel e=** > 0 teljesiil minden z érték esetén, hasznalhatjuk erre a feladatra a 1)

bal oldali upwind-sémat. Mivel a Burgers-egyenletben f (u;‘) = uf, a bal oldali upwind-
séma az aldbbi alakot veszi fel:

T
n+tl _  n __.n'/n __ ntl
uwit =l — h(uj ui™e).
1.5 T T 1.5 T -
— kezd eti — kezd eti
m— hontos m— hoNntos
tau= 0.025 tau= 0.025
x
e
=1
3 - _4 2 _3_ _4

10. 4bra. Az upwind-séma és a Lax Wendroff-modszer altal adott megoldas h = 0,05 lépéskoz
esetén, t = 1 id6pillanatban

A abra bal oldalan lathatjuk, hogy a leirt upwind-séma kozelité megoldésa jol
koveti a pontos megoldast, azonban a legmerekedebb részen nem képes elérni azt a
meredekséget, ami a pontos megoldasnél lathato. Ez motivaciot ad arra, hogy bonyo-
lultabb modszerekkel is probalkozzunk.
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Lax—Wendroff-médszer az egy térdimenziés Burgers-egyenletre Mivel
a Burgers-egyenlet nemlinearis, a Lax—Wendroff-mddszert a Richtmyer-féle
két 1épéses modszerrel fogjuk implementalni. A egyenletben F'(u) = %uQ, ezért a
modszer koztes lépései

n 1, ., n T (1, . 1, .,
Wi = 5 (W +uj) — 5 (5 (uf1)” 3 (%)2) )

n 1, ., n T (1, . 1, .,

jir11//22 =3 (ujy + ) — oh (5 (up)” — 3 (“j—l)z) :

a masodik 1épés pedig

nel o T (17 ar1\2 1/ nr12)?
o= (- )

A[10] abra jobb oldalan lathato a Lax—Wendroff-modszer numerikus megoldéasa. Az
upwind-séméval 6sszehasonlitva lathato, hogy a meredek részen valoban meredekebb
lesz a numerikus megoldas, tehat a Lax-Wendroff-médszer szemmel lathatéan jobban
kozeliti a pontos megoldéast az upwind-sémanél.

Magnus-modszer az egy térdimenzios Burgers-egyenletre A (2.12)) és (2.13
Magnus-modszerekhez el6szor megallapitjuk a (2.11)-beli Q(u™) matrixot. Mivel a @
Burgers-egyenletben f(u}) = uf,

0 w 0 - 0
) —uy 0wy
Q(un)z—% 0 —u? . .0
: . : . n
. /U/]
n
15 1.5
— kezd eti — kezdeti
m— 0O NtOS = pontos
tau = 0.025 tau = 0.025
1
x
2
3
0.5
ca— [IR= L L L T o ——
3 4 -2 -1 0 1 2 3 4

11. 4bra. Az egy lépéses és két lépéses Magnus-modszer altal adott megoldas h = 0,05 lépéskoz
esetén, ¢t = 1 idGpillanatban
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Az eléz6ekhez hasonloan a Cauchy-feladatra alkalmazzuk a modszert. Mivel
a Burgers-egyenlet nemlinearis, a Magnus-moédszer mindkét formajat alkalmazhatjuk
ra. A abran lathato, hogy mindkét modszer megfelels kozelité megoldast nyijt a
Burgers-egyenletre. A hibaelemzésnél majd megvizsgaljuk, hogy a kétlépéses modszer
nytujt-e valamilyen elényt az egy lépéses modszerrel szemben.

Godunov-maddszer az egy dimenzids Burgers-egyenletre Ahhoz, hogy a (2.21))
Godunov-modszert alkalmazzuk a Burgers-egyenletre, ismerniink kell a

Owu(t, ) + u(t,z)0pu(t,z) =0 Vit € [ty, tns1),
u(tn [L’) _ ﬂ;’bfh ha =z < Tj—1/2; (312)
’ uy, ha x> z;_1).

Riemann-feladat pontos megoldasat. Bar a Burgers-egyenletnek nincs explicit megol-
déasa, mégis ismert a Riemann-feladat megoldasa, amely az [5] konyv 3. fejezetében
taldlhat. A megoldés attol fiiggden kiilonbozik, hogy az u} ;| és uj értékek koziil me-
lyik a nagyobb.

Az egyszeribb eset az, amikor u} ; > uj. Ilyenkor a szakadéas az s = %
sebességgel mozog, ezzel a jeloléssel a ¢, id6pontbeli pontos megoldés
u? {, ha x<ux;_1/5+ sT,
utyer,z) =4 7 e (3.13)
uy, ha x> x;_ 1/ + sT.

Ha w} ; < uj, akkor végtelen sok megolddsa van a Riemann-problémanak, ezek

koziil a fizikailag jelentGset ismertetjiik. Ebben az esetben a pontos megoldas

ﬂ?_l, ha =z < Tj—1/2 + U;-L_lT,
T—T;_ — —_

U(tpgr1, ) = +1/2, ha @ 10 +uj 7 <z <3j10+ T, (3.14)
uy, ha x>z 1)+ ujT.

h

A (2.22) CFL-feltétel szerint max|F'(uj)] < —, a (3.11) vizsgalt Burgers-
j T

egyenletben pedig |F'(u})| = |f(u})| = u}, mivel u(0,2) > 0 kezdeti feltétel esetén

minden pillatban a kozelité megoldas, és emiatt a celladtlag is nemnegativ. Ebbdl ko-

vetkezik

h
maxu; < —,
J T
ahonnan
—n .
uiT < h Vj.

Ez azt jelenti, hogy x;_ /2 +uj 4T < Ty +h =172 €8 Tj_1)2 +uiT < xj10+ h =
xj41/2 teljesiilnek, vagyis a cellak valoban nem hatnak ki egymas pontos megoldasara.

Azt is érdemes észrevenni, hogy nemnegativ celladtlagok esetén az uj_;7, ujt és
st értékek is nemnegativak. Ezért az [z 1,2 1/,] intervallumon biztosan u}_; lesz a
Riemann-feladat megoldésanak értéke mindkettd esetben.
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Ezekkel az ismeretekkel mar meg tudjuk hatarozni az

ST B A

—MN ~n

u =y " (tpy1, x)de
Tj-1/2

frissitett celladtlagot.

A (3.13)) els6 esetben

T Y Aase
ittt = — u(tpy1, ) de =

J h
Tj—1/2
1 Tj_1)2FST _ 1 Titr/2
= —/ u"(tpy1, ) de + —/ u(tpyr,x)de =
h’ €T, h’ T +sT
ji—1/2 j—1/2
1 [zt 1 [rvz ST . ST\ _,
:E/m\ uj_ldaj_‘_ﬁ\/w +8Tu]dx:7u]_1+<1_ﬁ>uj
j—1/2 j—1/2
- T(ﬂ;‘ + U?,l)ﬂn B T(ﬂ;‘ + ﬂ;ﬂl)ﬂn _
g 2h i-1 2h g
—n T —n
=u; — %((%)2 - (%’4)2)‘

A (3.14)) mésodik esetben

1 L [T
it = E/ u(tpy1, ) de =
Tj—1/2
1 Ij_1/2+ﬂ?717' 1 (E]-_l/g-i-ﬂ;LT
= —/ ﬁn(tn+17 .T) dﬂ? + —/ an(tn_;'_l, .',U) dx+
h Tj-1/2 h Tj—1/2HU]_ T
1 [Tit+1/2
+ E/ " (tpe1, z)de =
ZBj_l/Q—Fﬂ;LT
1 xj_1/2+ﬂ;?717 1 mj_1/2+ﬂz-“r T — 1
:E/ ﬂylderE/ DT gy
Tj_1/2 Tj_1/9FUF T T
1 Tj+1/2
+ —/ udr =
h xj_1/2+ﬁ?7'
Tin N2 T mny2 2 UjT
— L@ g - g+ (1- 2w -
T

= — (@) — (@),

Mindkét esetben ugyanazt a képletet kaptuk az 1j celladtlagra, ezért a modszerben
nem kell kiilonbséget tenniink a két eset kozott. Erdekességként megfigyelhetjiik, hogy

ha a Burgers-egyenletnek a

Oyu + 0, (%u2> =0

alakjara alkalmazzuk az upwind-modszerhez hasonloan az ((1.13))-(1.14]) bal oldali ko-
zelitéseit az idébeli és térbeli derivaltaknak, akkor ugyanezt a modszert kapjuk, a cel-

laatlagok helyett pontbeli értékekre.
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— kazd eti
m— nontos
tau= 0.025
x
el
3
2 _3 - 4

12. abra. A Godunov-modszer altal adott numerikus megoldas h = 0,05 lépéskozzel

A abran lathato, hogy a Godunov-moédszer is megfelel6 numerikus megoldast
ad a Burgers-egyenletre. Szemmel is lathato, hogy ez a numerikus megoldas nem illesz-
kedik olyan jol a pontos megoldasra, mint példaul a Lax—Wendroff-mo6dszer numerikus
megoldasa, azonban a Godunov-modszer erdsségét inkabb a nem folytonos kezdeti fel-
tételeknél varjuk el.

Nem folytonos kezdeti feltételek Az advekciohoz hasonléan a Burgers-egyenletnél
is megvizsgaljuk a numerikus modszerek viselkedését nem folytonos kezdeti feltételek
esetén. Azt varjuk, hogy itt a Godunov-moédszer ki fog tiinni a tobbi modszer koziil a
konzervativ tulajdonsiga miatt.

1.5 1.5
= pnohtos m— nontos
tau= 0.025 tau= 0.025
1 [ — _ N SE—
X / X ‘
El ‘/ =1
0.5 —_— 0.5 S
0 0
2 0 2 4 -2 0 2 4
X X

13. dbra. Az upwind-séma és a Lax-Wendroff-médszer altal adott megoldas h = 0,05 lépéskdz
esetén, t = 2 idGpillanatban
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A vizsgalt kezdeti feltétel megegyezik az advekcional vizsgélttal:

Owu(t, z) + u(t,z)0pu(t,z) =0, t>0,2z¢€ (-2,4),

. h <0

u<07x> _J > a I sU,
1, ha x>0,

u(t, —2) = u(t,4) t>0.

(3.15)

Ennek a Riemann-problémanak a pontos megoldéasat ki tudjuk szamolni a
képlet szerint, azzal az egy kiilonbséggel, hogy itt a periodikus peremfeltétel miatt
az intervallum bal peremén twjra bejon a magasabb wu, érték, ezért ott gyakorlatilag
egy méasik Riemann-probléméat kapunk, amelyet a képlettel tudunk megoldani.
Veszélyt okozhat, hogy elég id6 elteltével a két Riemann-probléma utoléri egymaést,
ezért olyan id6pontban vizsgaljuk az egyenletet, amikor ez még nem kovetkezett be.

1.5 1.5
= pontos m— pONtos
tau= 0.025 tau= 0.025

5
™

|
5
™

14. dbra. Az egy lépéses és két lépéses Magnus-modszer altal adott megoldas h = 0,05 lépéskoz
esetén, t = 2 id6pillanatban

A [I3] abréan lathatjuk, hogy az upwind-séma elfogadhat6 megoldést ad a nem foly-
tonos feladatra. Azonban azt észben kell tartanunk, hogy az upwind-séma csak akkor
miikodik, ha a terjedés sebessége mindig és mindenhol azonos elGjeli az egyenletben,
ezért nem mindig hasznalhaté a valo életben. A Lax—Wendroff-modszer altal adott
megoldés is jol koveti a megoldast az intervallum nagy részén, azonban a meredek ré-
szeknél nagy oszcillaciok jelennek meg. Az abran lathato legnagyobb oszcillacionél a
numerikus megoldas eléri az 1,17 értéket is, ami nem realis, hiszen egyértelmi, hogy a
valodi megoldas sehol nem lehet 1-nél nagyobb a kezdeti feltétel miatt. Az alkalmazés
jellegétdl fiiggben ez akar elfogadhatatlan is lehet, ezért érdemes alkalmasabb modszert
keresniink.

A [14 abran a Magnus-modszer megoldéasait lathatjuk. Egyértelmd, hogy ezek a
megoldasok nem megfelelGek. Az a sejtésem, hogy a jelenlegi implementéaciéval nem
tudja a Magnus-modszer kezelni az olyan nem folytonos periodikus feladatokat, ahol
nem nulla a bal oldalon bejévé mennyiség. Valdszintinek tartom, hogy ez a probléma
kikiiszobolhets valamilyen modon, de ebben a dolgozatban ezt nem vizsgaljuk béveb-
ben.

A [15] &bra bal oldalan lathatéo a Godunov-modszer altal adott megoldas h = 0,05
érték esetén. Szabad szemmel ez a megoldas nagyon hasonlit a abran bal oldalon
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1.5 1.5
m— nohntos m— nONtOS
tau = 0.025 tau = 0.0025
S - 1— ) SEm
3 3 ' /
El 5 I /
0.5 —_— 0.5 — _/ ]
0 0
2 0 2 4 2 0 2 4
X X

15. 4bra. A Godunov-moédszer altal adott megoldas h = 0,05, illetve h = 0,005 lépéskdz esetén,
t = 2 idgpillanatban

lathato megoldasra, amelyet az upwind-sémabol kaptunk. A [15] abra jobb oldalan azon-
ban lathato, hogy a 7 és h 1épéskozok csokkentésével egy olyan numerikus megoldést
ad a Godunov-moédszer, ami az egész intervallumon rasimul a pontos megoldasra.

w— Upwind

w— | 5 x-Wendroff /
Godunov p

10! ——/

10°

hiba

1073 . . .
10°% 1073 1072 10! 10°
tau

16. abra. Harom modszer hibaja a Burgers-egyenleten, nem folytonos kezdeti feltétellel

Hibaelemzés a Burgers-egyenleten nem folytonos kezdeti feltétel mellett
Korabban emlitettiik, hogy a Godunov-modszer szélesebb korben alkalmazhat6, mint
az upwind-séma vagy a Lax—Wendroff-mddszer, most pedig azt vizsgaljuk meg, hogy
a hibaja hogyan viszonyul a tobbi modszeréhez. Mivel a Magnus-modszer mindkét
valtozata szemmel lathatoan rossz eredményt adott a feladatra, azoknak a hibajat nem
vizsgaljuk.

A abran taléljuk az upwind-séma, a Lax-Wendroff-médszer és a Godunov-
modszer hibait kiilonbozd 1épéskozok esetén. Az upwind-moédszer konvergenciaja je-
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lentdsen lassult a [7] abran latotthoz képest, s6t, abban sem lehetiink biztosak, hogy
ebben az esetben egyaltalan konvergal-e. A Lax—Wendroff-mddszer béar a legkisebb hi-
bat okozza a hdrom moddszer koziil, a abran lattuk, hogy a numerikus megoldésban
nemkivanatos oszcillaciok vannak.

A Godunov-moédszer szinte azonos sebességgel konvergal, mint a Lax—Wendroff-
modszer, viszont semmilyen oszcillaciokat nem vezet be a numerikus megoldasban. Ez
azt jelenti, hogy a Godunov-moédszernek valodi elényei vannak a tobbi vizsgalt mod-
szerrel szemben, ha nemlineéaris és nem folytonos kezdeti feltételi feladatra keresiink
numerikus modszert.
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Osszefoglalas

A numerikus moédszerek bemutatasa utdn megvizsgaltuk azokat a gyakorlatban egy li-
nearis és egy nemlinaris egyenleten. A linearis esetben azt lattuk, hogy folytonos kezdeti
feltétel mellett minden vizsgalt modszer kielégits kozelité megoldast adott a feladatra.
Nemfolytonos kezdeti feltétel mellett azonban azt tapasztaltuk, hogy a vizsgalt mod-
szerek a szakadasoknal nem képesek megfelelGen kozeliteni a pontos megoldast.

A Burgers-egyenlet vizsgalatanal is hasonloakat tapasztaltunk, s6t az itt bemu-
tatott formaban a Magnus-modszer megoldasa hasznalhatatlan volt a nemfolytonos
esetben, az upwind-séma pedig csak nagyon lasst sebességgel konvergalt. Ezzel szem-
ben a Godunov-moédszerrdl és a Lax—Wendroff-médszerrsl lattuk, hogy gyorsan kon-
vergalnak, viszont a Godunov-moédszer nem produkalt olyan oszcillacidkat, amiket a
Lax-Wendroff-modszernél lattunk. Ez mutatja, hogy a konvervativ modszerek valoban
alkalmasak a nemlinearis, nemfolytonos kezdeti feltételi feladatok megoldasara.
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