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Koszonetnyilvanitas

Szeretném  kifejezni  halamat témavezetomnek, Jittner Alparnak, aki
szakértelmével, utmutatasaval és tamogatasaval segitette munkamat. Koszonom az
értékes visszajelzéseket és a motivald szavakat, melyek nélkiil ez a dolgozat nem
johetett volna létre. Szeretnék koszonetet mondani csalddomnak is, hisz mindig
mellettem alltak és tamogattak tanulmanyaim soran. Kiilon szeretnék koszonetet
mondani szaktdarsaimnak, Blankanak, Kincsének, Noéminek és Zoardnak, akik

nélkiil az elmult 3 év kozel sem lett volna ennyire élvezetes.



ElOoszo

A halézati optimalizalas egyik alapvetd feladata a minimalis koltségi folyamfel-
adat, melynek széles korii alkalmazésai vannak tobbek kozott a mérnoki tudomanyok
szamos agaban, az utvonaltervezésben, a telekommunikacioban és a kozlekedésben.

A minimalis koltségii folyamfeladatra szamos polinomialis ideji algoritmus
létezik, a gyakorlatban a hélézati szimplex algoritmust alkalmazzak a gyorsasaga
és az egyszerisége miatt. Annak ellenére, hogy az altalanos szimplex algoritmus-
hoz nem ismert olyan pivotalasi szabaly, amelyet alkalmazva az elméleti legrosszabb
futasido is polinomidlis, a halézati szimplex algoritmushoz taldltak ilyet. Ezek koziil
kettot is bemutatunk a dolgozatban.

Az elso fejezetben definidljuk a minimaélis koltségu folyamfeladatot és bevezetjiik
a hozza kapcsolédé fogalmakat. Megnézziik a linedris programozas néhany alapveto
tételét, a primal szimplex algoritmust, a dudl szimplex algoritmust és a felsékorlatos
szimplex algoritmust, valamint definialjuk a polinomidlis és az erésen polinomialis
futédsidat.

A maésodik fejezetben James B. Orlin [I] cikke alapjan megismerjiik az &ltalanos
primal hélézati szimplex algoritmust, és mutatunk ehhez egy olyan pivotaldsi
szabalyt, mellyel er6sen polinomidlis futasidejiivé teheto. Ezt alkalmazva a futasido
O(min{n?*mlognC,n*m?logn}) lesz. Ehhez definidljuk a premultiplikatorokat, me-
lyeken ez a pivotalasi szabdly alapszik.

A harmadik fejezetben Ronald D. Armstrong és Zhiying Jin [2] cikke alapjan
megismerjik az altalanos dual halézati szimplex algoritmust, és hasonléan az el6z6
fejezethez, itt is mutatunk egy olyan pivotalasi szabalyt, mellyel erésen polinomialis

futdsidejivé tehetd. A futdsidé ebben az esetben O(mn(m + nlogn)logn) lesz.



1. fejezet

Bevezetés

1.1 Alapfogalmak

Legyen G = (N, A, u,c,b) egy irdnyitott halézat, ahol N a csiicsok halma-
za, |[N| = n, A az irdnyitott élek halmaza, |A| = m, u: A — RT U {400}
a kapacitasfiiggvény, c: A — R} a koltségfiiggvény, valamint b: N — R az
igényfiiggvény, melyre > . b(v) = 0. Ezek altal meghatarozva minden (v, w) € A
élhez tartozik egy c,, koltség és egy wu,, kapacitds, valamint minden v € N
csucshoz tartozik egy b, igény. Ha a koltségfiiggvény egészértékii, akkor jelolje C'
a max{cy,: (v,w) € A} mennyiséget, kiilonben legyen C' = +oc.

A minimalis koltségli folyamfeladat felirhaté az alabbi alaki optimalizalasi fel-

adatként. Keressiik azt az z: A — R] folyamot, amely minimalizalja a

E vawi

(v,w)eA

mennyiséget a kovetkezo feltételekkel:

Yv € N: Zl'vw_ wav:bva

(v,w)EA (ww)EA (1.1)
V(v,w) € A: 0 < Ty < Upo-

Vezessiik be a p: N — R potencialfiiggvényt, amely minden v € N csticshoz
rendel egy p, értéket. Minden p potencialfiiggvényhez és ¢ koltségfiiggvényhez tar-
tozik egy ¢: A — R redukélt koltségfiiggvény, amely minden (v, w) € A élhez
rendel egy b értéket ugy, hogy P = cpuw — pv + Du-



1.1.1. Lemma. A minimdlis koltségi folyamfeladatban egy adott ¢ koltségfiigguény
és eqy adott p potencidlfiigguény esetén a cP redukalt koltségfigguény szerinti mi-
nimalizaldsi feladat ekvivalens az eredeti ¢ kéltségfigguény szerinti minimalizdldsi

feladattal.

Legyen D = (V, E) egy irdnyitott graf, V. ={1,2,... ,n}, E={1,2,...,m}. Azt

mondjuk, hogy az M matrix ennek a grafnak az incidenciamatrixa, ha

1, ha az i csics a j élnek a kezdopontja,
M;j; =< —1, ha az i csics a j élnek a végpontja,
0, kiilonben.

Tehat az incidenciamatrix minden oszlopa egy élhez, minden sora egy csicshoz tar-
tozik. Minden oszlopban egy +1 és egy —1 szerepel, a tobbi helyen nullak allnak.

Adott D = (V, E) iranyitott grafban egy (vg, e, v1,€2,0, ..., €k, vx) utat akkor
hivunk irdnyitott ttnak, ha e; = (vg,v1), ..., ex = (vg_1,vx) és minden csicsa
kiilénbozo. Az irdnyitott kor definicidéja hasonld az iranyitott ut definicidjahoz, de
a kor esetén vy = vy.. Legyen P egy irdnyitott tt. Ekkor ¢(P) jeldlje az irdnyitott titon
az éleknek a c koltségfiiggvény szerinti osszkoltségét. Hasonldéan, ha W egy iranyitott
kor, akkor ¢(W) jeldlje az iranyitott korben az éleknek a ¢ koltségfiiggvény szerinti
osszkoltségét. Egy adott W irdnyitott kor, p potencialfiiggvény és ¢ koltségfliggvény
esetén c¢(W) = c?(W).

Egy A algoritmus lépésszaman azt a t4: N — N fliggvényt értjiik, melyre
ta(n) = max{az A algoritmus lépésszdma az x inputon: |z| = n}.

Legyenek f,g: N — R fiiggvények. Ekkor f = O(g), ha léteznek ng, ¢ € N konstan-
sok 1gy, hogy minden n > ng egészre f(n) < c-g(n). Azt mondjuk, hogy az A algo-
ritmus polinomidlis futdsidejl, ha a futasideje feliilrol korlatos az input méretének
egy polinomjaval, azaz létezik olyan k € N, melyre t4(n) = O(n*), ahol n az input
mérete.

A definicié fiigg a szamitasi modelltél, amely meghatarozza, hogy a futasidot,
valamint az input méretét mi alapjan szamoljuk ki. Két szamitasi modellt vesziink
ehhez alapul, a Turing modellt , valamint az aritmetikai modellt, melyeket

Peter van Emde Boas [3] konyvében leirt médon definidlunk. Mig el6bbi egy Turing-



gép, utébbi egy RAM (Random-Access Machine) segitségével hajtja végre az
algoritmusokat. Nézziik meg leegyszertisitve ennek a két szamitasi modellnek néhany

kiilonbségét:

e Az aritmetikai modellben minden szam egy memoriacellat foglal el, ezzel szem-
ben a Turing modellben minden szam annyi memériacellat foglal el, ahany bit

sziikséges a bindris reprezentalasahoz.

e Az aritmetikai modellben minden alap aritmetikai miivelet (6sszeadds, kivonés,
szorzds, osztéas) elvégzése egy 1épés, mig a Turing modellben ezen miiveletek
végrehajtasi ideje fligeg a szamok méretétdl, azaz a binaris reprezentalasukhoz

sziikséges bitek szamatol.

Ha egy algoritmus a Turing modell szerint polinomialis futasidejli, akkor a futasido
feliilrél korlatos az inputban levé szamok bindris reprezentalasahoz sziikséges bi-
tek szamanak egy polinomjaval. Ha egy algoritmus az aritmetikai modell szerint
polinomialis futasidejli, akkor a futdsido felilrol korlatos az inputban levo adatok

szamanak egy polinomjaval.

1.1.2. Példa. Az FEuklideszi algoritmus a Turing modell szerint polinomidlis
futdsideji, azonban az aritmetikai modell szerint nem. Az input egy (a,b) szdmpadr,
vagyis az aritmetikai modellben az input mérete 2, tehdt konstans. Mivel a 2 minden
polinomja konstans, ezért mindig tudunk ugy vdlasztani a és b szamokat, hogy az

algoritmus sordan az osztasok szama, vagyis a futdsido, ennél nagyobb legyen.

1.1.3. Példa. Az algoritmus, amely olvas eqy n € N szdmot és ismételt négyzetre
emeléssel kiszamolja 2% értékét, az az aritmetikai modell szerint polinomidlis
futasidejd, mig a Turing modell szerint nem. A szimok reprezentdldsdhoz sziikséges
bitek szama az eqymas utdni szorzasok miatt exponencialisan nd, igy nem becstlheto

felulrol polinommal.

1.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy algoritmus erdsen polinomidlis futdsidejii,

ha a Turing-modell és az aritmetikai modell szerint is polinomidlis futdsideji.

Vagyis egy algoritmus akkor erésen polinomidlis futésidejii, ha az inputbeli ada-
tok szamanak és ezek binaris reprezentdlasahoz sziikséges bitek szamanak is egy
polinomjaval feliilrol becsiilheté a futdsideje mindkét szamitasi modellben. A mi-

nimalis koltségli folyamfeladatban meg kell adnunk a csicsok halmazat, az élek



halmazat, minden csucsnak az igényét, minden élnek a kapacitasat, valamint a
koltségét. Célunk tehat olyan algoritmusokat mutatni a minimalis koltségl folyam-
feladatra, melyeknek futésideje O(Poly(n,m)), azaz csak az irdnyitott halézat csics-
és élszamatol fligg. Most nézziink példat egy nem erdsen polinomidlis folyam algo-

ritmusra.

1.1.5. Példa. A Ford-Fulkerson algoritmus megoldja a maximdlis folyamfeladatot,
ahol két kijelolt s és t csucson kivil mindegyik csics igénye 0. Ha a kapacitdsok és
a kéltségek egész szamok, akkor algoritmus futdsideje O(m - F'), ahol F' a mazximdlis
s —t folyam értéke. Legrosszabb esetben minden javitout csak 1 eqységgel noveli a

folyamértéket, mig az ilyen utak megtaldlisa O(m) idét vesz igénybe.

1.2 A linearis programozas alapjai

A linedris programozas az operaciokutatas egyik aga, mely linearis egyenlotlenség-
rendszerekkel foglalkozik. Az ilyen egyenlGtlenség-rendszerekkel kapcsolatban tobb
kérdés is felmeriilhet, példaul hogy van-e egyaltalan megoldasa, illetve ha van, ak-
kor azok kozott egy elére meghatarozott célfiiggvény szerint tudunk-e taldlni op-
timalisat. Mi az utébbi kérdést vizsgaljuk részletesebben ebben a szakaszban.

Legyen A € R™™ matrix, b,y? € R", valamint z, ¢’ € R™ vektorok. Az ezekre

felirhaté primal feladat a kovetkezo:
min{cz: Ax = b,z > 0}.
Az ehhez tartozé dual feladat:
max{yb: yA < c}.

Vegylik a fent megfogalmazott primal és dudl feladatot. Azt mondjuk, hogy egy
x vektor primal megengedett megoldas, ha Ax = b és x > 0. Egy y vektor dual
megengedett megoldas, ha yA < ¢. Most nézziink meg harom fontos allitast

ebbdl a témakorbol.

1.2.1. Tétel (Gyenge dualités tétel). Legyen x egy primdl megengedett megoldds, y
eqy dudl megengedett megoldds. Ekkor teljesil, hogy

cx > yb.



A kovetkez6 tétel kimondasa el6tt vezessiik be, hogy mit értiink az iires halmaz

minimuma, illetve maximuma alatt. Legyen min{(}} = 400 és legyen max{(}} = —o0.

1.2.2. Tétel (Erds dualitds tétel). Ha a primdl és a dudl feladat kézil legaldbb az

eqyik megoldhato, akkor létezik a maximum és a maximum, tovabbd teljesul, hogy
min{czx: Az =b,x > 0} = max{yb: yA < c}.

1.2.3. Allitas (Optimalitési feltétel). Legyen = egy primdl megengedett megoldds,
y eqy dudl megengedett megoldds. Az x és a y vektorok pontosan akkor optimdlisak,
ha minden i € {1,2,...m} esetén, ha x; > 0, akkor ya; = ¢;, ahol a; az A matriz 1.

oszlopdt jeloli.

A szimplex algoritmus segitségével megoldhatéak a korabban definialt optima-
lizalési feladatok, igy a szakasz hatralevo részében ezt fogjuk vizsgalni. Sziikségiink
van arra, hogy az A matrix sorai linedrisan fliiggetlenek legyenek. A szimplex algorit-
mus bazisokon lépked, igy minimalizalva a célfiiggvényt a primal feladat megoldasa
kozben, vagy maximalizalva a célfiiggvényt dual feladat esetén. Egy bazis mindig tel-
jes rangu és a hozza tartozé oszlopok kijelolésével adhato meg. A bazison kiviili osz-
lopokhoz tartozé valtozok értéke nulla. A B bazishoz tartozé primal megoldas
az rp = B~'b vektor nulldkkal kiegészitve. A B bazishoz tartozé dual megoldas
az yg = cgB~!, ahol cg a ¢ vektor B bézishoz tartozé része. Azt mondjuk, hogy
a B bazis primal megengedett, ha xpz > 0, valamint dual megengedett, ha

ypA < c¢. Azt mondjuk, hogy a B bazis optimalis, ha xp és yp optimalisak.

1.2.4. Allitas. A B bdzis pontosan akkor optimalis, ha egyszerre primdl és dual

megengedett.

A szimplex algoritmus soran kétféle kimenetel lehetséges. Vagy talalunk egy opti-
mumot, amit az optimalitasi feltétel segitségével tudunk leellenérizni, vagy talalunk
egy végtelen csokkent6/novelé irdanyt, ami azt jelenti, hogy a célfiiggvény nem
korlatos.

Vizsgaljuk meg el6szor a primal szimplex algoritmust eljaras). Ennek
végrehajtasa kozben primél megengedett bazisokon 1épkediink. Minden 1épésben egy
oszlopot cseréliink ki a B bazisban. A primél célfiiggvény értéke monoton csokken.
El6fordulhat, hogy degenerdlt 1épéseket tesziink, azaz olyan baziscseréket végziink,

melyek sordn a célfiiggvény értéke nem csokken, a bézisok pedig ciklizalnak. Két



helyen tudunk pontositani az algoritmuson; amikor kivalasztjuk a kilépo, illetve a

belép6 oszlopot.

1: procedure PRIMAL _SZIMPLEX ()

2 keressiink egy primal megengedett B bézist
3 rp < B~

4 y <+ cgB~!

5: if yA < c then

6 return x és y optimalis

7
8
9

end if
legyen j: ya; > c;

. ap —Blay, 2l 1 > Ax’ =0 és cx’ <0
10: if 2/ > 0 then >a+tr’ > 06 Ar +tr' = b minden ¢ € RT szdm esetén
11: return a primal célfiiggvény nem korlatos
12: end if
13: t < min —,:16{1,2,...,m},x;<0} > létezik olyan i: 2, < 0

. . H ,
14: i < arg min —/:26{1,2,...,m},xi<0}
Ty
15: xr v+t
16: B <« B —a; +a; > B bazisban az . oszlopot cseréljiik a j. oszlopra
17: go to 4

18: end procedure

1.1. eljarés. primdl szimplex

1.2.5. Allitas (Bland-szabdly). Ha a lehetséges kilépd, illetve belépd oszlopok kéziil
mindig a legkisebb indexti oszlopot valasztjuk, akkor a primdl szimplex algoritmus

véges sok lépésben ledll.

Kovetkezonek nézziikk meg a dudl szimplex algoritmust . eljaras). A dudl
szimplex algoritmus soran dudl megengedett bazisokon lépkediink és minden
1épésben egy oszlopot cseréliink ki a B béazisban. A dudl célfiiggvény monoton no,
tovabba itt is igaz, hogy a Bland-szabaly alkalmazasaval . allitas) véges sok
1épésben leall az algoritmus. A {6 kiillonbség a két eljaras kozott az, hogy a primél
esetben elobb valasztjuk ki a bazisba belépo oszlopot, majd ehhez valasztunk kilépo

oszlopot, mig a dudl valtozatban a kilépo oszlophoz valasztunk belépo oszlopot.



1: procedure DUAL_SZIMPLEX ()

2 keresstink egy dudl megengedett B bazist

3 y < cgB!

4 r < B

5: if x > 0 then

6 return x és y optimalis

7 end if

8 legyen i: x; <0

9. y « I'B™! >ITeR": I} =1,I) #1,hai#j,4yb <0

10: if /A <0 then > ekkor (y 4+ ty')A < ¢ minden ¢ € R szdm esetén

11: return a dudl célfiiggvény nem korlatos

12: end if

13: t < min W]/—wc]: je{1,2,....,n},va; > O} > létezik olyan j: y'a; >0
J

14: j%argmin{w:je{1,2,...,n},y’aj>0}
ya;
15: y<—y+ty

16: B+ B—-a;+a;j > B bazisban az i. oszlopot cseréljiik a j. oszlopra
17: go to 4

18: end procedure

1.2. eljaras. dudl szimplex

1.3 A fels6 korlatos szimplex algoritmus

Linearis programozasi feladatoknal a gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy egy
valtozénak van also és felsé korlatja is. Nézziik meg a kovetkezd altaldnos alaki

linearis programozasi feladatot:
min{cz: Ar =b,l < x < u}.

Az als6é korlat egy ' = x — [ helyettesitéssel és a b vektor moddositdsaval
konnyen &atirhaté nemnegativitasi feltétellé. A felsé korlat is atirhaté nemnegati-
vitasi feltétellé, azonban igy a matrix mérete nagy mértékben néne. Ez motivalja a
fels6 korlatos szimplex algoritmust.

Vegyiik észre, hogy a minimdlis koltségii folyamfeladat is felirhat6 ilyen alak-
ban. Ehhez el6szor vegyiik az irdnyitott halézathoz tartozé M incidenciamatrixot.
Tekintsiink a koltségfiiggvény transzponaltjara és a folyamra egy R™-beli, az
igényfiiggvényre egy R"-beli vektorként. Ekkor a minimélis koltségti folyamfeladat
a kovetkez6 alaku:

min{cz: Mz =0,0 <z < u}.

10



Az eddig vizsgalt szimplex algoritmusokban a bézison kiviili oszlopokhoz tartozo
valtozok értékét mindig rogzitettiik az alsé korlatjukhoz — nulldhoz. A fels6 korlatos
szimplex algoritmusban a bézison kiviili oszlopokhoz tartozé valtozok értékét vagy
az alsd, vagy a felsd korlatjukhoz rogzitjiik. Ennek kovetkeztében az A matrix
felirhat6 A = (B L U) alakban, ahol az L részmétrix oszlopaihoz tartozé valtozdk
az als6, mig az U részmétrix oszlopaihoz tartozé valtozok a felsé korlatjukon van-
nak, a B pedig egy teljes rangu részmatrix. A B bazis oszlopaihoz tartozo valtozdk
is lehetnek valamelyik korlatjukon. Egy ilyen particionalast bazisstruktiranak
hivunk. Az z vektor is particiondlhaté x* = (zp =z xy)T alakban. Vezessiik be a
z = cx jelolést az adott béazisstruktiurahoz tartozo célfiiggvény értékére.

A kovetkez6 Osszefiiggés irhaté fel:
Brxg+ Lxr +Uxy = 0.
Ebbol z g vektort kifejezve kapjuk, hogy
v =B '~ B 'Lyy, — B 'Uxy. (1.2)
Az x; =1, xy = uy helyettesitést elvégezve adddik
B=B"'— B 'Ll — B 'Uuy.

Azxz=(zp zr zv)T=(8 Il wuy)” megolddst bazismegolddsnak hivjuk. Ha
az lp < xp < up feltételek is teljesiilnek, akkor megengedett bazismegoldasrol
beszéliink. A ¢ vektort is hasonléan felbonthatjuk ¢ = (cp ¢ c¢y) particidkra.

Ekkor

z = cpxp + cLxr + cuxy. (1.3)
Az (1.3)) kifejezésbe helyettesitve (1.2)) kifejezést, hogy

z=cpB '~ (cgB 'L —c)xy — (cgB'U — cp)ay. (1.4)

Jelolje Jy, és Jy azon indexhalmazokat, melyek elemeihez tartozé valtozok az alsoé,
illetve a felsd korlatjukhoz rogzitettek. Legyenek m = cgB™ 'L és n = cpB~ U

vektorok. Ezek dimenzidi megegyeznek c; és ¢y vektorok dimenzidival. Ekkor az

11



(1.4) kifejezésbél kapjuk, hogy

z=cpB b — Z (mj —¢j)z; — Z (nj —c¢j)x;. (1.5)

JEJL Jj€Ju

Jegyezzilk meg, hogy itt az m — ¢, és az n — cy vektorok komponensei felel-
nek meg a halézati szimplex algoritmusban az egyes élekhez tartozd redukalt
koltségfiiggvénnyel.

Most vizsgéaljuk meg, hogy egy béziscsere (pivotélds) sordn hogyan véltozik a
célfiiggvény értéke. Vegyiik az x; bazison kiviili valtozdét. Elészor nézzik meg azt az
esetet, amikor j € Jr. Mivel az x; ekkor az alsé korlatjan van, igy az értékét csak
novelni tudjuk. Az kifejezés alapjan ez pontosan akkor csokkenti a célfiiggvény
értékét, ha m; —c¢; > 0. Hasonléan j € Jy esetén az x; valtozo a felsé korlatjan van,
igy csak csokkenteni lehet az értékét. Szintén az kifejezés alapjan leolvashato,

hogy ez pontosan akkor csokkenti a célfiiggvény értékét, ha n; —c; < 0.

1.3.1. Allitas (Optimalitési feltétel a felsé korlatos szimplex algoritmusra). Egy
megengedett bdzismegoldds pontosan akkor optimalis, ha mj; —c; < 0 minden j € Jp,

indezre, valamint n; — c¢; > 0 minden j € Jy indexre.
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2. fejezet

Az erosen polinomialis primal

halézati szimplex algoritmus

Legyen G = (N, A, u,c,b) egy irdnyitott halézat az . szakaszban definialt
modon, ahol n a csicsok szama, m az élek szama. Ebben a fejezetben vizsgdlunk egy
O(min{n*mlognC,n*m?*logn}) futdsidejii primdl hélézati szimplex algoritmust a
minimalis koltségi folyamfeladat megoldasara.

El6szor megnézziik a primal halézati szimplex algoritmust . eljaras), majd
a premultiplikdtor szimplex algoritmust . eljaras), amely az el6bbinek egy spe-
cialis valtozata. Ennek mutatjuk meg azt a koltség skalazos véaltozatat . eljaras),
amely megoldja a minimédlis koltségili folyamfeladatot O(min{nm log nC,nm?logn})
pivotalassal. Ehhez egy olyan adatstruktirat hasznalunk majd, amelyben a pi-

votaldsok O(n) 1épésben végrehajthatéak, ami a fenti futasidét adja.

2.1 A primal halézati szimplex algoritmus

Legyen a csicsok halmaza N = {1,2,...n}. El6szor médositsuk a hélézatot
és vegyink fel segédéleket. Legyenek ezek az (1,v) és (v,1) élek minden v # 1
csucsra +00 kapacitassal és 1+nC koltséggel. Ezeket az éleket hasznalhatjuk kezdeti
megengedett bazisnak. Azért van sziikséglink (1,v) és (v, 1) élekre is, hogy a késébb
definialt nemdegeneralt feltevéshez tudjunk alkalmazni perturbacios technikakat.
Ha egy optimalis megoldasban barmelyik segédélen pozitiv a folyamérték, akkor az

eredeti minimalis koltségl folyamfeladat nem megoldhaté.
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Minden megengedett x folyam esetén az élekhez tartozik rezidualis kapacitas a
kévetkezéképpen: ha (v, w) € A, akkor a (v, w) ¢l rezidudlis kapacitasa ry, = Uy, —
Ty, KOItSégE €. Ha (w,v) € A, akkor a (v, w) él rezidudlis kapacitdsa 7, = Ty,
ennek koltsége —c,,. Hasznédljuk a 400 — ,, = 400 konvenciét. Jeldlje G(z) a
pozitiv rezidudlis kapacitdsi élekbél all6 segédgrafot. A (v, w) jelélést hasznaljuk az
élekre, de a halozatban lehetnek tobbszoros élek is, de ezek nem befolyasoljak az

algoritmusoknak sem a futasat, sem a futasidejét.

2.1. abra. példa rezidudlis hélézatra

A minimélis koltségl folyamfeladat esetében — a fels6 korlatos szimplex algorit-
mushoz hasonléan — egy bazisstruktira az éleknek egy (7', L,U) particionalasaval
adhaté meg. Itt T jeloli a bazisbeli éleket, melyek feszitofat alkotnak a halézatban,
az L és az U particiokba pedig a bazison kiviili élek tartoznak . El6bbi halmaz elemei
az also korlatjukon, utébbi halmaz elemei pedig a fels6 korlatjukon vannak. Min-
den bazisstruktiurahoz tartozik egy x folyam, amely a kovetkezoképpen szamolhatd
ki: minden (v,w) € L élre z,, = 0, minden (v,w) € U élre T,y = Uy, a T-beli
élekhez rendelt folyamértékek pedig az els6 fejezetben leirt feltételrendszerbdl
egyértelmiien megkaphatok, mivel a T-beli élek feszitofat alkotnak. Azt mondjuk,
hogy a (T, L,U) bézisstruktira megengedett bazisstruktira, ha 0 < z,, < Uy,
teljesiil minden (v, w) € T élre. A megengedett béazisstruktirabdl szamolt x folyamot
megengedett megoldasnak, vagy megengedett folyamnak hivjuk. A héalézati
szimplex algoritmus . eljaras) minden lépésben megengedett bazisstrukturat tart
fenn.

Tegyiik fel, hogy minden megengedett megoldas nemdegeneralt, azaz nincs olyan
T-beli él, amely vagy az alsé, vagy a felso korlatjara van allitva. Ezt hivjuk nemde-

generaltsagi feltevésnek. Ez egy erés megkotésnek tinik, de tobb perturbacios
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technika is létezik, melyeket alkalmazva a perturbalt feladat szerinti optimalis
bazisstruktirdk pontosan az eredeti feladat szerinti optimélis bazisstruktirdk. Egy
ilyen technika olvashaté James B. Orlin [4] cikkében. Ennek alapja, hogy az 1 csics
igényét kell6en kicsi e értékkel megnoveljiik, a tobbi csucs igényét pedig €/(n — 1)
egységgel csokkentjiilk. A nemdegeneraltsigi feltevés egyben azt is jelenti, hogy a
G(z) segédgraf tartalmazza a T-beli éleket és azok megforditottjait is, mig a bazison

kiviili élekre (v,w) € G(z) esetén (w,v) ¢ G(x).

2.1.1. Definicié. Jelilje G*(x) a G(x) segédgrafnak azon részgrdfjdt, amely nem

tartalmazza a T-beli éleket és azok megforditottjait.

2.1.2. Definicié. Egy adott T fa és eqy kijelolt v gyokércsics esetén jelélje T(v)

a G(x) segédgrifnak azt a T szerinti részfdjat, melyben minden él a v csics felé

iranyitott.

2.2. dbra. példa G(z)-re és ebbél kapott T(3)-ra

Legyen x egy megengedett megoldds és T' az ehhez tartozé feszitéfa. Ha (p, q) €
G*(z), akkor ezt az élt a fdhoz hozzavéve keletkezik egy W kor, melyet a (p,q)
él Aaltal generdlt alapkornek neveziink, és a (p,q) élbol, valamint a T'(p)-beli
irdanyitott ¢ — p utbdl &ll. Legyen ¢ = min{r,,: (v,w) € W}. Kiildjiink kérbe a W
koron e egység folyamot, ezzel csokkentve az élek rezidudlis kapacitasat és novelve
a forditott élekét. A nemdegeneraltsagi feltevés miatt pontosan egy olyan él lesz a
korben, melynek a rezidualis kapacitasa 0-ra csokken. A pivotalas soran hozzaadunk

a fdhoz egy (p,q) élt, az altala generalt W kor mentén kiildiink e egység folyamot,
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majd kivessziik a bazisbdl azt az élt, melynek a rezidudlis kapacitasa 0-ra csokken.
Ha a W kor 6sszkoltsége negativ, valamint € pozitiv, akkor a pivotdlas sordan a

célfiiggvény értéke csokken.

2.1.3. Allitas (Optimalitasi feltétel a primél hélézati szimplex algoritmusra). A
(T, L,U) bdzisstruktira optimdlis, ha minden (v,w) € G*(x) €l dltal generdlt alapkor
osszkoltsége nemnegativ.

1: procedure PRIMAL_HALGZATI_SZIMPLEX ()

2 keressiink egy (7', L, U) megengedett béazisstruktirat

3 kiszamoljuk az ehhez tartozé x megengedett megoldast

4 while x nem optimalis do

5: legyen (p,q) € G*(x): (p, q) altal generdlt W alapkor osszkoltsége negativ
6: e < min{r,,: (v,w) € W}

7 pivotalas e értéki folyam kiildésével W koron

8 x és (T, L,U) frissitése

9: end while

10: end procedure

2.1. eljards. primal halézati szimplex

A nemdegeneraltsagi feltevéssel a primal hélézati szimplex algoritmus .
eljaras) véges sok lépésben ledll, mert véges sok bézisstruktira létezik a halézatban,
és a végrehajtdsa sordn kapott bazisstrukturdkon a célfiiggvény értéke szigortian
monoton csokken.

A p potencidlfiiggvényt szimplex valtozonak hivjuk, ha a T feszitéfa minden
(v, w) élére b, = 0. A primal hélézati szimplex algoritmusban (2.1] eljards) fenntar-
tunk egy ilyen tulajdonsagu potenciélfiiggvényt. Ennek elénye, hogy a (p, q) € G*(x)

él altal generalt alapkor osszkoltsége cF . igy negativ 0sszkoltségli kor keresésénél

P’
csak azt kell leellenériziink, hogy létezik-e olyan (p,q) € G*(x) él, melyre cb, < 0.
Minden béaziscsere utédn a p potencidlfiiggvényt O(n) idében frissithetjiik, de erre
vannak hatékonyabb mddszerek is, Alexander Schrijver [5] konyvében olvashatunk

is egy ilyet.

2.2 A premultiplikator szimplex algoritmus

2.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p potencidlfiigguény premultiplikdtora a
T(v) fanak, ha minden (v,w) € T(v) élre &, < 0. A p potencidalfiiggvény premultip-
likatora o T fanak, ha létezik olyan v € T csics, melyre p premultiplikdtora a T (v)

fanak.
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2.2.2. Lemma. Legyen T eqy fa és p eqy premultiplikdtora a T'(v) fanak. Ekkor
p pontosan akkor premultiplikdtora a T'(i) fanak, ha a T-beli egyértelmi w — v it

mindeqgyik élének a redukdlt koltsége 0.

Bizonyitds. Legyen P a T (v)-beli irAnyitott w — v ut. Ekkor T'(w) megkaphat6 T'(v)-
bél a P ut éleinek megforditasaval. El6szor tegyiik fel, hogy a T'(v)-beli P it minden
élének a redukalt koltsége 0. Ekkor a forditott éleknek a redukalt koltsége is 0, azaz
nemnegativ, a tobbi él pedig megegyezik a két faban. Most nézziik meg azt az esetet,
amikor P-nek van negativ redukalt koltségii (p, q) éle. Ekkor a T'(w) fdban a (g, p)
él redukalt koltsége pozitiv, mivel ellentettje (p,q) élének, ebbdl pedig kovetkezik,
hogy p nem lehet premultiplikdtora T'(w)-nek. ]

2.3. abra. példa szimplex valtozora és premultiplikatorra, csicsokban p, értékekkel

2.2.3. Definicié. Legyen T egy fa és p egqy premultiplikdtora o T'(v) fanak valamely
v €T csucsra. Azt mondjuk, hogy a w csiucs megengedett, ha p premultiplikdtora
a T(w) fanak is. Egy (p,q) € G*(x) élt megengedett élnek hivunk, ha a p csics

megengedett és ¢ < 0.

2.2.4. Lemma. Legyen T eqy fa és p egy premultiplikdtora a T'(v) fanak valamely
v € T csucsra. Ekkor minden megengedett €l dltal generdlt alapkor osszkoltsége

negativ.

Bizonyitds. Legyen (p, q) egy megengedett él és W az altal generalt alapkor. Legyen

z a kornek a v csucshoz T szerinti legkozelebb es6 cstcsa (z = v is lehetséges). Ekkor
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W ={(p,q) UPUP'}, ahol P a T(v)-beli irdnyitott ¢ — z ut, P’' pedig a T'(p)-beli
irdnyitott z — p ut. Tudjuk, hogy

(W) =cW) =cp,+ Z Chy + G-

(k,epP (k,l)eP!

Egyrészt cb, < 0 a megengedett ¢l definici6ja miatt. Masrészt ¢;; < 0 minden (k,1) €
P élre, mivel p premultiplikdtor. Harmadrészt ¢f;, = 0 minden (k,1) € P’ élre a2.2.2]
lemma miatt. Ezekb6l kdvetkezik, hogy ¢(W) < 0. O

1: procedure PREMULTIPLIKATOR_SZIMPLEX ()

2 keressiink egy (7, L, U) megengedett béazisstruktirat

3 kiszamoljuk a (7, L, U)-hoz tartoz6 = megengedett megoldast

4 legyen p premultiplikdtora a 7'(v) danak

5: while x nem optimalis do

6 if 1étezik megengedett él then > p premultiplikator T'(v)-re
7 legyen (p, q) megengedett él

8 szimplex_pivotalas(p, q) > eljaras
9 else

10: premultiplikdtor frissités() > eljaras
11: end if

12: end while

13: end procedure

2.2. eljards. Premultiplikator szimplex

procedure SZIMPLEX_PIVOTALAS(p, ¢)

legyen W a (p, q) altal generdlt alapkor

£ < min{r,,: (v,w) € W}

¢ értéki folyam kiildése W koron

legyen (k,1) a béazisbdl kilép6 él

T gyokerét allitsuk k-ra > p premultiplikdtora a T'(k) fanak
end procedure

2.3. eljaras. szimplex pivotalas

procedure PREMULTIPLIKATOR FRISSITES()
legyen S a megengedett csicsok halmaza
Q<+ {(v,w)eTw):ve¢ S, weS}
§ < min{—c,: (v,w) € Q} >0 >0, haS#N
minden v € S csucsra p, < p, + 0
end procedure

2.4. eljaras. premultiplikator frissités
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A szimplex pivotélds . eljaras) sordn a (p, q) élt bevessziik a bazisba, a (k, 1) élt
pedig kivessziik, ezzel fenntartunk egy megengedett bézisstrukturat. A fa gyokerét
is modositjuk a k csucsra.

Most azt fogjuk beldtni, hogy a premultiplikdtor szimplex algoritmus . eljaras)
helyesen megoldja a minimélis koltségii folyamfeladatot és véges sok 1épésben ledll.
El6szor ehhez azt 1atjuk be, hogy az algoritmus minden 1épésében vagy megnoveljiik
a megengedett csicsok szamat, vagy egy nemdegeneralt baziscserét hajtunk végre,
ahol a célfiiggvény értéke szigorian csokken. Mivel legfeljebb n darab megengedett
csucs lehet, ezért legfeljebb n 1épésenként javitunk a célfiiggvény értékén. Minden
nemdegeneralt baziscsere egy 1j megengedett bazisstrukturat ad szigorian kisebb
célfiiggvény értékkel. Mivel a minimélis koltségii folyamfeladatnal a bazisstruktirak

szama véges, ezért a premultiplikator algoritmus véges sok 1épésben ledll.

2.2.5. Lemma. A premultiplikator szimplex algoritmus . eljdrds) minden lépése

sordn fenntartunk eqy p premultiplikdtort.

Bizonyitas. Ezt a lemmat indukcioval latjuk be a lépések szama szerint. Tegyiik fel,
hogy p egy premultiplikdtor a kezdeti megengedett bazisstruktirara nézve. El6szor
vizsgaljuk meg a premultiplikator frissités . eljaras) hatdsat. Legyen p premul-
tiplikdtora a T'(v) fanak, valamint legyen p’ premultiplikdtor kozvetleniil az eljaras
végrehajtasit koveten. Azt kell igazolnunk, hogy £, < 0 minden (v,w) € T(v)
élre.

Legyen S halmaz a megengedett csicsok halmaza a p premultiplikdtorra nézve.
Az eljaras minden S-beli csiics értékét d-val noveli. Vilagos, hogy ez nincs hatéssal
azon élek redukdlt koltségére, melyeknek a kezdopontja és a végpontja is S-beli.
Definici6 szerint T'(v) nem tartalmaz olyan (v,w) élt, melyre v € S és w ¢ S, igy
csak azokat a (v,w) éleket kell vizsgalnunk, melyekre v ¢ S és w € S, vagyis a
Q-val jelolt élek halmazat. Az S-beli csticsok potencidljat d-val novelve a Q-beli élek
redukalt koltsége d-val csokken, igy azonban lathatd, hogy minden ilyen él redukalt
koltsége nempozitiv marad, és legalabb egy él redukélt koltsége O-ra no.

Most nézziik meg a szimplex pivotélds (2.3] eljards) hatdsat. Legyen (p, ¢) a belépd
él. Mivel (p, q) megengedett él, ezért p megengedett csics, igy p premultiplikdtora a
T(p) fanak, azaz minden (v,w) € T'(p) élre &, < 0. A (p,q) altal generélt alapkor
tartalmazza (p, q) élt és T'(p)-beli irdnyitott ¢ — p utat. A frissitett folyam a nemde-

generaltsagi feltevés miatt pontosan egy él rezidualis kapacitasat valtoztatja O0-ra. Ez
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az él legyen (k,1). Legyen T" = T—(k, 1)+ (p, q). A T'(k)—(p, ¢) minden élének iranya
megegyezik a T'(p)-beli irdnyukkal, igy ezekre az élekre a redukalt koltségfiiggvény

kisebb egyenld nulldval. Tovdabba mivel cf < 0, igy igazoltuk a lemmat. n

2.2.6. Lemma. A premultiplikdtor frissités . eljards) végrehagtasa noveli a meg-

engedett csucsok szamdat.

Bizonyitds. Az eljaras soran egy @Q-beli (v,w) él redukalt koltsége 0-ra nd. Mivel
(@ definicidja szerint w egy megengedett csics, igy v is megengedett cstucesa valik,

vagyis az S halmaz mérete no. n

2.2.7. Tétel. A premultiplikdtor szimplex algoritmus . eljdrds) egy specidlis
vdltozata a primal halozati szimplex algoritmusnak . eljards). Mint ilyen, véges

sok lépésben megoldja a minimdlis koltségi folyamfeladatot.

Bizonyitds. Az premultiplikdtor szimplex algoritmus (2.2} eljdrds) minden lépésében
fenntartunk egy premultiplikatort. A megengedett élek altal generalt alapkorok
osszsulya mindig negativ. Emiatt a premultiplikdtor algoritmus egy specialis
valtozata a primal halozati szimplex algoritmusnak. A végesség a nemdegeneraltsigi

feltevéshdl kovetkezik, amely garantalja, hogy a bazisstruktiurak nem ciklizalnak. [

2.3 A skalazoés premultiplikator szimplex al-

goritmus

Ebben a szakaszban megismeriink egy erdsen polinomidlis futasidejii primal
halézati szimplex algoritmust. Az algoritmus soran fenntartunk egy pozitiv A
értéket, amely a skalazasi faktor lesz, és az algoritmust skalazasi fazisokra osztja.
Akkor 1épiink egyik ilyen fazisbol a masikba, ha a skélazasi faktor megvaltozik. Az
algoritmus O(min{lognC,mlogn}) skalazési fazisbdl all, és minden ilyen fazisban
O(nm) pivotalast végez, igy a pivotéldsok szdma O(min{nmlognC,nm?logn}).
Ennek egy olyan implementécidjat mutatjuk meg, melyben egy pivotalas O(n) ideig
tart, igy az algoritmus futésideje O(min{nm lognC,nm?logn}). Elészor vezessiink
be négy 1j fogalmat. Mindegyik fogalom tugy értendo, hogy az aktualis skalazasi
faktor A.

2.3.1. Definicié. Jelolje N* azon csucsok részhalmazdt, melyeknek a potencidlja

még nem vdltozott az aktualis skaldzdsi fdzis sordn.
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2.3.2. Definicié. Legyen p eqy premultiplikdatora a T farnak és x eqy megengedett
megoldds. Azt mondjuk, hogy a p A-premultiplikdtor, ha ¢, > —A teljesil min-
den (v,w) € G(z) élre.

2.3.3. Definicié. Egy v csicsot éber csucsnak hivunk, ha v € N*, vagy a hozzd
tartozd p, potencidl A/4 egész tobbszordse. A nem éber csiucsokat alvé cstcsoknak

nevezzuk.

2.3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (p,q) € G*(x) él vdlaszthaté €l a A-

skdldzdasi fazisban, ha p egy megengedett és éber csics, valamint b, < —A/4.

A javitott kozelités . eljaras) bemenetnek kap egy p A-premultiplikdtor az
xr megengedett megolddsra nézve és a kimenete egy p’ A/2-premultiplikdtor az 2’
megengedett megoldasra nézve. Minden skalazasi fazisnak akkor van vége, amikor

N* = () lesz.

1: procedure SKALAZGS_PREMULTIPLIKATOR_SZIMPLEX ()
2 keressiink egy (7', L, U) megengedett béazisstruktirat
3 kiszamoljuk a (7, L, U)-hoz tartoz6 = megengedett megoldast
4 legyen p premultiplikatora T'(v) fanak
5. A<« max{|?, | &, <0, (v,w)eG(x)}
6 while x nem optimalis do

7 javitott kozelités(z, A, p) > eljards
8 A max{|c?, |: &, <0, (v,w)e€ G(x)} > A legalabb a felére csokken
9 end while

10: end procedure

wl

2.5. eljaras. skalazos premultiplikdtor szimplex

1: procedure JAviTOTT KOZELITES(Z, A, p)

2 N*«+ N

3 while N* # () do

4 if létezik valaszhato él then

5: legyen (p, q) valaszthaté él >ch < —AJ4
6 szimplex_pivotalas(p, ¢) > eljaras
7 else

8 A-premultiplikator frissités() > 2.7 eljéras
9 end if

10: end while

11: end procedure

2.6. eljarés. javitott kozelités
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1: procedure A-PREMULTIPLIKATOR FRISSITES()

2 legyen S a valaszhaté cstcsok halmaza

3 N* <« N*—-§

4. if N*=( then

5: terminate javitott kézelités(z, A, p) > eljaras
6 end if

7 §p  min{—c,: (v,w) €T(v), v¢S, weS}

8 0y + min{A/4 —p, mod A/4: v € S}

9: 0 ¢ min{dy, o}

10: for v € S do

11: Do < Py + 0 >d >0
12: end for

13: end procedure

2.7. eljards. A-premultiplikdtor frissités

Nézziik meg a skéldzdés premultiplikdtor szimplex (2.5 eljards) néhény jel-

lemzojét, melyeket a kovetkezo szakaszban igazoni fogunk:

e A cstcsokhoz tartozé p, potencidlok monoton nének, valamint minden skalazasi
fazisban legalabb egy cstics potencialja né, de minden cstics potencialja legfel-

jebb 3nA /2 egységgel néhet a A-skéldzasi fazis soran

e Minden bazisba keriil§ (p, ¢) megengedett élre b, < —A/4, ezért minden meg-

engedett él dltal generalt alapkor Osszstlya kisebb vagy egyenlé —A /4-gyel.

e Minden (p, q) él legfeljebb 6n alkalommal keriilhet be a bazisba egy skalazasi

fazis sordn, igy a pivotdlasok szdma fazisonként O(nm).
o A skéldzasi fazisok szdma O(min{m logn,lognC'}).

Jegyezziik meg, hogy p, mod A/4 € [0,A/4), igy d2 > 0. A A-premultiplikdtor
frissités() eljardsban gy defnidltuk Jy értékét, hogy a legkisebb pozitiv valés szdm

legyen valamely vélaszthat6 v csicsra, hogy p, + 02 a A/4 egész tobbszorose legyen.

2.4 Futasido vizsgalat

Ebben a szakaszban eloszor belatjuk, hogy skalazés premultiplikator szimplex
algoritmusban (2.5 eljdrds) egy pivotdlds O(n) iddben el tudunk végezni, majd
azt, hogy O(min{lognC,mlogn}) skélazasi fazis alatt taldlunk egy optimumot, és
minden skaldzési fazis O(nm) sordn O(mn) alkalommal pivotalunk.

Azt szeretnénk, hogy O(n) idé alatt tudjunk béaziscseréket végezni. Ehhez fi-

gyelniink kell arra, hogy a valaszthaté élek megtalalasa ne vegyen el sok tul idot.
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Ehhez bevezetjiik az aktualis él adatstruktirat. Ebben minden v csticshoz tar-
tozik egy éllista, amely a G(z) segédgrafbeli v csticsbdl kiinduld éleket tartalmazza
egy elére meghatarozott, rogzitett sorrendben. A nevébol adédéan minden csicshoz
tartozik egy aktudlis él ebbol a listabdl. Ha a v csticsbdl indulé valaszhaté élt ke-
restink, akkor ellenérizziik, hogy a csiicshoz tartozd aktualis él valaszthato-e. Ha
nem, akkor az éllista sorban kovetkezd elemét ellenorizziik. Ezt addig ismételjiik,
amig vagy talalunk egy ilyen élt, vagy elfogynak az élek a listabol. Utébbi esetben
az aktudlis élnek allitsuk be az () értéket, ami azt jelenti, hogy ebbdl a csticsbol
nem indul valaszhaté él. Csak akkor médositsuk ismét a v csticshoz tartozé aktualis
élt, ha a v csics ismét éberré vialik, azaz a hozzé tartozé p, potencidl A/4 egész
tobbszorose lesz. Ekkor allitsuk be az éllistajanak els6 elemét.

Vélaszhato él keresése soran eloszor a gyokérbdl indulva futtassunk egy mélységi
keresést a T' fan, hogy megtalaljuk a megengedett cstucsokat. Mivel a feszitéfaban
(n — 1) él van, a mélységi keresés futasideje pedig élszdm nagysdgrendii, ezért a
megengedett csticsokat O(n) id6ben megtalaljuk. A szimplex pivotélés . eljaras),
vagy a premultiplikator frissités . eljaras) végrehajtdsa utdn azon megengedett
és éber csticsok megtaldldsa, melyeknek az aktudlis éle nem (), O(n) lépésben megte-
hetd. Jegyezziik meg, hogy a (v, w) élt a A-skalazési fazis sordn legfeljebb annyiszor
vizsgalunk, ahanyszor a v csics éberré viik.

Ha mindig leellenériznénk a v cstics aktualis élét, amikor a potencialja no, akkor
nagyon sok id6t venne igénybe ez a feladat. Amikor a v csics aktudlis éle () lesz,
akkor legyen a v csics alvd, és egészen addig ne legyen jra éber, ameddig a poten-
cidlja nem né legaldbb A/4 egységgel. Késd6bb megmutatjuk a a . lemmaban,
hogy a A-skalazasi fazisban minden cstcs potencidlja O(nA) egységgel néhet, igy
O(n) alkalommal valhat éberré, azaz ennyiszer vizsgaljuk meg valaszhato él keresése
céljabol.

Legyen p’ premultiplikdtor és &’ megengedett megoldas, amikor a v csics alvo lesz,
és legyen p premultiplikator és x megengedett megoldas, amikor a v csics tjra éberré
vélik. Ekkor minden (v,w) € G(2') élre ¢, > —A/4, és mivel p, = p,, + A/4, igy
késdbb a[2.4.2] lemmaban ldtjuk majd, hogy minden (v, w) € G(z) élre &, > —A/2,

azaz teljestil a A/2 optimalitds minden N*-beli csticsbdl kiindul6 élre.

2.4.1. Lemma. Legyen p egy A-premultiplikator a A-skdldzdasi fazis sordn, v ¢ N*
cstucs. Legyen p' kézvetleniil a A-premultiplikdtor frissités . eljaras) lequtobbi
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végrehajtdasa elotti premultiplikdator, amikor v megengedett és éber csiucs volt. Ekkor

0<p, —p, <A/4

Bizonyitds. Jelolje p° a premultiplikdtort kozvetleniil a A-skaldzési fazis kezdetén.
Amikor a p, potencidl eloszor novekszik, akkor a v csiics egyszerre megengedett
és éber, tehat p' jol definidlt. El6szor nézziik meg azt az esetet, amikor p, — p¥ <
A/4. Ekkor a lemma trividlisan igaz. Most tegyiik fel, hogy p, — p® > A/4. Jelolje
a a A/4 legnagyobb egész tobbszorosét, amely szigortan kisebb, mint p,. Ebbél
kovetkezik, hogy p, — a < A/4 és p? < a < p,. Most megmutatjuk, hogy o = p’,
amellyel igazoljuk a lemmat. Nézziik meg azt a 1épést, melyben a v cstics potencidlja
el6szor legalabb a.. Ekkor a A-premultiplikator frissités (2.7] eljards) sordn a v csics
potencialja o definicidja miatt pontosan a-ra emelkedik. Most nézziik meg az elso
lépést, melyben a v cstcs potencidlja nagyobbra nd, mint «. Ebben a lépésben a
v csucs egyszerre megengedett és éber is. Ezt kovetoen a v csics akkor lenne jra
éber, ha a potencidlja o + A/4 > p,-nél nagyobbra néne, de « definicidja miatt ez

nem torténhet meg, igy ebbdl kiévetkezik, hogy pl, = a. O

2.4.2. Lemma. Legyen x eqy megengedett megoldds, p eqy A-premultiplikdator a A-
skdlazdsi fazis sordn. Ekkor minden (v,w) € G(zx) élre, ha v ¢ N*, akkor &, >
—A/2. Specidlisan, ha N* = (), akkor p egy A/2-premultiplikdtor az x megengedett

megolddsra nézve.

Bizonyitds. Vizsgaljunk a (v,w) € G(z) élt. Legyen p' kozvetlenil a A-
premultiplikator frissités . eljaras) legutobbi végrehajtédsa el6tti premultiplikétor,
amikor v megengedett és éber cstcs volt. Ekkor a (v, w) él vagy fa él, vagy egy nem
vélaszthaté nem fa él, amelyre ¢ > —A/4, vagy nincs rezidudlis kapacitdsa. Az
elso esetben a A-premultiplikator frissités eljards) meghivését kovetden teljestil,
hogy 2, > A/2. Kovetkezének vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor c2, > —A/4.
Ekkor

&= — (py— 1) + (Pw — 1).

A 2.4.1] lemma miatt (p, — p)) < A/4 és p, > pl,. Ebb6l kovetkezik, hogy

Végiil azt az esetet vizsgaljuk, amikor a (v, w) élnek nincs rezidudlis kapacitdsa ab-

ban a lépésben, amikor p’ a premultiplikator. Tegyiik fel, hogy egy késébbi lépésben
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kap rezidudlis kapacitast, amikor még mindig p’ a premultiplikdtor. Mivel a (v, w)
él pontosan akkor kap rezidudlis kapacitdst, ha a (w,v) él belép a bézisba, ezért

& < —A/4. Ebbol kovetkezik, hogy 2, = —c > A/4, tovabba
: ) ) A
Cﬁw :ng - (pv _pv) + (pw _pw) > _A/4_A/4+0 - _5

Igy leellenériztiik az 6sszes lehetséges esetet, amelybdl kovetkezik a lemma 4llitdsa.

]

2.4.3. Lemma. A A-premultiplikdtor frissités . eljdras) végrehajtasat kivetden

vagy a megengedett csucsok szama no, vagy valamelyik csics éberré valik.

Bizonyitds. Legyen p kozvetleniill a A-premultiplikdtor frissités . eljaras) leg-
utébbi végrehajtasa el6tti premultiplikator, p’ pedig az eljarast kévetd premultip-
likator. Jelolje S a p szerinti megengedett csiicsok halmazat. Ekkor mindegyik S-
beli cstics a p’ szerint is megengedett. Az elsd esetben § = §;. Ekkor a[2.2.6] lemma
bizonyitdsaban olvashaté mdédon legalabb egy olyan cstcs lesz, amely a p’ multip-
likatorra nézve megengedetté valik, de azt megel6zéen nem volt, igy a megengedett
cstcsok szama no. A masodik esetben § = d,. Ekkor valamely v cstics p, potencidlja

A /4 egész t6bbszorosére emelkedik, azaz a v csics felébred. O

Most belatjuk, hogy a A-skalazasi fazisban az egyes csucsok potencidlja legfeljebb

3nA/2 egységgel néhet, ezzel korldtozva a pivotalasok szamét.

2.4.4. Lemma (James B. Orlin [I]). Legyen x és x’ két kilonbézd, nemdegenerdlt,
megengedett folyam. Ekkor tetszdleges v, w csucsparra létezik olyan v csucsbol a w
csucsba vezetd P it a G(x) segédgrdfban, hogy ennek megforditottja eqy w csicsbdl

v csucesba vezetd ut a G(x') segédgrafban.

2.4.5. Lemma. A A-skdlazdsi fazisban minden csics potencidlja legfeljebb 3nA /2
eqységgel nohet.

Bizonyitds. Legyen a A-skalazasi fazis elején x egy megengedett folyam, p egy ehhez
tartozo premultiplikator. Ebben a skdlazasi fazisban néhany 1épéssel késobb jeldlje
2’ a megengedett megolddst és p’ a hozzd tartozd premultiplikatort. A skalazasi
fazis véget ér, ha N* = (), igy egy koztes lépésben N* # (). Definici6 szerint minden
v € N* cstcsra p), = p,. Vegytink v és w csicsokat gy, hogy v € N\ N* és w € N*.
Jeloljon P egy utat a w csicsbdl a v esicsba G(x)-ben gy, hogy ennek a P’-vel jelolt
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megforditottja G(z')-beli legyen. Ilyen 1t létezik a [2.4.4] lemma szerint. Felteheto,
hogy w az egyetlen N*-beli cstics az uton. A A-optimalitdsbdl kovetkezik, hogy

(P) =c(P) —pw+p, > —(n—1)A. (2.1)

Mivel P’ minden éle N \ N*-beli csicsbdl indul, ezért a[2.4.2] lemma miatt

&' (P) = c(P) —p, +pl, > —(n— 1)% (2.2)

Adjuk 6ssze a (2.1]) és a (2.2)) kifejezések ellentettjét. Mivel p!, = p,, és ¢(P)+c(P') =
0, igy azt kapjuk, hogy p! < p, +3(n — 1)A/2 < p, + 3nA/2, amibél kiovetkezik,
hogy a v cstcs potenciélja legfeljebb 3nA /2 egységgel nShet. O

2.4.6. Lemma. A A-skdldzdsi fazisban legyen p a premultiplikator, amikor a (v, w),
vagy a (w,v) €l bekeril a bazisba, p' pedig a premultiplikdtor, amikor a (v,w), vagy

a (w,v) €l legkizelebb ismét bekeril bazisba. Ekkor pl, — p, + pl, — pw > A/2.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy amikor p a premultiplikator, akkor a (v, w) él keriil be
a bazisba. A bizonyitas hasonld, ha a (w,v) ¢l keriil be a bézisba. Mivel a (v, w) él
bekeriilt a bézisba, ezért 2, = cpu — Py + P < —A/4.

Az elsé esetben a (w,v) él keriil be a bazisba ezt kovetSen. Ekkor 2, < —A/4,

ezért & = —c¥ > A/4. Ebbdl kivetkezik, hogy

A
5 <, == —puwt Pt Dy — Dy = —(0y — Do) + (P — Pw) <04 (P, — Do),

amib6l kovetkezik, hogy p! — p, + pl, — pw > A/2.

A masodik esetben a (v,w) € G(z) él kerill be a bazisba legkozelebb. A két
pivotalas kozott kellett legyen egy olyan pivotélds, amelyben a (w,v) él kikeriilt a
bézisbdl. Amikor a (v, w) él a kordbbi pivotdlasban bekeriilt a bézisba, akkor pozitiv
értékili folyamot kiildtiink rajta keresztiil a v csicsbol a w csucsba, de ahhoz, hogy
ujra bekeriilhessen, le kellett csokkenteniink rajta a folyam értékét O-ra, vagyis ki
kellett keriilnie a bazisbdl a nemdegeneraltsagi feltevés értelmében. Tegytik fel, hogy
ennél a koztes pivotdlasnal p” volt a premultiplikdtor. Mivel p” premultiplikatora
T'(v)-nek és (w,v) € T'(v), ezért ¢, < 0, tovabba a potencidlok szigortian monoton
nének, igy p < p” < p'. Ismerjiik a kovetkezd Osszefiiggéseket:

A
Cyow — Pu +pw = _Za (23)
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Cow — Py + Dy 2 0, (2.4)
A
A (2.4) kifejezésbdl kivonva a (2.3)) kifejezést kapjuk, hogy

%S%—m+m—%§%—m§m—m,

valamint a (2.4)) kifejezésbél kivonva a ([2.5)) kifejezést adédik, hogy

e R =Y =
Ezeket 6sszeadva kapjuk a lemma allitasat. O]

2.4.7. Lemma. A skdldzos premultiplikdtor szimplex algoritmusban . eljards)

eqy skadldzasi fazis sordn legfeljebb 6nm pivotdldst végzink.

Bizonyitds. Hasznaljuk a2.4.6] lemma bizonyitdsa sordn bevezetett jeloléseket p, p/
és p” premultiplikatoroka. Szintén ebbdl a lemmabdl tudjuk, hogy p! —p, +p, —pw >
A/2. Mivel a . lemma miatt ismert, hogy a p, és a p, potencidlok legfeljebb
3nA /2 egységgel néhetnek, igy a (v, w) él egy skaldzasi fazisban legfeljebb 6n alka-
lommal keriilhet be a bazisba. Ebbdl adédik, hogy egy skalazasi fazis soran legfeljebb

6nm pivotalast végezhetiink. O]

2.4.8. Lemma. A skdldzos premultiplikdtor szimplex algoritmus . eljards)
O(min{mlogn,lognC}) skdldzdsi fdzis utin ledll és megtaldlunk egqy optimdlis fo-

lyamot.

Bizonyitds. Eloszor azt az esetet nézziik meg, amikor C' < 400, azaz az inputbeli
szamok egészek. Bebizonyitjuk, hogy ekkor lognC' skalazasi fazis alatt eljutunk az
optimalis folyamhoz. A skéldzdsi faktor kezdeti értéke a segédélek miatt O(nC).
A lemma kimondja, hogy a skaldzasi faktor a skalazasi fazisok kozott legalabb
a felére csokken, azaz O(lognC) fazis alatt szigorian kisebb lesz, mint 1/n. Most
belatjuk, hogy x egy optimadlis folyam, ha A < 1/n. Szintén az el6z§ lemma miatt
p egy A-premultiplikdtor, azaz ?, > —A > —1/n minden (v,w) € G(x) élre.
Legyen W egy irdnyitott kor G(z)-ben, ¢(W) = ?(W) > —1. Mivel C' < 400 miatt
c(W) egész, igy ¢(W) > 0 minden G(z)-beli irdnyitott korre, azaz = optimalis az
optimalitdsi feltétel miatt (a2.1.3] 4llitds). Ezzel beldttuk, hogy O(log nC) skdlazasi

fazis elég.
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Most megmutatjuk, hogy O(mlogn) olyan skaldzési fazis van, melyben pi-
votalunk. Azt mondjuk, hogy egy él a A-skalazasi fazisban permanens bazison
kiviili él, ha nincs bent egy megengedett bazisban sem, sem az aktualis, sem barmely
késébbi skdlazasi fazisban. A permanens bézison kiviili élek gondolata Eva Tardos
[6] cikkébol szarmazik. Minden olyan skaldzasi fazisban, melyben pivotélunk, ott egy
feszit6éfabeli él permanens bazison kiviili éllé vélik (4 + [2logn]) skéldzasi fazison
beliil. Mivel minden él egyszer permanens bazison kiviili éllé valik, igy azon skalazasi
fazisok szdma, melyekben pivotdlunk, feliilrél becstilhet6 (4m + m|[2logn])-nel.

Mivel a A-skalazasi fazisban a potencidlok legfeljebb 3nA/2 egységgel néhet és
minden skalazasi fazisban A legalabb a felére csokken, igy minden potencial a jelen-
legi és a késobbi skalazasi fazisok soran legfeljebb

3nA  3nA  3nA

o= 3nA
2+4+8+ 3n

egységgel néhet. Ebbol kovetkezik, hogy ha a (v, w) élre &, > 3nA, akkor (v, w)
permanens bazison kiviili él, hiszen a redukéalt koltségfliggvénye nem lesz negativ.

Legyen (v, w) egy bazisba keriil6 él a A-skalazasi fazis soran és jelolje W az dltala
generdlt alapkort. Mivel a (v, w) él valaszhaté él, ezért ¢(W) < —A/4. Jelolje A" a
skalazasi faktort (4 + [2logn]) skdlazasi fazissal kés6bb és legyen p’ a multiplikdtor
a A'-skaldzési fazis elején. Ekkor A’ < A/(16n?), melybél kiovetkezik, hogy

(W) =c(W) < —4n?A.

Mivel W-nek legfeljebb n éle van, igy biztosan van olyan (p,q) éle, melyre cg; <
—3nA’. Mivel p’ egy A’-premultiplikétor, ezért (p, q) ¢ G(x), hiszen minden (v, w) €
G(z) élre &, > —A' kell teljesiiljon. Ebbdl kovetkezik, hogy (¢, p) € G(z), tovdbba
c{l’; > 3nA/, tehdt az (¢, p) él permanens bazison kiviili él. Ebb6l kévetkezik, hogy
O(mlogn) olyan skalazasi fazis van, melyben pivotalunk.

Végiil adunk egy fels6 becslést azon skaldzasi fazisok szamara, melyekben nem
pivotalunk. Azt latjuk be, hogy nem kovetkezhet egymas utan két pivotalas nélkiili
skalazasi fazis. Tegyiik fel, hogy a A-skédlazasi fazisban nem pivotalunk. Ek-
kor a A-premultiplikator frissitést . eljaras) hivjuk meg egymés utan addig,
ameddig mindegyik csics nem lesz megengedett. Ezt kovetden a feszitéfa min-
den élére a redukalt koltségfiiggvény 0. A kovetkezo fazis elején a skaldzasi fak-

tor A = max{—c},: b, < 0}, és keletkezik egy (p,q) él ¢, = —A redukalt
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koltségfiiggvénnyel. Mivel p éber és megengedett cstcs, ezért a (p, q) él vélaszhat6
él, amib6l kovetkezik, hogy a skaldzasi pivotalunk. Mivel nincs két egyméast koveto

pivotalas nélkiili skalazasi fazis, a skéldzasi fazisok szama O(mlogn). O

2.4.9. Lemma. A A-premultiplikdtor frissitést (2.7 eljdrds) O(nm) alkalommal

hivjuk meg eqy skdldazdsi fazis soran.

Bizonyitds. A . lemma alapjan a A-premultiplikdtor frissités eljaras)
végrehajtasa soran vagy egy csucs éberré valik, vagy egy csucs megengedett lesz.
A 2.4 lemma szerint az el6bbi eset csicsonként 6n alkalommal fordulhat eld, {gy
osszesen O(n?) alkalommal egy skaldzdsi fazisban. Most szeretnénk egy felsd korldtot
adni arra, hogy egy csucs hanyszor valhat megengedetté.

Minden alkalommal, amikor egy csiics megengedetté vélik az eljaras végrehajtasat
kévetéen, akkor van legalabb egy olyan (v, w) € T él, melynek a redukalt koltsége 0-
ra no, de ezt megel6zden negativ volt. Azt mondjuk, hogy ekkor ezt a fa élt toroljiik.
Belétjuk, hogy egy (v, w) élt annyiszor tordlhetiink a fabdl, ahdnyszor bevessziik a
bézisba. Amikor a (v, w) él bekeriil a bazisba, akkor a redukalt koltsége negativ, és
egészen addig negativ marad, ameddig nem toroljik, vagy nem keriil ki a bazisbol.
Ha a (v,w) élt toroljiik, akkor a redukélt koltségfiiggvénye egészen addig 0 marad,
ameddig nem keriil ki a bazisbél. Ebbol kdvetkezik, hogy egy (v, w) élt két egymaést
kovetd bazisba keriilése kozott csak egyszer tordlhetiink, igy egy élt O(n) alkalommal

torolhetiink egy skélazasi fazisban, ezzel pedig bizonyitottuk a lemmaét. O]

2.4.10. Tétel. A skdldzdsi premultiplikdtor algoritmus megoldja a minimdlis koltség
folyamfeladatot O(min{mlogn,lognC}) skdldzdsi fazissal, minden fdzisban O(nm)

pivotdldssal, tovdbbd a futdsidd egy skdldzdsi fazisban O(n*m).

Bizonyitds. A 2.4.8 lemma miatt az algoritmus O(min{mlogn,lognC}) skaldzasi
fazis alatt megtalal egy optimélis megoldast a minimalis koltségii folyamfeladat-
ra. A 2.4.7 lemma miatt az algoritmus minden skdldzdsi fazisban O(nm) pi-
votaldst végez. Az alapkorben e egység folyam kiildése és a feszitéfa frissitése
elvégezhet6 O(n) idében. Ha van vélaszhat6 el, akkor annak megtaldldsa O(n) id6 pi-
votaldsonként, az aktudlis élek frissitése pedig O(nm) idét vesz igénybe egy skdldzasi
fazis alatt. A[2.4.9] lemma miatt O(nm) alkalomma mddositjuk a premultiplikdtort
a A-premultiplikator frissités eljaras) végrehajtasdval. Minden futdskor poten-

cialisan az Osszes csucsot vizsgéalja 0; vagy d9 kiszamolasakor. Ez, valamint a p,
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potencidlok frissitése szintén elvégezheté O(n) idében. Ebbol kovetkezik, hogy a

futdsidé egy skdlazési fazis sordn O(n?m), amibél kapjuk az allitast. O
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3. fejezet

Az erbsen polinomialis dual

halézati szimplex algoritmus

Legyen G = (N, A, u,c,b) egy irdnyitott halézat az . szakaszban definialt
moédon, n a csicsok szama, m az élek szama. Ebben a fejezetben vizsgalunk
egy erosen polinomidlis futdsidejii dual halézati szimplex algoritmust a minimalis
koltségii folyamfeladat megoldasara, melynek a futdsideje O(mn(m+nlogn)logn).
El6szor a dudl halozati szimplex algoritmussal . eljaras) foglalkozunk, majd eh-

hez mutatunk egy olyan pivotalasi szabalyt, mellyel a fenti futasidét kapjuk.

3.1 A dual halézati szimplex algoritmus

Feltehet6, hogy a hélézatban nincsenek parhuzamos élek. A parhuzamos élek
megsziintetésére olvashato egy technika James B. Orlin, Eva Tardos és Stanley A.
Plotkin [7] cikkében, melynek alapja az élek felbontdsa 1j csticsok hozzévételével. Le-
gyen a cstcsok halmaza N = {1,2,...n}. Jelolje G* azt a G-bdl kapott segédgrafot,
melynek csicshalmaza N* = N U {0}, élhalmaza A* = AU{(0,v): v € N}. Legyen
bo = 0, ug, = +00, ¢y, = 0 minden v € N csticsra. Azt mondjuk, hogy az f: A — RS
egy el6folyam, ha kielégiti a 0 < fi,,, < wy,, feltételeket minden (v, w) € A élre. Egy

adott f el6folyam esetén a v csicsban az eltérést a kovetkezoképpen definidljuk:

e{j:bv+ Z fwv_ Z fvw-

(ww)eA (w,w)EA

Azt mondjuk, hogy a v cstics hidnyos, ha e/ < 0, illetve tobbletes, ha

e/ > 0. Vegyiik a kordbban definidlt potencialfiiggvényt, illetve az ebbdl és a
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koltségfiiggvénybdl kapott redukalt koltségfliggvényt. Azt mondjuk, hogy a p poten-
cidlfiiggvény dudl megengedett, ha ¢?,, > 0 minden (v, w) élre, ahol 0 < fi < Uy
és @ < 0 minden (v, w) élre, ahol f,, = uy,. Az optimalitasi feltételek a kovet-
kezok: ha ¢, > 0, akkor f,, =0, illetve ha & < 0, akkor f,, = Uyy-

A minimalis koltségli folyamfeladatra a felso korlatos szimplex algoritmushoz
hasonléan egy bézisstrukturat az éleknek egy (T, L, U) particiondldsédval adhatunk
meg az el6z6 fejezetben definialt médon. Legyen T egy feszitofa a G* segédgrafban,
legyen a 0 cstcs a lerogzitett gyokér. Azt mondjuk, hogy egy él felfelé iranyitott
él, ha a gyokér felé iranyitott, azaz a feszitofabeli iton a végpontja kozelebb van a
gyokérhez, mint a kezd6pontja. Hasonléan beszélhetiink lefelé iranyitott élekrol
is. Minden bézison kiviili (v, w) élhez L és U particidk alapjan legyen x,,, = 0, vagy
Tow = Uy Miutan a bazison kiviili élekre bedllitottuk a folyamértéket, a bazisbeli
élekhez tartozo folyamérték egyértelmiien kiszamolhato. Ha rogzitjiik a py potencialt
0-ra, akkor a tobbi csiicshoz tartozd potencidl is egyértelmiien kiszamolhatd, ha
megkoveteljiik, hogy minden (v,w) € T élre ?, = 0 teljesiiljon. Azt mondjuk,
hogy a T fa dual megengedett, ha az ilyen médon kiszamolt potencidlfiiggvény
dual megengedett és teljesiti az optimalitési feltételeket. Egy bazisstruktiara dual
megengedett, ha a struktirahoz tartozo fa dual megengedett.

A duél halézati szimplex algoritmus eljaras) soran minden lépésben fenntar-
tunk egy dual megengedett bazisstruktirat és minden pivotédlas utéan a feszitofa dudl
megengedett marad. Mindig béazisbeli éleken keresztiil kiildiink folyamot a csticsok

kozott.

3.1.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy a dudl megengedett T fa erdsen dudl megenge-
dett, ha f,, > 0 minden felfelé iranyitott élre €s fi, < Uy, minden lefelé irdnyitott

élre.

Ez a definicio elvivalens azzal, hogy a gyokérbol a levelekbe mindig tudunk pozitiv
mennyiségli folyamot kiildeni.

Azt mondjuk, hogy a w csics a v csticsnak az 6se, ha a w cstics eleme v csicsot
a gyokérrel 6sszekoto T-beli ttnak. Hasonlo feltételekkel a v csics a w cstcsnak a
leszarmazottja. Jelolje pred(v) a v cstcs kozvetlen 6sét a T' faban. A kezdeti er6sen
dual megengedett T fa el6allithaté tgy, hogy a 0 csicsot vélasztjuk a gyokérnek és

minden v € N csicsra legyen pred(v) = 0.
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Legyen a v csicsra ef > 0 és w = pred(v). Az algoritmus soran min{e/, fu,}
értékii folyamot kiildiink a v csticsbdl a w csicsba, ha a (w,v) egy lefelé iranyitott
81, vagy min{e/, tuyp — fow} értékll folyamot, ha a (v,w) egy felfelé irdnyitott él.
Minden 1épésben minden v € N csicsra fenntartunk egy nemnegativ eltérést, a
gyokérben pedig addig lesz hidny, ameddig nem kapunk egy primal megengedett
megoldast, azaz nem ériink egy optimumba.

Nézziik meg hogyan valasztunk bazisbdl kilépo élt. Egy lefelé iranyitott T-beli
(g,h) él, e£ > 0 eltéréssel és f,, = 0 eléfolyammal, vagy egy felfelé iranyitott 7-
beli (g, h) él, eg > 0 eltéréssel és fy, = ug, eléfolyammal lesz a kilépé él. Kénnyen
lathato, hogy az els6 esetben x4, < 0, mig a masodik esetben g, > ugp.

Most nézziik meg hogyan vélasztunk belépd élt minden kilépé (g, h) élhez. A
(g,h) él eliminaldsat kovetéen a T fa két részre esik szét, jelolje TR a gyokeret
tartalmazoé részt, TV = T \ T®. A TN-b6l folyamot kell kiildeniink a T%-be, hogy
TN-ben csokkenjen a tobbletek dsszege. Legyen

0 =min{c?,: foo =0,0 €T we T -, fow = Upw,v € T, we T}, (3.1)

v

Az olyan (p, q) élek koziil keriil ki a belép6 él, melyeken a (3.1) minimum felvétetik,
igy a baziscsere utan ismét egy dual megengedett bazisstrukturat kapunk.

A belépo él kivalasztasa utan frissitjiikk a potencialfiiggvényt, hogy dual megen-
gedett maradjon. Minden v € TV csticsra p, < p, + 0. A fa frissitésekor toroljik a
kilépo élt a fabdl és hozzaadjuk a belépd élt.

Végezziink mélységi bejarast. A bejards soran minden csiicshoz rendeljiink egy
mélységi szamot, amely azt fejezi ki, hogy hanyadikként értiik el az adott csicsot.
A frissitések utan folyamot kiildiink a fa élein a csiicsokbdl a mélységi szamok szerinti
csokkené sorrendben. Ez azt jelenti, hogy a levelekbdl indulva kiildiink folyamot a
gyokér felé, formélis leirasa a folyam kiildés . eljaras), melynek futésideje O(n).
Ennek minden végrehajtasat kovetéen vagy egy optimdlis (primal megengedett)
folyamot kapunk, vagy megtalaljuk a kévetkezo kilépd élt, tovabba annyi folyamot
kiildiink a levelekbol a gyokér iranyaba, amennyi lehetséges gy, hogy f el6folyam

maradjon.

3.1.2. Lemma. A dudl hdlozati szimplex algoritmus . eljaras) minden lépésben

fenntartunk eqy erdsen dudl megengedett fat.
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1: procedure FOLYAM KULDES (7")

2 for v € N a mélységi szamok szerinti csokkend sorrendben do
3 w < pred(v)

4 if (w,v) lefelé iranyitott él then

5: § «+ min{e/, fuo}

6 0 értéki folyam kiildése v csicsbol w csicsba
7 else if (v, w) felfelé iranyitott él then

8 § « min{e!, Uy — fou}

9 0 értéki folyam kiildése v cstiicsbol w cstucsba
10: end if

11: end for

12: end procedure

3.1. eljaras. folyam kiildés

Bizonyitds. A lemmat indukcidval latjuk be. A kezdeti fa er6sen dual megengedett,
hiszen minden éle lefelé irdnyitott és kapacitasuk +oo. Tegytk fel, hogy a lemma
igaz néhany 1épést kovetéen. Most nézziink meg egy pivotalast, amikor a (g,h) él
a bazisbdl kilépd él, a (p, q) él pedig a bazisba belépd él. Tegyiik fel, hogy g € TV
és p € TN. A bizonyitds hasonléan torténik akkor is, ha h € TN és g € TN. T
frissitésekor a p cstcsbdl a gyokér felé vezetd 1t, p csicsot g csucesal 6sszekotod
szakaszan, a felfelé iranyitott élek lefelé iranyitotta valnak, mig a lefelé iranyitott
élek felfelé iranyitotta valnak. Mivel T egy erésen dual megengedett fa, ezért po-
zitiv mennyiségii folyamot kiildiink 7V-b6l a gyokér felé a fa frissitését kovetden. A
frissitést kovetéen a g csuicsbol a p csticsba tudunk kiildeni pozitiv mennyiségii fo-
lyamot. Miutan kildtiink folyamot, az 1t felfelé iranyitott éleihez tartozo eléfolyam
értékei pozitivak, mig a lefelé iranyitott éleihez tartozé elofolyam értékei szigorian
kisebbek, mint a kapacitasuk. Ha a ¢ cstcsbdl kiildiink elofolyamot a gyokér felé,
az a felfelé iranyitott éleken noveli a folyamértéket, a lefelé iranyitott éleken pedig
csokkenti, igy nem rontja el az erdésen dudl megengedett tulajdonsagot, hiszen a

gyokérbol tovabbra is kiildheté mindegyik levélbe pozitiv mennyiségi folyam. [

3.1.3. Megjegyzés. A . lemma kovetkezménye, hogy mindig kiildheté T™V-bél
T®E-be pozitiv mennyiségii folyam.

Legyen B = va: b0 bu- A megjegyzést felhasznalva most megmutatjuk,
hogy ha az igényfiiggvény és a kapacitasfiiggvény is egészértékii, akkor az algoritmus
futédsideje O((m + nlogn)B).

Legyen L = > _u foo- Ekkor L < B. A dudl héalézati szimplex algoritmus .

eljaras) 4. 1épésében, ha nem létezik kilépé (g, h) él, akkor L csokken, mivel pozitiv
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1: procedure DUAL HALGZATI SZIMPLEX ()

2 T={(0,v):ve N} > 0. 1épés: Inicializacié
3 for v € N do

4 Py < 0

5: if b, <0 then

6 va <~ _bv

7 else if b, > 0 then

8 va 0

9 end if

10: end for

11:  if nines kilépé (g, h) él a T fadban then > 1. 1épés: Kilépé él valasztésa
12: return a (7, L, U) bézisstruktira optimalis

13: else

14: legyen (g, h) a kilépé él

15: end if

16: legyen 60 a[3.I}ben definidlt minimum > 2. 1épés: Belépo él vélasztasa
17: if nincs (p, ¢) él, melyen a @ minimum felvétetik then

18: return a feladat nem megoldhaté

19: else

20: legyen (p, ¢) €1, melyen a (#) minimum felvétetik

21: end if

22: for v € N do > 3. 1épés: Frissités
23: Dy < Py + 0

24: end for

25 T« (T—(g9,h)U(p,q)

26:  folyam kiildés(T") > eljards
o7.  if p € TV then > 4. 1épés: Kovetkezd pivotalds
28: keresstink kilépd élt a ¢ cstcsbol a gyokér felé haladva

2.  elseif ¢ € TV then

30: keresstink kilépd élt a p cstucsbdl a gyokér felé haladva

31: end if

32: if nincs kilép6 €l jelolt then

33: go to 11

34: else

35: legyen (g, h) a kévetkez6 kilép6 él

36: go to 16

37: end if

38: end procedure

3.2. eljaras. dual halézati szimplex

mennyiségii folyamot kiildiink a gyokérbe. Ha létezik kiléps él, akkor a T™ részgraf
mérete no. Ebbol kovetkezik, hogy legfeljebb n pivotalast kovetéen L csokken. Nem
sziikséges addig frissiteniink 7-t, ameddig L nem csckken. Kozvetleniil az algoritmus
2. 1épését kovetden keressiink a g csicsbdl a gyokér felé vezetd uton, ha p € TV,
vagy a p csticsbdl a gyokér felé vezetd ton, ha ¢ € TV egy (g, h) lefelé irdnyitott
élt, melyre fy, = 0, vagy egy (g,h) felfelé irdanyitott élt, melyre fy, = u,, Ha
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3.1. dbra. egéddbra a lemmahoz

nem létezik ilyen (g, h) él, akkor L csokken, hiszen T' egy erdsen dudl megengedett
fa, és pozitiv mennyiségti folyamot kiildhetiink T7V-b6l a gyokér felé. Ha létezik
ilyen (g, h) él, akkor legyen ez a kovetkez6 kilépd él és ugorjunk az algoritmus 2.
1épésére. Ameddig L nem csokken, addig sem a fat nem frissitjiik, sem folyamot nem
kildiink csticsok kozott. Ezt hivjuk blokk pivotalasnak, ennek otlete D. Goldfarb

[8] cikkébdl szarmazik.
3.1.4. Lemma. Egy blokk pivotdlas futdsideje O(m + nlogn).

Bizonyitds. Minden pivotalas azzal kezdddik, hogy kivalasztjuk a bazisbdl kilépd
(g,h) élt, mely szétbontja T-t a korabban definialt T és TV részfikra. Minden

w € T® csicsra legyen
0 = min{c?,: fo = 0,0 € TY; = ¢ fup = U, v € TN},

tovabba legyen 0 = min{f,: w € T%} a minimalis redukalt koltsége a lehetséges
belépd éleknek. Legyen (g', h') a kovetkezd kilépd él, és T, valamint TV! az élhez
tartozo 2 részfa. Amikor kiszdmoljuk az 1j 6,,, w € T értékeket, akkor csak azokat
a (v,w) éleket kell vizsgdlnunk, melyekre f,,, = 0 és v € TN\ TV, valamint azokat
a (w,v) éleket, melyekre fi,, = Uy, és v € TN\ TN, Minden ¢?,, melyre v € TV
és w € TH! 0 értékkel csokken, valamint hasonléan minden c?,, melyre w € TV és
v € TE § értékkel né. Egy él redukalt koltségét legfeljebb egyszer kell kiszdmolnunk
egy blokk pivotdlas soran. Egy blokk pivotaldsban a minimélis redukalt koltséget

adé ¢l kivélasztdsa (példdul Fibonacci kupaccal) O(nlogn) id6ben megtehets. A
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fa és a potencidlfiiggvény frissitése O(n) id6ben elvégezhetd, példaul D. Goldfarb
[8] cikkében leirt médon. A fa frissitését kovetéen meghivjuk a folyam kiildést .
eljards), melynek futdsideje O(m). Egy blokk pivotalason beliil minden élt legfeljebb
egyszer vizsgalunk, igy a futdsidé O(m + nlogn). O

Mivel minden blokk pivotalas soran pozitiv mennyiségii folyamot kiildiink a
gyokérbe, igy ha az igényfiiggvény és a kapacitasfiiggvény is egészértéki, akkor az

algoritmus futasideje O((m + nlogn)B).

3.2 A skalazés dual halézati szimplex algo-

ritmus

Ebben a fejezetben mutatunk a dudl halézati szimplex algoritmushoz (3.2} eljaras)
egy olyan pivotalasi szabalyt, mellyel erdsen polinomialis futasidejiivé teheté. Ehhez
alkalmazunk egy James B. Orlin [9] cikkén alapuld skélazési technikat.

Hasonl6an a skéldzds premultiplikator szimplex algoritmushoz (2.5 eljards), itt
is minden lépésben fenntartunk egy pozitiv A értéket, ami a skédlazasi faktor, és
az algoritmust itt is A-skalazasi fazisokra osztjuk fel. Akkor lépiink az egyik ilyen
fazisbdl a masikba, ha a skalazasi faktor megvaltozik. Minden A-skalazasi fazisban az
algoritmus olyan (g, h) élt vélaszt kilép6 élnek, mely vagy lefelé iranyitott él e{L > A
tobblettel és fg, = 0 eléfolyammal, vagy felfelé irdnyitott ¢l eg > A tobblettel és
fon = ugn eléfolyammal. Célunk A egység folyamot kiildeni olyan v csicsokbdl a
gyokér felé, melyekre e/ > A.

Legyen w = pred(v). Eléfordulhat, hogy tudunk pozitiv mennyiségli folyamot
kiildeni a v cstcsbdl a w cstcsba, de A-nal kevesebbet. Példaul legyen A = 5,
el =5, e/ =0, Uy = 6, fow = 3. Ekkor dsszesen 3 egység folyam kiildhetd a
(v,w) élen. Miutdn a v csticsbdl a w csticsba kiildiink 3 egység folyamot, e/ = 3
lesz, igy viszont nem kiildhetiink a w cstcsbdl a pred(w) csiicsba folyamot, hiszen
e/ < A. Ekkor a tobbletek dsszege nem véltozik, de a gyokértdl kiilonbozé csticsok
kozott djraosztoédnak. Késobb azt szeretnénk belatni, hogy egy skalazasi fazisban
ilyen folyam javitds csak O(m) alkalommal fordulhat el6. Ehhez el6szor vezessiik be
az éltullépés fogalmat.

Jelolje €% az élttllépést a v csicsban, amely akkor keletkezik, amikor A-nél keve-

sebb folyamot kiildiink a v csticsbél a w csticsba. Hasonléan jelolje e/ az éltillépést
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a w csucsban, amikor A-nél kevesebb folyamot kiildiink a w csicsbdl a v csucsba.
Az éltullépés csak akkor valtozhat egy A-skalazasi fazison beliil, ha az élen folyamot
kiildiink. Minden éltillépés nemnegativ, valamint a skaldzasi fazisok kezdettén az

osszegiik 0, a fazisok végén pedig atalakitjuk ¢ket eltéséressé a kovetkezd médon:

el el fetl et 0, és

vw?

el el +enf vl 0.

vw?

Vizsgaljuk az éltullépés frissitést . eljaras). Tegyiik fel, hogy a A-skalazési
fizisban vagyunk, e/ > A és w = pred(v). Nézziik meg azt az esetet, amikor fo-

lyamot kiildiink a v csticsbdl a w cstcsba.

1: procedure ELTOLLEPES FRISSITES((v,w), A)
2 if (v, w) felfelé iranyitott él then
3 el «ef — A

4: § + min{uyy — fow, A}

5: fvw — fvw + 0

6 ef el +6

7 if 0 < < A then

8 efv —— A—§

9: ef «— el +evl

10: ews + 0

11: end if

12: else if (w,v) lefelé iranyitott él then
13: ef « el — A

14: 0 < min{ fu, A}

15: fwv — fwv -0

16: ef el +6

17: if 0 < < A then

18: efv «— A—§

19: ef el +evl

20: ews + 0

21: end if

22: end if

23: end procedure

3.3. eljarés. éltullépés frissités

Amikor a v cstcsbdl a w cstcsba A értéku folyamot kiildiink, azaz § = A, akkor
az éltullépések nem valtoznak. Ha viszont A-nal kevesebb folyamot kiildiink, akkor
A —§ lesz e’ vagy ebl . Az els6 esetben e/, a mésodik esetben ¢/ olvad bele a w
cstics eltérésébe és valik nullavd. Tovdbbd 0 < e < A és 0 < el < A is teljesiil
minden (v,w) élre. Azt mondjuk, hogy a (v,w) vagy a (w,v) él megszoritja a

folyamot, ha a w csics kevesebb, mint A egység folyamot kap folyamjavitaskor,
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azaz § és a w csucshoz tartozé éltullépés Gsszege kevesebb A-nél. Ha folyam javitast
kovetden ef < A, akkor azt mondjuk, hogy a (v,w) vagy a (w,v) él A-korlatozé
él. Ha e/ > A, akkor megprébalunk folyamot kiildeni a w csicsbdl a gyokér felé.
Elordulhat, hogy egy él megszoritja a folyamot, de nem A-korlatozé, mivel a w
csticsbeli eltérés kellden nagy ahhoz, hogy a folyam javitdsat kovetéen el > A

teljestiljon. Forditott esetben azonban minden A-korlatozé él megszoritja a folyamot.

3.2.1. Lemma. Egy skdldzdsi fazisban eqy €l legfeljebb kétszer szorithatja meg a
folyamot.

Bizonyitds. Legyen a skalazési faktor A. Vegytink egy tetszéleges (v, w) élt és tegyiik
fel, hogy ez az él akkor szoritott meg el0szor a folyamot, amikor a v csiicsbol kiildiink
folyamot a w csucsba. A bizonyitas hasonléan zajlik forditott esetben is. A kozvet-
leniil megszoritast kovetden fu, = tyw, 0 < €% = A —§ < A és e/ = 0.

Ez az él szorithatja meg legkozelebb a folyamot, ha a w csicsbdl kiildiink folyamot
a v cstucsba. Kozvetleniil ez elétt legyen az eléfolyam f/. Ekkor f! < A és uyy — f1,
a A egész tObbszorose, hiszen az elsé megszoritas utan mindig A egység folyamot
kiildtiink a v és a w cstcsok kozott. Kozvetleniil a masodik megszoritast kovetéen
eul = A — fl,, eth =065 fo, =0.

Az éltullépések egészen addig valtozatlanok maradnak, amig A egység folyamot
kildiink a két csics kozott. Nézziik meg a kovetkezo esetet, amikor A-nél kevesebb
folyamot kiildiink. Kozvetleniil ezt megel6zéen legyen az eléfolyam f”) igy ., —

" < A. Mivel a mésodik megszoritast koveten ezt megel6zéen A egység folyamot

kiildtiink az élen, ezért u,,— 7, = f,- A folyam kiildését kovetSen w,, — f +e%f =
A, azaz a w csucs A egység folyamot kapott, ez nem A-korldatozé él. Tovabba a
folyam kiildést kovetden e = A — (upy — f7) = A — [/, fow = Upw 65 €¥f =

Ezentul ebben a skaldzdsi fazisban e'f = A — f/. és el =0, vagy e¥f = A— ! és
e'l = 0. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy ebben a skaldzasi fazisban ez az él tobbszor
nem szorithatja meg a folyamot, ugyanis ezt kovetéen mindig A egység folyamot

kapnak a cstcsai. O

Mivel minden él legfeljebb kétszer szorithatja meg a folyamot egy skalazasi fazison
beliil, igy fazisonként O(m) ilyen javitas torténhet. A [3.2.1] lemmé&bdl kovetkezik az
is, hogy ha egy ¢l a skalazasi fazis elején az also, vagy a felsé hatarara allitott él — az

o0sszes bazison kiviili €l ilyen —, akkor legfeljebb egyszer szorithatja meg a folyamot.
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3.2.2. Definicié. Legyen A a skdldazdasi faktor. Azt mondjuk, hogy a dudl megen-
gedett T fa A-erésen dudl megengedett, ha fu, + €Ul + el > A minden (v,w) € T
felfelé irdanyitott élre és Uy, — fuy + €% +ef > A minden (w,v) € T lefelé irdnyitott

élre.

A skélazés dudl halézati szimplex algoritmus . eljaras) minden lépésben fenn-
tart egy A-er6sen dudl megengedett fat. A A-skalazési fazisban a kilép6 (g, h) él
vagy egy lefelé iranyitott él e£ > A tobblettel és fy, = 0 eléfolyammal, vagy egy
felfelé iranyitott él eg > A tobblettel és fgr, = ugp eléfolyammal. A A-erésen dual
megengedett fa garantalja, hogy a bézisba belépo éleken kiildott folyamok és az
éltullépések az osszege A legyen.

Alkalmazzuk az élek relaxalasanak technikdjat. Azt mondjuk, hogy a (v, w) él re-
laxalt, ha a nemnegativitasi vagy a kapacitas megkotést figyelmen kiviil hagyhatjuk.
Az els6 esetben azt mondjuk, hogy az él alsé relaxalt, mig a méasodik esetben fels6
relaxalt élrél beszéliink. Akkor alsé relaxalhatjuk a (v, w) élt egy skélézasi fazis kez-
detén, ha f,, kelléen nagy ahhoz, hogy a nemnegativitas megkotés az aktudlis és a
késébbi fazison soran biztositott legyen. Hasonléan ehhez akkor felso relaxalhatjuk
a (v, w) élt, ha uy, — fuw kelléen nagy ahhoz, hogy a kapacitasi megkotés teljesiiljon
az aktudlis és a késobbi skalazasi fazisok sordan. Ha egy él also és felso relaxdlt is

egyben, akkor csak bazison beliili él lehet és nem A-korlatozé él.

3.2.3. Lemma. Minden relazdlt €l eqy skdldzdisi fazison belil legfeljebb egyszer lehet

A-korlatozo.

Bizonyitds. Legyen a skalazasi faktor A. Nézziik meg elOszor azt az esetet, amikor
a (v,w) 6l fels relxdlt. Csak akkor lehet A-korldtozé él, ha a w csiicsbdl kiildiink
folyamot a v cstcsba és f,,, < A. A javitast kovetéen f,,, = 0, tovabba f,,, mindig A
egész t0bbszorose marad. A mésodik esetben (v, w) egy alsé relaxalt él. Csak akkor
lehet A-korlatozo él, ha a v cstiicsbdl kiildiink folyamot a w cstcsba és tyy, — fouw < A.
A javitast kovetden [, = Upw, valamint ., — f,, mindig A egész tobbszorose

marad. L]

3.2.4. Lemma. Legyen (v,w) egy bazison kivili relazdlt él eqy skdldzdsi fazis kez-

detén. Ekkor ebben a fazisban (v,w) nem lehet A-korldtozd él.

Bizonyitds. Legyen a skéldzasi faktor A. Az els6 esetben a (v, w) bazison kiviili él

legyen alsé relaxalt a skélazasi fazis kezdetén. Ebbdl kovetkezik, hogy fow = Upw-
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Nem lehet (v, w) A-korlatozé él, hiszen als6 relaxélt és mindig A egység folyamot
killdiink a két végpontja kozott. Ha (v, w) felsé relaxdlt, akkor ebbél kovetkezik,
hogy f.,. = 0. Hasonlbéan az el6z6 érveléshez, most is mindig A egység folyamot

kiildiink az élen keresztiil, igy nem lehet A-korlatozd. m

Legyen a skalazasi faktor A. A skalazdés dudal halozati szimplex algoritmus .
eljaras) soran a skaldzasi fazis kezdetén akkor allitunk at egy (v,w) élt alsé re-
laxaltta, ha f,, > 12mA, valamint akkor felsé relaxaltta, ha t,, — fow > 12mA. A
feltétel helyességének bizonyitdsa a[3.3.3] lemméban olvashaté.

Ha a (v, w) élt a skdldzdsi fazis elején felsd relaxalttd allitottuk, akkor ¥/ mindig
0, valamint e/ is legfeljebb egy A-korldtozott folyam javitdst kovetéen 0 marad,
igy ezeket nem sziikséges tovabb tarolnunk. Hasonléan elmondhaté ez alsé relaxalt
él esetében is az e®) és az e¥f éltillépésekrdl. Minden skéldzési fazis kezdetén az ¢l

relaxdlassal (3.4] eljards) relaxaljuk az éleket.

1: procedure EL_RELAXALAS(A, relax)

2 for (v,w) € A do

3 if fow >12mA and (v,w) nem alsé relaxalt then
4 lower_relax(v, w)

5: relax «+ 1

6 end if

7 if Uy — fow > 12mA  and (v, w) nem felsé relaxdlt then
8 upper_relax(v, w))

9: relax «+ 1

10: end if

11: end for

12: end procedure

3.4. eljarés. €l relaxalas

Legyen a skalazdsi faktor A. Azt mondjuk, hogy a (v,w) él aktiv, ha wu,, >
A/(2m). A nem aktiv éleket passziv élnek hivjuk. A skéldzds dudl hél6zati szimp-
lex algoritmus eljaras) soran csak aktiv élekkel foglalkozunk. Ahogy a skalazési
faktor csokken, igy valik minden él aktivva. Tegyiik fel, hogy a (v, w) él aktiv lett
az aktualis skdlazési fazis kezdetén. El6fordulhat, hogy b, < 0 és f,, = 0, mi-
vel korabban passziv él volt és nem foglalkoztunk vele. Ebben az esetben kiildjiink
Uy egység folyamot a v csicsbdl a w csucsba, hogy fi, = uyww legyen. Ekkor tel-
jesiilnek a dudl megengedettségi és az optimalitasi feltételek is. Ha a v cstics hianyos
lesz emiatt, akkor kiildjink folyamot a v csicsba, hogy megsziintessiik a hianyt.

Késébb belatjuk, hogy minden ilyen esetben megsziintetheté a hiany anélkiil, hogy
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barmely masik csticsban hidny keletkezne. Ennek formalis leirdsa az él hozzaadés

(3.5 eljarés).

1: procedure EL_H0zZAADAS (T, A)

2 for (v,w) € A: (v,w) aktiv, ¢, <0, fu, =0 do

3 Uy értékill folyam kiildése v csticsbdl w csicsba

4 while e/ < 0 és v nem a gyokér do

5: w < pred(v)

6 —ef értékii folyam kiildése w csticsbél v csticsba
7 V4w

8 end while

9: end for
10: end procedure

3.5. eljarés. él hozzdadas

Legyen E(A) = {(v,w): (v,w) € A aktiv és nem relaxalt él}, azaz minden
(v,w) € E(A) élre wyy > A/(2m) és fow < 12mA, Uy — fow < 12mA teljesiil. A
skélazds dudl halézati szimplex algoritmusban (3.7 eljaras) a skdldzasi faktort addig
felezziik, ameddig legaldbb él nem valik felss, vagy alsé relaxdlttd és E(A) = (), majd
ezt kovetéen A a maximalis tobblet értékét veszi fel. Ha egy kordbban nem relaxalt
él relaxaltta valik, akkor is folytatodhat tigy az algoritmus, hogy a skélazési fak-
tor felezodik. Elofordulhat, hogy tobb élt relaxalunk miel6tt mdédositjuk a skalazasi
faktort, illetve a [3.3.6] kovetkezmény azt is kimondja, hogy egy aktiv él O(logn)
skalazasi fazison beliil relaxaltta valik.

A kordbban leirt blokk pivotalds alkalmazhaté most is. Legyen T egy A-erdsen
dudl megengedett fa és legyen (g, h) a bazisbdl kilép6 él. Akkor frissitsiik a fat a
blokk pivotalas soran, amikor egy él A-korlatozott, vagy amikor A egység folyamot
kiildiink a gyokérbe. Az els6 esetben részleges blokk pivotalasrdl, a masodik
esetben teljes blokk pivotalasrdl beszéliink. Most megvizsgaljuk, hogy egy pi-
votalasrol hogyan donthetd el a végrehajtasa el6tt, hogy teljes blokk pivotalas,
részleges blokk pivotalas, vagy nem kiildheté folyam a gyokérbe, de megtaldljuk
a kovetkezd kilépd élt. Legyen (p, q) €l a belépd él. Mivel T' egy A-erdsen dudl meg-
engedett fa, ezért a frissitést kovetéen legalabb A egység folyam kiildheté a (p, q)
élen keresztiil.

Elészor ellendrizziik a (p,q) élt. Ha p € TV és eg + e% +upy < A, vagy ¢ € TV és
e£+e% +u,, < A, akkor (p, q) egy A-korldtozoé él. Ebben az esetben frissitsiik a fét és
a potencidlfiiggvényt, a blokk pivotalas részleges. Masodszor nézziik meg azokat az

éleket, amelyeken a folyamérték valtozna, ha A egység folyamot kiildenénk a (p, q)
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3.2. abra. Segédabra a blokk pivotalashoz

élen keresztiil. Nézziik a ¢ csticsot a gyokérrel osszekotd utat, ha p € TV, vagy a p
csticsot a gyokérrel 6sszekotd utat, ha g € TV. Keressiink ezen az titon olyan (v, w)
felfelé iranyitott él, melyre el + €/ 4+ Uy — fow < A, vagy olyan lefelé irdnyitott
8lt, melyre ef +e¥l + f,., < A. Ha nem taldlunk ilyen élt, akkor frissitsiik a f4t és a
potencialfiiggvényt. Ez egy teljes blokk pivotalas, mivel A egység folyamot kiildtiink
a gyokérbe. Ha létezik ilyen él az titon, akkor legyen a gyokér felé haladva az elso
ilyen él (v, w). Vegyiik észre, hogy ekkor A egység folyam kiildhetd a w csicsba, ha
(v, w) lefelé irdanyitott él, vagy a v csicsba, ha (v, w) felfelé irdnyitott él, mivel ez
az els6 él az tuton, melyen A-korlatozott javitast végezhetiink. Ha (v, w) egy lefelé
irdnyitott él és f,, = 0, vagy (v, w) egy felfelé iranyitott él és fi, = Uy, akkor ez a
kovetkezd bazisbol kilépd él. Ha nem, akkor részleges blokk pivotaldssal frissitsiik a
fat és a potencialfiiggvényt.

Legyen (g,h) él a blokk pivotélds sordn elészor kivalasztott bazisbdl kilépd él.
Miutan frissitettiik a fat és a potencidlfiiggvényt, probaljunk meg A egység folyamot
kiildeni a g cstcsbdl, ha fy, = ugp, vagy a h csticsbdl, ha fy, = 0 a folyam kiildéssel

(3.1} eljaras).

43



1: procedure A-rFoLYAM KULDES(T', A, node)
2 v <— node

3 while e{j > A do

4 w < pred(v)

5: if (w,v) lefelé iranyitott él then

6 § < min{ fi,, A}

7 ef < el —§

8 fwv — fwv -9

9: ef el +6

10: if (w,v) nem relaxélt and 0 < § < A then
11: ef el —A+4§

12: et «— A—§

13: ef «— el +evl

14: evs + 0

15: end if

16: else if (v, w) felfelé iranyitott él then
17: 0 < min{uyy — fow, A}

18: ef «— el -4

19: fvw <~ fvw +0

20: ef el +6

21: if (v,w) nem relaxélt and 0 < § < A then
22: ef «el —A+6

23: AN

24: ef «— el +evl

25: e + 0

26: end if

27: end if

28: V= w

29: end while

30: end procedure

3.6. eljards. A-folyam kiildés

3.2.5. Lemma. Legyen AF a skdldzdsi faktor a k. skdldzdsi fazisban, A*' pedig a

skdldzdsi faktor a (k + 1). skdldzdsi fazisban. Ekkor At < Ak /2.

Bizonyitds. Ha A*1 a skdldzdés dual haldzati szimplex algoritmus . eljaras) 3.
1épésében veszi fel az értékét, akkor A*t = A* /2. Ha az 1. 1épésében, akkor AF+1 <

A= AF/2, 0

3.2.6. Lemma. A skdldzos dudl hdlozati szimplex algoritmus . eljards) fenn-
tart egy A-erésen dudl megengedett fat a A-folyam kildés (3.6, eljards) minden

végrehajtdsat kovetden a 2. lépésben.

Bizonyitas. Indukcidval latjuk be az allitast az algoritmus 1épésszéama szerint. Le-

gyen a skélazasi faktor A. A kezdeti faban mindegyik él lefelé iranyitott él +oo ka-
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1: procedure SKALAZASI DUAL HALGZATI SZIMPLEX()

2 T={(0,v):ve N} > 0. 1épés: Inicializacié
3 AU > U = E(Mw)eA U
4 for v € N do

5: Py 0

6 if b, <0 then

7 va A _bv

8 else if b, > 0 then

9 va 0

10: end if

11: end for

122 for (v,w) € A do

13: e’ 0

14: el <0

15: end for

16: A~ A/2 > 1. 1épés: Skalazasi faktor definidlasa
17: repeat

18: folyam kiildés (T) > eljards
19: A + max{el: v e N}

20: A+ min{A, A}

21: él_hozzaadas (1T, A) > |3.5leljaras
22: until nem keletkezik aktiv él az é1_hozzdadas (7T, A) hivdsakor

23: if A =0 then

24: return a (7, L, U) bazisstruktira optimalis

25: end if

26: relax < 0

27: while létezik g € N cstcs, melyre eg > A do > 2. lépés: Dudl pivotélas
28: h < pred(g)

29: if (h, g) lefelé él, fi, =0 or (g, h) felfelé él, f,, = uy, then

30: blokk pivotdalas()

31: A-folyam kiildés(7', A, node) > eljaras
32: end if

33: end while

34: for (v,w) € A do > 3. 1épés: Kovetkezo skalazasi fazis
35: ef « el +evf

36: e’ 0

37: ef el +evf

38: el <0

39: end for

4.  if A(A) =0 and relax = 1 then go to 16

Al: end if

42: JANR A/Z

43:  él.relaxalas(A, relax) > eljarés
44: &l hozzdadas(T, A) >[3.5] eljéras

45: go to 27
46: end procedure

3.7. eljaras. skdlazasos dudl hilézati szimplex()
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pacitassal. Ebbol kovetkezik, hogy a A-folyam kiildés . eljaras) els6 végrehajtésa
el6tt T egy A-erGsen dudl megengedett fa.

Tegyiik fel, hogy T egy A-er6sen dudl megengedett fa az algoritmus 2. 1épésének
elején. A A-folyam kiildés . eljaras) végrehajtdsit kovetéen a g csticsbdl a
gyokérbe vezetd egyértelmfi titon minden felfelé iranyitott (v, w) élre f,,+ef +ef >
A és minden lefelé irdnyftott (v, w) élre Uy — fow + €% +el > A, mivel eg > A az
eljaras végrehajtasa elott. Nézziik a g cstcsot a gyokérrel 0sszekoto iton kiviii éleket.
A blokk pivotalast kovetéen ezeknek az éleknek vagy megvaltozott az irdnyitasa,
vagy nem. El0szor nézziik meg azokat az éleket, melyeknek megvaltozott. Ezekre
tovabbra is teljestil a A-er6sen megengedett tulajdonsag, hiszen a blokk pivotalas
soran olyan éleket kerestiink, melyekre nem teljesiil. Most nézziik meg azokat az
éleket is, melyeknek nem valtozott az iranyitasa. Ezeknek az éleknek nem valtozott
az el6folyam értéke és mivel T a frissités el6tt A-erésen dudl megengedett volt, igy
az ilyen élekre tovabbra is teljestl a A-erésen megengedett tulajdonsag.

Kovetkezonek azt mutatjuk meg, hogy ha a skalazés dual haldzati szimplex al-
goritmusban . eljaras) az 1., vagy 3. 16pését kovetden ugrunk a 2. 1épésre, akkor
is fenntartunk egy A-erésen dudl megengedett fat. Legyen A* a skéldzasi faktor a
2. 1épés végén a k. skaldzasi fazisban, A" pedig a skaldzasi faktor a 2. 1épés elején
a (k + 1). fazisban. A lemma miatt tudjuk, hogy A**! < Ak/2. Ha az 1.,
vagy a 3. lépést kovetoen ugrunk a 2. 1épésre, akkor az él hozzdaadast . eljaras)
az elsé esetben tObbszor, a masodik esetben egyszer hivhatjuk meg. Ez nem rontja
el a AF-erésen megengedett tulajdonsdgat a fanak, mivel a gyokérbél a csicsokba
kiildott folyam Osszege legfeljebb (mA¥)/(2m) = AF/2 és a fa AF-er6sen megen-
gedett a k. skalazasi fazisban. Ez azt is bizonyitja, hogy nem keletkezhet hiany
semelyik gyokértol kiilonbozo csticsban, ha egy él aktivva valik.

Végiil belatjuk, hogy ha a (v, w) élnek megsziintetjiik az éltullépését, akkor ez sem
rontja el a A-er6sen megengedett tulajdonsagot. Mivel fo,, + €¥f + e/ nem véltozik,
ha (v, w) felfelé irdnyitott él, és wpy — fow + €% + el sem véltozik, ha (v, w) lefelé

iranyitott él. Ezzel igazoltuk a lemmat. O]

3.2.7. Lemma. Ha a skdlizos dudl hdlozati szimplex algoritmus . eljards) 2.
lépésében taldltunk eqy bdzisbol kilépd €lt, akkor az aktiv élek kozil mindig vdlaszthato

hozzd belépd él, feltéve, hogy az eredeti feladat megoldato.
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Bizonyitds. Legyen a skalazési faktor A és legyen (v, w) a bézisbdl kilépé él. Mivel
a passziv éleken a kapacitasok Osszege szigoruan kisebb, mint (mA)/(2m) = A/2,
igy ha az eredeti feladat megoldhaté, akkor biztosan lesz egy olyan aktiv (p,q) él,
melyre p € TV, g € TR és f,, =0, vagy p € TT, ¢ € TN 65 [,y =ty n

3.2.8. Lemma. Amikor a skdldzds dudl hdlozati szimplex algoritmus . eljaras)

1. lépésrdl a 2. lépésre ugrunk, akkor mindig létezik bdzisbol kilépd él.

Bizonyitds. Az 1. 1épésben a folyam kiildés (3.1 eljérds) meghivéaséat kévetden vagy
minden v € N csticsra e/ = 0 és egy optimumban vagyunk, vagy létezik egy (g, h) fel-
felé irdnyitott él, melyre eg > A és fon = ugn, vagy létezik egy (h, g) lefelé iranyitott
él, melyre ef > A és fhy =0, ahol A = max{e/: v € N}.

Ha az él hozzaadas . eljaras) meghivasat kovetéen egy él sem vélik aktivvd,
akkor a (g, h), vagy a (h,g) él lesz a kilép6 ¢l a 2. 1épésben, kiilonben az eljardst
legfeljebb m alkalommal hivhatjuk meg az els6 lépésben, hiszen minden hivaskor

legaldbb egy ¢él aktivva valik. O]

3.3 Futasido vizsgalat

A futésido6 vizsgalatot azzal kezdjiik, hogy megmutatjuk, hogy az élek relaxaldsara
adott feltételek helyesek. El6szor korlatozzuk a skalazasi fazisok kezdetén a tobbletek
osszegét, majd korlatozzuk a skdlazéasi fazisokban az egy élen keresztiil kiildheto
folyam mennyiséget. Ezt kovetoen korlatozzuk az egy élen keresztiil kiildhet6 folyam

mennyiséget az algoritmus hatralevé részében.

3.3.1. Lemma. Ha a skdldzdsi faktor A a skdldzos dudl hdlozati szimplex algoritmus
. eljaras) 2. lépésének kezdetén, akkor ilyenkor a tébbletek dsszege kisebb, mint
(2m +2n + 1)A.

Bizonyitds. Amikor a skdldzés dudl halézati szimplex algoritmus (3.7 eljaras) 3.
lépésérdl a 2. lépésére ugrunk, akkor A = A’/2; ahol A’ a skalazési faktor a 2.
1épés végén az elozo skalazasi fazisban. A lemma&ban lattuk, hogy minden él
legfeljebb kétszer szorithatja meg a folyamot, és mivel minden v € N csticsra ef < A/
a 2. 1épés végén az elozo iteracioban, igy ilyenkor a tobbletek Gsszege kisebb, mint

(m + n)A’. A 3. lépésben az él hozzdadas (3.5 eljards) nem hoz létre A’/2-nél
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nagyobb tobbletet, igy az aktudlis skalazasi fazisban a tobbletek Gsszege
(m+n+1/2)A" = (2m+2n+ 1)A.

Amikor az 1. 1épésrél a 2. 1épésre ugrunk, akkor vagy A = A’/2) vagy A =
max{e/: v € N}. Az els6 esetet most bizonyitottuk, a masodik esetben pedig a

tobbletek Osszege kisebb, mint nA, amibdl szintén kovetkezik az allitas. O

3.3.2. Lemma. Legyen a skadldzdsi faktor A. Ebben a skdldzdsi fazisban az eqy élen

keresztil kildhetd folyam mennyisége kevesebb, mint 6mA.

Bizonyitds. Legyen a skalazasi faktor A. Ebben a skalazasi fazisban az él hozzaadas
. eljards) sordn az egy élen keresztiil kiildheté folyam mennyisége legfeljebb A /2.
A A-folyam kiildés . eljaras) végrehajtasat kovetden vagy A értéki folyamot
kildiink a gyokérbe, vagy talalunk egy A-korlatozé élt, vagy megtalaljuk a kovetkezo
kilépo élt. Ez utobbi esetet mindig egy blokk pivotalas koveti, ahol vagy az tobbletek
Osszegét csokkentjik A egységgel teljes blokk pivotalassal, vagy talalunk egy A-
korlatozé élt és részleges blokk pivotalunk. A lemma szerint a teljes blokk

pivotalasok szama legfeljebb 2m +2n+1. A[3.2.1] és a[3.2.3] lemmak szerint minden

nem relaxalt él legfeljebb kétszer, mig a relaxalt élek legfeljebb egyszer lehetnek
A-korlatozo élek, igy a A-korlatozott javitasok szama kevesebb, mint m + m, ahol
m a nem relaxalt élek szama. Ebbdl kovetkezik, hogy a A-skédlazasi fazisban az egy

élen keresztiil kiildott folyam mennyisége kevesebb, mint
1 .
<§+2m+2n+1+m+m> A < 6mA.

O

3.3.3. Lemma. Legyen a skdldzdsi faktor A. Ha a skdldzdsi fdzis kezdetén fo, >
12mA, vagy tyw — fow = 12mA, akkor az f,, > 0, vagy az Upy — fouw > 0 feltétel

teljesil minden késobbi skdldzdsi fdzisban.

Bizonyitds. Nézzik meg azt az esetet, amikor f,, > 12mA. Az tyy — fow > 12mA
eset hasonan bizonyithaté. A [3.2.4] és a3.3.2l lemmak kovetkezménye, hogy a w
csucsbol a v cstucesba kiildhet6 folyam mennyisége az aktudlis és a késobbi skalazasi

fazisok soran kevesebb, mint

1 1
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Ebbdl pedig addédik a lemma allitasa. O]

A kovetkezo két lemmaban mutatunk egy fels6 korlatot arra, hogy legfeljebb hany
skalazasi fazisonként valik egy ¢l relaxaltta. Ha egy él relaxdltta valik, akkor elhagy-
hatjuk az éltullépését és csak akkor lehet A-korldatozo él, ha bazisbeli él. Legfeljebb
m + n alkalommal relaxalhatunk élt, hiszen ha egy él felso és alsé relaxalt is, akkor

csak bazisbeli él lehet.

3.3.4. Lemma. Ha a skalazos dual hdlozati szimplex algoritmus . eljards) 2.
lépésében taldalunk egy kilépd élt, akkor legfeljebb O(logn) skdldzdsi fazist kovetden

relaxdlunk eqy €élt.

Bizonyitds. A skalazos dual héalézati szimplex algoritmus eljaras) masodik
lépésében legyen a bézisbdl kilépé él (g, h), tovabba legyen h = pred(g), fon = ugn
és ef > A° ahol A az aktudlis skdldzasi faktor. Legyen T' a frissités elStti fa és
T(g) ennek a g gyokerti részfaja a (g, h) él elhagydsat kovetden. Ekkor a T'(g)-beli
csticsokon a tobbletek sszege legaldbb AC. Legyenek a kovetkezd skéldzési faktorok
AYAZ AR A APoskdlazasi fazis elején a csticsokon a tobbletek, valamint az
éltillépések Osszege szigorian kisebb, mint (m + n)2AL, ami azt jelenti, hogy leg-
aldbb A% — (m+n)2AL egység folyamot kiildtiink ki a T'(g) részgrafbdl. Ez azt jelenti,
hogy legaldbb egy (v, w) él ment ki T'(¢g)-b6l f,,, = 0 eléfolyam értékkel, vagy ment
a T'(g)-be fuw = Uy, eléfolyam értékkel, melyre most f,, > (A — (m +n)2AL) /m,
Vagy Uy — fow > (A —(m+n)2AL)/m. Ha L = O(logn), akkor f,,, > 12mAFL, vagy
Upw — fow > 12mAL mivel 2FAL = A% Az els6 esetben az él alsé relaxdltta valik,
mivel kordabban nem lehetett alsé relaxalt f,, = 0 miatt, a masodik esetben pedig
az él felso relaxaltta valik, mivel korabban nem lehetett fels6 relaxalt f,, = Upw

miatt. O

3.3.5. Lemma. Ha (v,w) € E(A), akkor O(logn) skdlazdsi fazison belil a (v, w)

él relazdltta valik.

Bizonyitds. Legyen A° a skdlazasi faktor, amikor (v,w) € E(A"). Ekkor wy, >
A/2m. Legyenek a kovetkezd skaldzasi faktorok Al, A% ... AL, Mivel
AV 2LAL

_ — > =
fvw + Uy fvw Uyyw = m om

9
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ezért az f,, vagy az Uy, — fuow KOzl legaldbb az egyik nagyobb vagy egyenld, mint

2L AL

> 12mAF,
4m

ha L = O(logm) = O(logn). Igy (v, w) relaxaltts valik legkésébb a AL-skaldzasi

fazis elején. O

3.3.6. Kovetkezmény. A és a [3.3.5, lemmékbol kovetkezik, hogy O(logn)

skalazasi fazison beliil legalabb egy él relaxaltta valik.

Most megvizsgaljuk az algoritmus soran végrehajtott blokk pivotaldsok szamét.

3.3.7. Lemma. Legfeljebb O(nmlogn) részleges blokk pivotdldst végezhetiink a
skaldzos dual hadlozate szimplex algoritmus . eljards) sordn.

Bizonyitds. Minden részleges blokk pivotalashoz tartozik egy A-korlatozott folyam
javitas. Valasszuk kiilon azokat az eseteket, amikor a javitasok a skalazasi fazis elején
bézison beliili, vagy bazison kiviili éleken keresztiil torténnek. O(logn) skéldzdsi
fazison beliil legaldbb egy él relaxéltta valik, és mivel legfeljebb m+n alkalommal re-
laxélhatunk éleket, igy a skdldzasi fazisok szama O(mlogn). A skdlazési fazisok kez-
detén a bazisbeli élen keresztiil torténé A-korlatozott javitasok szama O(nmlogn),
hiszen egy skéldzasi fazisban ilyen legfeljebb O(n) alkalommal fordulhat el6. A .
lemma kimondja, hogy bézison kiviili élek nem lehetnek A-korlatozo élek, tovabba
a . lemma miatt egy aktiv él legfeljebb O(logn) skélazasi fazison keresztiil nem
lehet relaxalt. Ebbol kovetkezik, hogy a skaldzasi fazisok kezdetén bazison kiviili
éleken keresztiil torténé A-korlatozott javitasok szama O(mlogn), ebbdl pedig mar

kovetkezik a lemma allitasa. O

3.3.8. Lemma. Legfeljebb O(nmlogn) teljes blokk pivotdldst végezhetiink a skdldzos
dudl hdlozati szimplex algoritmus . eljdras) sordn.

Bizonyitds. Minden teljes blokk pivotédlassal A egység tobbletet sziintetiink meg
a halozatban, igy a A-skalazasi fazisban nem lehet tobb a teljes blokk pivotalasok
szama, mint ahanyszor A egység tobblet van a csicsokban 6sszesen a fazis kezdetén.
Vizsgaljuk kiilon az el6z6 skaldzasi fazis utan a csicsokbol szarmazo tobbleteket és
az éltillépésekbél kapott tobbleteket. Osszesen O(mlogn) skélazasi fazis van, igy
az algoritmus soran a korabbi fazisokbdl Osszesen O(nmlogn) A egységnyi tobblet

szarmazhat cstucsokbdl. Egy relaxalt élnek nincs éltillépése és a |3.3.5] lemma miatt
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egy aktiv él O(logn) skélézasi fazison keresztiill maradhat nem relaxalt. Ebbél kovet-
kezik, hogy az algoritmus soran az éltillépésekbdl kapott tobblet dsszesen O(m logn)

A egység, ezzel pedig igazoltuk O

3.3.9. Tétel. A skdldzos dudl hdlozati szimplex algoritmus . eljaras) futdsideje
O(mn(m + nlogn)logn).

Bizonyitds. A [3.3.7 és[3.3.8 lemma sordn beldttuk, hogy a skéldzés dudl hélézati
szimplex algoritmus (3.7 eljdrds) osszesen O(nmlogn) blokk pivotdldst végez,
valamit a [3.1.4] lemma miatt tudjuk, hogy egy blokk pivotdlds O(m + nlogn)
id6ben elvégezhetd. EbbOl kovetkezik, hogy az algoritmus futédsideje O(mn(m +
nlogn)logn), ami egyben azt is igazolja, hogy a skéldzdés dudl halézati szimplex

algoritmus (3.7] eljards) er6sen polinomiélis futdside;ji. O
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Osszegzés

Megvizsgaltuk a miniméalis koltségli folyamfeladatot és bevezettiik a hozza kap-
csolodé fogalmakat. Atismételtiik a linedris programozas néhany alapveto tételét, a
primél szimplex algoritmust, a dudl szimplex algoritmust és a fels6korlatos szimplex
algoritmust, valamint a polinomidlis és az erdsen polinomialis futésidot.

A miésodik fejezetben James B. Orlin [I]. cikke alapjan megismertiik a primél
héalézati szimplex algoritmust, és mutattunk ehhez egy olyan pivotalasi szabalyt,
mellyel O(min{n?mlognC,n*m?logn}) futésidejii lett.

A harmadik fejezetben Ronald D. Armstrong és Zhiying Jin [2]. cikke alapjan
megismertiik a dual hélézati szimplex algoritmust, és mutattunk egy olyan pivotalési

szabalyt, mellyel O(mn(m + nlogn)logn) futésidejii lett.
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