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Bevezetés

A pakolasi és fedési feladatok széles korben vizsgalt problémak, egész és tort meg-
oldasu esetben is. Egy grafban kiilonbozé feltételeknek megfeleléen pakolhatunk példaul
utakat, feszitdfakat, parositasokat. A teljes parositasok pakolasa péaros grafokban j6l meg-
oldott probléma, nem péaros griafok esetén azonban az egész értékil pakolas NP-teljes, a
tort pakoldsra pedig nem ismert erésen polinomidlis algoritmus.

Egy gréf teljes pérositds pakoldsainak poliédere egy nagyméret, sok egyenl6tlenség
altal meghatarozott poliéder. Az ilyen poliédereken torténd optimalizécids feladatok meg-
oldésara altalanosan alkalmazott médszer tobbek kozott az oszlopgenerélds és a Lagran-
ge-relaxacid. Ezek mellett a dolgozatban egy pakolasi feladatokra alkalmazhat6 kozelitd,
kombinatorikus algoritmust is bemutatunk.

Az elsd fejezetben ismertetjiik a dolgozatban bemutatasra keriild modszerek és tételek
megértéséhez sziikséges alapvetd tételeket €s definicidkat.

A masodik fejezetben meghatarozzuk a teljes parositasok poliéderét leird egyenl6tlen-
ségrendszert. Az [ 1] bizonyitasat némileg altalanositva egy algoritmust is adunk a poliéder
pontjainak teljes parositisok konvex kombindcidjaként valo elddllitasara. Az altalanos
esetben haszndlhat6 leirds mellett kitériink a paros grafokndl alkalmazhat6 egyszerlibb
alakra is.

A harmadik fejezetben a maximadlis tort teljes parositds pakoldsra és a minimalis 1
értéki pakoldsra adunk egy megoldast a masodik fejezetben felirt teljes parositas poliédert
felhaszndlva. Kiilon vizsgalunk egy paros grafokndl alkalmazhat6 egyszertibb eljarast, s
egy nem paros grafok esetén is miikod6 vagosikos algoritmust.

A negyedik fejezetben a Lagrange-relaxdcié mddszerét ismertetjiik, majd ezt alkal-
mazva is megoldjuk a két vizsgalt feladatot. A Lagrange-fiiggvény optimuménak meg-
hatdrozdsara alkalmazhaté médszerek koziil a szubgradiens- és volume [3]] algoritmuso-
kat mutatjuk be.

Az o6todik fejezetben el0szor oszlopgenerdlassal oldjuk meg a két problémat, majd
részletezziik ennek az eljarasnak a hatranyait, és az ezek kikiiszobolésére alkalmazhato
technikdkat. Ezek koziil egyet, a simitds (smoothing) mddszerét részletesen is ismertetjiik.

Az utolso, hatodik fejezetben Garg és Kénemann [/11]] folyam- és pakoldsi problémak
kozelitd megolddsara kifejlesztett kombinatorikus algoritmusat adaptiljuk a maximalis

tort teljes parositas pakolasi feladatra.



1. Definiciok, tételek

Ebben a fejezetben ismertetjiik a dolgozatban hasznalt fontosabb definicidkat és téte-
leket. A linedris optimalizalasi feladatok felirdsahoz és megolddsahoz hasznalt alapvet6
fogalmak kozé€ tartozik a poliéder, primal €s dual feladat, valamint a TU maétrixok de-
finicidja. Az ilyen feladatok megolddsa sordn gyakran haszndljuk a dualitas tételt, egy

megoldas optimélis voltdnak ellenSrzésére pedig az optimalitasi feltételt.
1.1. Definicio (poliéder). Affin félterek metszete, azaz {x : Ax < b}.

1.2. Definici6 (konvex burok). Az X C R” konvex burka az a legsziikebb conv(X) konvex

halmaz, amely tartalmazza X-et. Ez az X-beli pontok konvex kombinécidinak halmaza.

A linedris programozas (LP) alapprobléméja a max {cx : x > 0, Ax < b} primal feladat

megoldasa, az ehhez tartoz6 dudlis feladat pedig a min {yb : yA > c}.

1.3. Tétel (Gyenge dualitds). Legyen P = {x: Ax=b,x >0}, D = {y: yA > c}. Ekkor
cx<yb VxeP, VyeD.

1.4. Tétel (ErGs dualitas). Ha P = {x : Ax=b,x>0},D = {y: yA > c} és P # () vagy
D # 0, akkor max {cx : x € P} = min{yb : y € D}.

1.5. Tétel (optimalitasi feltétel). Legyen x € P és y € D. Ekkor x és y pontosan akkor

optimélis megolddsok, ha cx = yb és minden i-re, ahol x; > 0, ott ya; = c;.

1.6. Definicié (teljesen unimodularis (TU) matrix). Az A € R™" teljesen unimodularis,
ha minden négyzetes részmétrixdnak determindnsa O vagy +1.

Ismert példak TU maétrixokra irdnyitott grafok €s paros grafok incidenciamatrixai. Jol
hasznalhat6ak LP feladatok egészértékli megoldasainak keresésénél a kovetkezd éllitas

miatt:

1.7. Allitas. Legyen A TU matrix, b € Z", P = {x : Ax = b, x > 0}. Ekkor ha van x € P
megoldas, akkor 1étezik egész megoldas is, z € P N Z". Tetszdleges ¢ € R” esetén, ha

max {cx : x € P} véges, akkor létezik optimalis egész megoldas is.

A dolgozatban bemutatott modszereket teljes parositds pakoldsi feladatokon szemlél-

tetjiik, igy a grafelmélet témakorébdl is sziikség van néhany definicid és tétel ismeretére.

1.8. Definicié (parositds). A G = (V, E) graf éleinek M halmaza parositast alkot, ha se-

melyik két M-beli élnek nincs k6z0os csucsa.



1.9. Definici6 (teljes parositas). A G = (V, E) graf éleinek M halmaza teljes parositast

alkot, ha M pérosités, és a graf minden csucsdra illeszkedik M-beli él.

1.10. Definicié (vagas). A G = (V, E) graf csicshalmazanak V = {S,V - S}, S # 0,
S # V particigja egy vagas. A vagds €lhalmaza azokat az éleket tartalmazza, amelyek

egyik vége S -ben, masik vége V — §-ben van.

1.11. Definicié (Gomory-Hu fa [13]]). Egy irdnyitatlan, élkapacitasokkal rendelkezé
G = (V, E) graf Gomory-Hu f4ja egy olyan stlyozott fa, ami minden s, € V csticsparra
tartalmazza a minimalis s — ¢t vagas értékét, ugy, hogy a minimalis s — ¢ vagas értéke a

faban az s és r kozott vezetd uton taldlhat6 legkisebb stlyu €l sulya.

A szubgradiens mddszer megértéséhez elengedhetetlen a szubgradiens fogalmanak is-
merete, Gauss divergencia tételét pedig a volume algoritmus alkalmazhatésdganak bi-

zonyitdsa soran hasznéljuk fel.

1.12. Definicié (szubgradiens). Legyen f : R” — R konkav fiiggvény. Az x, pontban f

szubgradiense:
0f(xp) ={veR": f(x) < f(x) + (v, x —x9) VxeR"}

1.13. Tétel (Gauss-Osztrogradszkij/divergencia). Legyen Q C R” korlatos és zart, 0Q

zart, szakaszosan folytonosan differencialhat6, F : R* — R". Ekkor

fdiV(F):f v-F,
Q oQ

ahol v a 9Q kifelé mutaté egységnyi normalvektora és div(F) = 0,F; + ... + 0,F,. Ez

f yv-F =0.
0

konstans F esetén azt jelenti, hogy



2. A teljes parositasok poliédere

Ebben a fejezetben egy graf teljes parositasainak poliéderét, azaz a teljes parositasok
incidenciavektorainak konvex burkat hatdrozzuk meg. Ez azt jelenti, hogy egy olyan e-
gyenldtlenségrendszert irunk fel, amelybe tetszleges élsulyozast leird vektort behelyet-

tesitve el tudjuk donteni, hogy elddll-e teljes parositasok konvex kombinacidjaként.

Paros grafban

El6szor egy egyszerlibb, specidlis esetben, paros grafokndl vizsgaljuk a teljes parosita-
sok poliéderét. Legyen G = (S, T;E) egy iranyitatlan paros graf. Ha az x € RE egy
teljes parositas karakterisztikus vektora, akkor x minden komponense 0 vagy 1. Mivel egy
teljes parositasban minden csucsra pontosan 1 €l illeszkedik, az x teljesiti azt a feltételt,
hogy a gréf tetsz6leges csticsan 0sszeadva a rd illeszkedd élekhez tartoz6 x-komponensek
Ossszegét, 1-et kapunk. A konvex burok ezen x-ek konvex kombinaci6ibdl all eld, igy egy
x € RE vektor akkor van ebben benne, ha x > 0, és a graf minden csticséra teljesiil, hogy
ard illeszkedd élekhez tartoz6 komponensek Osszege 1.

Ez egyenl6tlenségekkel felirva: {x : x > 0, Ax = 1}, ahol A a G incidenciamatrixa, azaz

A sorai a graf csucsainak, oszlopai a graf €éleinek felelnek meg, €s A; ; = 1, ha az i. csucsra

illeszkedik a j. €I, kiilonben A; ; = 0.

2.1. Allitds. Ha G paros graf, akkor P = {x: x > 0,Ax = 1} a teljes parositasainak po-

liédere, ahol A a G incidenciamatrixa.

Bizonyitas:

Mivel G paros graf, incidenciamatrixa teljesen unimodularis matrix, ezért a P poliéder
csucsai egészek. Ezek az x nemnegativitdsa miatt csak 0— 1 vektorok lehetnek, tehat teljes
pérositdsok incidenciavektorai. Igy G pontjai teljes parositasok konvex kombinaciéjaként
allnak el6, azaz ez valoban a teljes parositasok poliédere. O

Hasonloképpen a parositasok poliéderét ebbdl ugy kaphatjuk meg, hogy a feltételeknél

az egyenlGségeket egyenldtlenségekre cseréljiik, igy a kovetkezd allitast kapjuk:

2.2. Allitds. A pdarositdsok poliédere paros graf eseténa P = {x: x > 0,Ax < 1}.



Altalanos gréafban

A kovetkez6kben megmutatjuk a teljes parositdsok poliéderének felirdsat nem paros
G = (V, E) graf esetén. Paros graf esetén elég, hogy minden csucsra a ra illeszkedd élek
sulyainak 6sszege 1, valamint hogy az élsulyok nemnegativak. Nem péros gratban csupan
ezek a feltételek nem elegenddek, mert példaul az |1} abran lathaté esetben mindegyik

teljesiil, azonban mégsem 4all el§ teljes parositasok konvex kombinécidjaként.

2.3. Tétel (Edmonds [8]). Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan (nem paros) graf, amelyben
van teljes parositas. Jeldlje a teljes parositasok incidenciavektorainak konvex burkét P, és

legyen P’ az azon x-eket tartalmaz6 poliéder, melyekre teljesiilnek az alabbiak:

x>0
d(v)=1 VYveYy,
d(Z)>1 VYZeQ,

ahol Q a V legaldbb 3 elemdi, paratlan elemszamu részhalmazainak rendszerét jeloli. Ek-

kor P = P’.

Bizonyitas:

P C P’: Egy P-beli x elem teljes péarositasok incidenciavektorainak konvex kombindcidja,
igy teljesiil ra, hogy x > 0, és az is, hogy Vv € V-re d,(v) = 1. Tekintsiik egy tetszdleges
Z pératlan elemszamu csicshalmazét a grafnak. Ha vesziink egy teljes parositast, annak
legaldbb 1 éle olyan, hogy az egyik vége Z-ben, a masik vége pedig a Z-n kiviil van, mert
a paratlan sok cstcsot Z-ben nem tudjuk mind egymadssal 6sszepérositani. Tehat minden
teljes parositas legalabb 1 €It tartalmaz at (Z,V — Z) vagasbdl, igy tetszOleges konvex
kombindcidjukra teljesiil a harmadik feltétel is.

P’ C P: A masik irdnyu tartalmazds bizonyitdsahoz egy polinomidlis algoritmust adunk




egy tetszbleges x € P’ teljes parositdsok konvex kombindcidjaként torténd eldallitasara.
Kiinduldsként valasszunk ki egy M parositasnak megfeleld yy, pontot, €s kossiik Ossze
az el6allitani kivant x ponttal. Tekintsiik a y,; — x félegyenest, és vegyiik az els6 metszés-
pontjét a poliéder valamelyik oldaldval, legyen ez a metszéspont z. Ha a pontok a félegye-
nesen y — x — z sorrendben szerepelnek, akkor x-et eld tudjuk 4llitani a masik két pont
konvex kombindacidjaként: x = Ay + (1 — )z. Kovetkez6nek z-t kell elddllitanunk teljes

parositasok konvex kombinacidjaként. Ez a poliéder egy kisebb dimenzids oldalan van

rajta, igy ezt az eljarast rekurzivan ismételhetjiik. Egy ilyen 1épést szemléltet a2 dbra.

2. abra

7 2

Ha az eldallitani kivant pontunk x, akkor most x = A,y + x’, és ahhoz hogy x teljes

parositasok konvex kombindciéja legyen, x’-t kell tovabb bontani tgy, hogy

x=Axyr+ ...+ xn

n
legyen, mikozben Z A; = 11is teljesiil.
i=1
Ha az M teljes pérositdshoz tartozoé y,, pontot valasztottuk ki, akkor a

1
max{/l (= Aywm) T—1 eP’}



megoldasa adja meg A értékét. Rogzitett A-ra legyen

1
x1=(x—Axnu) m

A kovetkezOkben a A meghatarozasara adunk egy algoritmust. Legyen C egy paratlan

vagés élhalmaza, ennek elemein az x, komponenseinek dsszegére az

x(C) =

1_/1(x(C)—/l|CﬂM|)21

feltételnek kell teljesiilnie ahhoz, hogy x, a P’ eleme legyen. Azaz egy adott C-re, mivel
|ICNM|>1,ha|CnN M| =1, akkor mindig teljesiil a feltétel, kiilonben pedig
< x(C) -1
ICNM|-1
kell hogy legyen. Igy minden paratlan vagas ad egy becslést a A lehetséges értékére.
Rogzitsiink egy A-t, és dontsiik el réla, hogy jo-e vagy sem, azaz teljesiil-e rd, hogy

minden C paratlan viagasra

1
1-4

x(C) = x(C)=ACnM|)=>1.

Legyen a ¢ koltségfiiggvény az, amit ugy kapunk, hogy M élein levonunk x-bdl A-t, a
tobbi komponensét pedig valtozatlanul hagyjuk:

1
c=(x-41 —_—
¢=(x XM)I—/l

A ¢ szerint egy C pdaratlan vagas értéke pont

1
1-24

(x(C) = AC N M]) = x

lesz, ez hatarozza meg, hogy a jelenlegi A megfelel6-e. Ha ez kisebb 1-nél, akkor a jelen-
legi A nem j6, mert til nagy. A minimalis koltségii paratlan vagasbol kapunk egy becslést

A-ra:
< x(C)-1 ’
ICNM|-1

ha C a minimalis koltségli paratlan vagas.

Ha A uj értékét ugy valasztjuk, hogy ez az egyenlGtlenség egyenlSséggel teljesiiljon,



akkor az eddigi minimalis vagas, C értéke pontosan 1 lesz. Mivel

Me) -4 haee M
~ 1-
c(e) =

x(e)

-1 hae ¢ M,

A csokkentésével a pdrositason kiviili éleken ¢ értéke nd, és a paratlan vagdsok értékei
szintén ndének, |C N M|-mel ardnyosan. Ha egy pératlan vagas értéke az 4j A-val is 1-nél
kisebb, az csak ugy lehetséges, ha anndl a vagasnal, amely a legijabb felsd becslést adta A-
ra, szigoruan kevesebb €llel metsz bele M-be. Tehat ha az i. 1épésben megtalalt minimalis
koltségli paratlan vagast C;-vel jeloljiik, a |C; N M| szigorian monoton csokkend sorozat,
azaz az algoritmus legfeljebb élszamnyi 1épésben végetér.

Legyen egy vagéas az M teljes pérositdsra nézve pontos, ha a vagasbeli éleken y
komponenseinek 0sszege 1, azaz ha M pontosan 1 éllel metsz bele a vagasba. Egy pontos
vagason az x komponenseinek 0sszege is 1, igy ez annak felel meg, hogy x a P’ megfeleld
lapjan taldlhat6. Minden 1épében kapunk egy uj pontos vagést.

Mivel minimélis pdratlan vagéast tudunk polinomidlis idében keresni a Padberg-Rao
[20] algoritmussal, polinomiélis idSben eld tudjuk allitani a P’ egy pontjat teljes parosita-
sok konvex kombindcidjaként. A teljes parositdsok konvex burka tehat tartalmazza P’-t, a
teljes parositasok pedig benne vannak P’-ben, ezért a kettd megegyezik.

Végezetiil a teljes parositasok valéban a P’ poliéder csticsai, mert a teljes parositasok
incidenciavekorai benne vannak P’-ben, és ezek 0 — 1 vektorok, amelyek nem allnak el6

masik poliéderbeli pontok konvex kombinécidjaként, igy csak csucsok lehetnek. O

3. Tort parositas pakolasok

Adott G = (V,E) graf és u : E — R* kapacitasfiiggvény estén a maximalis tort teljes

parositas pakolas feladat a kovetkezd:

max( 3 xM)

MeTP

ZxMSu(e) VYee E

eeM

x>0,

10



ahol TP a G teljes parositasainak halmaza. A feladat 1ényege tehat az, hogy a graf teljes
parositasaihoz rendeljiink nemnegativ silyokat igy, hogy a sulyok Osszege az Osszes tel-
jes parositason maximalis legyen.

Ha a kapacitasfiiggvényen kiviil adott egy ¢ : E — R* koltségfiiggvény is, akkor a

minimalis 1 érték tort teljes parositas pakolas feladat a kovetkezd:

min( > chM)

MeTP

ZXMSu(e) Vee E

eeM
>
MeTP
x>0,

ahol ¢y = Z c(e). Azaz itt ugy rendeliink nemnegativ sulyokat a graf teljes parositasai-

eeM
hoz, hogy az 1 6sszstlyt hozzarendelések koziil a minimalis koltségiit kapjuk.

Az egész értékii pakolds 1étezésének eldontése NP-teljes feladat, ezért csak a tort eset-
tel foglalkozunk. Ez péros grafok esetén egyszerlien megoldhat6, nem péros grafoknél

azonban nehezebb feladat.

Parositas pakolas paros grafban

Péros graf esetén mindkét altalunk megoldani kivant feladat 4talakithat6 egy-egy fo-
lyam problémava.

Vegyiink fel 2 0j csucsot a G csticsai mellé, s-et és #-t. G €éleit irdnyitsuk ugy, hogy
mindegyik S -bdl T-be mutasson, ezek kapacitdsa legyen az eredeti kapacitasuk. Az djon-
nan felvett s-b6l mutasson irdnyitott é1 minden S -beli csicsba, T minden cstcsdbol pedig
mutassanak z-be irdnyitott élek.

Ha az uj élek kapacitdsat a (3| dbran lathatd modon egy kelléen nagy K szdmnak,
példaul a kapacitasok Osszegének valasztjuk, akkor a maximalis pakolast megtalalhatjuk
a maximdlis s — ¢ folyam megkeresésével, példaul a Ford-Fulkerson algoritmussal.

Ha pedig az 4j élek kapacitasat 1-nek, koltségét 0-nak, az eredeti élek koltségét pedig
a hozzdjuk tartozé koltségeknek vélasztjuk, akkor az igy kapott grafban egy minimaélis

koltségti, n = |V| értékl folyam megfelel a minimalis koltségili 1 értékii pakolasnak. Erre

11



egy példa a[d] dbran lithato.

A minimalis koltségi 1 értéki folyam probléma polinomidlis id6ben megoldhat6 [12].

(w1, 1)

4. abra

A minimalis koltségii 1 értékd parositds pakolds LP alakja paros graf esetén

min(cx)
x>0
Ax=1

Ix <u,

a maximalis teljes parositas pakoldsé pedig

min(y : y € R)
x>0
Ax=1

x—uy <0,

ahol % lesz a maximalis pakolas értéke.

Ha az u kapacitasvektor egész, akkor a G incidenciamatrixanak TU-saga miatt mindkét

12



feladat esetében ha van megoldds, akkor|l.7|alapjan van egész megoldas is.

Parositas pakolas nem paros grafban

Mig péros grafban mindkét feladat konnyen kezelhetd, nem paros graf esetén ezekre

nem ismert er6sen polinomidlis algoritmus, igy mas médon kell megoldast keresniink.

Maximalis pakolas

Az el6z6 fejezetben bemutatott teljes parositas poliéder segitségével szeretnénk felirni
a maximalis pakolds LP-t egy c koltségfiiggvénnyel és u kapacitdsokkal rendelkez6 gra-

fon. Vezessiink be egy uj, y € R véltozat, igy a kovetkez6 LP feladatot kapjuk:

min(y)
x>0
Ax =1
Bx > 1 ey

Ix—uy<0

ahol % lesz a maximalis pakolds értéke.

Az ilyen feladatokra szokdsos megolddsi mod a vagdsikos algoritmus. A B métrix nagy
mérete miatt a teljes egyenlStlenségrendszer megoldasa helyett vegyiik el6szor ennek egy
olyan részmatrixat, amely a matrix paratlan vagasokra vonatkoz6 (I)) részén kiviil minden

mas sort tartalmaz. Oldjuk meg az igy kapott

min(y) (2)
x>0 3)
Ax=1 4)
Ix—yu<0 (5)

a feladatot.
Ellendrizziik le, hogy ez megolddsa-e a teljes feladatnak is, azaz teljesiil-e minden
paratlan vagdasra, hogy az élek x szerinti stilyozdsdval legaldbb 1 Osszsilyu. Ezt ugy

tudjuk gyorsan eldonteni, ha megkeressiik az ezen é€lsilyozds szerinti minimalis sulyd
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paratlan vigast. Ha ennek a stlya legaldbb 1, akkor teljesiil az Osszes feltétel, tehat a
megoldasunk a teljes feladat optimalis megoldédsa. Ha a sdlya 1-nél kisebb, akkor a neki
megfeleld sorban nem teljesiil a feltétel. Ekkor vegyiik hozza ezt a feltételt a megoldandé
részfeladatunkhoz, ezzel egy 1j vagoésikot adva a poliéderhez, és oldjuk meg djra. Ezt

ismételjlik addig, amig nem kapunk olyan megoldast, ami minden feltételt teljesit.

3.1. Megjegyzés. Az els6 1épés visszavezethetS egy parositds keresésre.

Az (2)-(5) altal leirt LP-t meg tudjuk gy oldani, hogy a G grafot modositjuk a G, =
(Vi, Ey) graffa ugy, hogy felvesziink |V] 4j csdcsot: vy, ..., v,-t, €s ha az uv €l volt G-
ben, akkor helyette a G-ben az uv’ és u’v €leket huzzuk be. Az igy kapott G, egy paros
graf, ebben kell teljes parositast keresniink, amit konnyen tudunk taldlni Kuhn [14] ma-
gyar modszerével. Ha talaltunk egy ilyet, az az eredeti G graf minden csucsit ponto-
san kett6szor fedi, igy ha minden él sulyat felezziik, egy olyan x élstlyozdast kapunk,
amely szerint minden cstcsra pontosan 1 Osszsullyal illeszkednek élek, vagyis amilyet

kerestiink.

Az algoritmus sordn minden 1épésben sziikségiink van a minimalis paratlan vagas
értékére. Ezt a Padberg-Rao algoritmus [20] alapjan a G graf Gomory-Hu féjardl (1.11])

le tudjuk olvasni.

Padberg-Rao algoritmus minimalis paratlan vagas megtalalasara

3.2. Lemma. [20] Adottegy G = (V, E) iranyitatlan graf a ¢ : E — R* élstlyozassal, |V/|
paros. Legyen S egy minimaélis vagds G-ben. Ha |S| paratlan, akkor S a G-ben taldlhat6
minimadlis paratlan vigds. Kiilonben a minimélis paratlan vagast egy S’ C S vagy

S’ € V — S halmaz hatdrozza meg.

Bizonyitas: [2]
Ha |S | paratlan, akkor nyilvén igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy |S | paros, és legyen
A C V egy minimdlis pdratlan vagéast meghatdrozé csicshalmaz. Jelolje 6(H) a H csucs-
halmaz 4ltal meghatarozott vagast.
1. eset: [A N S| paratlan.

Ha A U S végas, azaz legaldbb 2 csucsot elvalaszt egymdstol V-ben, akkor

Z c(e) + Z c(e) < Z c(e) + Z c(e).

eco(ANS) e€6(AUS) e€o(A) e€o(S)
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Mivel AU S vagas és S minimalis vagas,

Z cle) < Z c(e).

e€o(S) €€6(AUS)

Hasonl6an, mivel A N § pératlan vagas €s A minimalis paratlan vagas,

Z cle) < Z c(e).

ee(A) e€5(ANS)

P

Ebbdl a kett6bdl, valamint az ezeket megel6z0 egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy

Z cle) = Z c(e), valamint Z cle) = Z c(e),

e€o(S) e€o(AUS) e€d(A) e€o(ANS)

azaz AN S C S is minimadlis paratlan vagas.

Ha A U S nem végés (példdul ha AU S = V), akkor A = V — A is minimélis paratlan
vagds. Ekkor A U S végds, mert nem tartalmazza az Osszes csticsot. Innen a kordbban
lefrtakhoz hasonléan azt kapjuk, hogy A NS C S is minimalis paratlan vagas.

2. eset:

A N S| péros.

Ekkor § = V — § ugyanazt a vigést hatdrozza meg, mint S, és |A N §| paratlan. Innen
ismét alkalmazhatjuk az 1. esetben leirtakat, melyek alapjan V — S egy részhalmazarol
deriil ki, hogy szintén minimalis pératlan vigas. O

A lemma alapjan az algoritmus a kovetkezd: ha S egy minimélis vagés, akkor vagy
paratlan elemszamu és nincs tovabbi teenddnk, vagy pedig ha nem, akkor rekurzivan
haladunk tovédbb az S, illetve V — S 0Osszehizasaval kapott grafokon. A G Gomory-Hu
fajan alkalmazva az algoritmust a minimalis s-et és -t elvalaszt6 paratlan vagast gy tud-
juk megtaldlni, hogy vessziik a fiban az s-et r-vel 6sszekoto utat, és valamelyik végérdl
elindulunk a mésik csucs felé, minden 1épésben szdmontartva, hogy az aktudlis vagds
paratlan-e. (A grifunknak pédros sok csucsa van, igy ha az egyik csicshalmaz mérete
paratlan, akkor a mésiké is.) A paratlanok koziil a legkisebb lesz a két csicsot elvalasztod

minimalis pdratlan vagas értéke.

Minimalis koltségii 1 értékii pakolas

Jelolje tovabbra is A a G graf incidenciamatrixat, B pedig a G paratlan vagdsainak

incidenciamatrixat, igy a minimalis koltségl, 1 értéki pakolast a kovetkezOképpen tudjuk
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felirni:

min(cx)
x>0
Ax=1
Bx>1

Ix < u.

A megoldas ugyandgy zajlik, mint a masik feladat esetében. Kezdetben itt is a B
részmatrixon kiviil a matrix 0sszes sorat bevessziik a megoldandé részfeladatok kozé, ke-
resiink egy ennek megfeleld €lsulyozast, és ellendrizziik, hogy teljesiil-e az Osszes feltétel.
A feltételek koziil itt is akkor sériil valamelyik, ha a minimalis paratlan vagas értéke 1-nél
kisebb, ez pedig leolvashaté a Gomory-Hu farol.

Ha megoldjuk a fenti LP feladatok valamelyikét, megolddsként kapunk egy x vek-
tort, ami a graf éleinek optimadlis stlyozasat irja le. Ebbdl a vektorbdl az optimélis meg-
oldasban szerepls teljes parositdsokat €s a hozzdjuk tartozé suilyokat ugy tudjuk meg-
kapni, hogy az x pontot elddllitjuk a teljes pérositds poliéder csucsainak konvex kom-
bindcidjaként. Ezt a]2.3|tétel bizonyitdsdban szerepls algoritmust alkalmazva polinomidlis

1d6ben meg tudjuk tenni.
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4. Lagrange-relaxacio

A Lagrange-relaxacié egy altalanos moédszer nehezen kezelheté LP feladatok meg-
olddsanak megtalalasara. Az eredeti, nehezen megoldhaté feladat bizonyos feltételeit re-
laxaljuk, az igy kapott konnyebb feladat megoldasait pedig felhasznélhatjuk az eredeti
feladat megolddsanak becslésére.

Tegyiik fel, hogy van egy alapfeladat, melynek ismert a megolddshalmaza: X C R”,
ezen szeretnénk egy célfiiggvény szerint optimalizalni. Az alapfeladaton kiviil adottak
még tovabbi peremfeltételek is, olyan megoldast keresiink, ami ezeknek is megfelel. A
Lagrange-relaxaci6 alapgondolata, hogy a peremfeltételeket relaxaljuk, azaz nem kove-
teljiik meg a szigoru teljesiilést, azonban ha sériilnek, azt a célfiiggvényben biintetjiik.
Erre egy A vektort hasznalunk, majd egy uj célfiiggvényt irunk fel, amely minden meg-
felel6 A-ra fels6-/als6 becslése lesz az eredeti optimumnak, aszerint hogy maximalizalas
vagy minimalizalas szerepel az eredeti feladatban.

Példaul legyen adott az X alaphalmaz, ezen keressiik a ¢ célfiiggvény szerint min {cx}-

et. Ha a peremfeltételek Ax < b alakdak, ezeket a A > 0-val relaxdlva a Lagrange-relaxalt
L(A) =min{cx+ A(Ax—b) : x € X}.

Ha valamelyik feltétel sériil, akkor ott Ax > b, és igy A(Ax—b) > 0, tehat a célfiiggvénybe

pozitiv tagként keriil be, igy valdban biintetjiik a feltétel nem teljesiilését.

Minimalis koltségii 1 értékid pakolas szubgradiens algoritmussal

Irjuk fel djra az el6z6 fejezetben meghatdrozott teljes parositas poliédert, és egészitsiik
ki azokkal a feltételekkel, hogy minden él silya a hozza tartoz6 kapacitaskorlat,

u: E — R alatt van:

min(cx)
x>0
Ax=1
Bx>1

Ix <u.
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Ez a minimélis koltségli 1 értékd pakoldas LP alakja. Az alapfeladat az, hogy x a
parositas poliéder eleme, a peremfeltételek pedig a kapacitaskorlatok betartdsanak felel-

nek meg. A peremfeltételeket a A > 0-val relaxdlva a Lagrange-relaxalt a kovetkez6:
L(A) =min{cx+ A(x—u) : x € P},

ahol P a teljes parositasok poliédere. Atrendezve
L(A) =min{(c + Dx: x € P} — Au.

Ha az Ix < u feltételek koziil példaul az i. sériil, akkor (I/x); > u;, tehat ha az eh-

hez a sorhoz tartozé A; > 0, akkor ez a sériild feltétel egy pozitiv taggal keriil be a

célfiiggvénybe, azaz biintetjiik a feltétel nem teljesiilését.

4.1. Allitas. L(1) minden A > O-ra alsé becslése a minimalis koltségti 1 értékd pakolas
koltségének.
Bizonyitas:

Legyen @ = min{cx : x € P,Ix < u}. Az allitas igaz, ha L(1) < @ minden 4 > 0-
ra. Legyen x” a peremfeltételeket is tartalmazé feladat optimdlis megoldasa. Ekkor mivel

IxX' <uésA>0,igy A(Ix' —u) <0, tehat:

L(A) = min{cx + A(Ix — u)}
<cx' + AUx —u)

<cx,

azaz L(A) valdban alsé becslése a minimalis 1 értékd pakolds koltségének. O
Igy a legjobb alsé becslést a minimélis 1 értékii pakolds koltségére L(1) maxima-
lizadlasaval érhetjiik el. S6t, mivel x-r6l nem koveteljiik meg, hogy egész értékii legyen, az

alabbi 4allitas is teljesiil:

4.2. Allitas. A Lagrange-relaxalt optimuma €és az eredeti feladat optimuma megegyezik,

azaz

max {L(1) : 4 > 0}

=min{cx:x € P, Ix < u}.
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Bizonyitas:
A parositas poliédert felirhatjuk egyenl&ségek nélkiil, csak egyenl6tlenségek-

kel is:

P=xeR"
-x<0
Ax <1
-Ax < -1

—Bx < -1,

ahol A a G, B pedig a G pératlan vigasainak incidenciamatrixa, m pedig a graf éleinek
szama. Legyen Q = [-1,A,-A, —-B]" ésb = [0,1,—1,—1]". A minimalis 1 értékii pakolst

igy max {cx : Qx < b}-re tudjuk atirni, ahol —cx lesz a minimalis koltségii pakolas értéke.

L = max {L(1) : 1> 0}

= ngg( {min {cx + A(Ux — u) : Ox < b}}
L= max {min {(c + ADx : Ox < b} — Au)
A belsd, minimalizdlni kivant kifejezéshez tartoz6 dudlis feladat:
max (=D) : y(=0) = c + A1},
18y

L = max {max {y(=b) : y(-=Q) =c+ A} - /lu}
=0 y=0

= max (y(=b) + A=) : (~Q) + A=) = ¢}

Ennek ismét a dualisat véve

L =min{cx: -0x > —b,—Ix > —u}

=min{cx: Ox < b,Ix < u},

amivel visszakaptuk az eredeti feladatot, azaz a két optimum valéban megegyezik. O
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Tehat az optimum megtalaldsdhoz
L(A) =min{(c+ )x:x€ P} — Adu

maximumat kell megkeresniink. Rogzitett 4 > 0-ra L(A1) értéke a (¢ + 1) koltségfiiggvény
szerinti minimalis koltségii teljes parositas koltsége és Au kiilonbsége. Edmonds [9] algo-
ritmusdval a minimdlis koltségii teljes parositast polinom i8ben meg tudjuk hatarozni, igy
rogzitett A-ra ki tudjuk szdmolni a fiiggvény értékét.

Konnyen lathat6, hogy L(1) egy konkdv, poliedrikus fliggvény, szubgradiense egy A
pontban az Ix — u vektor, ahol x az a pont, ahol az L(1) értékének kiszamoldsakor a mi-
nimalizalas sordn az optimum felvétetik. Ha valamelyik €1 jelenleg u-nal nagyobb sullyal
van kivélasztva, akkor ott a szubgradiens pozitiv, igy ezzel jobban biintetjiik azoknak az
¢leknek a kivalasztdsat. Ha egy él pedig u-nél kisebb stllyal van kivélasztva, akkor ott
negativ a szubgradiens, igy ezeknek az €leknek a kivalasztisa kevesebb biintetéssel jar,
igy szamunkra kedvez&bb.

A kovetkezdkben ismertetiink egy gyakorlatban is hasznalhato, konnyen implemental-
haté médszert, a szubgradiens algoritmust [5]. Ezen algoritmus 1ényege, hogy a fligg-
vény egy adott pontjdban kiszadmoljuk a szubgradienst, és annak irdnydba 1épiink tovabb,
igy keresve a fiiggvényiink maximumat.

Tekintsiik az L(A) fiiggvényt. Legyen x, € R" tetsz6leges pont, az L fiiggvény szubgra-
diense a korabbiak alapjan az xy-hoz tartozé A-ban vy = Ixy — u lesz. A tovabbiakban
legyen

Xiy1 = X + 8V,

ahol v; € dL(x;), s; pedig a megadott irdnyba tett 1épés hossza. Annak eldontésére, hogy s;-
t mekkordnak valasszuk és hogyan valtoztatjuk, gyakran az alabbi médszert alkalmazzak.

Ha tudnank hogy hol veszi fel a fiiggvény az optimumat, azaz hogy L’ hol 0, akkor
a szubgradiens irdnyaban tudndnk annyit menni, hogy elérjiik ezt a maximumot, utdna
vennénk ebben a pontban a szubgradienst, és ezt az eljardst ismételhetnénk. Igy egy 1épés

a kovetkez6képpen nézne ki:
L — L(x;)

lIvill

i =

Azonban L'-t nem ismerjiik, ezért ez ilyen formdban nem hasznalhat6. L’ azonban helyet-
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tesithetd egy U B felso becsléssel, igy a 1épéshossz

_ UBi - L(x)
! T

lesz. Annak elkertiilése végett, hogy egy lépésben tul nagyot noveljiink, skalazzuk a 1épés-

hosszot egy tovabbi §; szammal:

UB; — L(x;)

lIvill

s; =i

Po-nak valasszunk egy nem tul nagy, példaul 0 < By < 2 szdmot, a tovabbi 1épések
sordn pedig moédositsuk §;-t aszerint, hogy sikeriilt-e javitanunk. Ha igen, akkor legyen
Bi+1 = Bi, ha pedig egy el6re meghatdrozott Iépésszamnyi 1épés utdn sem tudtunk javitani,
legyen Bi.1 = %ﬁb

U B; fels6 becslése L maximuménak, ami pedig als6 becslése a minimalis koltségi 1
értékii pakolds koltségének. Igy UB;-nek tetszdleges 1 értékii pakolast vélaszthatunk, az

fels6 becslése lesz az also becslének, L-nek.

Maximalis parositas pakolas

Ahhoz, hogy erre a feladatra is tudjuk alkalmazni a Lagrange-relax4ciot és a szubgra-
diens algoritmust, a maximdlis pakolast is fel kell irnunk LP-ként. Ezt az el6z6 feje-
zetben meghatérozott teljes parositds poliéder segitségével az ott latott médon a kovet-

kez6képpen tudjuk megtenni:

min(y)
x>0
Ax=1
Bx>1

Ix—uy <0,

ahol a maximalis pakolds értéke i Ez j6 feliras, mert az elsd 3 feltétel miatt x a teljes
parositas poliéderben van, az Ix — uy < 0 miatt pedig teljesiil, hogy egy i értéki pakolas
esetén az élek kapacitaskorlatai nem sériilnek.

Az alapfeladat az, hogy x a teljes parositas poliéder eleme, a peremfeltételek az
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Ix —uy < 0, ezeket relaxaljuk a A € R"-val. Az igy kapott Lagrange-relaxalt:

L(A) = min{y + A(x —yu) : x € P}

=min{y(l — Au) + Ax : x € P}.

Az x és y véltozok egymastdl fiiggetlenek, igy kiilon-kiilon minimalizdlhatjuk y(1 —
Au)-t és Ax-et, utobbi minimuma a A élstlyozas esetén a minimalis sulyu teljes parositas

sulya. Mivel y tetszGleges elgjeld lehet, ha (1 — Au) # 0, akkor min {y(1 — Au)} = —oo,

tehat
min{dx:x€ P} hadu=1
L) =
—00 kiilonben
Ahol L(1) = —oo, ott nincs értelmes szubgradiense L-nek, igy a fiiggvény minimumat

a Au = 0 altéren kell csak kiszdmolni. Ezt ugy tudjuk megtenni, hogy tetszdleges pont-
ban vesziink egy szubgradienst, ezt ravetitjilk erre az altérre, és az igy kapott irdnyban

haladunk tovébb a kordbban részletezett szubgradiens algoritmus alapjan.

Volume algoritmus

Az el6zb6ekben ismertetett szubgradiens algoritmus elénye, hogy kevés szamoldssal
jér, azonban hatranya, hogy nem tudjuk vele meghatarozni a primal valtozok értékeit. A
volume algoritmus erre a problémara szolgdltat egy megoldast.

A volume algoritmus a szubgradiens mddszer egy olyan kiterjesztése, ami a feladat

primal megoldasara ad egy kozelitést. A [3] alapjan a

min(cx)
x>0
Ax=b>b

Dx=e
alaku feladatok megoldasaval fogunk foglalkozni. Tegyiik fel, hogy
{x : Dx=¢,x >0}

:{x:x:Z/ligi,Z/li: 1,/120}.
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Ekkor a Dantzig-Wolfe dekompoziciét [7] alkalmazva az eredeti feladat ekvivalens a

kovetkezbvel:
min (Z(cg,-)/li) (6)
D (g =b (7)
Z =1 (8)
A1>0. )

Ezt oszlopgenerdlassal oldjuk meg, minden djonnan bekeriil6 oszlopot a

min((¢c — 7A)x) (10)
Dx=¢e

x>0

megolddsédval kapunk meg, ahol 7 az aktudlis bazishoz tartozé duél vektor. A (6)-(9) ek-

vivalens a

min (Z Cg,'/li) (11)

D (Agi - )4 =0 (12)
D=1 (13)
1>0 (14)

feladattal. Az ehhez tartoz6 dudlis feladat

max(z)

z+n(Ag; — b) < cg;.

Ezt a szubgradiens algoritmussal 4gy oldjuk meg, hogy el&szor adott 7-re keresiink

egy aktiv (azaz egyenldséggel teljesiilo) egyenlStlenséget a

min(z = (¢ — TA)x + b) (15)
Dx=c¢

x>0
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megoldasdval. Ha ennek X megolddsa, akkor v = b — AX egy szubgradiens a 7 pontban.
Ezutan x-bdl a szokdsos modon az X + sv pontba 1épiink tovabb, ahol s a 1épéshossz.

Altaldban
UB —z
Ivi>

s=f (16)

ahol 0 < f < 2 egy szam, UB pedig az optimadlis megoldés egy fels6 becslése. Ha Ax = b-
ben nem mindenhol egyenl&ség, hanem néhdny helyen egyenl6tlenség szerepel, akkor az
egyenldtlenségekhez tartozé dudl véltozoknak nemnegativaknak kell lenniiik. Ezért ami-
kor tovabblépiink, ha az i. feltétel egyenlStlenség, akkor a hozza tartoz6 komponensben
max {0, 7;}-t kell venniink.

Amennyiben néhany iteracié utdn nem ériink el javulast, f értékét csokkentjiik, megél-
l4si kritériumként pedig leggyakrabban az iteraciok, vagy a javitas nélkiili iterdcidk egy
bizonyos szamat hatarozzuk meg. Ennek az dltalunk vizsgalt kiterjesztése, a volume al-

goritmus a kovetkez6 tételen alapul.

4.3. Tétel. Tekintsiik a

max(z)
z+anm<b, i=1,...m

meR™!

LP feladatot, legyen ennek optimalis megoldasa (Z, 7). Tegyiik fel, hogy az optimélis meg-
oldasra az 1,...,m’, m" < m egyenl6tlenségek aktivak. Legyen z < Z, és tegyiik fel, hogy

a

egy korlatos poliéder. Legyen 1 < i < m’-re y; ezen poliédernek a z + a;r < b; lapja és
a z = 7 hipersik kozotti rész térfogata. Erre példa az |5| dbran lathato, a sziirke rész felel
meg egy ilyen térfogatnak. Ekkor a

Vi

ml
i Yi

A=Ay, dy) A=

egy optimélis dudl megolddst hatdroz meg.
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\ 4

5. 4dbra

Bizonyitas:

Legyen P az azokbdl a z pontokbdl 4116 poliéder, amelyekre teljesiilnek az aldbbiak:

z+anm<b, i=1,...m

7>7

Ez egy teljes dimenzids politop. Jelolje Fy P-nek az > z altal, F; (i > 0) pedig a z+a;m < b,
altal meghatarozott lapjat. A P politop hatérat jelolje S, ez P lapjainak uni6ja. Mivel a

sziikséges feltételek teljesiilnek, konstans v vektor esetén az tételt alkalmazva

fv-ndS:O,
S

ha n a kifelé mutaté egységnyi normélvektor. Igy v-t a j. egységvektornak, e j-nek vélaszt-

fndS:().
s

Ebbdl kovetkezik, hogy ha F; teriiletét 6;-vel jeldljiik, akkor

va j=1,..,nesetén

m’ 61'
1,a;) — 60(1,0,...,0) =0,
2t~ o

,a;)

(1, a)ll

hiszen Fy-nak a —(1,0,...,0), F;-nek pedig i = 1,...,m’ esetén az az egységnyi,
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kifelé mutaté normdlvektora. Ez azt jelenti, hogy

m’ 5[
1,0,...,0) = —(1,a)),
(1.0.0= 2 et a4

azaz a célfiiggvény (szub)gradiensét elddllitottuk az optimumban egyenldséggel teljesiilé
feltételek nemnegativ linedris kombinacidjaként. Ezdltal egy optimélis dudl megoldast
kapunk, hiszen ha egy pontban 0 a szubgradiens, akkor az az optimalis megoldas.

Még be kell latnunk, hogy
0

(1, apll’
ahol C konstans. Ha ¢; = 0, akkor y; = 0, igy az egyenldség teljesiil, tehat elég a 6; # 0

yi=C

esettel foglalkoznunk.
Legyen a Q; az F; és a (z,7) konvex burka (a @ abran sziirkével jelolt teriilet), és
legyen Fy = Fo N Q;. Q; lapjait az F; és F,' kivételével cr < d alakd egyenlStlenségek

Fi

v

=
= |

6. abra

hatarozzdk meg. Mivel ezekben nem szerepel z, ezen oldalak normalvektorai merdlegesek
a z tengelyére. Igy Q; lapjai koziil csak F; és F oi esetén lesz e; - n # 0. Ismét alkalmazva
az tételt, ha F Oi teriilete A;, akkor

9
A[ = .
(1, @)l

Legyen h = 2 —Z, igy Q; térfogatdra y; = 1hA;. F, terilete 6y, az Fy k teriileteinek

0o = ZAi
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0; A; shA,; Yi
e = = ] =
ooll(Ladll  XA;  shYA; X

Ez a tétel képezi a volume algoritmus alapjat. Az algoritmus lényege, hogy egy adott
(z, ™) vektorra megkeressiik a poliéder aktiv lapjait, és kiszamoljuk ezen lapok z = 7 — €
(e > 0) hipersikra vett vetiiletének térfogatat. Legyen A; az F; lap alatti térfogat ardnya a

teljes térfogathoz. Ezutdn szdmoljuk ki

(1,0,..,0) = > Ai(1,a)
i=1

értékét. Ha ez 0, akkor a A vektor optimalis megoldas, ha pedig nem, akkor kaptunk egy

javito iranyt.

1. Algoritmus Volume algoritmus

7 tetszbleges
(x,z) amin{z = (c = wA)x + b : Dx = e, x > 0} megoldasai
X0:=X, Z0:=2
s := a (106) alapjan meghatérozott 1épéshossz
vii=b—AX, m =7+ sy
t:=1
while ||v/| > € or [cx —Z] > & do
s:=a alapjan meghatérozott 1épéshossz
vii=b—AX, @ =T+ sy
(x1,z;) amin{z = (¢ — mA)x + m,b : Dx = e, x > 0} megoldésai
O<a<l
xe—ax+(1-a)x
if z; > 7 then
Ty, 2<%
end if
te—t+1
end while

Az algoritmus sordn kapott xy, X1, ..., X, vektorokkal

x=ax,+ (1 —)ax_; +...+ (1 —a)x.

Az a, 1 —q, ..., (1 — @) egyiitthatokat szeretnénk hasznalni a Dantzig-Wolfe dekom-
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pozicidval kapott

optimdlis megolddsdnak kozelitésére. Amig a while ciklusban vagyunk, van egy ideigle-

nes dual vektorunk, A, ami a

max(z)

7+ n(Ag; — b) < cg; (17)

feladathoz tartozik. Amikor az algoritmus soran (15])-6t megoldva kapunk egy egyenl&t-
lenséget, az i.-et, amely (I7)-ben egyenlGséggel teljesiil, akkor az ehhez tartoz6 dudl
valtozo értékét A,-r6l a + (1 — a)A;-re modositjuk, az dsszes tobbi dual valtozot pedig
(1 — @)-val szorozzuk.

Ezeket a dudl értékeket haszndljuk arra, hogy meghatarozzuk a v irdnyt, amerre javitani
tudunk. Az egyik eltérés a szubgradiens algoritmushoz képest, hogy anndl egyetlen aktiv
lap hatdrozza meg ezt a javito irdnyt, mig itt az Osszeset haszndljuk. Ha nem tudunk tovabb

javitani, akkor a A egy kozelitése az eredetileg megoldani kivant

min(cx)
Ax=b
Dx=e

x>0

feladat optimdlis megolddsdnak. Az algoritmus akkor ér véget, ha ||v|| és |cx — Z| is egy

adott értéknél (¢ és &) kisebb lesz.
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5. Oszlopgeneralas

Ebben a fejezetben egy alternativ LP felirdsat adjuk a vizsgalt feladatoknak, amely
kevés feltételt, viszont sok valtozot tartalmaz, és a benne szerepld valtozok implicit van-
nak megadva. Az ilyen alakban adott LP feladatok megolddsara szolgdlé mddszer az
oszlopgenerdlas [16,21] , melynek 1ényege, hogy az Osszes valtozd vizsgalata helyett
Iépésenként adunk hozza djakat a modelliinkhoz.

El6szor megoldjuk a két vizsgdlt feladatot oszlopgenerélast alkalmazva, majd foglal-
kozunk ezen mddszer hatranyaival, valamint az ezek kikiiszobolésére alkalmazott tech-

nikakkal is.

Maximalis parositas pakolas

Legyen G = (V, E) egy graf, élein az u : E — R, kapacitdsokkal. A korabbi fejezetek-
hez hasonl6an most is a maximalis, kapacitdaskorlatoknak megfeleld tort parositas pakolas
meghatdrozdsa a cél. Legyen A a G teljes parositdsainak incidencia(oszlop)vektoraibdl
allé matrix. A oszlopainak szdma igy megegyezik a G-ben taldlhat6 6sszes teljes parositas
szdmdval, ami akar exponencidlisan sok is lehet.

Az A matrix segitségével LP-ként a kovetkezOképpen tudjuk felirni a feladatot:

max (1x)
x>0

Ax < u,
az ehhez tartoz6 dudlis feladat pedig:

min(yu)
y=0

YA > 1.

Mivel az A matrix mérete hatalmas, ezt a problémdt nem tudjuk simén a szimplex
modszerrel megoldani. Ezért kiinduldsként vegyiink néhdny teljes parositast, €s eloszor

az A matrix ezeknek megfeleld oszlopaihoz tartoz6 részfeladatokat oldjuk meg, példaul

29



a (primal) szimplex modszer segitségével. Ezt meg tudjuk tenni, mert az x = 0 vektor

megengedett megolddsa az

x>0

Ax<u

feladatnak. fgy kapunk egy priml és egy dudl megolddst, amelyek a kivalasztott részfe-
ladatokra megengedett megoldasok. Az x az 0sszes tobbi komponensében 0, €s Ax < u,
igy a kapott megoldas a teljes feladatra nézve is primal-megengedett. Azt kell tehat csak
ellendrizni, hogy y megengedett dudl megoldés-e a teljes feladatra nézve.

Kétféleképpen fordulhat eld, hogy nem az: ha nem teljesiil az y > 0, vagy ha nem
teljesiil az yA > 1 feltétel. Az els6 nem fordulhat el8, mert ahhoz hogy a kiinduldsként
vett oszlopokhoz tartoz6 részfeladatoknak megoldasa legyen, sziikséges, hogy y > 0. Az

YA > 1 teljesiiléséhez azt kell ellendrizniink, hogy

(AN =ya;= ) ¥e) 2 1

eeM;

teljestil-e minden i-re, ahol M; az a teljes parositds, amelynek incidenciavektora az A i.
oszlopa. Az y megengedettsége tehat ekvivalens azzal, hogy az Osszes teljes parositds
sulya az y élsulyozas szerint legalabb 1, azaz a minimdlis sulyu teljes parositasé is. Ez azt
jelenti, hogy elég kiszamolni a minimélis sulyu teljes parositas sulyat, ha ez legalabb 1,
akkor az y megengedett megoldas, ha pedig 1-nél kisebb, akkor A-nak a minimaélis stlyu
teljes pérositds incidenciavektordnak megfelelé oszlopat is hozzavessziik a megoldandé
részfeladatok halmazahoz.

Ehhez a minimalis sulyu teljes parositist Edmonds [8]] algoritmusdval polinomidlis
1dében meg tudjuk keresni.

Tehat ha egy 1épésben sértd oszlopot taldlunk, azt is hozzdadjuk a feladathoz, €s igy
mindig egyre tobb oszlopra oldjuk meg az LP feladatot. Megoldasra haszndlhatjuk a
primdl szimplex algoritmust, hiszen egy U4j oszlop bevétele nem rontja el a primédl megen-
gedettséget, mert a hozza tartoz6 valtozot 0-nak valasztva tovabbra is primal megengedett
marad. A dudl megengedettség azonban nem fog fennallni az ) oszlop bevétele utan, mert

egy olyan oszlopot vettiink be, amelyen nem teljesiilt a dudlis feltétel.
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Minimalis koltségii 1 értékii parositas pakolas

A maximélis pakolds LP-felirdsdhoz képest a minimalis koltségli 1 értékli pakolas

meghatdrozasahoz modositsuk az LP-t a kovetkezdképpen:

min(cx)
x>0
Ax<u

Ix=1.

Mivel az egyenl6tlenségeknél kisebbegyenld feltételeink vannak, célszerlibb lenne a

célfiiggvény szerint maximalizalni. Mivel min {cx} = — max {—cx}, a tovabbiakban a

d = —c jelolést alkalmazva az LP-t a kovetkez6képpen tudjuk felirni:

max(dx)
x>0
Ax<u

Ix=1,

a dudlis feladat pedig:

min(yu + z)
y=>0

YA+7z2>d,

ahol —dx lesz a minimalis koltségii 1 értéki pakolas koltsége.

Tegyiik fel, hogy van 1 értékli x megoldés. Ez akkor optimalis, ha a hozza tartoz6 dual

(v, z)-re teljesiil, hogy yA + z > d, azaz minden M teljes parositasra

VM) +2 2 dM) & ) Y@ +z2 ) d(e)

eeM eeM

& min {Z(y(e) - d(e))} > -z

eeM
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Az oszlopgenerélést a korabban leirtakhoz képest annyiban moédositjuk, hogy a sértd
oszlop keresésnél az (y — d) stlyozds szerinti minimalis sulyu teljes parositisrdl nézziik
meg, hogy van-e legaldbb 1. Ha igen, akkor a kapott megolddsunk optimadlis, ha nem,
akkor a megfeleld teljes parositas oszlopat az eddigiekhez hozzavéve oldjuk meg djra az
LP-t.

Ahhoz, hogy el tudjuk inditani az algoritmust, sziikségiink van egy 1 értékili pakolasra.
Ennek megaddsahoz alkalmazhatjuk a kétfazisa szimplex modszert, igy az LP a kovet-

kez6képpen mddosul:

max(dyx + (=B)x")
x>0
x>0
Ax<u
Ix¥ <1

’

Ix+x =1,

ahol d, azt a vektort jeloli, amire (dy); = Z d(e), azaz (dy); az i. teljes parositdsban sze-
eeM;
repld élek koltségeinek Osszege. Ez annak felel meg, mint ha G-hez hozzdvennénk olyan

4j, 1 kapacitédsu €leket, amelyek egy teljes parositast alkotnak. Ennek az dj parositasnak a
koltségét valasszuk egy kell6en kicsi —B(< 0) szamnak, €s a tovabbiakban definiéljuk tel-
jes parositasként azokat, amelyek teljes parositasok vagy csak az 1j, vagy csak az eredeti
éleket tekintve. Ha B-t megfelelden valasztottuk meg, akkor az optimélis megolddsban
nem fog szerepelni a —B koltségli parositas. Ezzel a kiegészitéssel a dudl valtozok szdma

is nd, ezeket az 0j valtozokat jeldlje w. Az ehhez tartoz6 dudlis feladat:

min(yu + wl + 2)
y=>0
w>0
YA+z>dy

wl +z> —-B.
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Mivel Ix+x" = 1ésx > 0,x" > 0, x’ és x semelyik komponensében nem lehet 1-nél
nagyobb. Ezért ha az 1j élekhez a kapacitasvektorban 1 helyett 2-t ifrunk, mivel ezek az
élek csak egyetlen teljes parositasban szerepelnek, az ennek az oszlopdhoz tartoz6 x < 1,
tehat egy megengedett sulyozds esetén igy is mindig teljesiilni fog, hogy az uj élek sulyai
az eredeti kapacitiskorlat, 1 alatt vannak.

Egyenl8ség azonban igy soha nem fog fennallni, mert x” < 1 < 2. Tehat az ezekhez a
sorokhoz tartozé dual valtozokra, w-re w = 0 teljesiil az optimalitasi feltétel alapjan,

ez€rt a matrix w-hez tartozo sorait akér el is hagyhatjuk. Az igy kapott primél feladat:

max(dy x)
x>0
x>0
Ax<u

Ix+x =1,
a dudlis feladat pedig:

min(yu + z)
y=>0

YA+z7>-B.

Vilasszuk az oszlopgenerdlas kezdd oszlopanak az utolsd, ujonnan a matrixhoz adott
oszlopot, ennek a részfeladatnak a megolddsa x = 0, x” = 1. Az ehhez tartoz6 dual meg-
oldas z = =B ésy = 0, igy y(M) + z > dy egyik eredeti M teljes pérositasra sem fog
teljestilni, ezért kezdetben belépd oszlopnak tetszélegeset valaszthatunk.

A k. 1épésben k darab teljes parositast mar kivalasztottunk. Ezekre vagy teljesiil, hogy
az x szerinti konvex kombinaciéjuk minden e élet tekintve az u(e) kapacitds alatt van, ha
pedig ez nem teljesiil, akkor a (k — 1) darab G-beli parositas 1 0sszértékl sulyozasahoz
hianyz6 részét az uj €lek altal alkotott parositassal potoljuk. Amig az utolsé oszlophoz
tartozé x > 0, addig z = —B. Minden 1épésben egy 1j y-t szamolunk ki, igy egy 1d6 utian
a —B kell6en kicsi értéke miatt x” = 0 lesz, azaz kapunk egy olyan konvex kombin4ciot,

ami csak az eredeti parositdsokat tartalmazza. Ez lesz az optimélis megoldés.
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5.1. Megjegyzés. Ha a 2. fejezetben latott mddon, a teljes parositdsok poliéderét fel-
haszndlva irjuk fel a feladatot, majd az ebbdl ad6d6 dudlis feladaton alkalmazzuk a 3. fe-
jezetben leirt vagdsikos algoritmust, akkor az oszlopgenerdlast kapjuk. Tehat a vagdsikos

algoritmus lényegében a dudlis feladat oszlopgenerdldsdnak felel meg.

Dantzig-Wolfe dekompozici6

A Dantzig-Wolfe dekompozicié [7] egy specidlis alaki LP feladatok megolddséara
hasznalhat6 mddszer. Oszlopgenerdlasi feladatok egy olyan osztidlydnak megoldédsara ad
altaldnos keretet, ahol a feltételeket tartalmazé matrix egyik része (A) blokkdiagondlis
szerkezet(i, azaz egymastdl fiiggetlen métrixokbdl all, melyek kozott a matrix masik része

(D) 1étesit kapcsolatot. Példdul:

Ha feltessziik, hogy a P; = {x : A;x < b;} politép, akkor ez el6éll csicsainak konvex

burkaként. Legyen V; a P; csticsainak oszlopvektoraibdl allé matrix. Ekkor
P={Viz:2>0,1z=1}.

Ekkor az eredeti feladatunk ekvivalensen atirhat6 a

max (Zk: c,-Viz,-]

i=1
z>20 Vi
1z;=1 Vi
k
Z DiViZi <u
i=1

alakba. Az igy kapott feladatot ezutdn oszlopgeneralédssal oldjuk meg. Az elsé 1épésben
minden blokkbdl kivédlasztunk egy oszlopot, és az azokbdl alkotott kisebb LP-t oldjuk

meg. A kapott megoldast ellendrizziik, hogy megoldasa-e a teljes LP-nek is. Ehhez sértd
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oszlopo(ka)t az egyes kis LP-k kiilon-kiilon, médositott célfiiggvényekre torténd meg-
oldasaval tudunk keresni. Specidlis esetekben ezeknek a kisebb LP-knek a megoldasara
egy kombinatorikus algoritmust is tudunk haszndlni, példdul ha legrévidebb utat vagy
minimalis koltségi teljes parositast kell keresniink. Ezt ismételjiik, amig egy olyan meg-
oldast kapunk, ami a teljes LP minden feltételét is kielégiti.

A Dantzig-Wolfe dekompozicidt kordbban, a volume algoritmus sordn mar alkalmaz-

tuk, és a simitds modszerét bemutaté alfejezetben is eldkeriil majd.

Lagrange-relaxacio és oszlopgeneralas

Az oszlopgenerédlds modszerét kombinalhatjuk a Lagrange-relaxacioval oly médon,
hogy egy 1j oszlop bevételénél kiszamolunk egy becslést az optimdlis dudl megoldas
értékére [21]. Legyen

Y={xeR]:Ax>d},

Z={xeZ}:Bx>bl<x<u,

€s X = Y N Z. Legyen a megoldand¢ feladat
[P] = min{cx : x € X}.

Z-16l tegyiik fel, hogy viszonylag konnyen megoldhato, az Ax > a pedig nehezitd felté-

telek, azaz tegyiik fel, hogy az alproblémara, [S P]-re teljesiil, hogy
[SP] = min{cx : x € Z}

egyszeriien megoldhato [P]-hez képest. Tovabba Z-1d] azt is tegyiik fel, hogy korlatos és
nem lires, azaz politop. A [P] megoldasidhoz, vagy optimuménak becsléséhez azt fogjuk
felhaszndlni, hogy Z-n tudunk optimalizlni.

Jelolje Q az alapfeladat (Z) megolddsainak halmazat. Ez véges, mert Z korlatos, €s ele-
mei egészek, tehat Q = {z1, 22, ..., 79 }- Egy politép elemei leirhat6ak a politdp cstcsainak

konvex kombinaciéjaként, és Z-r6l feltettiik hogy politép, tehat

Z:{xEZ’i:x:ZZq/lq,Z/lq:L/lq>0 queQ},

724€0 724€0
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Z konvex burkdra pedig
conv(Z) = qx €RL 1 x= D zdg, > Ay =1,4,20 Yz €Qp.
quQ quQ
gy
[SP] = min{cx: x € Z}

= min{czq 124 € Q}

=min{cx : x € conv(Z)}.

Kihaszndlva, hogy az alapfeladatot meg tudjuk oldani, az Ax > a feltételeket relaxdlva
a Lagrange-relaxacidval also becslést tudunk adni az eredeti [P] feladatra. Tetsz6leges

m € R vektorra a Lagrange-fiiggvény:
L(m, x) = ma + (c — mA)x.
Ezt optimalizéljuk Z-n a Lagrange-alprobléma, [LS P] megoldasaval:
[LS P(m)] = L(r) = min {L(7, x)}

A Lagrange-duadlis fliggvény értéke minden pontban alsé becslése az optimalis dual
megoldasnak, igy a [P]-hez tartoz6 dudl megoldds legjobb alsé becslését az L maxima-

lizalaséval kaphatjuk. A Lagrange-dualis feladat:

[LD] = max L(x).

m
x€eRY!

Ezt at tudjuk irni egy LP feladatta:

[LD] = max {min {ra + (c — ﬂA)X}}

neRY \ xeZ

= max {min {cx + m(a - Ax)}} .
neRY) \ xeZ

Mivel a z, vektorok a Z elemei,

mizn {ex+m(a—Ax)} < czy+m(a—Azy) Vz, € O,
XE
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ezért

[LD] = max(1) (18)
n<cz+nla—Az;) Vz, €0 (19)
xeR™peR. (20)

Az ehhez tartozé dualis feladatot véve

[LD] = min [Z (Czq)/lq]

74€0

DAz, > a
74€0

x € conv(Z)

=[M]

Amit igy kapunk, [M], a Master Problem a [P] Dantzig-Wolfe reformulaciéjanak
LP-relaxdltja. Ennek megoldasara oszlopgeneralast alkalmazunk: a 7. 1épésben [M]-et

leszikitjik a Q, = {zi, 2, ..., 2/} oszlopokra, az igy kapott feladat lesz az tgynevezett
Restricted Master Problem (RMP):

[M,] = min (Z cz,ni)

i=1

2142,’/1,’ =>a
i=1

Z[:/li = 1

i=1

;>0 i=1,2,..,¢t

t
Oldjuk meg ezt az LP-t, és legyen A’ egy optimalis megoldasa. Ekkor x, = Zzi/lf., a
i=1
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célfiiggvény értéke pedig cx,. Az [M,]-hez tartoz6 dudlis feladat a Restricted Dual Master
Problem (RDMP):

[DM,] = max(n)
n(Azi—a)+n<cz i=1,..,¢t
meRY

neR.

Innentdl oszlopgeneralést alkalmazunk. Legyen (r;,7;) optimalis megoldasa [DM,]-
nek. Ezt haszndlva koltségfiiggvényként megkeressiik a legnegativabb (redukalt) koltségti
oszlopot, a

Zi+1 = Zg, = argmin {(c — m,A)x}
xeZ

megoldasaval. Ha

(c = mA)zn, + ma—n, 20,

akkor az aktualis x, megoldéds optimélis megoldasa [M]-nek is. Ellenkezd esetben z,, ne-
gativ (redukalt) koltségl oszlop, tehét x; nem lehet optimalis megoldasa [M]-nek, igy ezt
az oszlopot hozzdadjuk az RMP-hez.

A fent leirt algoritmus meghatdroz egy {r,}, Lagrange-relaxal6 vektorsorozatot, amely
tagjai az optimadlis dudl vektorhoz, n*-hoz konvergdlnak. Ezen kiviil kapunk egy {x,}, so-

rozatot is, amely tagjai pedig a

min(cx)
Ax >a

x € conv(Z)

optimalis x* megoldasdhoz konvergdlnak.

5.2. Allitas. Az algoritmus sordn az alabbiak teljesiilnek:
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t
1. x, = Z z;A} megolddsa [M,]-nek, azaz a
i=1

min(cx)
Ax >a

x € conv({zy, ..., z:})

feladatnak.

2. Legyen L, a Lagrange-dualis fiiggvény, L kozelitése, amit tigy kapunk, hogy az alap-

feladatnak csupan néhany megoldasat vessziik figyelembe, azaz:

L,(A1) = min{L(z;, A), ..., L(z;, 1)}

= min {Aa+ (c— AA)z}

Z€{Z1 5021}

A dudl RMP, azaz [DM,] megoldasa

m, = argmax L,(r).
meRY

Az L, fliggvény felso becslése az L-nek, azaz
L(n) > L(nr) VmeRY.
Az L, fiiggvény alatti pontok halmaza egy kiils6 poliedrikus kozelitése [LD]-nek. Az
[I.4]tétel alapjan L,(7,) = 1, = cx;.
3. [LS P,] megoldasdval a kovetkezd 4 dolgot érjiik el:

(a) Megkapjuk a legnegativabb redukalt koltségii oszlopot [M]-ben: z,.1 = z,, € Q.

(b) Megkapjuk a [DM]-ben a z, € Q alapfeladat megoldasok altal meghatarozott
leginkabb sériils feltételt.

(c) A z,, altal sértett feltétel meghatdrozza L-nek m,-ben egy g, szubgradiensét:
g = (a—Azy).
(d) Megkapjuk L pontos értékét a r, pontban:

L(r;) = ma + (¢ — mA)zy,.
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Mivel ez a pontos érték, ez az L tovabbi lépésekben torténd kozelitései sordn

mar nem valtozik, tehat L;(w,) = L(m,) Vi>t.

.....

.....

ban egyenld, merti = 1,...,¢ esetén L;; (n;) = L(mr;). Az aktualis legjobb dudl meg-
oldés ezen pontok valamelyike:

z = argmax Ly (m;) = L(;),
i=1,...t

ennek értéke 1 = L(7).

5. Ha a t. Iépésben L,(m,) = L(r) = 7}, vagy ha egy adott € > O-ra |[cx, — L(7)|| < €,

akkor elértiik az optimadlis megoldast, azaz n* = L(7).

A tovabbiakban jelolje (7", %) a Lagrange-dudlis egy optimalis megoldésat, L(7) pedig
az eddigi legjobb dualis als6 becslést n*-ra.

Stabilizacios technikak

A nagyméretli LP feladatok oszlopgenerdldssal torténd megolddsa szamos eldnnyel
jar. Az algoritmus egyszertiségén kiviil az is ezek koz€ tartozik, hogy a vagésikos al-
goritmussal ellentétben itt nem okoz nehézséget megmondani az optimalis pakoldsban
szerepl6 parositasokat és a hozzajuk tartozo sulyokat, mert ezeket a megoldasként kapott
vektorrdl le tudjuk olvasni. Ugyanakkor az el6nyein kiviil néhdny hatranya is adédik en-
nek a megkozelitésnek, melyek lassi konvergencia formdjaban nyilvanulnak meg [22].
Ezek kikiiszobolésére kiilonbozd stabilizacids technikdkat dolgoztak ki [17,21]].

A lassu konvergencia leggyakoribb okai [22] az alabbiak lehetnek:

1. Az algoritmus vége felé a [DM,]-hez hozzdadott egyenlStlenségek csak a dudlis
megoldastérnek egy kis részét vagjak le, igy az optimalis dual megoldashoz vald

konvergencia jelentdsen lelassul. (tailing-off effect)

2. A t. 1épésben a [DM,] egyik optimdlis megolddsdhoz tartozé csucsa utédn a ¢ + 1.

1épésen [DM,,1]-nek egy masik cstcsat kapjuk. Ezért lehetséges, hogy

l7psr = 7|l > |l — 7).
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Hasonl6an, a dudlis L(r;) korlatok sem mindig monoton médon konvergédlnak, ha-
nem el6fordulhat, hogy tullépik, majd ujra a pontos €érték ala keriilnek. (dual oscil-

lations/dudl vdltozok insabilitdsa)

3. Az RMP egy primdl megoldasdhoz tobb kiilonbozd dual megoldas is tartozhat, az
algoritmus ezeken iterdl anélkiil, hogy a célfiiggvény értéke javulna. (primdl dege-

nerdcio és alternativ optimdlis dudl megolddsok)

4. Az els6 néhany 1épésben nem relevans oszlopokat adunk hozza az RMP-hez, ezért

ezek nem javitanak a dudlis korlatokon. (heading-in effect)

Ezen problémék elkeriilése végett kiilonb6z0 stabilizacids technikdkat alkalmazhatunk.
Ezek 3 nagy kategoridba sorolhatdk: biintetd fliggvények, belsé pontos mddszerek (cen-

tralized prices), €s simitdsi modszerek (smoothing techniques).

Biintet6 fiiggvények

Ezen moédszer 1ényege, hogy egy biintetd értéket adunk a dudl célfiiggvényhez, hogy
egy stabilitdsi kozponthoz kozeli megoldédsokat kapjunk. A stabilitasi kozpontot dltalaban
az eddig megtaldlt legjobb Lagrange-becslést adé dudl megoldasnak, m-nek vélasztjuk.
[DM,] helyett a

m, = arg max {L(mr;) — S ()}

xeRY
feladatot oldjuk meg, ahol § : 7 € R} — R, a biintet fiiggvény. S altalaban konvex, a
7-ban 0-t vesz fel, €és értéke nd, ahogyan tavolodunk 7-t6l, azaz ahogyan |7 — 7|| értéke
nd. Ahhoz, hogy jol miikodé mdédszert kapjunk, tobb paraméter pontos bedllitdsara van

sziikség.

Bels6 pontos modszerek

Gyorsabban javithatjuk [LD] kiils6 poliedrikus kozelitését, ha egy csicsa helyett egy
bels6 pontjat tudjuk levagni. Az ilyen mddszerek 1ényege, hogy egy belsd pontot valaszta-
nak dudl megolddsnak, azzal a céllal, hogy egy [LD]-be torténd nagyobb vagassal el-
keriiljék a primdl degeneraciot. Az ebbe a mddszercsaladba tartozo egyik ismertebb mod-

szer az ACCPM (analytic-center cutting-plane method).
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Simitas és Kiils6-belso szeparacio

Ennek az eljardsnak a lényege az, hogy az altalunk sért6 oszlop keresésére hasznalt

7, dudl megoldast modositjuk a korabbi dudl megoldasok alapjan. Erre két kiilonb6z6
elterjedt modszer 1étezik. A Neame-féle [19] uj, javitott 7, megoldast ugy hatdrozzuk
meg, hogy az el6z6 1€pés sordn javitottnak, €s a mostani nem javitottnak vessziik egy
konvex kombindciéjat, azaz

i, =an_ + (1 -a)m,.
Igy 7, a kordbbi 7~k silyozott dsszegeként 4ll el§:

'
7= Z(l — @) n;.

i=0

A masik, Wentges-féle [24] modszerben pedig
am=arn+ (1 —a)x,
ahol 7 az a dudl megoldds, ami eddig a legjobb Lagrange-korlatot adta, azaz igy
m=a+{-a)(x —7),

ami annak felel meg, hogy egy (1 — @) hosszu 1épést tesziink 7-bdl n, irdnyaba. Mindkét
esetben a € [0, 1) az eljards paramétere.
Sértd oszlopot ezutén 7, helyett az djonnan kiszamolt 77,-vel keresiink a

2z = argmin {(c — 7,A)x}
xeZ

megoldaséaval, és amennyiben a Lagrange-becslés javul, 7-t frissitjiik. El6fordulhat, hogy
7t,-vel nem taldlunk negativ redukélt koltségii oszlopot annak ellenére, hogy m,-vel 1étezik
ilyen. Ez az ugynevezett hibas arazas (mis-pricing). llyenkor ha ugyanarra a 1, megoldasra
mégegyszer alkalmazzuk valamelyik (Neame/Wentges) szabdlyt, egy m,-hez kozelebbi

duélis vektort kapunk.
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Ehhez a mddszerhez kapcsolddik a kiilsd-belsd szeparacid. A dudl poliéder a (T8)-(20):

[LD] = max(n)
n<cz+nla—Azy) Vz, €Q

reRY,neR.

Ennek a r. 1épésben vett kozelitésének egy megoldédsa egy az [LD] poliéder bels6 kon-
vex kozelitésén kiviili, kiils6 pontot hatdroz meg: (mou, Nour) = (1, Li(71,)). A poliéder
bels6 konvex kozelitésének egy belsd pontjat is meg tudjuk hatdrozni, attdl fiiggéen, hogy

melyik szabalyt alkalmaztuk:

(7t,—1, L(7t,—1)) a Neame-szaballyal
(TTin, Min) =
(7, L(7)) a Wentges-szabdllyal
Ezek azért belsé pontok, mert az L értékét ezekben a pontokban mar kiszamoltuk. A
belsé €s a kiilsd pontot 6sszekotd szakaszon, a kiilsé ponttdl a tavolsagra kijeldliink egy

szeparalo pontot:

(ﬂsep, nsep) = a(m, Tlin) + (I = &) (7ou r]out)~

Ennek a szeparacios stratégidnak a 1ényege, hogy megprobaljuk ezt a szepardld pon-
tot egy hipersikkal (a z-vel) levagni. Ha sértd oszlop keresésénél nem taldlunk olyan
hipersikot, ami levdgja a szepardl6 pontot, akkor az egy belsd pont. Ha taldlunk olyat,
ami levagja a szepardl6 pontot, akkor kiilsé pont volt, a hipersik az eredeti kiilsé pontot
is levagja, igy az eddigi szepardl6 pontunk lehet az 4j kiils6 pont. Azonban az az eset is
el6allhat, hogy sem a kiils6, sem a szepardl6é pontot nem tudjuk levdgni, ez az tigynevezett
hibds arazas (mis-pricing). Ha minden 1épésben vagy a belsd, vagy a kiilsd pontot le tud-
juk cserélni a szeparald pontra (standard in-out separation), akkor bebizonyithato [4]],
hogy a kiilsé és bels6é pontok kozotti tavolsag a 0-hoz tart.

A kovetkez6 allitdsok a Neame- és Wentges-szabdly alapjan simitdssal torténd oszlop-

generdlasra vonatkoznak.

5.3. Allitas. Ha a szepardl6 pontot levigja a Zn,, altal meghatarozott egyenltlenség

féltere, azaz

L(”sep) = ATgep + (c— Aﬂ'sep)znsep < Nseps
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akkor a (7out, Nour) KiilsS pontot is levagja, €s z,,, egy negativ redukalt koltségi oszlopot

hatdroz meg [M,]-ben, vagyis

(C - Aﬂout)znsep + Aoy < Hout-

ouTt
SEP

v

7. abra

Bizonyitas:

[LD] konvex, a szeparalo pont pedig [LD]-n kiviil van. Ha a belsd pont mellett a
kiilsd pont is [LD]-n beliil lenne, akkor mivel a szepardl6 pont a belsd és kiilsé ponto-
kat 0sszekotd szakaszon talalhatd, annak is [LD]-n beliil kéne lennie annak konvexitasa
miatt, tehat nem véaghatta volna le a fenti féltér. Azaz a kiils6 pontot is levigja. Erre példa

a[7l 4bran lathaté. O

5.4. Allitas. Hibds szeparacio (mis-separation) esetén, vagyis amikor a szeparalo pontot
nem vagjuk le, mert L(my,) > 7sep, a szepardld (myep, L(sp)) pont belsd pont, amit a
kovetkezd 1épésben felhasznalhatunk. Ilyenkor ha a belsd pontot gy valasztottuk, hogy

Min = L(7,1), az 0j dudlis korlatra, L(rp)-re teljesiil, hogy
(cx; — L(7,)) < alex, — L(7t-1)),

azaz a kiilonbség az optimalis megoldas €s a Lagrange-relaxacidval kapott becslés kozott
a-szorosara csokken. Erre példa a|8] abrdn lathato.
Bizonyitas:

Azt l14atjuk be, hogy ha nem tudjuk levagni a szeparal6 pontot, akkor eleme az [LD]
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poliéder belsé kozelitésének. Mivel nem vagtuk le, L(my,) > 7p, a belsd pontra pedig
a Neame- és a Wentges-modszer esetén is teljesiil, hogy n;, > L(7,—;), mert a Neame-
modszernél egyenldség all fenn, a Wentges-mddszer esetén pedig 1, = L(7) > L(7t,_y).

Ezekbdl kovetkezik, hogy

cx; — L(7t) = Mout — L(”sep) < Tout = Msep
= @(ou = 1in) < a(cX; — L(7;-1)),

ami pont az, ami az allitasban szerepel. Ilyenkor az is teljesiil, hogy L(my.,) > L(7), tehat

ilyenkor javul a Lagrange-fiiggvény éltal adott becslés, €s 7 0 érté€ke mep, lesz. O

5.5. Allitas. A Zr, Altal meghatrozott vagas levdghatja (mou, ou)-0t Ggy is, hogy

(Trsep» Msep)-€t NnE€M vagja le, ez a hibas szeparacio (mis-separation) esete.

A
N ’/’—
\O\U g -—
”’ *
SEPN
QA IN
™
~
/ N~
8. abra

Ha nem sikertil levagni a kiilsé pontot sem, azt hibas drazdsnak (mis-pricing) nevezziik.
Ilyenkor (moue, fou) = (71, 17,) megoldasa marad [DM,,]-nek is, amit igy kapunk, hogy
[DM,]-hez hozzaadjuk z, -et, €s a javitott dudl vektorokra teljesiil, hogy

|71 — el = @l — mll < |7t — 7l

Erre példa a[9] dbran taldlhato.

Bizonyitas:
Ha a szepardl6é pont nem Kkeriil levagasra, azaz hibds szeparicid esetén eldfordulhat,

hogy hibds drazas is torténik (azaz a kiilsé pont sem kertil levdgasra), de az is, hogy nem.
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9. abra

Ha a hibas szeparacio mellett torténik hibas drazds is a . 1épésben, akkor 7, = m;, és a

kovetkezd szeparald pont kozelebb lesz a kiilsd ponthoz. Ez azért van, mert
Tgep = QTip + (I = @)mou,

tehat

(170w — ﬂsep” = a||mou — minll,

€sat+1.1épésben 7ty = Myep, Min = 7y, valamint 7oy = M =M €s0<a < 1.0

A két bemutatott (Neame €s Wentges) mddszeren kiviil mésfajta szabdlyokat is alkal-
mazhatunk a dudl vektor javitasara, és az Uj belsd pont meghatarozdsara. Ha egy szabdlyra
teljesiil, hogy n;, > L(7r,—1), akkor az is teljesiilni fog, hogy hibas szeparici6 esetén a

javitott dudl vektor és az optimalis kozotti kiilonbség a-szorosara csokken, azaz
(cx; — L(7,)) < alex; — L(7t-1)).
5.6. Allitas. A Wentges-mddszer globdlisan konvergens, azaz a |[cx, — L(7)|| tavolsag

minden hib4s szeparicio sordn szigorian csokken, igy a hibas szeparacidk szdma korlétos.

Bizonyitas:
A Wentges-modszert alkalmazva L(7;) = L(,) = L(7). Az oszlopgeneralds soran
cx, értéke monoton csokken, az allitas alapjan pedig minden hibds szeparacio esetén

llcx, — L(7t)|| értéke az a-szorosara csdkken. O
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6. Garg-Konemann kozelito algoritmus

Garg és Konemann kidolgozott egy kombinatorikus algoritmust [[11], amely kozelitd
megoldast ad kiilonboz tobbtermékes folyamokkal kapcsolatos feladatokra, amit késébb
tobben is tovabbfejlesztettek [10, 18]. Ez az algoritmus némi modositassal tetszdleges
pakolési problémara, igy az dltalunk vizsgélt teljes parositas pakolasi feladatokra is alkal-
mazhat6. Ebben a fejezetben a maximaélis tobbtermékes folyam megoldasara készitett al-
goritmust médositjuk és alkalmazzuk a maximaélis tort teljes parositas pakolas egy kozeli-

t6 megolddsanak meghatdrozasara.

Maximalis tort parositas pakolas

A korabbi fejezetekhez hasonléan most is adott egy G = (V,E) graf azu : E — R,
élkapacitasokkal, ebben keressiik a maximalis tort teljes parositas pakolast.

Ennek LP-felirasa:

max (1x)
Ax<u

x>0,

ahol A sorai a gréaf éleinek, oszlopai pedig a grafban taldlhat6 teljes parositdsok inciden-

ciavektorainak felelnek meg. A feladat dudlisa a

min(/u)

IA>1,

azaz olyan [ : E — R, hosszfiiggvény rendelése az élekhez, amelyre teljesiil, hogy

Z l(e)u(e) minimélis, tovdbba barmely teljes parositas hossza (azaz a parositdsban sze-
ecE
repld élek hosszainak 6sszege) legaldbb 1.

Legyen D(l) = Z l(e)u(e) és a(l) alegrovidebb teljes parositas hossza. Ekkor a dudlis

ecE D1

feladat ekvivalens egy olyan [ : E — R, hosszfiiggvény keresésével, amelyre %
04

minimalis. Ugyanis ha van egy megoldasunk, amire néhany teljes parositas esetén nem

teljestil, hogy a hosszuk legalabb 1, akkor ezek koziil a legkisebb hosszaval leosztva a
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hosszfliggvényt, az igy kapott megoldasra mér teljesiilni fog. (Az algoritmus végén pedig
majd ezzel a szdmmal visszaszorozva kapjuk meg a megoldast.) Jelolje ezt a minimumot
B.

Az algoritmus ciklusokbdl épiil fel. Jelolje /; a hosszfiiggvényt az i. ciklus elején,
fi-1 pedig az 1, ..., i — 1. ciklusokban kivélasztott teljes parositasok kivédlasztasi sulyainak
Osszegét. Legyen P egy a(/;) hosszusagu teljes parositds, €s u a P-ben szerepld legkisebb
kapacitasu €l kapacitasa.

Az algoritmus a kovetkezd:

2. Algoritmus Garg-Konemann maximalis tort teljes parositds pakolasra

fo:=0

for e € E do
lo(e) =6

end for

while a(/;) < 1 do
P teljes parositas, Z li(e) = a(ly)
eeP
ueR:deeP:ule)=uésu(e)>u VYeeP

[—i+1
Jie fieitu
for e € Pdo
lite) — lii(e) (1 + %)
end for
end while

Az i. ciklusban u-val megnoveljiik a P teljes parositds sulyat, azaz ha eddig nem volt
kivélasztva, akkor most u sullyal bekeriil az eddig kivélasztottak kozé, ha pedig mar vala-
milyen sullyal ki volt valasztva, akkor ezt a silyt noveljiik u-vel, tehat f; = fi_; + u. Az [;

hosszfliggvényt csak a P-beli éleken médositjuk /;_;-hez képest, ezeken legyen

li(e) = l;_1(e) (1 + %)

z 2

ahol € konstans, melynek értékét késébb hatarozzuk meg.

Kezdetben legyen minden €l ¢ hosszusagu, azaz [y(e) = 6 Ve € E, ahol ¢ konstans,
értékét szintén a késGbbiekben hatdrozzuk meg. Az algoritmus ¢ ciklus utdn fog befe-
jezddni, ahol ¢ a legkisebb olyan szam, amire «(/,) > 1, azaz amire teljesiil az élhosszokra

vonatkozod dualis feltétel.
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Minden ciklusban, ahol i > 1

D() = ) li(e)u(e)

eeE
= > li(@ule) + € Y Lo (1)
ecE ecP

= D(li_y) + e(fi = fimn)a(liny),

mert az i. és az i — 1. ciklusban 1év6 6sszsuly kiilonbsége az i. ciklusban u sullyal kivalasz-

tott P teljes pérositds. Ebbdl kovetkezik, hogy
D) = Do) + € Y (f; = fi-Dadl1).
=1
Tekintsiik az [; — [y hosszfiiggvényt:

D~ o) = ) (I = lp)(eu(e)

= > leu(e) = Y (eule)

= D(l;) — D(ly),

valamint « (I; — ly) > a (l;) — a(ly) = a(l;) — 6L a haromszog-egyenl6tlenség miatt, ahol

L = '—g' mert minden teljes parositas fele annyi €lbdl all, mint amennyi csucsa van a

grafnak. Igy hat

i DO

B = mlln ()

< D(l; - 1p)

—oa(li - 1)

_ D0 = Dlly)
a(l;) — 6L

D) - Do)
B

(2T))-et atrendezve, és a fenti eredményt behelyettesitve kapjuk, hogy

Sl a(li) < oL

a(l) < 6L+ ; D - fmadli).
=1
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Azaz minden i-re a(/;) akkor maximdlis, ha minden j-re, ahol 0 < j < i -1, a(l;) a
lehetd legnagyobb. Mivel kezdetben a(ly) = 0L, és az €lhosszok a ciklusok sordn monoton

nének,

o)) < aliy) (1 + gm - ﬁ_o).

1+ x< e, ezért

1+ E(f[ - fi) < es\fitfi-1)
B
= a(l) < a(liy)er I,

Ebbdl, valamint abbdl, hogy a(ly) = oL kovetkezik, hogy

a(ly) < 6Le%fi.

7

Az algoritmus akkor all meg a z. Iépésben, ha teljesiil, hogy a(l,) > 1. Ezt az el6z&ekkel

osszevetve:

eft 1 Eft
1 <a(l,) <6Le? — — <e¥
oL

N 61 . (22)
6.1. Allitas. Létezik olyan megengedett tort teljes pérositds pakolds, amelynek értéke
fi
10g1+e (%)
Bizonyitas:

Vegyiink egy tetsz6leges e élet. Minden u(e) egységnyi silyra, amivel e kivélasztasra
keriilt, e hossza legaldbb az (1 + €)-szorosdra n6tt. Amikor e hosszat utoljara noveltiik,
akkor egy olyan parositasban kertilt kivalasztasra, melynek hossza kisebb volt 1-nél. Mi-
vel egy 1épésben legfeljebb u < u(e)-vel noveltiik a kivalasztott parositdsok Osszsulyat, e

hossza egy 1épésben legfeljebb (1 + €)-szorosdra nShetett, ezért

Li(e) < 1(1 +e).

50



Tegyiik fel, hogy az e-t tartalmazo teljes parositasok 0sszsulya f(e) = ]%u(e). Ekkor
u(e

l(e) <61 +6)i8 <1+e

— f(e) < u(e) loglﬁ(%)

1+
Tehat minden €l sulya a kapacitasanak legfeljebb log, ., (Te)—szorosa, igy ha min-
den pérositds stlyét ennyivel leosztjuk, minden €1 sdlya a kapacitaskorldton beliilre keriil.

]
6.2. Allitas. Megfelel( € és ¢ valasztassal tetszbleges w-ra az algoritmus (1 + w)-kozelito.

Bizonyitas:

Az[1.4]erSs dualitds tétel alapjan az optimalis dudl és primdl megolddsok értéke egyen-

16. Az éaltalunk megtalalt dudl érték S, a primal pedig J: —»a kett6 hanyadosa
10g1+e( 5E>
B 1+e€
==1 —.
y ﬁ 0g1+f 6

A (22)-ben a '?—re kapott becslést behelyettesitve:

t

y<;log (1+e)
_ln(i) 1+e 5

€ In (17“)

“In(l+e In ()

l+€ ) ) In (% . y . .
A 6 = ——— vilasztdssal = , igy ebbdl és a logaritmus Taylor-sorfej-
((1+e) L) In(£) 1-e
t€sébdl
€
v <
(1-e)In(1 +¢)
€
VN
(I1-e(e-%5
1
S J—
(1-e?

addédik. Ahhoz, hogy az algoritmus (1 + w)-kozelitd legyen, az kéne, hogy ez a kifejezés
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legfeljebb (1 + w) legyen, ami € megfelel6 vilasztasival elérhetd. O

6.3. Allitas. Az altalunk megadott algoritmus E log, +€(L)1 T 1d6 alatt kiszamol egy

4]

(1 — €)~>-kozelitést a maximalis tort teljes parositas pakoldsra, ahol L = 2,
jes p p 2

T pedig a mi-
nimalis koltségl teljes parositas megkereséséhez sziikséges 1d6 egy nemnegativ €lkoltsé-
gekkel rendelkezd grafban.
Bizonyitas:

Az algoritmusunk i. ciklusdban a P parositasban szerepld legkisebb kapacitasu él hosz-
szat az (1 + €)-szorosara noveljiik. Minden e élre kezdetben [y(e) = 9, és a végén
li(e) < 1+ €. Ha g a legnagyobb szam, hogy minden e €l hosszat legfeljebb g alkalommal

novelhettiik, akkor teljesiil, hogy

Sl+ef = — € _(lref<l+e
(1+ e L)t

— (1+ es)q‘é <Lt

1
& g < —log,, (L) + —,
€ €

igy legfeljebb E log, +E(L)W olyan ciklus lehetett, amelyben e volt a legkisebb kapacitdsu
€l a kivalasztott legrovidebb parositasban. Ezt a legrovidebb parositds meghatarozisahoz

sziikséges iddvel szorozva éppen a kivant eredményt kapjuk. O
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Osszegzés

A szakdolgozatban két példan, a maximalis tort teljes parositds pakoldson, és a mi-
nimalis koltségli 1 értékd tort teljes parositas pakoldson keresztiil mutattunk be néhany
linedris programozasi feladatok megoldasara alkalmazhaté mddszert.

El6szor felirtuk a teljes parositasok poliéderét, kiilonvélasztva a paros grafokhoz tar-
toz6 egyszeriibb esetet €s a nem paros grafok parositasait leiré nagyobb poliédert. Ennek
segitségével egy vagdsikos algoritmust adtunk a két feladat megoldésara.

Kovetkezdként a Lagrange-relaxacié modszerét és a szubgradiens algoritmust, vala-
mint utébbi kiterjesztését, a volume algoritmust ismertettiik.

A két feladathoz tartoz6é LP felirdsoknak egy alternativ alakjit hasznalva az oszlop-
generdldssal torténd megolddst is bemutattuk, €s ennek a mddszernek néhany javitdsi le-
hetdségére is kitértiink.

Végezetiil Garg és Konemann kombinatorikus algoritmusat médositottuk dgy, hogy
ezt alkalmazva a maximalis teljes parositis pakolds megoldasat kapjuk polinomiélis 1d6-
ben.

Az ebben a szakdolgozatban ismertetett mddszerek listdja kordntsem teljes, szdmos

tovabbi lehetdség is adott, ha egy LP feladatot szeretnénk megoldani. Ezek kozé tartozik

példaul [23]] és [6].
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