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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni a témavezetémnek, Csikos Balazsnak a tamogatésat, tiirel-
mét, és hogy tovabb novelte az érdekl§désemet a geometria irant.

Ezen kiviil szeretném megkoszonni a szaktarsaimnak a koézosen eltoltott idét,
hiszen egyiitt jutottunk el idéig sok nehézségen keresztiil, de egymast mindig tamo-
gatva.

Valamint koszonom Lakos Gyulanak a problémafelvetést.



1. Bevezetés

A szakdolgozatom célja az egyszertibb 2-pont homogén geometriak bemutatasa,
azok Osszehasonlitdsa. Ezen kiviil arra keresem a valaszt, hogy mi egy haromszog
létezésének feltétele rogzitett adatok mellett, illetve milyen adatok hatédroznak meg
egy haromszoget egyértelmiien.

H-C. Wang [5] osztalyozt a 2-pont homogén Riemann-sokasagokat. Ezek kézott
szerepel mind a komplex elliptikus, mind a komplex hiperbolikus tér, melyek nem 3-
pont homogének. Ez azt jelenti, hogy ezekben a terekben ahhoz, hogy két hdromszog
egymasba vihets legyen egy izometriaval, nem elegendd, hogy oldalaik ugyanolyan
hossztak legyenek.

U. Brehm [2| konstrualt egy pontharmasokhoz rendelt tgynevezett alakinvari-
anst a komplex szamok, illetve a kvaterniok feletti elliptikus és hiperbolikus terek-
ben, melyrél belatta, hogy ezekben a terekben két haromszog pontosan akkor vihetd
egymasba a tér egy izometriajaval, ha oldalhosszaik és alakinvaridnsuk megegyezik.
Ezen kiviil geometriai jelentéssel bir6é allandokat is 1étrehozott az alakinvaridansbol,
amik segitségével az alapvet§ geometriai tételeket mondjuk ki. A szakdolgozat célja
az alakinvarians konstrukciojanak és alkalmazasainak bemutatésa a komplex eset-
ben.

A (valés) gombi és hiperbolikus geometria bemutatasahoz tamaszkodtunk Mous-
song Gabor [1] és M. Berger [1]| tankonyveire.

c sz

Goldman [3] konyvébdl.

2. Metrikus terek kozti tavolsagtarté leképezések

2.1. Definicié. Ha (X, d) és (X', d’') metrikus terek, akkor egy f: X — X' fiigg-
vényt tdvolsdgtartonak neveziink, amennyiben d(x,y) = d'(f(x), f(y)) teljesiil min-
den x,y € X-re. Az f leképezés izometria, ha téavolsagtarto és bijektiv.

Megjegyzés. A tavolsagtartod leképezések automatikusan injektivek, de nem feltétle-
niil sziirjektivek. Példaul a [0, 0o) félegyenes egy eltolassal atvihets az [1, 00) félegye-
nesbe. Ez az eltolas egy nem sziirjektiv tavolsagtarto leképezés a [0, 00) félegyenesrdl
onmagaba.

Egy (X, d) metrikus tér 6nmagaba mend izometriai csoportot alkotnak a kom-
pozici6 miiveletére nézve. Ezt a csoportot Iso(X,d)-vel, vagy roviden Iso(X)-szel
fogjuk jelolni.

2.2. Definici6. Legyen (X,d) egy metrikus tér, & > 1 egy természetes szam.
Azt mondjuk, hogy (X,d) egy k-pont homogén tér, ha tetszéleges Ai,..., Ay és
By, ..., By X-beli pontokra, ha d(A;, A;) = d(B;, B;) minden 1, j parra, akkor léte-
zik olyan ® € Iso(X,d) izometria, melyre ®(A;) = B; minden i-re.

Az 1-pont homogén tereket réviden homogén térnek hivjuk. Egy metrikus tér
pontosan akkor homogén, ha az izometriacsoportja tranzitivan hat az alaphalmazon.

Barmely G Osszefiiggé graf V' csucsponthalmazan bevezethetd egy metrika ugy,
hogy két csiics tavolsagat a legrovidebb Gket 6sszekdté G-beli Gt hosszaként defi-
nialjuk. A grafelméletben a G grafot akkor nevezik tdvolsdg tranzitivnak, ha ez a
csticsok halmaza ezzel a metrikaval 2-pont homogén.

3. Euklideszi geometria

Ebben a fejezetben az euklideszi tér, mint az alapértelmezett metrikéval vett met-
rikus tér onmagara vett izometiaival foglalkozunk. Ezeket egybevdgosdgi transzfor-



macioknak is nevezik. A célunk megmutatni, hogy az euklideszi tér k-pont homogén
minden k pozitiv egész szamra, valamint a trigonometriai azonossdgokat bemutat-
ni. Ezen kiviil megvizsgaljuk, hogy egy haromszoget mi hataroz meg egyértelmtien,
illetve milyen feltételeknek kell teljesiilnie ahhoz, hogy egy haromszog létezhessen
bizonyos paraméterekkel.

3.1. Definicio (affin tér). Affin tér alatt egy X halmazt és egy V vektorteret értiink,
ahol értelmezve van egy ¢: X x X — V fliggvény, melyre teljesiilnek a kdvetkezs
feltételek:

(1) minden O € X-rea ¢po: X =V, ¢po(P) = ¢(O, P) leképezés bijekcio, valamint
(2) ¢(A,B) +¢(B,C) = ¢(A,C), VA, B,C € X.

Altalaban az X halmaz elemeit pontoknak nevezziik, az (A, B) pontparhoz tartozo
®(A, B) vektort pedig AB-vel jeloljiik. Rogzitett O € X pont esetén a ¢o(P) vektort
a P pont helyvektordnak hivjuk az O kezd&pontbol.

Példa. Legyen V egy vektortér. Ekkor (V,V,4) affin tér a ¢(a,b) = b—a € V
leképezésssel. Ennél az affin térnél a V' elemei egyszerre jatsszak a pontok és a
vektorok szerepét. Minden V-hez tartozo (X, V, ¢) affin tér izomorf a (V, V, ) affin
térrel, ugyanis tetszéleges O € X pont esetén a ¢po: X — V bijekcié izomorfizmus
a két affin tér kozott.

3.2. Definicié (euklideszi vektortér). A (V, B) part euklideszi vektortérnek nevez-
ziik, ha V véges dimenzi6s valos vektortér, és B: V x V — R egy pozitiv definit
szimmetrikus bilinearis fiiggvény. Ekkor B-t a V-beli skaléris szorzésnak nevezziik.

3.3. Definici6. n-dimenzios euklideszi térnek neveziink egy n-dimenzios (X, V, ®)
affin teret, ha V-n adva van egy skalaris szorzas, mellyel V' euklideszi vektortérré
valik.

Az u, illetve v vektorok skaléris szorzatat a B(u,v) jelolés mellett altalaban (u, v)
modon jeloljik. Az R™ dimenzios euklideszi téren vett skaldrszorzatot a kovetkezd-
képp definialjuk az x = (z1,z9,...,2,) és y = (Y1, Y2, - - ., Yn) vektorokra:

<$7 y> = Z TiYi
i=1

A skaléris szorzasbol szarmaztathatjuk a vektorok normajat (hosszat) is, a ||u|| =
V/(u, u) moédon. Két nullvektortol kiilonbozs u, v vektor szoge pedig a, ahol

[{u, v)]|

lullllv]

cos(a) = O<a<m.

A vektortérbsl ki tudunk valasztani egy ortonormalt bézist, ennek segitségével a
teret tudjuk koordinatazni a megszokott modon.

3.4. Definici6. A d(z,y) = |70 = ||y — #|| szamot az = és y pontok tavolsiginak
hivjuk.
3.5. Tétel (Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség). Legyen z,y € V. Ekkor |(x,y)| <
[yl

Bizonyitds. Ha x = 0, akkor az egyenl6tlenség trividlisan teljesiil. Ha x # 0, akkor
tekintsiik a
P(t) = |ltx — y[|* = [l2]*t* — 2(z, y)t + [ly*



mésodfokt polinomot. Mivel e polinom nem vesz fel negativ értékeket, legfeljebb 1
valos gyoke lehet, tehat diszkriminédnsa nem lehet pozitiv, azaz

Az, y)* — 4ll=]*[ly[I* < 0,
amibdl dtrendezéssel adodik az egyenlStlenség. O

3.6. Tétel. A d(x,y) figgvény egy metrika X felett.

Bizonyitds. Vizsgéaljuk meg a metrika tulajdonsagokat, hogy teljesiilnek-e:

(1) d(z,y) = ||t — y|| = /{(x —y,z —y) > 0 teljesiil, hiszen a gyokvonas pozitiv
értéket ad.
d(%?J) = (l‘—y,x—y) =0« <x—y,x—y> =0& 22—y =0, mert a

skalarszorzat pozitiv definit.
(2) d(z,y) = /(& =y, —y) =/ (=1)*(y — 2,y — z) = d(y, 2)
(3)
d(z,y) = Ve —yr—y) =t —z2+z-yx—2+2-y)
=V —zx—2)+y—zy—2)+2c—22—1y)

< Ve =22+ lly = 21 + 2w = zllllz =yl = V(2 = 2l + [Iz = yl)?
= [l =2 + 2 =yl = d(z, 2) + d(y, 2)

Az egyenlétlenség a Cauchy-Schwarz-tétel miatt igaz. O

3.7. Definicio (haromszog). Vegyiink az euklideszi térben harom, A, B és C' pontot.
Ezeknek a konvex burkat hdromszdg-tartomdnynak nevezziik. A harom pontot a
haromszog csicsainak, az [A, B] = ¢,[B,C] = a, [A, C] = b szakaszokat, a hdromszog
oldalainak nevezzik (illetve azok hosszéat is igy jeloljiik, amennyiben egyértelmd,
hogy hosszrol beszéliink). A b és ¢ oldalak altal bezart szoget a-val, az a és ¢
oldalak altal bezart szoget B-val, az a és b oldalak altal bezart szoget y-val jeloljiik.

Megjegyzés. Ha a hdrom pont egy egyenesen van, azt elfajulo hdromszdégnek hivjuk.
Ha a harom pont A, B és C, akkor a haromszoget ABC'A modon jeloljiik.

3.8. Definicio (Egybevago haromszog). Az ABC, illetve A’ B'C’ haromszogek egy-
bevagoak, ha létezik olyan f izometria, amelyre: f(A) = A', f(B) = B’, f(C) = C".

3.9. Tétel. Adott a,b,c pozitiv szamokra pontosan akkor létezik hdromszdg, ha tel-
jesitik a hdromszdg-eqyenldtlenséget, azaz

a+b>c, b+ c > a, c+a>b
teljestil.

Bizonyitds. Az elégségességet korabban belattuk, igy elég a sziikségességet. Vegytlink
egy A és egy B pontot a sikon, amelyek ¢ tavolsdgra vannak egymastol. Rajzoljunk
A koré egy b sugara K kort, B koré pedig egy a sugara L kort. Pontosan akkor
létezik haromszog ezekkel az oldalhosszokkal, ha a két kor metszi egymast, ekkor
a metszéspont(ok) meghatarozzak a harmadik csics lehetséges helyét. tegyiik fel,
hogy nem metszik egymést. Ez két esetben lehetséges:

(1) Egyik kor sem tartalmazza a maéasikat. Ez csak tgy lehet, hogy mindkét kor
elvalasztja egyméstol a két pontot, azaz az egyik pont a koron beliil, a masik
a koron kiviil helyezkedik el. Legyen a K kor és az AB szakasz metszéspontja
Py, L és az AB szakasz metszéspontja P,. Mivel a két kor nem metszi egymast,
ezért P) kozelebb van A-hoz, mint Py, igy ¢ = |AB| = |AP\|+ |PLP2|+ | P2 B| =
b+ |PiP] +a > a+b. De a feltevés szerint a + b > ¢, tehat ellentmondéasra
jutottunk.



(2) Az egyik kor tartalmazza a masikat. Legyen ez most a K kor. Legyen ()1 pont
az L kor és az AB egyenes azon metszéspontja, amelyik nem az AB szakaszon
van, és legyen a (), pont a K kor és az AB egyenes azon metszéspontja, amelyik
az AB szakasz B ponton tili meghosszabitdsdban van. Mivel a két kér nem
metszi egymést, ezért @ kozelebb van B-hez, mint Q,. Igy b = |AQ,| =
|AB| + |BQ1| + |Q1Q2| = ¢+ a+|Q1Q2| > ¢+ a. De feltevés szerint a + ¢ > b,
tehat ellentmondasra jutottunk.

Amennyiben az L kor tartalmazza a K kort, akkor hasonlé6 moédon a b+ ¢ > a
feltétel sziikségességét latjuk be. O]

3.10. Definicié (affin fiiggetlenség). Egy affin tér k pontjat affin fiiggetlennek hi-
vunk, ha semelyik & — 1 pont helyvektora altal generalt altér nem tartalmazza a
maradék pontot.

3.11. Lemma. Tegyiik fel, hogy p,q € R", p # q. Ekkor {z € R" | d(x,p) = d(x,q)}
egy hipersik, mely atmegy a [p, q| szakasz ’% felez&pontjan és merdleges a (p — q)
vektorra.

Bizonyitds. d(z,p) = d(z,q) < d&*(z,p) = d*(z,q) & [z —pl> = |z —ql]’ &
lz)1* = 2(z,p) + [IplI* = IfH2 — (v, ¢) +ld*> & p+ap—q = IpI* - lld* =
Ez annak a hipersiknak az egyenlete, amelyik atmegy T%—n, és merdleges (p — q)-
ra. [

3.12. Lemma. Ha egy L: X — X egy n-dimenzios euklideszi tér onmagiba mend
tavolsagtartd leképezése, mely fixen hagy n + 1 affin fiiggetlen aq,...a,,1 pontot,
akkor L az identitas.

Bizonyitds. Indirekten bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy létezik p € X pont, amelyre
L(p) = q # p. Ekkor d(p,a;) = d(L(p), L(a;)) = d(q,a;), azaz ag,ay, ..., a, a [p,q|
szakasz felezd hipersikjaban vannak. Ez viszont nem lehet, mert n+1 affin fliggetlen
pont nem lehet egy hipersikban. Tehat L minden pontot onmagéiba képez, azaz
identitéas. O

3.13. Tétel (Cartan tétele). Legyen X egy n-dimenzids euklideszi tér, L: X —
X eqy tdavolsagtarto leképezés. Ekkor létezik legfeljebb n + 1 hipersikra tikrozés,

Ry, Ry, Rs, ..., Ri(k <n—+1), melyekre R, o Rj_10..0 Ry =L

Bizonyitds. Legyen ag,ai,...,a, n + 1 affin fiiggetlen pont R"-en, ahol L(a;) = b;.
Rekurzivan definidlunk R; ¢ = 0, 1, ... izometridkat gy, hogy

(1) R; vagy egy hipersikra tiikrézés, vagy az identitas
(2) RioR;_10---0Ryag,ay,... , a;-t rendre by, by, ..., b; pontokba képezi.

Ro-t a kovetkezé modon definialjuk:

Ro— identités ha ag = by,
07 ) tiikrozés a [co, by) felezd merdleges hipersikjara kiilonben.

Tegytik fel, hogy Rj, ]_%j_l Ry mar definidlva van, és j < n esetén Rj o Rj_l o
-0 Rp:a; = ¢ cog=by,...c; =b; Rjj1-t a kévetkezé modon definiadljuk:

B identitas ha ¢j11 = bji1,
I titkrozés a [cjq1, bja) felezd merdleges hipersikjéra kiilonben.

A definiciobol vilagos, hogy R;i1 0 Rjo-+-0 Ry: ajy1 +— bj
Ha 0 <k < j = d(by,cj+1) = d(ck, cj+1) = d(ak, aj41) = d(bg, bj11) = by benne van
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[bj+1, Cj+1] meré’leges hipersikjéban, ha bj+1 7é Cj+1 = Rj+1(bk) = bk

R,oR,_10---0 Ry legfeliebb n + 1 hipersikra tiikrozés kompoziciéjanak inverze:
Ryo---0oR,. A Ryo---0R, oL kompozicié egy olyan tavolsagtartd leképezés, amely
az ag, ay, . .. a, pontokat fixen hagyja. Tehat Ryo---o R, o L = id, ami azt jelenti,
hogy R,oR,_10---0Ry=1L O

3.13.1. Kovetkezmény. Az euklideszi tér k-pont homogén minden k£ € N-re.

Bizonyitds. A Cartan-tétel bizonyitasaban leirt rekurziv konstrukcié szinte szd sze-
rinti elismétlésével lathatjuk, hogy, ha az aq,...,ax és by,...,br pontokra teljesiil
a d(a;,a;) = d(b;,b;) feltétel minden 1 < 4,5 < k-ra, akkor az as,...,a; pontok
legfeljebb k hipersikra tiikrozés kompozicidjaval atviheték a bq,...,br pontokba.
Azt kell csak észrevenni, hogy a rekurzié soran sehol sincs sziikség a pontok affin
fiiggetlenségére. O

3.13.2. Kovetkezmény. Egy haromszoget egyértelmiien meghataroz a harom ol-
dalhossza izometria erejéig.

3.14. Tétel (szinusztétel). A szokdsos jelolésekkel teljesil minden hdromszdgre a
kévetkezd egyenldség:

sina  sinff  sinvy

a b c
Bizonyitdas. Vegyiik a haromszog a oldalahoz tartozé magassdgvonalat, ezt jeloljiik
mg-val, a magassag talppontjat pedig T,-val. Az ACT, haromszog derékszogd b
atfogoval, igy teljesiil a kovetkezs: siny = m,/b. Ekkor a haromszog teriilete:

Tapca = “5* = “bs% A cstucsokat permutalva kétféleképpen fel tudjuk még irni a
teriiletet:
- _acsinf8 _ besina
ABCA = —5—— =
Ebbdl az egyenlGségeket atrendezve megkapjuk a fenti tételt. O

3.15. Tétel (koszinusztétel). A szokdsos jeldlésekkel teljesil minden hdromszdgre a
kovetkezd egyenldség:
A =a’>+ b —2abcosy

Bizonyitas. Hauzzuk be megint az a oldalhoz tartozé magassagot, jeloljik m,-val, a
talppontjat pedig T,-val. Az el6z8 bizonyitas alapjan: m, = bsin-y, hasonlé gondo-
latmenet alapjan |T,C| = bcos~y, és igy |TuB| = a — bcosy. Az ABT, derékszog
haromszogre felirva a Pithagorasz-tételt:

> = (a —bcosy)? + (bsiny)? = a* + b cos* v — 2abcosy + b*sin® v
= a® + b*(cos® v + sin® ) — 2abcosy = a® + b* — 2ab cos ¥ O

3.16. Tétel. Legyen eqy ABC hdromszdg oldalai a,b,c, szogei o, 3,v. FEkkor a
hdaromszoget a kovetkezd paraméterek egyértelmien meghatdrozzak izometria erejéig:

(1) a,b,c

(2) a;b,y

(3) a8,

(4) a,b,a, ha a>b

Bizonyitds. (1) A 3.13.2. kovetkezményben lattuk.

(2) A koszinusztételbe beirva az eddigi értékeket megkapjuk a harmadik oldal
hosszat, igy az (1) pontra visszavezettiik.



(3) -bol és v-bol ki tudjuk szamolni a-t, majd «, 5-t és a-t behelyettesitve a szi-
nusztételbe, megkapjuk b-t, o, y-t és a-t behelyettesitve pedig c-t, visszavezetve
az (1) pontra a feladatot.

(4) A szinusztételbdl ki tudjuk szamolni sin S-t. sin 5 csak akkor nem hatérozza
meg (-t egyértelmtien, ha [ lehet kisebb is, és nagyobb is, mint 7/2. Viszont
mivel a > b és nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van, ezért ha § >
7/2, akkor « is, viszont ekkor a szogek Osszege tobb, mint w, igy f < 7/2
mindenképp. Ekkor viszont sin § egyértelmiien meghatarozza [-t. EbbdSl meg
tudjuk hatérozni y-t is, és vissza tudjuk vezetni a feladatot a (3)-as pontra. [J

4. Gombi és elliptikus geometria

4.1. GOombi geometria

A gombi geometriat az altalanosan hasznalt modelljén keresztiil mutatjuk be.
Vegyiik az 1 sugari, origd kozépponti

S" ={z e R""! | (z,2) = 1}

gombot az (n + 1)-dimenzids euklideszi térben. Az n-dimenziés gombi tér pontjai
a gombfeliilet pontjai lesznek, az egyenesek pedig a f6korok. A pontokat meg lehet
feleltetni az origdébol induld egység hosszu vektoroknak.

4.1. Definici6é (gombi haromszog). Vegyilink harom, fiiggetlen, egység hosszusagu
vektort az euklideszi térben, A, B, C-t. Az altaluk kifeszitett kip, és a gomb met-
szetét hiviuk az ABC' gémbhdromszdognek. A haromszog csiucsai a harom vektor, az
AB oldala pedig az A és B oldalt tartalmazo (egyértelmt) f6kor haromszogbe ess
része. Hasonléan a BC' és AC' oldalakra.

Amennyiben a harom csics nem fliggetlen, azaz egy egyenesre fekszik, a harom-
szoget elfajult hdromszognek nevezziik. Megegyezés szerint az A cstccsal szemben
fekvs oldal hosszat a-val jeloljiik, a masik két oldal hosszat ugyanez alapjan b és
c-vel.

4.2. Definicio (oldal hossza, oldalhoz tartozé szog). Az oldalak hosszat a két ha-
tarolo vektor kozbezart szogével tudjuk mérni, ezeket az oldalhoz tartozo szégnek
szoktuk nevezni. Mivel a gombot egységsugarinak valasztottuk meg, ezért az iv-
hossz valoban megegyezik a radianban mért szoggel.

Vegylik észre, hogy az oldalhossz mindig 0 és 7 kozott van.

4.3. Definicié (Csucshoz tartozd szog). Vegyilik az A csucsot, illetve a b és ¢ ol-
dalakat. Ezekhez pontosan egy-egy euklideszi érinté egyenes tartozik, amely az A
pontban érinti 6ket. A két érinté egyenes szogét nevezziik az A csiicshoz tartozo
szognek, és a-val jeloljiik. Hasonlé moédon definidljuk a masik két csicsra a szoget,
azokat (-val és ~y-val jeloljiik.

4.4. Tétel (gombi szinusztétel). Barmely ABC gombhdromszigre teljesil az aldbbi
eqyenldség:

sinA _ sinB _ sinC

sina  sinf  siny

Megjegyzés. A késébbiekben A, B, C-vel fogjuk jelolni a cstcsokat is, illetve a cst-
csokba mutato vektrorokat is.



Bizonyitds. A kifejtési tételt fogjuk hasznalni. Vegytik az (A x B) x (C' x A) vektort.
Definici6 szerint:

[(Ax B) x (CxA)|=[(Ax B)||(C x A)|sin(m —«) =sincsinbsina
Viszont a kifejtési tétel miatt:
[(Ax B) x (Cx A)|=|(A(C x A))B — (B(C x A))A| =| — (BCA)A| = |BCA]|

Tehat:
BCA = sincsin bsin «

Ugyanezen gondolatmenet alapjan:
ABC = sinbsin asin vy

ill.
CAB = sinasincsin 3

Mivel ABC = BC'A = CAB, ezért a jobb oldalak is egyenldk, igy a sin csinbsin a =

sin bsin a sin v egyenletbdl kovetkezik, hogy % = % Hasonldéan a masik egyen-
16ség is kijon. O

4.5. Definicié (polaris haromszog). Vegyiik az ABC gombi haromszoget, és a gomb
O kozéppontjat. Legyen A* az a pont a gdmbfelszinen, amely a B, C, O pontok altal
meghatarozott sikra meréleges, és a sik azon oldaldn van, amelyiken a héromszog
is. Hasonléan definialjuk a B* és C* pontokat. Ekkor az A*B*C* héromszoget az
ABC' hdaromszog poldris hdromszdgének nevezziik.

4.6. Tétel. Hdaromszdg poldris haromszdogének poldrisa onmaga.

Bizonyitds. Definiciobol adodéan a B* és a C* vektorok merdlegesek az A vektorra.
Ezen kiviil csak az A pontra atellenes ponthoz tartozé vektorra merélegesek, azonban
a polaris haromszog meghatarozasakor valasztott irany miatt csak az A pont lehet
a megfelels csics. Hasonléan a tobbi csiicsra. O

Lathato, hogy a definialt pontok tényleg haromszoget alkotnak, mert ha egy egye-
nesen lennének, akkor az ABC' haromszog oldalai altal meghatarozott f6koroknek
Osszesen csak két metszéspontjuk lenne, amik igy nem hataroznak meg haromszoget.
Tehat haromszog polérisa csak valodi haromszog lehet.

A tovabbiakban a poléaris haromszog oldalait a*, b*, ¢*-gal fogjuk jeldlni, a szogeit

05*7 6*7 7*'gal'

4.7. Tétel. Az ABC hdromszog polaris hdaromszégének oldalaira €s szogeire telje-
stilnek a kéovetkezdk:

a-=71T—« of =1 —a
b*=m—p b =m—b
c=m—7 YV =m—c

Bizonyitds. Az A cstcsnal levs o szog az ABO és ACO héaromszogek altal kifeszi-
tett sikok altal bezéart szog is. Mivel a B* és a C* vektorok ezeknek a sikoknak a
norméalvektorai, ezért a két vektor altal bezart szog a két sik altal bezart szog kiegé-
szit§ szoge, azaz a* = ™ — a. Mivel egy haromszog polaris haromszogének polarisa
onmaga, ezért az 0sszes tobbi egyenlGség hasonlé moédon bebizonyithato. O

4.8. Tétel (oldalakra vonatkozo koszinusztétel). Bdrmely ABC' gémbhdromszigre
teljestil az alabbi eqyenldség:

cosa = cos b cos c + sin bsin ¢ cos «
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Bizonyitds. Vegyiik az (a X b, ¢ X a) skalarszorzatot. Mivel az a x b vektor normaltja
a C* vektor, a ¢ X a vektoré pedig B*, ezért definici6 szerint:

(a x b,cxa)=laxbllcxalcosm —a=—sinecsinbcosa
Masrészt a kifejtési és felcserélési tétel szerint:
(axb,exa) = ((axb)xc)a= ((ac)b—(bc)a)a = (ac)(ab) — (bc) = cosbcosc—cosa

Tehéat: —sincsinbcosa = cosbceosc — cosa, amibdl atrendezéssel megkapjuk a

4.8.1. Kovetkezmény. A gémbi haromszog oldalaira igaz a haromszog-
egyenlGtlenség.

Bizonyitds. Mivel m > a, b, ¢ > 0, ezért cosa > —1,sinbsinc > 0. Igy:
cosa = cosbcecosc+sinbsinccosa > cosbeose — sinbsinec = cosb + ¢

Ha 7 < b+ ¢, akkor a haromszog-egyenlStlenség azért teljesiil, mert 0 < a < 7. Ha
b+ ¢ < 7, akkor pedig azért teljesiil, mert a koszinusz fiiggvény [0, 7] intervallumon
szigoriian monoton csokken. O

4.8.2. Kovetkezmény. A gombi haromszog keriilete kisebb, mint 2.

Bizonyitds. Jeloljiik A’-vel az A pont atellenes pontjat, azaz azt a pontot, amelyet az
A pont, az origora valo tiikrozésével kapunk. Ekkor, ha az ABC haromszog oldalai
a, b, ¢ hosszuak, az A’ BC haromszog oldalai a, m — b, m — ¢ hosszuak lesznek. Erre a
haromszogre felirva a hdromszog egyenlStlenséget megkapjuk az allitast:

(m—=b)+(m—c)>a
2r>a+b+c m
4.8.3. Kovetkezmény. A hiromszog szogosszege nagyobb, mint 7.

Bizonyitds. Mivel a poléaris hdromszogre is igaz, hogy a keriilete kisebb, mint 27,
ezért ezt felirva, majd az azonossagokat hasznélva megkapjuk az eredményt:

a*+ b+ <2rm
(r—a)+ (r— )+ (n—7) < 2m
3Ir—a—0—v<2rm
a+pB+y>7 O

4.9. Tétel (szogekre vonatkozd koszinusztétel). Bdarmely ABC gémbhdromszigre
teljesiil az alabbi eqyenldség:

cos v = — cos 3 cosy + sin B siny cos a

Bizonyitds. Vegylk az ABC' haromszog poléaris haromszogét, és irjuk fel ra az olda-
lakra vonatkozo koszinusztételt:

cos a* = cos b* cos ¢* 4 sin b* sin ¢* cos a*
cos (m — a) = cos (m — ) cos (m — 7y) + sin (7w — ) sin (7 — ) cos (7 — a)
A szinusz- és koszinusz azonossagok miatt:
—cosa = (—cos f)(— cosy) + sin 5 sin y(— cos a)

Amibgl megkapjuk az eredményt egy (-1)-gyel valo szorzassal. O
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4.9.1. K6évetkezmény. A haromszog szogei egyértelmiien meghatarozzak a harom-
szoget izometria erejéig.

Bizonyitds. A szogekre vonatkozd koszinusztételbdl a szogek ismeretében ki tudjuk
szamolni az egyik oldalt. A szdgek ciklizélasaval a képletben, az Osszeset ki tudjuk
szamolni. O

Megjegyzés. A kovetkezménybdl latszik, hogy a gombi geometridban minden hasonld
haromszog egybevago.

4.10. Definicié (izometridk a gémbi térben). A gémbi térben vett tavolsagtarto,
bijektiv leképezéseket izometridnak nevezzik.

Vegyiik az n-dimenziés euklideszi tér azon izometridit, amelyek az egységgomot
onmagara képezik. Lathato, hogy ezek lesznek a gombi geometria izometridinak
halmaza, hiszen igy a bijektivitas is teljesiil. Ha vesziink n + 1 fiiggetlen pontot
a gombon, illetve hozzavessziik az origot is, akkor latjuk, hogy ezek az izometriak
helyben hagyjak az origét, mert az n 4+ 1 pont helyzete egyértelmiien meghatarozza
a tobbi pont helyét is, és mivel kezdetben az origd6 mindegyiktél 1 tavolsagnyira
volt, ezért leképezés utén is csak oda keriilhet. Természetesen az origét helyben
hagyo izometridk énmagara képezik le az egységgdmbot, igy a definicioval egyenér-
tékd megfogalmazas, hogy a gémbi tér izometriai az origdt helyben hagy6 euklideszi
izometriak.

Példa (Tiikrozés). A gombi tiikkrozéseknek ennek megfelelGen azokat az euklideszi
tiikrozéseket hivjuk, amelyek az origdt helyben hagyjak. Egy f6korre valo tiikrozés
alatt azt az euklideszi tiikrozést értjiik a gémbre megszoritva, amely a f6kor altal
meghatarozott sikra tiikroz. Mivel az euklideszi tiikrozés szogtartod, ezért a gémbi
tavolsdgokat is megtartja.

4.11. Tétel. A gombi geometria k-pont homogén minden k-ra.

Bizonyitdas. Ez a tétel egyértelmtien kovetkezik abbol, hogy az euklideszi tér k-
homogén minden k-ra, hiszen a megfelels euklideszi izometria egységgdmbre valo
megszoritasa jo gombi izometria lesz. O]

4.12. Tétel. Eqy hdromszog létezésének sziikséges és elégséges feltétele a kovetkezdk:

a+b>c,
a+c>Db,
b+ c > a,
a+b+c<?2m.

Bizonyitds. A sziikségességet korabban belattuk, igy elég csak az elégségességet be-
bizonyitani.

Tegyiik f6l, hogy léteznek a, b, ¢ értékek, amelyekre teljesiilnek a feltételek. Ve-
gyiink fel két pontot A-t és B-t, amelyek ¢ tavolsdgra vannak egyméstol. Rajzoljunk
egy a sugari, és egy b sugart kort rendre A és B koré. Amennyiben a két kor metszi
egymast, a metszéspont kijeloli a harmadik pontot. Bontsuk esetekre, hogy mikor
nem metszheti egymast a két kor.

Legyen a < ¢, azaz az A koré rajzolt kor elvalasztja A-t és B-t. Ekkor ha a B
koré rajzolt kor szintén elvalasztja A-t és B-t, azaz b < ¢, akkor a két kor csak akkor
nem metszi egymast, ha a sugaraik osszege kisebb, mint a kézéppontjaik tavolsaga,
azaz a + b < c. Ez viszont ellentmond az egyik feltételnek, tehét ez az eset nem
lehetséges. Ha a B pont koré rajzolt kor sugara "tul nagy”, azaz az A pont a kdron
beliil van, akkor a kdérvonal megegyezik a B’ pont koré rajzolt, m — b sugari kor
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korvonalaval, ahol B’ a B pont atellenes pontja. Ekkor a probléméat visszavezettiik
az el6z6 esetre, ahol a két pont tavolsaga m — ¢, a két kor sugara pedig a és m — b.

Ha a = ¢, akkor a B koré rajzolt kor sugara csak "tul nagy” lehet, ekkor az elsé
eset indoklasa itt is miikddik.

Ha a > ¢, akkor a b < c eset megegyezik a masodik esettel, a b = ¢ pedig az el6z6
esettel. Amennyiben b > ¢, vegyiik fel az A’ és B’ atellenes pontokat, feleltessiik
meg a korvonalakat ezek koré rajzolt rendre m — a és m — b sugaru kérvonalaknak.
A’-nak és B'-nek a tavolsaga szintugy c igy a feladatot megint az els6 esetre vezettiik
vissza.

Tehéat a megadott feltételekkel a két kornek metszenie kell egymast, igy a felté-
telek elégségesek a haromszog 1étezéséhez. O

4.2. Elliptikus geometria

Az elliptikus geometriat a gombi geometriabol fogjuk bevezetni.

Vegyiink egy gombfeliiletet, és az atellenes pontokat feleltessiik meg egymésnak.
Ezek lesznek az elliptikus geometria pontjai. (Az egyeneseket is ennek megfelelGen
tudjuk definialni a gombi egyenesekbdl.) Masképpen megfogalmazva, a gdmb atmé-
r6i alkotjak az elliptikus geometria-beli pontokat. Ennek segitségével méar tudunk
tovabbi fogalmakat is bevezetni.

4.13. Definicio6 (tavolsag). Két elliptikus pont téavolsaga az altaluk meghatéarozott
atmérdk altal bezart szog. Ha a két pont P és @), akkor a tavolsagukat d(P,Q)-val
jeloljiik.

Megjegyzés. Két atmérs altal bezéart szog alatt mindig a kisebb szoget értjiik. Ennek
a tulajdonsagnak koszonhets, hogy nem elég, ha a gémb fels félgémbjének pontjait
feleltetjiik meg az elliptikus pontoknak, mert ha két pont gémbi tavolsaga nagyobb,
mint 7, akkor a gombi és elliptikus tavolsaguk nem fog megegyezni.

Megjegyzés. A fenti bevezetéssel igazabol a projektiv teret definialjuk:
S [{x ~ —x} = RP". Tehat az elliptikus geometriat a projektiv geometriabol is be
lehet vezetni ugy, hogy egy metrikat definidlunk rajta.

4.14. Tétel. Bdrmely két eqyenesre pontosan eqy pont illeszkedik.

Bizonyitds. Vegylk az ellipitikus egyenesek altal meghatarozott gémbi egyeneseket.
Két gombi egyenes két atellenes pontban metszi egymést a gombfeliileten, amik egy
elliptikus pontnak felelnek meg. O

4.15. Tétel. A H = {z | d(P,z) = d(Q,x)} (P és Q adott) ponthalmaz két,

merdleges hipersik unioja.

Bizonyitds. Vegyiikk a P és () altal meghatarozott egyeneseket. FEzek az euklideszi
térben egy stkot feszitenek ki. Itt tudjuk, hogy azok a pontok, amelyek egyenld
tavolsagra vannak a két egyenestdl, a két egyenes szogfelezdi, az n-dimenzios térben
pedig az erre a sikra merdGleges, az egy-egy szogfelez6t tartalmazo hipersikok lesznek
ezek a pontok. Ezek a stkok a modellbdl pontosan két, merdleges elliptikus hipersikot
metszenek ki. (Azért merdlegesek, mert a két szogfelezs merdleges egymasra.) [

4.16. Tétel. Az elliptikus geometria 2-pont homogén.

Bizonyitas. Mivel két pont tavolsdgat az altaluk reprezentalt atmérdsk szogével de-
finialtuk, ahol az &tmérsk az euklideszi térben vannak, és az euklideszi izometridk
szogtartoak, ezért ebbdl kovetkezik, hogy barmely két egyenls tavolségra levé ellip-
tikus pontpar egymasba vihetd. O

4.17. Tétel. Az elliptikus geometria nem 3-pont homogén.
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Bizonyitds. Egy ellenpéldat mutatunk. Vegytlink harom pontot, amelyek egy egyene-
sen vannak, és egyenl§ tavolsagra vannak egymastol. Ekkor barmely ketts tavolsaga
7. Ezen kiviil vegyiink egy gémbi haromszoget, aminek az oldalai § hossztiak (amik
egyértelmiien meghatarozzak a haromszoget). Ennek a haromszognek az elliptikus
megfelelGje nem vihetd at izometridval az elsé harom pontba, hiszen az izometriak
egyenest egyenesbe visznek, és az egyik pontharmas egy egyenesen helyezkedik el, a
masik nem. Azonban a paronkénti tavolsigok megegyeznek. O]
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5. Valés hiperbolikus geometria

Az el6z6ekhez hasonloan, ezt a geometriat is az egyik modelljén keresztiil fogjuk
bevezetni. Az n dimenziés modellt egy n + 1 dimenzios valos vektortérbe adgyazzuk
be, de ehhez el6bb néhany fogalmat definidlunk.

5.1. Definici6é (skalarszorzat). A hiperbolikus skalarszorzatot a kévetkezSképpen
definialjuk: Ha z,y € R"™ és x = (21,22, ... Tny1) Sy = (Y1, Y2, - - - Yny1), akkor a
két vektor skaléris szorzata:

n+1
{z,y} =~z + inyi
=2

Ebbdl pedig a norma: ||z|| = /|{x, z}|

5.2. Definici6 (iddGszert, fényszert, térszeri vektor, altér). Egy x vektort fény-
szertinek neveziink, ha {x,x} = 0, idGszertinek, ha {z,x} < 0 és térszertinek, ha
{z,z} > 0.

A fényszertd vektorok egy kiupot alkotnak. Ennek segitségével egy alteret térsze-
riinek neveziink, ha nem metsz bele a kupba, fényszertinek, ha az altér és a kup
metszete a kup egy alkotdja, és idGszerd, ha a kip belsejébe metsz. Specidlisan,
ha az altér hipersik, akkor az nx = 0 egyenlettel megadott hipersik fényszertd, az
nr < 0 egyenlettel megadott hipersik térszerd, és az nx > 0 egyenlettel megadott
hipersik id@szerti, ahol n rogzitett, {n,n} = 1.

A modell megalkotésa: vegyiik a vektorteret R"*! felett a szokasos koordinata-
zassal, és tekintsiik a {x € R"" | {z,z} = —1} ponthalmazt. Ez a halmaz a térben
két Osszefiiggs hiperfeliiletet hatdroz meg. Valasszuk ki a feliilet azon felét, amely az
Tni1 > 0 féltérbe esik. Ez a ponthalmaz alkotja a modellt, ezt Z-vel fogjuk jelolni.

A sik egyeneseit a feliilet és az idGszert alterek metszete adja meg (amelyek
onmagukban is hiperboloid modellt alkotnak).
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5.3. Tétel (Forditott Cauchy-Schwarz-egyenlStlenség). Legyen x és y két idbszerd

vektor. Ekkor:
Hx, y} < Az, 2y, y}

Bizonyitds. Ha x és y linearisan Osszefiiggdk, ahol y = Ax, akkor

{a, v} = Ha, Aa}] = {2} = VN {z, 2z, 2}
= Vi{z e} e, Ae} = Az oy, v}
Ha x és y nem fliggnek linearisan, akkor a skalarszorzathoz tartozo kvadratikus alak

matrixa = és y bazisaban: A = ({x, rt Az, y}) Mivel a kvadratikus alak indefinit

{z, v} {v,y}

és nemelfajulo = és y altal kifeszitett altéren, ezért a matrix determinénsa negativ.
Tehat: detA = {z,z}{y,y} — {z,y}? < 0, amibdl kivetkezik az allitas. O

5.4. Definici6. A valos hiperbolikus tér metrikajat a kovetkezGképp definialjuk:
d(x,y) = arccosh —{z,y}
A definici6 értelmes a forditott Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenség miatt.

Példa (Tiikrozés). Vegylink egy X : {n,x} = 0 hipersikot, ahol n # 0 normalvektor.
Ez a hipersik belemetsz a modellbe, ha {n,n} > 0, érinti a fényszerd vektorok altal
alkotott ktpot, ha {n,n} = 0, és a kup kiilsejében halad, ha {n,n} < 0. Tegyiik fel,
hogy belemetsz a modellbe, azaz ¥ N Z # (), valamint {n,n} = 1.
Ekkor az x pont Y-ra tiikrozése:
¥ =x—2{n,z}n
Ez tovabbra is Z-ben van, mert:
v —2{n,z}n,x —2{n,z}n = {z,2} — 4z, n}* +4{z,n}?* = -1

A tiikrozés tavolsagtarto is, mert:

d(xla y,) = cosh —{l’ - 2{”7 CC}TZ, Y- 2{71, y}n}
= cosh —({513', y} - 4{.%’, n}{ya n} + 4{%, n}{y7 n})
= cosh —{l', y} = d(l’, y)

Tehat a hipersikra tiikrozés izometria.

5.5. Definici6 (Erintstér). Egy x € Z pont érintSterén az (zR)* = {u € R**! |
{z,u} = 0} vektorhalmazt értjiik. Ezek egy n-dimenzios alteret alkotnak R™*!-ben.
5.6. Definici6. Vegyiink egy x pontot Z-ben. Vegyiink egy (zR)*-beli u vektort,

az altaluk kifeszitett altér legyen V. Ekkor u-t az L = V N Z hiperbolikus egyenes
ranyvektordnak nevezzik.

L irdnyvektorai egy 1-dimenzios alteret alkotnak. Egy hiperbolikus egyenest meg
tudunk adni paraméteresen egy pontjaval és egy iranyvektoraval. Legyen a pont =,
az iranyvektor u, ahol u egység hosszusagu. Ekkor:

r(t) = cosht -z +sinht - u
képlet elGallitja az egyenest.

5.7. Definicio (szog). Vegyiink két, 2-bdl indulé hiperbolikus félegyenest L-et és
J-t. Legyen u L-nek azon irdanyvektora, amely nemnegativ értékekkel paraméterezi
x-b&l L-et. Hasonloképp definidljuk v-t, amely J-nek az iranyvektora. Ekkor L és
J bezart szogén az u és v vektorok szogét értjiik.
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5.8. Tétel. Egy L egyenes két kiilonbozo, eqgymdstol a tdvolsdgra levd x és y pont-
jaban vdlasszunk u €s v eqységnyi hosszi iranyvektorokat gy, hogy azok mindkét
pontban a mdsik felé mutassanak. Ekkor cosha = —{u, v}

Bizonyitdas. Paraméterezziik az L egyenest az x ponttal és u vektorral:

r(t) = cosht - x + sinht - u

Ekkor v = —r'(a) = —sinha - z — cosha - u. Amibdl pedig mar kévetkezik, hogy
{u,v} = — cosha a skalarszorzat egyszertsitése utéan. O

5.9. Tétel (oldalakra vonatkozo hiperbolikus koszinusztétel).
cosh a = cosh bcosh ¢ — sinh bsinh ¢ cos a

Bizonyitds. Legyen A, B,C € Z, rendre az a, b, ¢ oldalakkal szemkozti csticsok. Le-
gyen u és v az AB és AC szakaszok A csiicsbol induld iranyvektorai. Ekkor a
szakaszok paraméterezése miatt:

B =coshb- A+ sinhb-u

C =coshc-A-+sinhc-wv

Vegyiik a két cstics skalaris szorzatat:

{B,C} = {cosh bA + sinh bu, cosh cA + sinh cv}
= {cosh bA, cosh cA} + {cosh bA, sinh cv}
+ {sinh bu, cosh cA} + {sinh bu, sinh cv}
= coshbcosh c{A, A} 4 coshbsinh ¢{A, v}
+ sinh b cosh c{u, A} + sinh bsinh c{u, v}
= — cosh bcosh ¢ 4 sinh bsinh ccos «

Kihasznaltuk, hogy {A,u} = {A,v} =0, {A, A} = —1 és {u,v} = cosa. Mivel
{B,C} = — cosha, ezért a tétel egy (—1)-gyel vald szorzassal kijon. O

5.10. Tétel (hiperbolikus szinusztétel).

sin v sin 8 sin 7y

sinha sinhb sinhe
Bizonyitds. Rendezziik 4t az oldalakra vonatkozo koszinusztételt:

coshbcoshe — cosha

cosq = - :
sinh bsinh ¢

cosh bcosh ¢ — cosha\?
sinh bsinh ¢

cos’a=1—sin’a = (

sina =

L (cosh bcosh ¢ — cosh a) 2
sinh bsinh ¢
sinh? bsinh® ¢ — (cosh b cosh ¢ — cosh a)?
sinh? bsinh? ¢

sina  sinh?bsinh® ¢ — (cosh bcosh ¢ — cosh a)?

sinh®a sinh? @ sinh? bsinh? ¢
B 2 cosh a cosh b cosh ¢ — sinh? @ — sinh? b — sinh? ¢ — 2

sinh? @ sinh? bsinh? ¢
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Itt a jobb oldal invaridans a jelek permutéacidira, igy permutalt alakokkal felirva az
egyenlGséget:

sin” o B sin® 3 B sin? vy

sinh?a  sinh?b  sinh?c¢’
Ebbdl mar koévetkezik a tétel. O

5.11. Tétel (szogekre vonatkozo hiperbolikus koszinusztétel).
cos @ = — cos 3 cosy + sin B sin y cosh a

Bizonyitds. Legyen A, B, C' egy haromszog harom csticsa. Mivel ki tudunk vélasztani
egy 2-dimenzioés alterét a hiperbolikus térnek, amely tartalmazza a haromszoget,
ezért elég a 2-dimenzids modellen belatni a tételt. A harom oldalt harom 2-dimenzios
vektoraltér hatarozza meg. Legyen ezeknek a normélvektorai n, m, o ugy, hogy n L
B,C,m L A C, oL A, B. Ezeket gy véalasztjuk meg, hogy mindegyik a tér azon
felébe mutasson, amelyikben a hidromszog van.

Legyenek az a oldal B-bdl és C-bsl mutato iranyvektorai rendre u és v (mindketts
a masik cstcs fele mutat). Ekkor az 5.8. Tétel miatt: cosha = —{u,v}.

Mivel n és u is meréleges B-re, és egymasra, ezért egy ortonormalt bazist alkotnak
B érint6terében. Igy o-t el6 tudjuk allitani ezekbdl:

0 = cos(m — B)n + sin(m — B)u = — cos(B)n + sin(H)u,
ahol 8 a B cstucsban levé szog. Hasonloan:
m = cos(m — y)n + sin(r — y)v = — cos(y)n + siny)v
Mivel m és o is benne van A érintSterében, és a bezart szogilk m — «, ezért:
cos(m — ) = {m, 0} = cos~ycos f{n,n} + sin~ysin f{u, v}
= cosy cos 8 + sin~ysin f(— cosh a),
amibdl egy (—1)-gyel szorzassal megkapjuk a tételt. O]

5.11.1. Kovetkezmény. Egy haromszog szogei egyértelmiien meghatarozzak a ha-
romszoget izometria erejéig.

6. Komplex elliptikus geometria

Legyen C"*! vektortér. Minden z € C"*'\{0}-ra legyen [z] = x - C a hozza
tartozo pont CP"-ben, azaz [z] = [Ax], ahol A € C\{0}. Ezek legyenek a komplex
elliptikus tér pontjai. Tehat:

CP" ={[z] |z € C"}
6.1. Definici6é. Ebben a térben a skaldrszorzatot az euklideszihez hasonléan defi-

nialjuk:
n+1

=1

Emiatt:

Az, py) = Mz, y)p, illetve (z,y) = (y, )
Az ||z]|* = |{x, z)| modon definidljuk a normaét.

6.2. Definici6. A projektiv téren vett metrikat a kévetkezSképp definialjuk:

(=, )]
]l

d([x],[y]) = arccos
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A tovabbiakban legyen [z],[y],[2] € CP", és ||z| = |lyll = ||z|| = 1.

6.3. Definicid. Legyen egy hdromszdg egy ([ x],[y],[z]) € CP™ pontharmas
([z],]y], 2] kiillonb6zs), ahol barmelyik kettd tavolsaga kisebb, mint /2.

A harom pontot a hdromszog csicsainak nevezziik, illetve a haromszog oldalai a
harom pontot 6sszekotd legrovidebb szakaszok, ezeket a, b és c-vel jeldljiik (valamint
a hosszukat is ezzel fogjuk jelolni). A haromszog szdgeit A, B, C-vel fogjuk jeldlni.

A haromszog oldalainak a hossza értelemszertien a pontok pontok tavolsidga, azaz

a = arccos (g, 2) = arccos |(y, 2)|
lyll=I

b = arccos [z, )] = arccos |(z, )|
(Bl

¢ = arccos (@, )| = arccos |(z, y)|
]yl

Itt feltessziik, hogy 0 < a,b,c < 7/2.

6.4. Definicio. Legyen ([z],[y],[z]) egy haromszog. Ekkor a haromszog alakin-
variansat a kovetkezdképpen definialjuk:

o(l«],[y],[2]) = Re({z, y){y, 2){z, 7))

ahol Re(x) az x valos részét jeloli.

A kovetkezSkben az ([z],[y],[z]) haromszoget adottnak tekintjiik, ezért az ala-
kinvarianst csak o-val fogjuk jel6lni.

6.5. Tétel. A komplex elliptikus tér 2-pont homogén. [5]
6.6. Tétel. A o alakinvaridns invarians a CP™ izometridira nézve is.

Bizonyitds. Egy ¢: CP" — CP" fliggvény izometria pontosan akkor, ha létezik egy
¢: C"t1 — C"*! szemilinearis leképezés, ahol ¢([z]) = [¢(z)] Ve € C*\{0}, és
(d(x), d(y)) = ag({z,y))Va,y € C*"* ahol ay: C — C a ¢-hez tartozd automorfiz-
mus. [

6.7. Tétel. Eqgy hdromszoget eqyértelmien meghatdrozza a hdrom oldalhossza, €s az
alakinvaridnsa izometria erejéig.

Bizonyitds. Lathato, hogy minden haromszog izometrikus egy, az alabbi moédon
paraméterezett ([z],[y],[z]) haromszoggel (azaz létezik egy C"*'-beli izometria,
amely a harom, egység hosszu vektort az alabbi vektorokba visz at):

= (1,0,0,...,0)

(yl Y2, 7"'70)
Z—(21,22+22i,23,0,0,...,0)
lyll = llz[| = -1

Y1, Y2, 21, %2, %2, 23 € R

Yi,Y2,21 > 0, 29,23 20

Ezt a haromszog normadlalakjanak nevezziik. Konnyen lathato, hogy két haromszog
pontosan akkor izometrikus, ha a normélalakjuk megegyezik, emiatt elég belatni,
hogy a, b, c, 0 egyértelmiien meghatarozza az v, ys, 21, 22, 22, 23 értékeket.
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A skalarszorzasok elvégzése utéan fel tudjuk irni a sziikséges egyenleteket:

cosc = [{z,y)| = v
sinc=4/1—y} =1y,
21 = [{x, z)| = cosb
v+t =zP -2 =1- 2] =sin’b
cos’a = (y121 + yoz0)* + Y375 = (cosbceosc + zsinc)® + 25 sin’ ¢
0 =y1(y121 + Ya22)21 = (cosbcosc + z9sin ¢) cos b cos ¢

Ezekbdl atrendezéssel kévetkezik, hogy:

(0 — cos? bcos? c)

Ry = :
(cosbcoscsinc)

(cos?a — (cosbcosc + zpsinc)?)/?2  (cos? acos? beos? ¢ — 02)1/?

9 = et
? sin ¢ (cosbcoscsinc)

o = (sin?b— 22 — )2 = (20 +1 — (cos?a + cos? b + cos? ¢)) /2

sin ¢

(Mivel a fenti értékek valosak, ezért természetesen a gyokvonas sordn a pozitiv
gyokot vessziik.)

Ezekbdl latszik, hogy az adott értékek egyértelmiien meghatarozzék a normalala-
kot, igy izometria erejéig a haromszoget. O

6.8. Tétel. Legyen 0 < a,b,c < m/2 és o € R. FEkkor pontosan akkor létezik egy
hdromszdg, amelynek az oldalai a,b, c hosszuak, €s az alakinvaridnsa o, ha

1
5(0082(1—1—608264—00820— 1) <o <|o| <cosacosbcosc

Bizonyitds. A
(20 4+ 1 — (cos? a + cos? b + cos? ¢))/?

sin ¢

23 =

egyenletet atrendezve, és felhasznalva, hogy z2sin’c > 0, az elsé egyenldtlenséget
kapjuk. A masodik egyenlétlenség trivialis. A harmadik egyenlétlenséget a

(cos? acos? beos? ¢ — o2)1/?

Z9 =

(cosbcos csin )

atrendezésével, és egy gyokvonas utan kapjuk, kihasznélva, hogy #2(cos? b cos? csin? ¢) >
0.

A masik irany trivialis, hiszen ezekkel a feltételekkel az el6z6 bizonyitasban adott
konstrukcioval els tudjuk allitani az 6sszes paramétert. A 0 < a,b,c <7/2éso0 € R
feltételek miatt pedig yq,y2, 21 > 0, 2o, 23 > 0 is teljesiil. O

Megjegyzés. A 3(cos®a + cos®b + cos? ¢ — 1) < cosacosbceosc éllitds egyenértékid
azzal, hogy cos(a — b) > cosc > cos(a + b), és mivel 0 < a,b,c < 7/2, ezért ez
egyenértékid azzal, hogy |a — b| < ¢ < a + b. Magyaran a haromszog-egyenl6tlenség
teljesiil a komplex elliptikus geometriaban is, azonban itt megengediink egyenl&séget
is.

6.8.1. Kovetkezmény. A komplex elliptikus tér nem 3-pont homogén. Két, azonos
oldalhosszt, de kiilonb6z6 alakinvarianst hdromszogeket nem lehet egymasba vinni
izometriaval.
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6.8.2. Kévetkezmény. o = 1(cos? a + cos?b + cos? ¢ — 1) akkor és csak akkor, ha
[z],[y],[z] egy projetiv egyenesre esik.

Bizonyitds. Ha a fenti feltétel teljesiil, akkor z3 = 0, igy x, y, z linearisan 6sszefiiggs-
ek, tehat benne vannak egy 2-dimenziés komplex altérben, igy egy egyenesre esnek
CP™ben. O]

6.1. Szoginvariansok, és trigonometriai 6sszefiiggések

6.9. Definici6. Legyen z € C"™!| ||lz|| = 1. CP™ érintétere az [x] pontban:
(2C)* = {y € C"" | (z,y) = 0}

6.10. Definici6. Legyen

|2

u(l‘, [y]) o y<y,l’> B I|<y,l’>

- lyly 2) — 2l {y, )Pl
Ekkor u(z,[y]) € (zK)*, [[u(z, [y])]| = 1 és L=l e Ry u(w, [y] )-t az [a] -t és
[y] -t dsszekotd legrovidebb szakasz [ x] -beli érintd eqységuektoranak nevezzik.

Az érintStérben a metrika: d(z,y) = Re(x,y)

6.11. Definici6. Legyen ([z],[y],[z]) egy haromszog a,b,c oldalakkal, A, B,C
szogekkel, és o alakinvarianssal, valamint legyen ||z|| = ||y|| = ||z]| = 1. Ekkor az A
sz0g szoginvariansait a kovetkezd modon definialjuk:

A(A) = arccos Re(uy, us),
(A) = arccos |(ug, us)|,
P(A) = arcsin [Im(uy, us)|,

ahol uy = u(z, [y]) és uy = u(z,[2]).

Megjegyzés. A(A), p(A),»(A) fiiggetlen az x reprezentalod vektortol, valamint ezek
invaridansok a CP"-beli izometridkra nézve, illetve 0 < AM(A) < 7, 0 < ¢(A) < /2,
0<y(A) <7/2.

Megjegyzés. Geometriailag A\(A) az oldalak altal bezart szokasos szog (hiszen Re(,)
a metrika).
®(A) a projektiv egyenesek altal bezart szog, hiszen egy projektiv egyenes érin-
tétere egy 1-dimenzids komplex altere a az érintGtérnek, és:
|(uy, ug)| = maz{Re{ura,ug) | € C, || = 1}
= max{Re(ulog,mﬁ) | Oé,ﬁ € C? |Oé| - |6| - 1}

A kovetkez6 lemmakban és tételekben végig feltessziik, hogy 0 < a,b, ¢ < 7/2.

6.12. Lemma.

(s 1z} = 22 0 2) — @ ) P
) (1-— !(x,y>|2)1/2((1 — |<x’z>|2)1/2)|<$,y>||(x,z>|

Bizonyitds. u; és us definiciojabol kovetkezik atalakitassal. O

6.13. Lemma.

4(o — cos? beos? ¢)

cos A(4) = Re{ur, uz) = sin 2bsin 2¢
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Bizonyitds. Elég a haromszog normalalakjara belatni. Ekkor:

cx) — x|y, x)]? — zy?
U1=U<J],[y]): y<y > |<y >|2 _ YY1 y;
ly(y, z) — z[(y, ) *[  llyyr — zyi|
_ (Y1,92,0,...,0)y1 — (1,0,...,0)y? _ (0,4192,0,...,0) (01,0 0)
|’(y%7y2y170770)_<170770)y%” y2 T ’
Hasonléan:
~ (o, [2]) = 2z, x) — zl{z,x)|? 221 — 123
7 [2(z, z) —$|<Z,IE>|2|| 221 — 227
(=120 + Z91,23,0,...,0)2 — (1,0,...,0)27
(21, 22 + 2y 23,0,...,0)21 — (1,0,...,0)27|
(0 2129 + 21227, 2321, 0, e ,O) . (O, Z9 + 222', 23, 0, s ,0)
(21(23 + 2 + 23))"/ (25 + 25 + 23)'/
. (0,22+22i,23,0,...,0) o (O,Zg—f—ZQi,Zg,O,...,O) o (0,22“1—227:723,0,...,0)
B (1 —23)1/2 B (1 — cos? b)1/2 B sin b ’
Igy:
(0,224-522',23,0,...,0) Z9
cos A(A) = Re(uy,us) = Re((0,1,0,...,0), b ) —

(0 —cos?’bceos®c)  4(o — cos®bceos? ¢) o
cosbcoscsinbsinc sin 2b sin 2¢ '

6.14. Lemma.

) 20 +1 — (cos? a + cos? b+ cos? ¢))/?
sin g(4) = (1 — [(ur, ug) P)2 = ( )

sinbsinc

Bizonyitds. Az els6 egyenldség a ¢(A) definiciojabdl és a cos? ¢p(A) + sin? p(A) = 1
azonossag fehasznalasaval latszik. A méasodik:

5 712 2 32
+ 2ot z5 + Z sin? b
1 — |(uy, up)|?)V/? = T e B Ll IR VO B T N A VoSS —1/2
R R e e )
_ (sin?b—sin®b+23)Y? 23 (20 +1— (cos®a+ cos?b + cos® ¢))!/? o
B sinb ~ sinb sinbsinc
6.15. Lemma.
4(cos? a cos® bcos? ¢ — a2)1/?
1 A = [ =
sin(A) = [, uz)| sin 2b sin 2¢
Bizonyitas.
. Zo + 222 22
st (4) = [ Imfu,u—2)| = |Im(2E2) - | 2
 (cos?acos®beos? c — o)V 4(cos? acos? beos? ¢ — o?)1/?
cosbcos csincsinb sin 2csin 2b
[

Most pedig lassuk az erre a geometriara vonatkozo alapvets trigonometriai téte-
leket.

6.16. Tétel.
sin p(A) _ sin ¢(B) _ sin »(C)

sina sinb sin ¢
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Bizonyitds. A 6.13. Lemmébol kovetkezik, ha a betiiket permutaljuk, és az egyen-
letet atrendezziik:

(20 4+ 1 — (cos? a + cos® b+ cos? ¢))'/? = sin ¢(A) sin bsin ¢
= sin ¢(B) sin asin ¢ = sin ¢(C') sin bsin a.

Ebbél pedig atrendezéssel kovetkezik a fenti egyenlGség. O]
6.17. Tétel.

siny(A)  siny(B)  siny(C)

sin 2a sin 2b sin 2¢

Bizonyitds. A 6.14. Lemméabol kovetkezik a betiiket permutéalva, és az egyenletet
atrendezve:

4(cos® acos? beos® ¢ — 02)Y? = siny)(A) sin 2bsin 2¢ = sin 1 ( B) sin 2a sin 2¢

= sin¢(C') sin 2bsin 2a
Ebbdl pedig kovetkezik a fenti egyenldség. O]

6.18. Tétel.
cos 2b cos 2¢ — cos 2a + cos A\(A) sin 2bsin 2¢ = 2sin® ¢(A) sin” bsin® ¢

Bizonyitds. A 6.12., valamint 6.13. Lemmat felhasznalva, és o-ra atrendezve meg-
kapjuk, hogy:

20 = sin® ¢(A) sin® bsin® ¢ + cos® a 4 cos? b + cos? ¢ — 1

1
= —cos A(A) sin 2bsin 2¢ + 2 cos® bcos® ¢

2
Ebbdl atrendezéssel, és trigonometriai azonossagok alkalmazasaval kijon a fenti
egyenlGség. O]

Megjegyzés. a,b, c és (A) csupan o2-et hatarozza meg egyértelmten, o-t nem. Mivel
cos? a+cos? b+cos? ¢ < 1 esetén o > 0 és o < 0 is lehetséges, ezért ez a haromszoget
sem hatarozza meg egyértelmtien (azonban a, b, c és A\(A) vagy ¢(A) igen, ezt késébb
latjuk).

6.18.1. Kovetkezmény. Egy haromszog pontosan akkor esik egy projektiv egye-
nesre, ha ¢(A) =0 (és igy a 6.15. Tétel miatt ¢(B) = ¢(C) = 0).

Bizonyitds. Vegylk ismét a kovetkezs egyenlGséget:

12 (20 +1 = (cos® a+ cos® b+ cos® ¢))'/?
N sinbsin ¢

sin ¢(A) = (1 — [(u1, u2)[*)

Mivel a bal oldal 0, ezért atrendezve:

t(cos?a+cos?b+cos’c—1) =0

Ezzel pedig visszavezettiik a 6.7.2. kovetkezményre, és igy belattuk az allitast.
m

6.2. Egybevagodsagi tételek

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk, hogy a hidrom oldalhossz és a harom szog-
invarians koziil ha kivalasztunk 4-et, azok mikor hatérozzak meg egyértelmtien a
haromszoget izometria erejéig.

6.19. Tétel. Egy CP™-beli hdromszdg egyértelmien meghatdrozott izometria erejéig,
ha a kovetkezd értékek vannak megadva (a szokdsos jeloléssel):
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(1) a,b,c, \(A
(2) a,b,c,p(A
(3) A(A), b, ¢, ¢(A)
4B AC), 01

(5) a,b,¢(C), (A)

(6) a,¢(B),\(C), ¢(A)
(7) a,9(B),d(C), ¢(A)

(8) a,b,\(B), A\(A)

Az (5)-(7) esetben feltessziik, hogy ¢p(A) # 0, a (8) esetben pedig azt, hogy a # b.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a,b,c,0 a 0 < a,b,c < 7/2 feltétellel egyértelmien
kiszamolhato a fenti értékekbdl, amibdl kovetkezik az egyértelmiiség.

)
)

(1) A 6.12. Lemma segitségével kiszamolhato o is.
(2) A 6.12. Lemma segitségével kiszamolhato o is.

(3) A 6.12. Lemma segitségével és b, ¢, A(A) felhasznalasaval kiszamoljuk o-t, majd
a 6.13. Lemma segitségével a-t.

(4) A 6.12. Lemma segitségével és a, b, \(C') felhasznalaséaval kiszamoljuk o-t, majd
a 6.13. Lemma segitségével c-t.

(5) A 6.15. Tétel segitségével kiszamoljuk c-t, ekkor a (2) pontra visszavezettiik a
feladatot.

(6) A 6.15. Tétel segitségével kiszamoljuk b-t, ekkor a (4) pontra visszavezettiik a
feladatot.

(7) A 6.15. Tétel segitségével kiszamoljuk b-t és c-t, ekkor a (2) pontra visszave-
zettiik a feladatot.

(8) A 6.12. Lemmat atalakitva kétszer, megkapjuk, hogy:
cos A(A) sin 2bsin 2c+4 cos? bcos? ¢ = 40 = cos A(B) sin 2a sin 2¢+4 cos? a cos? ¢

(Itt kihasznaltuk, hogy a # b) Ebb&l meghatarozzuk c-t, ezzel visszavezetve az
(1) pontra a feladatot.

]

6.20. Lemma. Az a, 3,7 paraméterekkel adott asin2c 4+ 3 = 7 sin? ¢ egyenletnek
pontosan egy megoldasa van a ¢ € (0, 7) intervallumon, ha 5(y — 5) > 0 |2]

6.21. Tétel. Egy hdromszoget egyértelmiien meghatdrozzdk a kévetkezd értékek izo-
metria erejéig, ha a hozzdjuk tartozo eqyenldtlenségek teljesiilnek:

(1) a,b,(A), A\(A), ha (a — b)(cosa —sinbcos p(A)) > 0

(2) a,b,»(B),A(A), ha (a — b)(cosb — sina cos ¢(B)) >

(3) a,¢(B), 6(A), M(A), ha (¢(A) — ¢(B))(tan ¢(A) — tanasin ¢(B)) > 0
(4) b,¢(B), #(A), A(A), ha (¢(A) — ¢(B))(tan ¢(B) — tanbsin ¢(A)) > 0
(5) b,d(C), p(A), \(A), ha sin® p(A) > sin® ¢(C)(1 — cos? p(A) sin? b)
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(6) a,b,\(C'),\(A), ha (tana — tanbcos A\(C))(cot a 4+ tanbcos A\(C)) > 0
Amennyiben ¢(A) # 0, a (3)-(5) pontok legfeljebb két hdaromsziget hatdroznak meg
az egyenldtlenségek nélkiil tetszdleges ¢ € (0,m/2)-re, kivéve ha

AMA) = A(B) =7/2, a=0b>mr/4, ¢(A) = ¢(B) = arccos (cot a)
Bizonyitds. (1) Vegyiik észre, hogy a 6.17. Tétel bizonyitasaban hasznélt
sin® ¢(A) sin® bsin? c+ cos® @ + cos? b+ cos? ¢ — 1

= 5 cos A(A) sin 2bsin 2¢ + 2 cos® beos® ¢

egyenlet asin2c + f = ysin? ¢ alaka. Igy a 6.19. Lemmaban szerepls feltétel
itteni megfelelGje pont a kért feltétel. Lathato, hogy ha teljesiil a feltétel, akkor
a 6.17. Tétel segitségével ki tudjuk szamolni c-t is, és ezért a 6.18. Tétel alapjan
egyértelmien meghataroztuk a haromszoget.

(2) A 6.15. Tétel segitségével kiszamoljuk ¢(A)-t, és igy visszavezettiik az (1)-es
pontra a feladatot.

(3) A 6.15. Tétel segitségével kiszamoljuk b-t, és igy visszavezettiik az (1)-es pontra
a feladatot.

(4) A 6.15. Tétel segitségével kiszamoljuk a-t, és igy visszavezettiik a (2)-es pontra
a feladatot.

(5) A 6.15. Tétel miatt sin®a = %, amit behelyettesitve

sin? ¢(A) sin? bsin? ¢4 cos? a 4 cos? b + cos® ¢ — 1

= cos A(A) sin 2bsin 2¢ 4 2 cos® b cos® ¢

-be, megint kapunk egy asin 2c+ 8 = ~sin? ¢ alaku egyenletet, amire a feltétel
megegyezik a kért feltétellel.

(6) A 6.12. Lemma segitségével ki tudjuk szamolni o-t. Ekkor ugyanezt az egyen-
letet felirva A(A)-ra, egy asin2c+ 3 = v sin? ¢ alakti egyenletet kapunk megint,
amire a feltétel megegyezik a kért feltétellel.

Lathaté, hogy asin2c + 8 = +vsin? c-nak legfeliebb két megoldasa van ¢ €
[0,7/2)-n, kivéve ha o« = f = v = 0. Ez viszont csak akkor lehetéges, ha A\(A) =
ANB)=7/2,a=">b>7/4,¢(A) = ¢(B) = arccos (cot a). Ekkor o = cos? acos? c, és
¢ tetszblegesen valaszthato a (0,7/2) intervallumon. O

Példa. \(A), \(B), A\(C), a,b nem hatérozza meg a izometria erejéig a haromszoget.
Példaul ha:

MA) = A(B) = A(C) = gw, 0=b=r/3

_ he 1 :
akkor ¢ = /3 és ¢ = arccos ; 7 is lehetséges.

7. Komplex hiperbolikus geometria

A komplex hiperbolikus tér sok hasonlosagot mutat a komplex elliptikus térhez.
Legyen C"*! vektortér. [x] = x-C-et a komplex elliptikus geometridban targyalt
modon definialjuk. Ekkor a komplex hiperbolikus tér:

CH" = {[2] |z € C™* {x,2} < 0},
ahol a képletben szerepld {.,.} hermitikus format a C**! térben a val6s hiperbolikus

esethez hasonloan definidljuk:
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7.1. Definicio.
n+1

{z,y} = =210 + Zfzyz
i=2

Ebbél pedig a norma: ||z]]* = |{z,x}|

valasztasa nem befolyasolja, hogy [z] benne van-e CH"-ben vagy sem.
7.2. Definici6. A komplex hiperbolikus téren vett metrikat a kovetkezSképp defi-
nialjuk:

[{z, y}

[l [[[ly]l
ahol z,y € C"*1 és {z,z} < 0,{y,y} < 0. Ennek van értelme, mert

d([z],[y]) = arccosh

{z,y}|
[yl

> 1.

A tovabbiakban legyen x,y,z € C"™, ¢s {z,z} = {y,y} = {z,2} = —1.

7.3. Definici6. Legyen egy hdromszog egy ([ x], [y],[2]) € CH™ pontharmas ([z], [y], | 2]
kiilonb6z6).

A harom pontot a haromszog csicsainak nevezziik, illetve a haromszog oldalai a
harom pontot 0sszekotd legrovidebb szakaszok, ezek hosszat a, b és c-vel jeldljiik. A
haromszog szogeit A, B, C-vel fogjuk jeldlni.

A haromszog oldalainak a hossza értelemszertien a pontok pontok tavolsaga, azaz

{y, 2}

a = arccosh = arccos |{y, z}|

=]l

b = arccosh Kz i = arccos |{z, r}|
=[]l

¢ = arccosh Re. i = arccos |[{z, y}|
[l 1yl

7.4. Definicié. Legyen ([z],[y],[z]) egy haromszog. Ekkor az alakinvarianst a
kovetkezSképpen definialjuk:

o(la],[y],[2]) = —Re{z, yHy, 2}{z, =}.

A kovetkezSkben az ([z],[y],[z]) haromszoget adottnak tekintjiik, ezért az ala-
kinvarianst csak o-val fogjuk jelolni.

7.5. Tétel. A komplex hiperbolikus tér 2-pont homogén. [5]
7.6. Tétel. A o alakinvaridans invaridns a CH™ izometridira nézve is.

Bizonyitds. Egy ¢: CH" — CH™ fiiggvény izometria pontosan akkor, ha létezik egy

¢: C"t1 — C"*! szemilinearis leképezés, ahol ¢([z]) = [¢(z)] Vo € C**'}, ami
{z, 2} < 0 é&s {o(x),9(y)} = as({z,y})Va,y € C** ahol ag: C — C a ¢-hez
tartoz6 automorfizmus. O

7.7. Tétel. Eqgy haromszoget eqyértelmiien meghatdrozza a hdrom oldalhossza, és az
alakinvaridnsa 1zometria erejéig.
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Bizonyitdas. Lathato, hogy minden haromszog izometrikus egy, az alabbi moédon pa-
raméterezett ([x],[y],[z]) haromszoggel (a komplex elliptikus térhez hasonlé érve-
lés alapjéan):

x=(1,0,0,...,0)

Y= (y17y2a07"'70)
z = (217Z2+22i72370707"'70>

{yvy} = {Z,Z} =-1

Y1, Y2, 21, 22, 22,23 € R

Y1, Y2, 21 > 0, Z2,23 2 0
Ezt a haromszog normadlalakjanak nevezziik. Lathato, hogy két haromszog pontosan
akkor izometrikus, ha a normaéalalakjuk megegyezik, emiatt elég belatni, hogy a, b, ¢, o

egyértelmien meghatarozza az vy, Y2, 21, 22, 22, 23 értékeket.
Konnyen lathato, hogy sziikségesek a kovetkezok:

coshe = [{z,y}| =
sinhe = Vcosh?c —1=1/y? — 1 =1,
21 = |{x, z}| = coshb
B4 =z, 2+ 22 =1+ 2] =sinh?®b
cosh®a = (—y, 21 + y222)? + Y252 = (— coshbcosh ¢ + 2z, sinh ¢)? 4+ 72 sinh? ¢
o =—(=y1)(—y121 + Y222)(—21) = (cosh bcosh ¢ — z5 sinh ¢) cosh b cosh ¢
Ezekbdl atrendezéssel kovetkezik, hogy:

(-0 + cosh? b cosh? ¢)

2 (cosh b cosh ¢sinh ¢)
(cosh? @ — (— coshbcosh ¢ + 2y sinh ¢)?)/2  (cosh? a cosh? bcosh? ¢ — ¢2)'/?
2= sinh ¢ - (cosh b cosh ¢sinh ¢)
12 (2041 — (cosh? a4 cosh? b 4 cosh? ¢)) /2

73 = (sinh? b — 22 — 22)

sinh ¢

(Mivel a fenti értékek valosak, ezért természetesen a gyokvonés soran a pozitiv
gyokot vessziik.)

Ezekbdl latszik, hogy az adott értékek egyértelmiien meghatarozzék a normalala-
kot, igy izometria erejéig a haromszoget. O]

7.8. Tétel. Legyen 0 < a,b,c éso € R. Ekkor pontosan akkor létezik eqy haromszog,
amelynek az oldalai a,b, c hossziuak, és az alakinvaridnsa o, ha

1
i(cosh2 a 4 cosh? b + cosh? ¢ — 1) < o < cosh a cosh bcosh c.

Bizonyitds. A

(20 4 1 — (cosh? a + cosh? b + cosh? ¢))!/?
sinh ¢

Z3 =
egyenletet atrendezve, és felhasznalva, hogy 22 sinh? ¢ > 0, az elsé egyenlGtlenséget
kapjuk. A masodik egyenlGtlenséget a

(cosh? @ cosh? b cosh? ¢ — 0'2)1/2

(cosh b cosh esinh ¢)

9 —
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atrendezésével, és egy gyokvonas utan kapjuk, kihasznalva, hogy
#2(cosh® b cosh? csinh? ¢) > 0.

A masik irany trivialis, hiszen ezekkel a feltételekkel az el6z6 bizonyitasban adott
konstrukcioval el6 tudjuk &llitani az Osszes paramétert. A 0 < a,b,c és 0 € R
feltételek miatt pedig 1, y2, 21 > 0, Z9, 23 > 0 is teljesiil. O

Megjegyzés. A %((:osh2 a + cosh? b 4 cosh® ¢ — 1) < cosh a cosh bcosh ¢ allitas egyen-
értéki azzal, hogy cosh(a — b) < cosh ¢ < cosh(a + b), és ez egyenértéki azzal, hogy
la—b] < ¢ < a+b. Azaz a haromszog-egyenlStlenség teljesiil a komplex hiperbolikus
geometriaban is, azonban itt megengediink egyenlGséget is.

7.8.1. Kévetkezmény. o = 1(cosh” a + cosh? b+ cosh® ¢ — 1) akkor és csak akkor,
ha [z],[y],[z] egy projetiv egyenesre esik.

Bizonyitds. Ha a fenti feltétel teljesiil, akkor z3 = 0, igy =, y, z linearisan Osszefiiggs-
ek, tehat benne vannak egy 2-dimenziés komplex altérben, igy egy egyenesre esnek

CH™-ben. O
7.1. Szoginvariansok, és trigonometriai Osszefiiggések

7.9. Definici6. Legyen z € C"™!, {z,2} = —1. CH" érintétere az [x] pontban:

(2C)* = {y € C""" | {w,y} = 0}
7.10. Definicié. Legyen

—y{y,x}—x|{y,:p}|2

vy, =} + z[{y, 2}

Ekkor u(z, [y]) € (xK)*, {u(z,[y]), u(z,] ])}—1éSW€R+- u(z, [y])-
t

t az [z]-t és [y]| -t dsszekitd legrovidebb szakasz |x]-beli érintd egységuektordnak
nevezziik.

u(z, [y]) =

Az érintGtérben a metrika: d(z,y) = Re{z,y}

7.11. Definicié. Legyen ([z],[y],[z]) egy haromszog a,b, c oldalakkal, A, B,C
szogekkel, és o alakinvarianssal. Ekkor az A szog szoginvariansait a kovetkezd modon
definialjuk:

A(A) = arccos Re{uy, us},
¢(A) = arccos [{u1, us}|,
Y(A) =

arcsin [Im{uy, us}|,

N

1)

Megjegyzés. A(A), d(A),(A) figgetlen az x reprezentalod vektortol, valamint ezek
invariansok a CH"-beli izometridkra nézve, illetve 0 < A(A) < 7, 0 < ¢(A) < 7/2,
0<(A) < /2

Megjegyzés. Geometriailag A\(A) az oldalak altal bezart szokasos szog, ¢(A) a pro-
jektiv egyenesek altal bezart szog.

ahol uy = u(x, [y]) és ug = u(z, |

7.12. Lemma.

PR W (31 €217)2 (.3 Sl 25314 Y
) (1 — Kz, y}?)V2((1 = {z, 2} )Y |{z, yH|{x, 2 }|

Bizonyitds. uy és us definiciojabol kivetkezik atalakitassal. m
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7.13. Lemma.

4(—0 + cosh? bcosh? ¢)
sinh 2bsinh 2¢

Bizonyitas. Elég a haromszog normalalakjara belatni. Ekkor:

cos A(A) = Re{uy,us} =

—yly. 2} —al{y, a}® _ yy —ayd
Iy, =} + z[{y, 2} Iy — 23]
(y1,92,0,...,0)y; — (1,0,... ,O)y% (0,4192,0,...,0)

Uy = u(a:‘,[y]) =

M0 O = (L0 0T e OO
Hasonlbéan:
o [2]) = —2{z, 2} — z|{z, z}|? _ oz - r2}
{2, 2} +zl{z, 2} [lzz1 — 22|
(21,22 + 201, 23,0,...,0)21 — (1,0, ,0)2% (0,212 + 21591, 2321,0,...,0)
(21, 22 + Fad, 23,0,...,0)2 — (1,0,...,0)23| (23(25 + 25 + 23))1/?
(0 29 + %91, 23,0, . ,O) (0,22+222,z3,0,...,0) B (O,zg—l—zgz,zg,o,...,o)
(22+ 22+ 2 )1/2 ({z, 2} + 2%)1/2 ~ (=14 cosh?b)1/2
(0, 22 + 291, 23,0, ...,0)
N sinh b

igy
(O Z2+22i 2’3,0...,0) Z9

cos A(A) = Re{uy,uz} = Re{(0,1,0,...,0),— sjrylhb ’ ~ sinhb

(=0 +cosh’beosh’c)  4(—0 + cosh®beosh® ¢)
~ coshbceoshesinhbsinhe sinh 2b sinh 2¢
7.14. Lemma.

(20 + 1 — (cosh? @ + cosh® b + cosh® c)) '/
sinh bsinh ¢

sing(A) = (1 — [{ur, ua}*)"/? =

Bizonyitds. Az elsé egyenléség a ¢(A) definiciojabol és a cos? ¢(A) + sin? p(A) = 1
azonossag fehasznalasaval latszik. A méasodik:

~ .12 2 ~2
+ 201 25 + 2
1 — 2\1/2 _ (|22 2 g B2 21y
R e B e
B smh b— )1/2 (sinh®b —sinh®b + 23)V/2 z
a sinh? b sinh b ~ sinhb
(20 + 1 — (cosh’® @ + cosh® b + cosh® ¢))'/2
N sinh bsinh ¢
O
7.15. Lemma.
4(cosh? a cosh? b cosh? ¢ — o2)'/?
1 A = I =
sing(A) = [Im{u, u} sinh 2b sinh 2¢
Bizonyitas.
. 29 + ZQ'L 22
sin(A) = [Im{u, v} m( sinh b >‘ Sinhb‘
_ (cosh® acosh® beosh® ¢ — 0%)'/2 4(cosh? a cosh® b cosh® ¢ — 0%)1/2 -
B cosh b cosh csinh csinh b B sinh 2¢sinh 2b
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Most pedig lassuk az erre a geometriara vonatkozo alapvets trigonometriai téte-
leket.

7.16. Tétel.
sing(A)  sing(B)  sing(C)

sinha  sinhb  sinhe

Bizonyitds. A 7.13. Lemmabol kévetkezik, ha a bettiket permutéljuk, és az egyen-
letet atrendezziik:

(20 4+ 1 — (cosh? a + cosh? b + cosh? ¢))*/? = sin ¢(A) sinh bsinh ¢
= sin ¢(B) sinh a sinh ¢ = sin ¢(C') sinh bsinh a.

Ebbdl pedig kovetkezik a fenti egyenlGség. O]

7.17. Tétel.

siny(A)  siny(B)  siny(C)

sinh2¢ ~ sinh2b  sinh2c
Bizonyitds. A 7.14. Lemmabol kovetkezik a bettiket permutalva, és az egyenletet
atrendezve:

4(cosh? a cosh? bcosh? ¢ — 02)1/? = sin1)( A) sinh 2bsinh 2¢
= sin ¥ (B) sinh 2a sinh 2¢ = sin ¢(C) sinh 2b sinh 2a
Ebbdl pedig kovetkezik a fenti egyenlGség. O]
7.18. Tétel.

cosh 2b cosh 2¢ — cosh 2a + cos A(A) sinh 2b sinh 2¢ = 2sinh? ¢(A) sinh 2bsinh 2¢
= 2sin? ¢(A) sinh? bsinh? ¢

Bizonyitds. A 7.12., valamint 7.13. Lemmat felhasznalva, és o-ra atrendezve meg-
kapjuk, hogy:

20 = sin® ¢(A) sinh® bsinh? ¢ + cosh® @ + cosh® b + cosh® ¢ — 1
1
= —5cos A(A) sinh 2b sinh 2¢ + 2 cosh? b cosh? ¢
Ebbdl atrendezéssel, és trigonometriai azonossagok alkalmazéaséval kijon a fenti
egyenlGség. O]

Megjegyzés. a,b, c és 1(A) csupan o?-et hatarozza meg egyértelmien, o-t nem, ha-
sonlo okokbol, mint az elliptikus esetben (azonban a, b, c és A(A) vagy ¢(A) itt is,
ezt megint késébb latjuk).

7.18.1. Kovetkezmény. Egy haromszog pontosan akkor esik egy hiperbolikus egye-
nesre, ha ¢(A) =0 (¢és igy a 7.15. Tétel miatt ¢(B) = ¢(C) = 0).

Bizonyitds. Hasonld a gondolatmenet, mint az elliptikus esetben. O

7.2. Egybevagosagi tételek

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk, hogy a hédrom oldalhossz és a harom szog-
invarians koziil ha kivalasztunk 4-et, azok mikor hatérozzak meg egyértelmtien a
haromszoget izometria erejéig.

7.19. Tétel. Egy CH™-beli haromszdg eqyértelmilen meghatdrozott izometria erejéig,
ha a kévetkezd értékek vannak megadva (a szokdsos jeldléssel):
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(1) a,b,c, \(A)
(2) a,b,c,¢(A)
(3) AMA), b, ¢, 6(A)
(4) 0,6, A(C), $(4)
(5) a,b,6(C), p(A)

(6) a,d(B), A(C), ¢(A)

(7) a,¢(B), 9(C), ¢(A)

(8) a,b,A\(B), A\(A)

Az (5)-(7) esetben feltessziik, hogy ¢(A) # 0, a (8) esetben pedig azt, hogy a # b.
Bizonyitds. Ugyanaz a gondolatmenet, mint az elliptikus esetben. O]

7.20. Lemma. Az a, 3,y paraméterekkel adott o sinh 2¢+ 3 = v sinh? ¢ egyenletnek
pontosan egy megoldasa van, ha ¢ > 0 és B(y —2a) > 0 |2]

7.21. Tétel. Egy hdromszoget eqyértelmiien meghatdrozzdk a kévetkezd értékek izo-
metria erejéig, ha a hozzajuk tartozo egyenldtlenségek teljestilnek:

(1) a,b,p(A), \(A), ha a >b
(2) a,b,¢(B),\(A), ha a >b
(3) 0, 6(B), 6(A), \(4), ha 6(A) > 6(B)
(1) b.6(B), (A), \(A), ha 6(4) > 6(B)
(5) b, p(C), p(A), \(A), hasin® p(A) > sin? ¢(C')(cosh? b+sinh? b cos? p(A)—cos A\(A) sinh 2b)
(6) a,b,\(C),\(A), ha tanha + cos A(C') tanh b > 0
(7) a,b,(C), \(A), ha sinh®a > sinh® b(1 — sinh® asin? p(C))
Amennyiben ¢p(A) # 0, az (3)-(5) pontok legfeljebb két haromszdget hatdroznak meg.

), ¢
), ¢

Y

Bizonyitas.
(1) Vegyiik észre, hogy a 7.17. Tétel bizonyitasdban hasznalt
sin’¢(A) sinh? bsinh? ¢ + cosh? a + cosh? b + cosh® ¢ — 1

1
= —5cos A(A) sinh 2bsinh 2¢ + 2 cosh® b cosh® ¢

egyenlet asinh 2c+ 8 = ~sinh? ¢ alak. Igy a 7.19. Lemmé&ban szerepl feltétel
itteni megfelelGje:

(a — b)(cosh? b 4 cos® ¢(A) sinh? b — cos A\(A) sinh 2b) > 0.
Mivel

cosh? b+ cos? ¢(A) sinh® b — cos A(A) sinh 2b
= (cosh b — cos ¢(A) sinh b)? + (cos ¢p(A) — cos A(A)) sinh 2b > 0,

a feltétel igy a kivint @ > b. Lathato, hogy ha teljesiil a feltétel, akkor a
7.17. Tétel segitségével ki tudjuk szamolni c-t is, és ezért a 7.18. Tétel alapjan
egyértelmien meghataroztuk a haromszoget.
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(2) A 7.15. Tétel segitségével kiszamoljuk ¢(A)-t, és igy visszavezettiik az (1)-es
pontra a feladatot.

(3) A 7.15. Tétel segitségével kiszamoljuk b-t, és igy visszavezettiik az (1)-es pontra
a feladatot.

(4) A 7.15. Tétel segitségével kiszamoljuk a-t, és igy visszavezettiik a (2)-es pontra
a feladatot.

(5) A 7.15. Tétel miatt sinh®a = %, amit behelyettesitve

sin® ¢(A) sinh? bsinh® ¢ + cosh® @ + cosh® b + cosh® ¢ — 1

1
= —5cos A(A) sinh 2bsinh 2¢ 4 2 cosh® b cosh® ¢
-be, megint kapunk egy asinh2c + 8 = +sinh®c alakt egyenletet, amire a
feltétel megegyezik a kért feltétellel.

(6) Az el6z6 pontban hasznalt egyenletben cseréljiik ki A-t C-re, illetve a-t c-re.
Ekkor megint egy asinh2c¢ + 3 = vsinh? ¢ alaka egyenletet kapunk, amiben a
feltétel a kért feltétel lesz, mert cosh b — cosh A(A)sinh b > 0

(7) Az el6z6 két pontban hasznélt egyenletben cseréljiik le
sin® ¢(A) sinh? c-t sin? ¢(C) sinh? a-ra, amelyet megint egy
asinh 2¢ + 8 = ysinh? ¢ alaku egyenletté lehet atalakitani. Ekkor a megfelels
feltétel:

(sinh? a — sinh® b+ sin® ¢(C) sinh? bsinh? ¢)(2 cosh® b — 1 — cos A(A) sinh 2b) > 0.
Hiperbolikus fiiggvényazonossagokat felhasznélva:
(2 cosh? b — 1— cos A(A) sinh 2b)
= (cosh b — sinh b)? + (1 — cos A(A)) sinh 2b > 0.
Igy megkapjuk a megfelels feltételt.

Lathato, hogy az asinh2c 4+ 8 = 7sinh? ¢ egyenletnek legfeljebb 2 megoldasa van,
ha ¢ > 0, kivéve, ha aa = g =~ = 0. O]

Példa. \(A), \(B), A\(C), a,b nem hatérozza meg a izometria erejéig a haromszoget.
Példaul ha:
AMA)=AB)=XC)=2/3m,a=b=17/3,

— /3 6s ¢ — 1 :
akkor ¢ = 7/3 és ¢ = arccos ; 7 1 lehetséges.
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