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1 Bevezetés

A Steiner-fa probléma egy alapveté kombinatorikus optimalizalasi és grafelméleti feladat,
amelynek célja egy minimalis silyu fa megtalaldsa egy adott csicshalmaz Gsszekotésére egy
sulyozott grafban, esetleges tovabbi csiicsok (Steiner-pontok) hozzdadasaval. Ez a probléma,
amely NP-nehéz, kiemelkedden fontos kiilonb6zo gyakorlati alkalmazasokban, mint példaul a
nagyon nagy integraltsagu (VLSI) aramkorok tervezése és az euklideszi Steiner-fa probléma
folyaman.

Az euklideszi Steiner-fa probléma, ahol a cél a minimalis 0sszekoto fa megtalaldsa az eu-
klideszi térben, szintén szamos alkalmazasi teriilettel rendelkezik, beleértve a halézattervezést
és a bioldgiai rendszerek modellezését. Az optimalizalds ezen forméja segit hatékony halézatok
kialakitasaban, minimalizalva a koltségeket és javitva a teljesitményt.

A VLSI tervezés soran, ahol integralt aramkorok ezernyi tranzisztorbdl allnak, a Steiner-
fak segitenek minimalizalni a huzalhosszakat, csokkentve ezzel a jel késleltetését és ener-
giafogyasztasat. Ez noveli az aramkorok teljesitményét és megbizhatdsagat, mikozben jobb

helykihasznalast tesz lehet6vé a chipeken.

2 A Steiner-fa probléma bonyolultsaga

A grafokban 1évé Steiner-fa probléma, roviden ST, a kovetkezdképpen van definidlva dontési
formaban [San]:

Adott:
e egy iranyitatlan graf G = (V, E);
e a csucsok egy részhalmaza R C V', melyeket termindlis cstcsoknak neveziink;
e cgy szam k € N.

Kérdés: Létezik-e G-nek egy olyan részfija, amely tartalmazza R Gsszes csucsit (azaz
R-re feszitofa) és legfeljebb k élt tartalmaz?
Mar korabban emlitettiik, hogy a probléma az N P-teljes, de most ezt be is fogjuk latni.

Ehhez az alabbi séma lesz segitségiinkre:

1. belatjuk, hogy az adott II probléma az N P-ben van;



2. "ligyesen” véalasztunk egy ismert NP — teljes I’ problémét
3. konstrudlunk egy IT'-bél II-be vivé f transzformdciét

4. belatjuk, hogy f egy polinomidlis idejii transzformécio

2.1 A Steiner-fa probléma N P-ben van

Eloszor azt akarjuk belatni, hogy a Steiner-fa probléma benne van N P-ben. Tegyiik fel
hogy, (G, R, k) € ST, vagyis, hogy (G, R, k)-ra a valasz "igen”. Ebben az esetben egy

T C G hipotetikus jé megoldéasra polinomialis idében tudjuk ellenérizni, hogy:
e T az valéban egy fa: nincsenek benne korck és osszefiiggo;
e a T fa az valéban érini az Osszes terminalpontot, amit az R halmaz definial;
e a fa legfeljebb k darab élt tartalmazhat.

A kovetkez6 1épés, hogy talaljunk egy ismert ”megfelel6” N P-teljes problémat.

2.2 Pontos fedés 3-as halmazokkal (X3C)

A Pontos Fedés 3-as halmazokkal probléma alkalmasnak tlinik erre a feladatra. Ez egy jol
ismert probléma, az alap NP teljes problémak kozott tartjak szamon és az altalanositasa a

3 dimenzids pérositdsi probléméanak (3DM).

Adott:
e cgy végés X halmaz, amire teljesil | X| = 3¢;

e (C halmaz, aminek az elemei az X tetszéleges harom elem részhalmazai, C' = {C1, ..., Cp},

CiCX,|G|=31<i<m
Kérdés:

e tartalmazza-e C' egy pontos fedését X-nek, vagyis, van-e olyan C’ C C részhalmaz,

melyre X minden eleme pontosan egy elemében fordul el6 C'-nek?

Most készen allunk a kovetkezo lépésre: egy transzformacids fliggvény konstrualdsa X3C-bol

ST-re.



2.3 X3C transzformacidja a Steiner-fa problémaba

Ebben a szakaszban javaslatot tesziink arra, hogyan vezessiik visza az X3C problémat egy
ST problémara. Az atlakitashoz egy szabdlykészletet hasznalunk, hogy létrehozzunk egy
ST példanyt egy altalanos X3C példanybdl kiindulva. Bizonyitjuk, hogy az ilyen atalakités

végrehajthaté polinomialis id6 alatt.

Vegyitk X3C egy esetét, amelyet az X halmaz definidl {z1,...,23,}, és 3-elemii hal-
mazok alkotjdk C' = {C,...,C,}. Ezutan fel kell épiteniink az ST egy példdnyét, amely
meghatéarozza a G grafot = (V) F), a termindlok R halmazat, és a feszit6fa méretének felsé

k korlatjat.
e definialjuk a V' cstcsokat, mint:
V(G) ={v}U{cr, .., cn} Uz, . 230}

Magyaran definidlunk egy 1j V' segédcsiicsot és csucsokat rendeliink ¢ és X minden

eleméhez.

e definialjuk az élek halmazat:

E(G) ={vey, ..., ven b U ( U {Q’%‘})

z;€C;
Vagyis fut ¢l V-bdl minded ¢; csticsba és van €l minden olyan ¢;x; csicspar kozott, ahol

xj eleme ¢;-nek az X3C példaban.
e az R C V termindlis csiicsok halmaza pedig:
R={v,x1,...,x34}
e k legyen egyenl6 4¢-val.

Az konnyen belathato, hogy az X 3C-bol az ST-be torténd redukeié polinomialis ido alatt
végrehajthatod, hiszen csak egy szimpla megfeleltetést hajtottunk végre. Az elobbi szabalyok
alapjan létrehozott grafot az 1. dbra szemlélteti. A hozzaadott v segéd csicsnak az a szerepe,
hogy a létrehozott graf osszefiiggd legyen.

Most belatjuk, hogy akkor és csak akkor létezik az igy létrehozott graftban ST-fa, legfel-

jebb k éllel, ha van pontos fedése az eredeti x3c¢ problémanak.
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Abra 1: A transzformécié sordn kapott graf. A fekete pontok jelolik a terminalis csicsokat.

Lemma 2.1. (X, C) eset akkor része az X3C-nek, ha a (G, R, k) is része az ST-nek.
Bizonyitds: A bizonyitast két részre bontjuk. Mindkét iranyba belatjuk.

o X3C = ST
Tegytik fel hogy, 1étezik egy pontos C’ fedése az X3C problémdnak. Ekkor C’ fedés ¢
szamu fedést haszndl (hiszen az X alaphalmaz 3¢ elembdl all. Az altalanossag elvesztése
nélkiil feltehetjiik, hogy ezek a részhalmazok a Cf, ..., Cy (elég lenne csak atindexelniink
6ket). Ekkor a keletkezett fanak ezek az élei:
- ey, ..., Ve
-crj,har; e Ciés1<i1<q
Ezek egy Steiner-fat alkotnak ¢ + 3¢ = 4q = k éllel. Vagyis, ha létezik egy pontos 3-as
fedés, akkor kell lennie egy legfeljebb k élii ST-nek is.

o X3C <= ST
Tegytik fel, hogy 1étezik egy T' ST legfeljebb 4q éllel. Mivel T' az egy fa, igy legfeljebb
4q + 1 cstcsa van. A ST definiciéjabdl kovetkezik, hogy ténylegesen érintenie kell az
x1, ..., — 3q terminal pontokat és v-t. Vagyis T legfeljebb ¢ db ¢ cstcsot tartalmaz.
De a ¢ csticsok foka (csak az x csicsok felé tarté éleket figyelembe véve) az 3, vagyis
az lehetetlen hogy elérjiik mind a db x csicsot, ha a fa kevesebb mint 4¢ + 1 cstcsot

tartalmaz. Megallapithatjuk, hogy T-nek valoban pontosan 4q éle van és pontosan ¢
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darab Cj cstcsa van. Az altaldnossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy ezek a cq, ..., ¢4

cstiesok, és ekkor az X3C' probléma C’ megolddsat az aldbbi médon kapjuk:

C' ={Cy,..,Cy}.

Ezzel befejeztiik a bizonyitast.

3 Steiner-fakhoz approximacié

3.1 Metrikus eset

Legyen az input egy X = RN .S ponthalmaz, ahol R a termindl pontok halmaza, S pedig
az opcionalis pontok halmaza, valamint egy szimmetrikus tavolsdgfiggvény d : X x X —
R>p, ami egy nem-negativ tavolsagot rendel minden pontpéarhoz, és kielégiti a hdromszog

egyenldtlenséget [Tre:
Ve,y,z € X 1 d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

A cél az, hogy taldljunk egy T" = (V, E) fat, ahol V' ponthalmazra teljesil: R C V C X,

vagyis tartalmazza a Osszes terminal pontot és valahany opciondlisat, igy hogy:

costy(T) = Z d(u,v)

(u,v)eE
minimalis legyen.
Egy lehetséges algoritmus, hogy figyelmen kivil hagyjuk az S beli opcionalis cstiicsokat
és keresiink egy minimalis feszitéfat az R csicshalmazon a d(-, ) élstilyozas mellett. Ezzel az
otlettel elérhetiink egy 2-approximéciét, vagyis egy olyan fat, ami legfeljebb kétszer rosszabb,

mint az optimalis megoldas. Ehhez sziikséglink van az alabbi lemmara:

Lemma 3.1. Legyen (X = RUS, d) egy metrikus Steiner-fa probléma, és legyen T = (V, E)
eqy Steiner-fa, amire teljestl, hogy R CV C X.
FEkkor létezik egy olyan T = (R, E") fa, mely R dsszes csicsdt lefedi, de semmi tobbet
ugy, hogy:
costy(T") < 2 - costy(T)
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A lemmat alkalmazva az optimalis Steiner-fara kovetkezik, hogy van olyan R feszitéfa,
ami legfeljebb kétszer olyan koltséges, mint az optimum. Ebbdl nyilvan kovetkezik, hogy

egy minimalis feszitofa is legfeljebb kétszer olyan koltséges, mint az optimadlis Steiner-fa.

Bizonyitds: Vegyiik egy mélységi bejarasat T-nek, vagyis egy sorozat
To,T1, X2, .-y Tm = X0

ahol a csicsok abban a sorrendben vannak, ahogy az algoritmus eléri és elhagyja cket. Ez a
sorrend egy kort definidl V' elemein, melynek a teljes hossza az 2111 d(x;, zi41), ami pon-

tosan 2 - costy(T).

Legyen yo,y1, ...,y az a sorozat, amit ugy kapunk, hogy kivessziik a xg,x1,z2,...,Tm
sorozatbdl az S beli csticsokat, és a maradék R beli csticsokbdl csak az elsd elofordulast

hagyjuk benn.

Ekkor yo,vy1,...,yr egy olyan utat képez, mely minden R beli cstucsot tartalmaz, de
semelyik masikat, és az Osszkoltsége az Zle d(yi, Yi+1), ami nyilvan nem lehet t6bb, mint
az X, T, T2, ..., Ty koré (felhasznilva a haromszog egyenl6tlenséget). Vagyis a maximum

lehetsdges koltsége ennek az utnak az 2 - costy(T).

Na most, ha yo,y1, ..., yr az egy tut, akkor fa is, vagyis vehetjiikk 7’-t az (R, E') fdnak,
ahol £ az az {(vy;,yi+1)} élhalmaz. O

Szemléltetésiil vegylink egy példat (AbraZ), R = {a,b,c,d,e, f},S = {g,h}. és a
tavolsdgfiiggvény d(-, ) rendeljen 1-et az éllel Osszekotott csicsokhoz, mig a nélkiiliekhez
2-6t. Ekkor az Abra 3 egy lehetséges Steiner-fa a grafunkhoz, 8-as koltséggel.

A Lemma bizonyitasaban alkalmazott érvelést hasznaljuk arra, hogy igazoljuk: létezik
legfeljebb 16 koltségli R beli feszitofa.

A sorrend amiben latogatjuk a csicsokat a mélységi bejarasban az a — g — d — g —
f—>9g—>a—h—c—h—b—h—a—e— a Ha ezt egy kornek vessziik, ami a-bdl
indul és végzbdik, miutdn mindegyik csicsot érintette (némelyiket tobbszor is), akkor a kor

koltsége az 16, hisz minden élet kétszer hasznal.
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Abra 2: Példa graf

S B

Abra 3: Lehetséges fa

Na mar most, ha vessziik a mélységi bejards sorrendjét és kihagyjuk az opciondlis csticsokat
és a mar korabban elérteket, akkor kapunk egy olyan 1ij sorrendet, ami a kotelezé pontokat

tartalmazza, de mast nem. Ebben a példdban a sorrend az a — d — f — ¢ — b — e lesz.

Mivel ezt az utat gy kaptuk, hogy egy a T-nél legfeljebb kétszer olyan driga tton



"levégdsokat” alkalmaztunk (a hdromszog egyenldtlenség mellett), igy az 0j 1t is legfeljebb
kétszer olyan draga, mint 7. A példaban a koltség csupan 10. Mivel egy Ut az egyszerre egy
fa is, igy taldltunk egy feszitéfat R-ben, melynek koltsége maximum dupldja T-nek.

A 2-es faktor a lemmaban sajnos nem javithatd, mert vannak olyan esetek, ahol a

minimalis feszitofa koltsége tetszélegesen kozel keriil a minmalis Steiner-fa koltégének kétszereséhez.

Példaul vegyiik azt az esetet, ahol S = {wy}, R = {v1,...,vn},d(vo,v;) = 1 minden
i =1,...,nre és d(v;,vj) = 2 minden 1 < i < j < n-re. Vagyis ahol minden kotelezé pont
2 tavolsagra van egymastél, de van egy opcionalis pont, amitél mind 1 tavolsagra vannak.
Ekkor a minimalis Steiner-fa az a vy kozepi csillag, n-es koltséggel, de a minimalis R beli
feszitofa koltsége az 2n — 2 kell legyen, mert egy n csucsu fanak n — 1 éle van, és minden él

2 stlyos.

3.2 Altaldnos approximacio

Az altalanos Steiner fa probléma hasonlit a metrikus valtozathoz azzal a kiilonbséggel, hogy

a tavolsag fliggvény az barmilyen lehet.

Ebben az esetben mar sajnos nem igaz, hogy egy minimaélis feszitéfa jo approximéciot
ad: vegyiik azt a példat, ahol R = {a,b}, S = {c}, d(a,b) = 101 d(a,c) =1 és d(b,c) = 1.

Itt a R minimalis feszitéfajanak az sszkoltsége az 101%0, mig a minimélis Steiner faé csak 2.

Ugyanakkor belathatd, hogy par okos véltoztatassal a metrikus Steiner fahoz tartozd

algoritmus atalakithato, hogy az altalanos problémara is miikodjon.

Lemma 3.2. Bdrmely ¢ > 1 konstanshoz, ha létezik c-approrimalo algoritmus a metrikus
Steiner fa problémdndl, akkor létezik c-approrimdlo algoritmus az dltalanos Steiner fa problémandl

18.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy A az egy polinomidlis ideji c-kozelité algoritmus metrikus
Steiner fakhoz, és kapunk egy példat az altalanos Steiner fa problémabdl (X = R U S, d).

Megmutatjuk, hogy hogyan polinomidlis idében c-approximéciés megoldést taldlni (X, d)-

10



hez.

Barmely két z,y € X pontra legyen d'(x,y) egy lehetd legrovidebb x — y 1t tdvolsiga
az X csicshalmazi silyozott gréfban a d(-,-) tévolsdgfiiggvény mellett. Ekkor a d'(-,-)
tavolsagfiiggvény mar kielégiti a haromszog egyenlotlenséget, hiszen barmely harom z,y, 2
pontra teljesiil, hogy a legrovidebb 1t hossza x-bdl z-be az nem lehet tobb, mint a legrovidebb
ut hossza z-bdl y-ba plusz a legrovidebb 1t hossza y-bdl z-be.

Ez azt jelenti, hogy az (X,d') az egy metrikus Steiner fa eset, és akkor alkalmazhatjuk
az el6bbi A algoritmust, amivel taldlunk egy 7" = (V', E) fat, melyre teljesiil

costg(T') < c-opt(X,d')

Emellett azt is tudjuk, hogy barmely pontpérra igaz, hogy d'(z,y) < d(z,y), vagyis vagyis
ha T* az egy optimadlis fa az eredeti (X, d) inputra, akkor

opt(X,d") < costy (T*) < costy(T™) = opt(X,d)

Ezt mind 6sszevéve kapjuk

costy(T) < c- opt(X,d)

Most a T" fabdl csindlunk egy G = (V, E) grafot gy, hogy barmely két csicsot 0sszekotd
(x,y) élt kicseréljitk az z-bél y-ba tartd, d(-) szerinti legrévidebb tttal. Ezzel a konstrukcidval
kapjuk

costq(G Z d(z,y) < Z d(z,y) = costy (T")

(zy)ekE (z,y)€E’

és a graf nyilvan osszefiiggo.

Azért van egyenlétlenség az egyenloség helyett, mert G bizonyos élei tobb legrovidebb

uthoz is tartozhatnak, de a bal oldalon nyilvan csak egyszer vannak szamolva.

11



Végiil vegyiink egy T' minimélis feszit6fajat G-nek d(-, -) szerint. Ekkor T' az egy Steiner
fa, és

costqy(T) < costq(G) < c-opt(X,d)

4 FEuklideszi Steiner-fak

4.1 Torténelmi attekintés
4.1.1 Az euklideszi Steiner probléma tipikus esetei (n = 1,2)

Legegyszertibben tigy tudjuk megérteni az euklideszi ST problémat, ha el6szor a legegyszertibb

eseteit vizsgaljuk, majd abbdl kiindulva felépitjiik az elméletet [Soo].

e n = 1 esetén vizsgaluk, hogy mekkora a minimalis tavolsaga a vy pontot tartalmazd
vonalnak. Trividlis, hogy ebben az esetben ez a hossz 0, hiszen maga a pont tartalmazza

onmagat.

e n = 2 esetén azt vizsgaljuk, hogy mekkora a wv; és ve pontokat tartalmazd vonal
minimalis hossza. Mivel két pont kozott legrovidebb tavolsag az ket 6sszekoto egyenes,

igy ezek a pontok a két pontot 0sszekoto szakaszon helyezkednek el.

4.1.2 Fermat Probléma

Az euklideszi ST problémat egészen Fermatig (1601-1655) vezethetjiik vissza. A Fermat
altal felvazolt probléma: Talaljuk meg egy sikban azokat a pontokat amelyek tavolsaganak
Osszege 3 adott ponttol minimélis.

Torricelli és Simpson két geometria bizonyitdssal dlltak el6 a kovetkezo széz év soran. Ezek
a korzot és vonalzot hasznéld konstrukceiok a kovetkezo képpen miikodtek. Jeloljiik a harom
pontot a sikon vy, v, vg-mal. Mindkét mddszer tigy indul, hogy 6sszekotik a pontokat, ezzel
egy Avivovg haromszoget kapunk, majd rajzolunk harom szabélyos haromszoget, egyet min-
den oldalara az eredetinek. A Torricelli mdédszer ezutan megrajzolja a harom szabalyos
haromszogre a koréjiik frhaté kordket. A p pontot, ahol a korok metszik egymast Torricelli

pont-nak hivjuk. A Simpson metédus pedig gy mikodik, hogy megrajzolja a Simpson
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egyeneseket a szabdalyos haromszogek nem Awjwvevs-beli csicsai és a veliik szemben levo
Avjvgvs-beli csicsok kozott. Ezen egyenesek metszete megegyezik A Toricelli pont-tal.
Ezen pont, amit az el6bbi médokon kaptunk megoldja a Fermat problémat és teljesiil ra,

hogy a vy, vo, v3 haromszog csticsparjai mind 120°-os szogben latszodnak beldle.

Abra 4: A Torricelli és a Simpson metoédus

Sajnos egyik algoritmus sem ad helyes megoldast abban az esetben, mikor a Awvjvovs
haromszognek van 120°-nél nagyobb szoge. Ekkor a Torricelli médszer egy hidromszogen
kiviilli pontot ad meg, mig a Simpson mddszerben az egyenesek nem feltétlen egy pontban
metszik egymast. Abban az esetben, mikor a haromszognek van 120°-nél nagyobb szoge a

keresett minimalis pont az a tompa cstcs.

U3

L
U1 U9

Abra 5: Tébb mint 120°-0s szog

Egy matematikus, Heinen, volt az, aki 0sszehozta ezen gondolatokat és megalkotta az

els6 teljes megoldasat a Fermat problémanak 1834-ben:
1. Ha a haromszog barmely belsé szoge nagyobb, mint 120°, akkor a Fermat probléma
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megoldasa megegyezik a 120°-néal nagyobb szogii csiccesal.

2. Ha a haromszog belso szogei mind kisebbek 120°-ndl, akkor a Fermat probléma megoldasa
a Simpson vonalak metszete vagy a Torricelli pont, mely megegyezik azzal a ponttal,

ahonnan a hiarom oldal mind 120°-ban 14tszdédik.

Fermat probléméja megegyezik a Steiner fa probléma n = 3 esetével, és hasznos lesz majd a

nagyobb n-es esetek vizsgalataban is.

4.1.3 Altalanositasok

Fermat problémajat tobb féle képpen lehet altalanositani. Egy lehetséges eset, hogy megk-
eressiik adott n darab vy, ve,...,v, ponthoz azt a p pontot, melyre Z?Zl |vjp| minimélis.
Ezen probléma tekintheto gy is, mintha egy sokszogben probalnank megkeresni azt a pon-
tot, melyre a csucsoktdl vett tavolsagok Osszege minimalis. Ez egy csillag alakii megoldast
ad, ahol p minden csiccsal egy éllel van Osszekotve. Ez volt az a probléma, amivel Ja-
cob Steiner(1796-1863) foglalkozott, de mégis egy masik, ennél érdekesebb feladat lett réla
elnevezeve.

Ez az érdekesebb éltaldnositas csak 1930 koriil keriilt elé: adott m pont a sikon, kon-
strualjuk meg azt a legrovidebb fat, melynek csicsai tartalmazzak ezt az n pontot. Courant
és Robbins foglalkoztak a Fermat problémaval és ezen altalanositasaval az 1941-ben meg-
jelent konyviikben: Mi a matematika?, és 6k hivatkoztal elészor a problémara mint az
Euklédeszi Steiner probléma. Melzak dolgozta ki az els6 algoritmust a Euklideszi Steiner
probléma megoldasara, amelyet a On The Problem Of Steiner ciml cikkében publikalt.
Ezt részletesebben megvizsgdljuk majd a kovetkezo fejezetben. Az algoritmusa a Fermat-

probléma geometriai megoldasara épit.

4.2 Kezdeti otletek
4.2.1 Terminologia

Az n pontu Euklideszi Steiner problémanak a lehetséges megoldéasai olyan T' halozatok az
euklideszi stkban, melyek Gsszekotik ezen n és a stk még néhany extra pontjat. A T csiucsai
koziil az eredeti n-et terminaloknak, ¢;, ¢ = 1,...,n, mig a tovabbiakat Steiner pontoknak,

sj, hivjuk.
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Az euklideszi steiner fa feladat megoldasat, vagyis azt a T' halézatot, melyre az 6sszhossz

minimalis, azt steiner minimum fanak nevezziik.

4.2.2 Lehetséges fa tipusok

A steiner minimum fa, nevébdl is adéddan fa kell, hogy legyen. Kovetkezésképpen, amikor
az euklideszi steiner probléma megoldasat keressiik, csak lehetséges fakat kell vizsgalnunk.
Steiner minimum fat taldlni adott n-hez nehéz. Ez azért van, mert T megoldas, ami

lokalisan minimalis, az globalisan mar nem feltétlen az.

Abra 7: Kiilénboz6 topolégisk

A T fa topoldgidja T topoldgiai jellemzoinek leirdsa. Ez azt jelenti, hogy leirjuk, mely
csucsparok kapcsolddnak az 6sszes lehetséges terminal és Steiner-pont koziil ¢1, ..., ¢y, 51,.. ., 5j.
A topolégia csak a kapcsolatokat hatarozza meg, nem a Steiner-pontok elhelyezkedését, és
ezért nem az élek hosszat. A n termindl elhelyezkedése ismert, mivel ez a probléma be-
menete. A 6. abra két, topoldgiailag azonos grafot mutat be. Mindkettonek négy terminélja

van, vy, ..., 04, és két Steiner-pontja, s1, s2, amelyek pozicidi a 7.(a) és 7.(b) abrak kozott
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valtoznak. A fekete pontok a termindlok, az iires korck pedig a Steiner-pontok. Nyilvanvald,
hogy mindkét fanal a vy és vg termindlok ugyanahhoz a Steiner-ponthoz kapcsolédnak, mint
a v3 és vy termindlok. Azonban a Steiner-pontok s és so elhelyezkedése kiilonbozik a két
grafban, és igy az Osszekoto élek teljes hossza is kiilonbozik. A 7. édbra két, topolégiailag
kiilénboz6 hélézatot mutat be. A 7.(a) abrén a vy és ve termindlok ugyanazon Steiner-ponton
keresztiil kapcsolédnak, mint a vs és vy, de a 7.(b) dbrdn a vy és vs termindlok egy Steiner-
ponton keresztiil kapcsolédnak, mig vo és v4 a masikon keresztiil. Egy fa, amely rovidebb,
mint barmely mas fa ugyanazzal a topoldgiaval, relative minimélis fanak nevezhet6 az adott
topologidra. A 6.(a) abra egy relative minimalis fa az adott topoldgidra.

A relative minimalis fak nem tartalmazhatnak nulla hossziisdgu éleket. Ennek a feltételnek
koszonheten egyes topoldgidknak nincs relative minimaélis faja. Vegyiik figyelembe a 8.(a)
abrét; ennek a topolégidnak a fajdnak hossza minimalis, ha |s; —s2| — 0. Azt a fat, amelyhez
kozeledik, degeneralt fanak nevezziik. A 8.(b) abra a degeneralt faja ennek a topoldgianak.

Két miivelet, amelyekkel egy fan dolgozhatunk, az Osszehtizas és a felosztas. Egy él
torlését és végpontjainak Osszevonasat Osszehuzasnak nevezziik. Az Osszehizas ellentéte a
felosztas, amely soran szétkapcsoljuk az éleket. Vegytik a [v1, u] és [ve, u] éleket, amelyek az u
csicsot v1-hez és v9-hoz kapcesoljdk, majd harom 1j élt hozunk 1étre, vy, uo|, [ve, uol, [u, uo],
amelyek a v, uy, ug csicsokat egy djonnan létrehozott ug csicshoz kapesoljak. A 9.(a) dbra

azt az eredményt mutatja, amikor az [v1, s1] élt Gsszehizzuk a 6.(a) dbran. A 9(b) dbra azt

Abra 8: Degeneralt fa

az eredményt mutatja, amikor tjra felosztjuk a 9(a) dbran az [vy, va] és [v1, s2] éleket.

Ha egy fat nem lehet leroviditeni egy kis permutacioval, beleértve a felosztast és az
osszehizast, akkor a fat Steiner-fanak nevezziik. A Steiner-fa mindig relative minimalis fa a
topoldgidja szempontjabdl, és a Steiner minimalis fa mindig Steiner-fa.

A relative minimalis fak hasznosak, mert egy topolégidhoz legfeljebb egy relative minimélis
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(a) (b)

Abra 9: Osszehtizas és felosztas

fa létezik, és ha létezik, akkor lehetséges azt megkonstrualni. Lehetséges Steiner minimalis
fakat kapni ugy, hogy el6szor megkonstrualjuk a relative minimaélis fat minden topolégiahoz,
majd megtalaljuk azt, amelyiknek a legrovidebb a hossza, ez lesz a Steiner minimalis fa.
Ahogy latni fogjuk, ez nem konnyt feladat, mivel tobb ezer kiillonb6z6 relative minimalis fa

l1étezik még egy n = 6 pontu halézat esetén is.

4.3 Alapveto tulajdonsagai a Steiner-faknak

Megvizsgéaltuk az euklideszi Steiner-probléma alapveté otleteit, beleértve harom tipusu fat,
amelyek fontosak a probléma megoldasanal. Ez a rész a Steiner-fak néhény alapveto tula-
jdonsagaval foglalkozik. Ezek a tulajdonsiagok megkonnyitik az Osszes Steiner-fa keresését

egy adott probléma esetén, igy megkonnyitve a Steiner minimélis fa keresését.

4.3.1 Szog feltétel

Ha T két éle 120 °-nal kisebb szogben talalkozik, akkor lehetséges a fa roviditése a kovetkezo
modon. Nevezziik v-nek azt a cstuicsot, ahol két él, eq és ea, 120°-nal kisebb szogben talalkozik.
Ezutan taldljuk meg a p; és po pontokat az e és ep éleken tgy, hogy |p1 — v| = |p2 — v|.
Ekkor egy 1j s Steiner-pontot helyeziink a Apjvpy Torricelli-pontjaban (emlékezziink az
n = 3 esetére). Ekkor egy 1j, rovidebb fa jon létre, ha v-t és e; és ex mésik két végpontjat
osszekotjik az s Steiner ponttal; 1asd a 10. abrat. Ezért egy minden Steiner-fara vonatkozo
feltétel: egyetlen él sem talalkozhat 120 °-nal kisebb szogben. Ezt a feltételt a
Steiner-fak szogfeltételének nevezziik. A szogfeltétel azt jelenti, hogy egy Steiner-fa egyetlen
cstcsdnak (Steiner-pont vagy termindl) fokszama sem lehet nagyobb 3-nal, mivel ez 120 °-

nal kisebb szoget eredményezne. A szogfeltétel azt is jelenti, hogy egy Steiner minimalis fa
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élei nem keresztezik egymast, mert a keresztezo élek két 90 °-nél kisebb vagy egyenld szoget

eredményeznének.

(a) (b) \ (c)

Abra 10: Szogfeltétel

4.3.2 A csucsok fokai

Steiner-pontok nem sziikségesek egy Steiner-faban, a céljuk csak az 0sszekoté vonalak teljes
hosszdnak csokkentése. Igy vildgos, hogy minden 1 foki Steiner-pontot, d(sj) =1, el lehet
tavolitani T-bol, a hozzajuk kapcsolodo élekkel egytitt, igy csokkentve a fa teljes hosszat.
Tovébba, minden 2 foki Steiner-pontot, d(s;) = 2, el lehet tavolitani, a hozzajuk kapcsol6do
két éllel egytitt, és helyettesiteni Gket egy direkt éllel, mely 6sszekoti s; eredeti két szomszédos
csucsat (akar termindlok, akar Steiner-pontok). Ebbol kovetkeztethetiink arra, hogy minden
Steiner-pontnak legaldbb 3 fokinak kell lennie, d(s;) > 3.

A szogfeltétel eredményeként minden Steiner-fa csicsanak, legyenek azok terminalok
vagy Steiner-pontok, fokszama legfeljebb 3 lehet. Ebbol kévetkeztethetiink arra, hogy min-
den Steiner-pontnak pontosan 3 foktunak kell lennie, d(s;) = 3, és harom élnek kell talalkoznia
120 °-o0s szogben. Tovabbé, minden termindlnak legfeljebb 3 fokunak kell lennie, d(v;) < 3,

és az éleknek 120 -os vagy annal nagyobb szogben kell taldlkozniuk.

4.3.3 Steiner pontok szama

Legyen egy T Steiner-fanak n termindl pontja, vy,...,v,, és k Steiner-pontja, si,..., sg.

Ismert gréafelméleti eredmények: (i) minden fanak |V| csicesal |E| = |V| — 1 éle van, (ii)

ZZ‘L:1 d(vi)
==

minden grafnél |F| =

Lemma 4.1. Egy Steiner-fanak legfeljebb n — 2 Steiner-pontja van.
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Bizonyitds: Egy Steiner-fanak n + k csicsa van, ezért (i) alapjan n + k — 1 éle van. Mivel
minden Steiner-pont fokszdma 3, d(s;) = 3, és minden termindlnak legalabb 1 egy fokszama,

d(v;) > 1, (ii) alapjan az élek szama legaldbb [3k +n] kell, hogy legyen. Ebbdl kovetkezik,

2
hogy
k
n+k_123 +n
n—2>%k

4.3.4 Geometriai tulajdonsagok osszefoglalgja

Legyen T' egy Steiner-fa n terminallal, v; és k Steiner-ponttal, s;:

1. T cstcsai v1,...,Upn, S1,...,Sk
2. T-ben nincsenek keresztezd élek
3.d(s;)) =3, 1<i<k

4. Minden sj, 1 < j < k Steiner-pont a harom sj-hez szomszédos cstics altal alkotott

haromszogre

4.3.5 Konvex burok

Az euklideszi térben egy S alakzatot konvexnek neveziink, ha minden benne 1évo pontpar,
pi €s p;j esetén az egyenes vonalon, p—Zﬁ; 1év6 minden pont is S-ben van.

A wvq,...,v, pontok konvex burka az euklideszi térben az a minimalis konvex alakzat,
amely tartalmazza az vy, . .., v, pontokat, azaz az a forma, amelynek a teljes teriilete minimaélis.
Ezt a fogalmat igy is lehet értelmezni, hogy a vy, ..., v, pontok oszlopokként viselkednek, a
konvex burok pedig az a forma, amelyet akkor kapunk, ha egy nagy gumiszalagot helyeziink
az oszlopok Koré.

Egy Steiner-faban minden Steiner-pont a wvy,...,v, termindlok konvex burkan beliil

helyezkedik el.
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4.3.6 Teljes Steiner-fak

Azt a topoldgiat, amely a maximélis szamu Steiner-ponttal rendelkezik, & = n — 2, teljes
topolégidanak nevezziik. Az ehhez a topolégiahoz tartozé relative minimalis fat teljes Steiner-
fanak nevezziik. A teljes Steiner-fa Steiner-fa, mert nincs lehetéség felosztani és 1j Steiner-
pontokat létrehozni. Egy teljes Steiner-faban minden terminalnak pontosan 1 a fokszama,
d(vi) = 1. Minden teljes Steiner-fanak n+k —1=n+mn—2—1=2n — 3 éle van.

Egy Steiner-topolégia egyértelmiien szétszedhetd éldiszjunkt részgrafokra (éldiszjunkt
azt jelenti, hogy egyik részgraf sem osztozik éleken), amelyek mindegyike egy teljes Steiner-
topoldgia. A teljes Steiner-fak konnyebben konstrudlhaték, mint a Steiner-fak, igy egy modja
annak, hogy Steiner-fat talaljunk az az, hogy a teljes Steiner-fa komponensekbdl épitjiik fel.

Egy nem teljes Steiner-fa az alabbi mddon bonthaté fel teljes fék unidjara: minden
termindlt, v;, amelynek fokszama d(v;) = d, ahol d > 2, helyettesitsiink d 1j terminallal,
Vi, ..., Vi,, mindegyik ugyanazon a helyen van, mint v;, de nincsenek Gsszekotve. Csat-
lakoztassuk mindegyik d élt, amely v;-hez volt kapcsolva, egy kiilonb6zo 1j termindlhoz,
Viys ..., Viy. Bz tobb kisebb teljes Steiner-fat eredményez, amelyeket az eredeti Steiner-fa
teljes komponenseinek neveziink. Forditva, amikor egy adott topolégia nem teljes, meg
lehet talalni a teljes komponensek topoldgidit, majd kiilon-kiilon megépiteni a teljes kompo-
nenseket, miel6tt egyesitjik ket a kivant Steiner-fa eléallitasahoz.

Az a tény, hogy egy Steiner-topoldgia szétszedhetd éldiszjunkt teljes Steiner-topolégidkra,

az alabbi két allitashoz vezet.
Megjegyzés 4.1.1. Egy adott Steiner-topologidhoz legfeljebb egy relative minimalis fa létezik.

Megjegyzés 4.1.2. Eqgy adott Steiner-topologidhoz legfeljebb egy Steiner-fa létezik.

4.4 Steiner topologiak szama

Az egyik médja annak, hogy megtaldljuk egy n termindlos Steiner minimalis fat, az az
Osszes lehetséges Steiner-fa megépitése és annak megkeresése, amelyiknek a legrévidebb a
hossza. A 4.1.2-es kovetkezmény kimondja, hogy egy adott Steiner-topologidhoz legfeljebb
egy Steiner-fa 1étezik, igy az Osszes lehetséges Steiner-fa kimeritéséhez elegendé az Osszes
lehetséges Steiner-topologia megtalalasa.

Nyilvanvald, hogy a lehetséges Steiner-topologiak szama novekszik a terminalok szaméval.

Most megvizsgaljuk, hogy mi a valés kapcsolat a lehetséges Steiner-topolégiak széama és a
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terminalok szama kozott. Mivel a minimélis Steiner-fat az Gsszes Steiner-topologia figyelem-
bevételével kell megtalalni, az, hogy a kiillonb6z6 Steiner-topoldgidk szama hogyan novekszik
az n-nel, jelzi, hogy mennyivel nehezebb megtaldlni a Steiner minimélis fakat, ahogy az n
novekszik.

Legyen f(n), n > 3 a teljes Steiner-topologidk szdma egy adott n-re. Mivel ezek teljes
Steiner-topolégiak, tudjuk, hogy n — 2 Steiner-pontjuk lesz. Eloszor is egy képletet akarunk
levezetni a teljes Steiner-topolégidk szamara.

Emlékezziink arra, hogy egy teljes Steiner-topolégidban minden terminélnak 1 a fokszama,
és egy Steiner-ponttal szomszédos. Emlékezziink arra is, hogy minden teljes Steiner-topologidnak
2n —3 éle van. Legyen f(n-+1) egy teljes Steiner-fa n+ 1 termindllal. Ha eltavolitjuk a v,
terminalt és a hozza tartozd Steiner-pontot, akkor egy n terminalos teljes Steiner-topologiat
kapunk. Minden n + 1 termindlos teljes Steiner-topologia megkaphaté egy n terminalos
teljes Steiner-topol6gidbdl gy, hogy egy Steiner-pontot, s;, hozzdadunk az egyik (2n — 3)
él kozepéhez, és hozzdadunk egy élt, amely s-t Osszekoti az 1) terminallal, v,1-el. fgy

f(n+1)=(2n—23)f(n).

Tétel 4.2. Legyen f(n), n > 2, a n termindlos teljes Steiner-topoldgidk szama. f(n) =
(2n — 4)!/[2"2(n — 2)!].

Bizonyitds: Csinaljuk indukciéval: n = 3: f(3) = 1, mivel csak egy lehetséges teljes Steiner-

fa van n = 3 esetén, amelyben minden terminalt egy él kot Ossze ugyanazzal a Steiner-

ponttal. f(3) = % = 1. Tehét igazoltuk n = 3 esetén.
.. . —4)!
Tegyiik fel, hogy igaz n-re: ekkor f(n) = %.
o, - . . -4y
. B122)?ny1tsuk n + 1 esetén: (Be akarjuk mutatni, hogy f(n + 1) = T DS 1)) =
n—z).
F 111
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fin+1)=(2n=3)- f(n)

B (2n —4)!
==Y msn )
~ (2n-3)!

- 27 2(p — 2)!

(2n —2) x (2n — 3)!
(2n —2) x 2n=2(n — 2)!

B (2n —2)!
C2x2"2.(n—1) x (n—2)!
~ (2n-2)!

Sl (n—1)!

O

Legyen F(n,k), n > 3, az n termindlos és k Steiner-pontos Steiner-topologidk szama,
ahol nincs 3 fokszamu termindl csics, d(v;) = 1,2. F(n, k) az n = k teljes Steiner-topolégidk
szamabol, f(k)-bol nyerhetd. Ezt tgy érjik el, hogy elészor kivdlasztunk k + 2 termindlt
és egy teljes Steiner-topolégiat, majd hozzdaadjuk a maradék n — k — 2 terminélt egyenként
az egyik (k+2)+ k — 1 = 2k + 1 él bels6 pontjaira. Az elsé termindl a 2k + 1 él egyikére
kertilhet, a méasodik a 2k + 2 él egyikére, és az (n —k —2)-ikka2k+n—k—-2=k+n —2

[ n (n+k—2)!
Fin k) = (k+2>f(k) (2k)!

darab él egyikére. fgy

Ez a Steiner-topolégidk szama 1 és 2 foku termindlokkal, d(v;) = 1,2. Most vegyiik fi-
gyelembe a 3 foku termindlokkal rendelkez6 Steiner-topolégidkat is, d(v;) = 3. Legyen ng a
3 foku termindalok szama a topolégiaban. Egy ns darab 3 foku terminélt tartalmazé Steiner-
topolégia n — ng darab 1 és 2 foku termindlt és k& + n3 darab Steiner-pontot tartalmazo
topolégiabdl nyerhet6 gy, hogy ns darab Steiner-pontot terminélként jeloliink meg.

Legyen F(n), n > 3 az n termindlos Steiner-topolégidk szama.

F)=3"%" (??3) F(n—ns,k -]:!ng)(k: +n3)!

k=0 n3=0
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Mind a teljes Steiner-topolégidk f(n), mind a Steiner-topolégidk F'(n) fliggvénye szuper-
exponencialisak. Ez azt jelenti, hogy még gyorsabban novekednek, mint egy exponencialis

fiiggvény. Az f(n) és F(n) els6 értékeit a kovetkez6 tablazat tartalmazza.

n 213 4 5) 6 7
f(n) |11 3| 15 | 105 945
F(n)|1{4|31|360| 5625 | 110800

Table 1: A teljes Steiner-topologiak és a Steiner-topoldgidk szamanak novekedése n-nel

4.5 Pontos algoritmus

Az ebben a fejezetben bemutatott algoritmust pontos algoritmusnak nevezziik, mert célja
a probléma pontos megoldasanak megtalalasa. Fz kiilonbozik a kozelito algoritmusok vagy

heurisztikakétol, amelyek célja a probléma hozzavetolegesen jé megolddsanak megtaldlasa.

4.5.1 Melzak algoritmus

Melzak volt az els6 matematikus, aki algoritmust javasolt az euklideszi Steiner-fa problémara.
Az algoritmus azzal miikodik, hogy megtalalja az Osszes lehetséges topolégidhoz tartozd
Steiner-fat. A 4.1.2-es kovetkezmény szerint minden topolégidhoz egyedi Steiner-fa tartozik.
Melzak algoritmusa arra Osszpontosit, hogy hogyan taladljuk meg a Steiner-fat egy adott
topoldgidhoz, majd miutan mindet megtaldltuk, a legrovidebb lesz a Steiner minimalis fa.
Az algoritmus miikédését itt fogjuk bemutatni,

Tegyiik fel, hogy ismerjiikk a Steiner-fank, 7', topoldgidjat. Ezért ismerjiikk a Steiner-
pontok szamat T-ben és az Osszes kapcsolatot a termindlok és a Steiner-pontok kozott,
Vly...,Upn,S1,...,Sk De nem ismerjiik a Steiner-pontok helyzetét.

Minden Steiner-fa, amelynek legalabb egy Steiner-pontja van, legalabb két terminalt is
tartalmaz, nevezziik ezeket a-nak és b-nek, amelyek ugyanahhoz a Steiner-ponthoz, nevezziik
p-nek, kapcsolodnak. Azt mondjuk, hogy a és b terminélok testvérek. Tudjuk, hogy minden
Steiner-pont fokszama 3, igy lesz egy harmadik cstics is, amely p-hez szomszédos, nevezziik c-
nek. Tudjuk, hogy p a Aabc Torricelli-pontja. A T’ fa, amelyet igy kapunk, hogy eltavolitjuk
az ap és bp éleket, és hozzdadjuk a pd élt, ugyanolyan hosszi, mint a 7" fa (ahol d az ab élre

épitett egyenl6 oldali haromszog Aabd harmadik pontja a Aabe haromszoghen). Ezért az
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n-es Steiner-fa egy adott topolégidhoz valé megtalalasa ekvivalens azzal, hogy megtalaljuk a
T-fa Steiner-fajat, ahol a és b termindlok és a hozzajuk kapcsol6do élek c-vel 1) termindlra,
d-re cserélédnek, amely c-hez kapcsolodik.

A Steiner-pont p helyzete meghatarozhaté az ab élre épitett egyenld oldali haromszog
Aabd konstrukcidjaval a Aabc hdromszogben. Ha ¢ egy termindl, akkor egyértelmi, hogy
melyik oldalra épitsiik az egyenlo oldali haromszoget, de ha ¢ egy Steiner-pont, akkor
helyzete nem ismert, igy mindkét lehetoséget ellendrizni kell.

Melzak algoritmusa két szakaszbol all. Az els6 szakasz, amelyet egyesitési szakasznak
neveziink, a topolégia csokkenésével n-rol 2-re csokken a termindlok szama, és az eredeti
terminalok 1j termindlokkal helyettesitodnek a fent leirt folyamat soran. Minden eredeti
terminal, kivéve legfeljebb egyet, kicserélédik ebben a szakaszban. Ebben a szakaszban
szamos alprobléma keletkezik, mivel ha ¢ egy Steiner-pont, akkor két lehetséges hely van a
helyzetének meghatarozasara. Miutan a termindlok szama 2-re csokkent, és a megvaltozott
topolégiaban mar nincs tobb Steiner-pont, a masodik szakasz veszi at a szerepet. A masodik
szakasz a rekonstrukcios vagy bovitési szakasz. Ez azzal kezdddik, hogy a két megmaradt
terminalt egy egyenes vonallal 6sszekotjiik. Ezutan egy Steiner-fa épiil fel igy, hogy az eredeti
terminalokat Steiner-pontokkal helyettesitjiik, a harom csics Torricelli-pontjanak helyén.

Az algoritmus szavakkal torténd leirasa nem teszi egyértelmiivé, hogyan mikodik. Az
algoritmus formalis definicigjat kovetkezik, amelyben az algoritmus miikodése vilagosabba

valik.

4.5.2 Az algoritmus

Az algoritmus bemenete egy n termindlbdl all6 halmaz és egy topoldgia. Az algoritmus

kimenete a Steiner-fa ehhez a topoldgiahoz.

1. amig létezik egy Steiner-pont

(a) Valasszunk ki két termindlt, a-t és b-t, amelyek ugyanazzal a p Steiner-ponttal
szomszédosak. Nevezzik a p-hez szomszédos harmadik pontot c-nek. Szamitsuk ki
a két pontot, di-et és do-t, amelyek egyenld oldali haromszoget alkotnak a-val és

b-vel. Tavolitsuk el a-t és b-t a topolégiabdl.

(b) Ha ¢ egy terminél, akkor vélasszuk ki dy és da koziil azt a pontot, amelyiknél a

Aabd; haromszog kiviil esik a Aabc haromszogon, és helyettesitsiik p-t d;-vel.
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(c) Ellenkez6 esetben hozzunk létre két 1j problémat, egyet dj-re és egyet da-re. Mind-
kettoben helyettesitsiik a p Steiner-pontot egy termindllal, amelynek koordinatai

d;. Kezeljiik a generalt problémékat rekurzivan.
2. amig a fa T nem tartalmazza az Osszes eredeti terminalt

(a) ha nem létezik tobb Steiner-pont akkor
e Kossiik 0ssze a terminalokat élekkel az aktualis topoldgia szerint.

(b) amugy [Ez a visszalépés. Legyen a és b a két termindl, amelyet eltavolitottunk
az 1. szakasz megfeleld 1épésénél, d az tjonnan beillesztett termindl, és ¢ a d-hez

szomszédos csucs a fa aktudlis topoldgidjaban):

e Ha az Aabd haromszoget koriiliré kor metszi a dc egyenest (kivéve d-t), akkor

kosse oOssze a-t és b-t a metszésponttal, p-vel, és tordlje a dp vonalszakaszt.

e Ellenkez6 esetben STOP: az adott topolégia nem ad érvényes Steiner-fat.

5 VLSI dizajn

Az elektronikus dramkorok tervezése egy hierarchikus folyamat, amely tobb fazisbdl all. A
kezdete azon feladat lefrdsa, amelyet a tervezendo aramkornek kell elvégeznie. Egy ilyen
feladat tekintheto egy osszetett logikai fiiggvénynek, amely sok elemi logikai miiveletbdl all.
Altaldban t&bb ilyen elemi logikai miivelet egy logikai egységbe van kombinalva. A logikai ter-
vezési fazisban a chip tervezéi meghatarozzak, hogy mely elore definialt logikai egységeket kell
hasznalni, és eldontik, hogy mely kivalasztott logikai egységeket kell vezetékekkel 6sszekotni,
hogy a chip a kivant médon miikodjon.

A logikai egységeket celldknak is nevezik. Minden cella jellemz6i kozé tartozik a szélessége,
magassaga, érintkezési pontjai (in. termindlok) és elektromos tulajdonsdgai. A net egy
olyan termindlkészlet, amelyet egy vezetéknek kell Gsszekotnie (ahogy azt a logikai tervezési
fazisban meghatdrozték). A celldk listaja és a netek listdja a fizikai tervezési fazis bemenete.
Itt a feladat az, hogy a cellakat egy adott téglalap alaku tertilethez rendeljiik, és a halokat
vezetékekkel Osszekossiik (itvonaltervezés). A fizikai tervezési probléma természetesen bony-
olultabb, mint ahogy a fenti vazlat sugallja, mivel bizonyos tervezési szabdalyokat figyelembe
kell venni, egy célfiiggvényt minimalizalni kell, stb. A tervezési szabalyok nagymértékben

fiiggenek az adott elrendezési stilustol, és meghatarozzak példaul, hogy két netnek milyen
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tavolségra kell lennie egyméstél. Ez kiilondsen érvényes a célfiiggvényre. Altaldban az
elsédleges cél a chip teljes teriiletének minimalizalasa, vagy ha a chip teriilete elére rogzitett,
a huzalozhatdsag garantalasa, azaz a cellak elhelyezési problémajanak megoldasa 1gy, hogy
l1étezzen egy megvaldsithato ttvonaltervezési megoldas.

A huzalozhatésag azonban nehezen mérheto és kifejezhetd célfiiggvény formajaban. Ezért
nagyon gyakran a teljes utvonalhossz minimalizalasat hasznaljak helyette. Egy masik ok az
utvonalhossz minimalizélasara az, hogy egy kis titvonalhosszi elektronikus aramkor altalaban
kevés helyet igényel. fgy a teljes teriilet minimalizéldsa (valahogy) implicit médon figyelembe

van véve az utvonalhossz minimalizéldasaval [M GI.

5.1 Derékszogiu Steiner-fak

A derékszogii Steiner-fa probléma kulcsfontossagi a VLSI dizdjnban [Pey]. Szémos alka-
Imazéasban jelenik meg, példaul az inverterfa és az drajelfa algoritmusokban, valamint a
globalis és részletes tutvonaltervezésben. A vezetékek orientécidjara vonatkozd technologiai
korlatok miatt a VLSI tervezésben az Gsszekottetések altalaban derékszogii Steiner-fak. A
Steiner-fa probléma hatékony kezelése érdekében a gyakorlatban szinte mindig kétdimenzios
problémava alakitjak. Bar ez az egyszertsités egyértelmiien korlatozas, megoldasa elegendo
a Steiner-fakkal dolgozé algoritmusok tobbségéhez.

A probléma sordn adott egy véges (elektromos) termindlok halmaza, amelyet a sik egy Z
pontkészletének tekintiink. A sikban 1évo derékszogli Steiner-fa olyan fa, amely a megadott
pontkészletet kizarolag vizszintes és fliggdleges vonalszakaszokkal kapcsolja 6ssze. A fa von-
alszakaszait éleknek nevezziik. Az élek csak a fa csicspontjain talalkoznak, és egyetlen cstcs
sem metszi egy él belso részét. Megjegyzendo, hogy minden termindl csics. Egy adott T fa
esetén a V(T) jeloli a csicsait, az E(T) pedig az éleit. A derékszogi Steiner-fak feltételezése
szerint nincsenek atfedo élek, mivel ezek egyértelmiien szuboptimalisak a teljes hossz tekin-
tetében. Ezért minden csicsnak legfeljebb egy szomszédos éle van mind a négy irdnyban. Egy
csucs fokszdama az élek szama, amelyekhez kapcsolodik. Egy Steiner-pont egy nem-terminal
csucs, amelynek fokszama harom vagy négy, mig egy sarokpont egy olyan nem-terminal csics,
amelynek fokszama ketto, ahol a két él, amely a sarokponton talalkozik, merdleges. Az olyan
nem-termindl csuicsokat, amelyek fokszama kettd, és amelyek két ko-linearis szomszédos éllel
rendelkeznek, eltavolitjuk mindkét él egyesitésével. Feltételezziik, hogy minden osszekottetés

a termindlok és/vagy a Steiner-pontok kozott a legrovidebb derékszogii utak, és hogy ninc-
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senek két szomszédos sarokpont a faban, azaz lépcsés Osszekottetések nem megengedettek.
fgy a termindlok és/vagy Steiner-pontok kozotti osszekottetések legfeljebb két élbél allnak.
Ebben a fejezetben a tavolsagokat mindig [; metrika alapjan mérjiik, ha nincs masként
meghatarozva. Az u és v csticsok kozotti derékszogl tavolsdgot |uv| jeldli, mig egy T fa
hossza |T'| az Osszes éle hosszanak Osszege. A legrovidebb derékszogli Steiner-fat Steiner-

minimélis fanak (SMT) nevezik.

5.2 Minimalis Steiner-fak masodlagos célfiiggvénnyel

Ebben a szakaszban azt a probléméat targyaljuk, hogy miként lehet egy fat létrehozni - az
osszes legrovidebb hosszisagu rektilinearis Steiner fa koziil - amely minimalizalja a megadott
célfiiggvényt. Foként azzal a problémaval foglalkozunk, ahol a célfiiggvényt a silyozott

utvonalhosszak 6sszege hatarozza meg.

5.2.1 A probléma megalapozasa

A vizsgalt problémaban feltételezziik, hogy a fa gyokere a forras r € Z, mig a tobbi terminal
Z-ben a nyeldk. fgy a fa valéjaban egy Steiner fasitds Z-re, amely a forrasndl van gyokerezve.
Az elektromos jelnek a forrastol a nyelokig kell terjednie az elkészitett fan keresztil. A
fa kialakitasakor szamos ellentmondé célkitlizést kell figyelembe venni. Itt az alabbi két

célkitiizés érdekel minket [Pey]:

o A fa teljes hosszat minimalizalni kell, mivel ez csokkenti a teriiletigényeket, a zstfoltsagot

és az energiafogyasztast.

o A jel késleltetését a forrastdl a nyelokig minimalizalni kell, mivel ez csokkenti az Osszes

orajelciklus idejét.

Az a megoldéds, amely csak az els6 célkitlizést veszi figyelembe, egy derékszogii Steiner-
minimalfa (RSMT). Az RSMT-k barmilyen gyakorlati méretli valtozatat gyorsan ki lehet
szamitani. A teljes hossz minimalizalasa hagyoméanyosan az elsédleges cél, mivel ez a célkitiizés
a gyakorlatban a jelkésleltetés szempontjabol is ésszertien jo. Tovabba, a legtébb ter-
mindlkészlet (mds néven net) esetében a jelkésleltetés nem fontos; ezek a netek nem részei a
chip kritikus jelpalyajénak. Azonban azoknal a neteknél, amelyek a kritikus jelpalya részét

képezik, a jelkésleltetés nyilvanvaléan nagyon fontos.
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Ebben a szakaszban az olyan RSMT-k (derékszogii Steiner-minimélfék) épitésének probléméjét
vizsgaljuk, amelyek minimalis teljes hosszal rendelkeznek, és amelyek a jelkésleltetés szem-
pontjabdl a lehet6 legjobbak. Ezért anélkiil, hogy felaldoznank a minimalis teljes hosszisagot,
megprobaljuk javitani a jelkésleltetést (ha lehetséges), azaz a jelkésleltetést mésodlagos
célként kezeljiikk az RSMT-k épitésekor. Az igy javasolt algoritmusok tehat felhasznalhatok
a chipen talalhato Gsszes minimalis hosszusagi Osszekottetés javitdsara. Azonban a kri-
tikus jelpalyan talalhato egyes halok esetében sziikséges lehet a minimalis teljes hosszisag
felaldozasa alternativ modszerek alkalmazasaval

Egy adott T fa esetén, amely lefedi Z-t, legyen Pp(r,z;) az utvonal a forrdstél r a
zi € Z \ {r} nyelig T-ben, és |rz;|r annak hossza (vagy a tdvolsdg T-ben r-tél z;i-ig).
Tovabba, legyen w; > 0 egy pozitiv sily a z; nyelore. Tanulmanyunk féként a kovetkezd
problémaéara 6sszpontosit:

Derékszogli Steiner-fa probléma siilyozott ttvonalhosszak 6sszegével (RST-
PWP)

Adott:

e Egy termindlkészlet Z a sikban;
e egy kijelolt forras r € Z;
e w; > 0 stlyok minden z; € Z \ {r} nyel6re.

Cél: Epitsiink egy T derékszogli Steiner-minimalfét r-re, tgy hogy ZzieZ\{r} wi|rzi| T
minimalis legyen.

Egy optimélis megoldast az RSTPWP-re T' derékszogli Steiner-minimalfaval jeloljiik.
Lasd az alabbi abrat.

Abra 11: Két RSMT ugyanarra a termindlkészletre. A jobb oldali RSMT jobb jelatviteli
késleltetési tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a bal oldali RSMT. Valgjaban a jobb oldali
RSMT egy optimaélis megoldas az RSTPWP-re, mivel az Gsszes it a forrastdl (r) a lefolydkig

a legrovidebb rektilinearis utak.
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Az RSTPWP célkitlizéseit a VLSI tervezés motivalja, ahol fontos, hogy a fakat ne
csak a lehet6 legrovidebbre épitsiik, hanem jo idézitési tulajdonsdgokkal is rendelkezzenek.
Egy forrasbol egy fan keresztiil terjedd jelnek meg kell felelnie a meghatarozott idozitési
korlatoknak. FEzeket a korlatokat hozzavetdlegesen tiikrozhetik a w; sulyok minden z; €
Z \ {r} nyeldre, ahol a kritikus nyelék magasabb silyt kapnak, mint a kevésbé kritikus
nyelok.

Az RSTPWP probléma megfogalmazasanak elénye, hogy egyszerti és nem hasznal semmi-
lyen id6zitési paramétert. Azonban a silyokat gondosan kell megvalasztani annak érdekében,
hogy megfeleloen kifejezzék a nyelok kritikus voltat. Egy altalanosan hasznélt késleltetési
kozelités Elmore-tdl [1948] szarmazik. Az Elmore késleltetési modell jo becslésként szolgal a
jel késleltetésének kiszamitasahoz a forrastol a nyelokig egy T' faban. Adott egy forrdsellenallas
Ry, vezetékegységenkénti ellendllas Ry, és kapacitas Cypr, valamint ¢; terhelési kapacitdsok
minden z; € Z\ {r} nyel6re, az Elmore késleltetés delr(z;) egy z; nyelére az aldbbiak szerint

definialt:
Ce

delT(zi) = RdCT,r + Z Te < 5

e=(u,w)EE(Pr(rz;))

+ CTﬂ}) )

ahol re := Rypit - |uv|r és ce := Cunit - |uv|r jelenti az (u, v) él ellendllasat illetve kapacitdsat,

és Oty a T fa v csicsan gyokerezd részfdjanak lefelé iranyulo kapacitésa.

Alapveto jelolések és definiciok

Egy adott T fara, amely r-nél gyokerezik, a kovetkezo jeldléseket hasznaljuk egy w € V(T') \

{r} csicsra:
e P(u): u elédje vagy sziildje.

e S(u): u utédja, azaz u gyermeke, amely egyvonalban van P(u)-val és u-val. Ha ilyen

gyermek nem létezik, akkor S(u) = nil.

e L(u): u bal oldali gyermeke, ha P(u)-tél u felé néziink. Ha ilyen gyermek nem létezik,
akkor L(u) = nil.

e R(u): u jobb oldali gyermeke, ha P(u)-t6l u felé néziink. Ha ilyen gyermek nem létezik,
akkor R(u) = nil.
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S(u)

u

L(u) < i » R(u)

P(u)

Egy u csicsot T-csticsnak neveziink, ha mind L(u), mind R(u) létezik, de S(u) nem
létezik; kiilonben u-t nem T-csicsnak nevezziik.

Egy vagy tobb szomszédos, egyvonalban 1év6 él sorozatat szegmensnek nevezziik. Egy
maximalis szegmens olyan szegmens, amely nem része egy masik szegmensnek. Egy teljes
szegmens olyan szegmens, amelynek belso csicsai mind Steiner-pontok, és amely nem része
egy masik szegmensnek, amelynek csak Steiner-pontok a belso csicsai. Megjegyezziik, hogy
barmely él pontosan egy maximélis/teljes szegmens része.

Egy szegmens S belépd csticsa az a csics a szegmensben, amely a legkozelebb van a
forrdshoz. Ha a belépo csiics nem maga a forras, akkor az S belépo éle az az él, amelynek
a belépd csics a feje. (A maximélis szegmens S belépd éle mindig merdleges S-re.) Ha-
sonléképpen, egy kilépd él S-bol olyan él, amelynek a farka S-hez tartozik, mig a feje nem.

A Z termindlkészlet Hanan-rdcsa H(Z) ugy nyerhet6, hogy fiigg6leges és vizszintes von-
alakat hizunk Z minden pontjan keresztiil. Ennek megfelelden a Hanan-récs graif HGG(Z)
a kovetkezOképpen definidlt: az H(Z) metszéspontjai a csicsok, és egy csicspart akkor
és csak akkor kotiink Ossze, ha a megfelelo metszéspontok szomszédosak a Hanan-racsban.
Az HGG(Z) graf egy élének {u,v} hossza [, az (euklideszi) tdvolsdg a megfelelé Hanan-
racs metszéspontok kozott. A T(Z) a HGG(Z) olyan részfainak halmazat jeloli, amelyek
osszekotik Z-t és r € Z-nél gyokereznek.
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Teljes Steiner-fak az RSTPWP-hez

Ebben a szakaszban egy szerkezeti eredményt mutatunk be, amely az RSTPWP optimalis
megoldasait jellemzi. Ez az eredmény példaul felhasznalhaté egy elofeldolgozasi fazisban a
graf példanyainak csokkentésére a késébb bemutatott pontos algoritmushoz.

Egy teljes Steiner-fa (FST) olyan Steiner-fa, amelyben minden termindal levél. Az FST
minden bels6 csuicsa Steiner-pont vagy sarokpont. Az RSTPWP egy optimadlis 7" megoldasa,
iranyitott FST-kre bomlik, azaz minden FST-nek van egy kijelolt terminalja, mint helyi
gyokér, és minden él ebbdl a gyokérbol kifelé iranyul. Az aldbbiakban jellemzést adunk az
FST-krol barmely T-ben. Legyen F' egy FST egy T-ben, amelynek helyi gyokere rp. Egy

(u,v) él esetén F| (u,0) JelOli az u-ndl gyGkerez és v-t tartalmazo részfat F-ben.

Lemma 5.1. Legyen u egy belsé nem T-csics F-ben, amelyre L(u) létezik. Legyen v a teljes
szegmens végpontja, amely tartalmazza a (u, L(u)) €élt, és amely u ugyanazon oldaldn van,

mint L(u) a teljes szegmensen. Ekkor v termindl.

Bizonyitds: Tegytik fel indirekten, hogy v nem terminédl. Legyen w; := u, ug := L(u),
us,...,ur := v ahol k > 2 a uv szegmens cstucsai. Ha uv-t és minden csucsat fel vagy le

mozgatjuk, F' hosszdnak valtozasa linearis a mozgasban. Mivel F' egy RSMT, a valtozasnak

P

valéjaban nullanak kell lennie. fgy uv P(u) felé mozgathaté anélkiil, hogy megvéltoztatnd
F hosszat. Vegyiik észre, hogy az 1t hossza P(u)-tél minden olyan csicsig, amely az uv
szegmens felett van és szomszédos az uy,...,u; egyik csicsaval, nem valtozik, amikor uv
P(u) felé mozog. Azonban, ha létezik egy szomszédos csics w # P(u) uv alatt, akkor az 1t
hossza w-hez csokken. Mivel w vagy egy termindl, vagy legalabb egy termindl tartozik az w-
nél gyokerezo részfahoz (és minden 1t sulya pozitiv), az RSMT, nem optimdlis a mésodlagos
célkitiizés, az it hosszak silyozott 6sszegének minimalizdlasa szempontjabol.

Ha nincs szomszédos csics P(u) kivételével uv alatt, akkor v egy sarokpont kell, hogy
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legyen, amely kozvetleniil u-hoz kapcsolédik (mert kiilénben F' nyilvanvaléan nem hossz-
optimalizalt). Most, ha w is sarokpont, akkor uv egy lépcsézetes kapcsolat része. Ellenkez6
esetben S(u)-nek léteznie kell, de ebben az esetben F' nyilvanvaléan nem hossz-optimalizalt

— ellentmondas. 0
Hasonlé eredményt kapunk a 5.1 lemmaéra, ha u egy belsé nem T-cstcs, és R(u) létezik.

Lemma 5.2. Legyen u egy belsé nem T-csics F-ben, amelyre L(u) létezik. Ekkor Flu,n(u))

nem tartalmaz sarokpontot.

Bizonyitds: Az 3.1 lemmabdl tudjuk, hogy a teljes szegmens végpontja v, amely tartalmazza
(u, L(u)) élt (és amely u ugyanazon oldalan van, mint L(u) a teljes szegmensen), termindl.
fgy ezen a szegmensen egyik csics sem sarokpont. Most rekurzivan ismételjiik ezt az érvelést
az wv minden bels6 cstucsara; mivel ezek a csucsok nem T-csucsok, a bal/jobb éleik &ltal
meghatarozott teljes szegmensek végpontjainak is terminaloknak kell lenniiik. fgy az egész

részfat kimeritjiikk anélkiil, hogy sarokpontot talalnank. O]
Hasonl6 eredményt kapunk a 5.2 lemmaéra, ha u egy bels6é nem T-csics, és R(u) 1étezik.

Lemma 5.3. Legyen u eqy (belsé) T-csics F-ben. Legyen vpvg a teljes szegmens, amely
tartalmazza (u, L(u)) és (u, R(u)) éleket gy, hogy vy (illetve vg) u ugyanazon oldaldn van,

mint L(u) (illetve R(u)) vpvg-on. Ekkor vagy vy vagy vg (vagy mindkettd) termindl.

Bizonyitds: Az 3.1 lemmaban hasznalt bizonyitasi technikat alkalmazzuk. Tegyiik fel, hogy
mind vy, mind vp nem termindalok, igy a vrvg szegmens csak nem terminalokat tartalmaz.
Ekkor vpvg szabadon mozgathaté fel vagy le anélkiil, hogy megvaltoztatnd F' hosszat. Le-
galabb egy szomszédos csticsnak kell lennie P(u) kivételével vpvp alatt, mert kiilénben a
fa nem hossz-optimalizalt. Ha vpvg-t P(u) felé mozgatjuk, az ut hossza ehhez a csicshoz
csokken, mig mas csiicsokhoz az it hossza nem né — ez ellentmondas F' masodlagos célkitiizés

szerinti optimalitasaval szemben. O

Tétel 5.4. Eqy teljes Steiner-fa az RSTPWP optimdlis megolddsdban legfeljebb eqy sarokpont-
tal rendelkezik.

Bizonyitds: Vegytk figyelembe egy F' FST helyi gyokerét rp. Mivel rp termindl, pontosan
egy kimend éle van F-ben; legyen rpov a teljes szegmens, amely tartalmazza ezt az élt. Mivel

az rpv bels6 Steiner-pontjai (ha vannak ilyenek) nem T-csicsok, a bal/jobb részfiik nem
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tartalmaznak sarokpontot a 5.2 lemmébdl kovetkezden. Ezért csak a v cstcsot és annak

részfait (ha vannak ilyenek) kell figyelembe venniink. Harom esetet kiilonboztetiink meg;:
e v termindl: Ebben az esetben F' nyilvanvaléan nem tartalmaz sarokpontot.

e v sarokpont: Ebben az esetben v az egyetlen sarokpont F-ben, mivel a v altal meghatarozott

részfa nem tartalmaz sarokpontot a 3.2 lemmabdl kovetkezoen.

e v egy T-csucs: Legyen vpvgr a teljes szegmens, amely v-t tartalmazza, a lemmaban
meghatérozottak szerint. Vagy vy vagy vgp (vagy mindkettd) termindlok; tegyiik fel,
hogy v termindl. Ekkor az [{, p(,)) részfa nem tartalmaz sarokpontot (ugyanazokat
az érveket hasznéljuk, mint a lemma bizonyitasaban). Ezért, ha F' tartalmaz sarokpon-
tot, az az F{, () részfaban van. Ugyanezeket az érveket rekurzivan ismételjik az
Flo,1(v)) résztara, v-t helyi gyokérként haszndlva. Vegyiik észre, hogy egyetlen utvonalat
kovetiink F-en keresztiil, és amint egy sarokpontot azonositunk (ha van ilyen), az lesz

az egyetlen sarokpont F'-ben.

O

Ezért mindharom esetben arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy F' legfeljebb egy sarokpont-

tal rendelkezik.

Tétel 5.5. Az RSTPWP optimalis megolddsinak a Z termindlkészlet (H(Z)) Hanan-rdcsdnak
része kell, hogy legyen.

Bizonyitds: Vegytink figyelembe egy s Steiner-pontot az RSTPWP optimalis megoldasaban.
Nyilvanvaléan s pontosan egy maximélis vizszintes szegmens és egy maximalis fliggbleges
szegmens része. Vegylk figyelembe a vizszintes szegmenst, és tegyiik fel, hogy nem tartalmaz
terminalt. Ekkor a szegmens belépé éle merdleges kell, hogy legyen a szegmensre. Az
5.1 és 5.3 lemmat alkalmazva a belép6 csicsra, bizonyithatjuk, hogy a szegmensnek kell
tartalmaznia termindalt. Hasonloképpen, a maximalis fiiggoleges szegmensnek is kell. fgy S

egy Hanan-racs metszéspont. O]

5.3 Pontos algoritmus

Az RSTPWP optimalis megoldasanak konstrudlasdhoz elegend6 az optimélis megoldast

kiszamitani a megfelel6 Hanan-racs grafban a 5.5 tétel alapjan. A bemenet egy irdnyitatlan,
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él-stlyozott graf G = (V, E), amelyben adott egy termindlkészlet Z C V és egy r € Z forrés.
Minden z; € Z \ {r} nyel6hoz egy itvonal hossziisdgi sily w; > 0 van rendelve.

Ebben a szakaszban egy vegyes egészértékii programozasi (IP) formuldciét adunk meg az
altalanos grafproblémara; ezt a formulaciot standard branch-and-cut modszerekkel oldhatjuk
meg [Pey|. Az IP formulécié lényegében egy irdanyitott formuldcié a Steiner-fa probléméhoz
grafokban. Ezenkiviil egy a forrastol a nyeldkig tarté dramlas méri a masodlagos célkitiizés
értékét, azaz az utvonalak hosszisdganak stlyozott Osszegét. Legyen Gg = (V, Ey) egy
iranyitott graf, amely ugyanazokat a csicsokat tartalmazza, mint G, és két irdnyitott, el-
lentétes élt minden G-beli élhez. Feltételezziik, hogy minden (u,v) € E; él pozitiv egész
értéki sullyal rendelkezik, [, = l,,. Ez megkonnyiti a masodlagos célkitlizés kezelését,
mivel a fa hossza egésznek tekintheto.

Legyen barmely nem iires S C V halmazra 67(S) := {(u,v) € Eg:u€ SésveV\S}
az S-bol induld és V' \ S-be érkezd élek halmaza. Két valtozdt definidlunk egy (u,v) € Ey
élhez: egy dontési valtozdt x,, = 1, akkor és csak akkor, ha (u,v) € Ey él része a Steiner-
fanak, kiilonben 0; mig egy f,, valtozo az élen athaladd aramlds mennyiségét adja meg;
fuv = 0, ha az él nem része a Steiner-fanak.

Egy IP formulacié az RSTPWP graf verzidjara:

min Z luv(xuv+fuv)

(u,v)EEq

> zw>1 minden SCV,ireS,(V\S)NZ#£D (5.1)

(u,v)€6H(S)
Z fuv — Z fou=D, mindenv eV \ {r} (5.2)
(u,v)EEq (v,u)EEq

fuv =0 minden (u,v) € Ey
Juv < xyp minden (u,v) € Ey

Typ € {0,1} minden (u,v) € Eg (5.3)

A (5.1) és (5.3) egyenliitlenségek irdnyitott Steiner-fa formulaciéhoz vannak. Az titvonalhossz
célkitiizése azaltal mérhetd, hogy bizonyos mennyiségli aramlast kiildiink a forrastél a nyelokig.
Az dramlési igény D, a (5.2) korlatban nulla minden nem termindl v € V' \ Z csicsra, azaz

aramlasmegmaradast koveteliink meg a nem terminalokndl. A z; € Z\ {r} nyel6 D,, igénye

34



aranyos az utvonal hosszusagi sulyaval, w;-vel és az alabbiak szerint van meghatarozva:
Legyen L egy fels6 korlat barmely titvonali hosszra (példéul az Osszes él teljes hossza), és
legyen W := > sez\{r} Wi Az Osszes nyel6 utvonal hosszisagi sulyanak osszege. FEkkor
bedllitjuk, hogy D, := 171

Vegyiink egy z; € Z\{r} nyel6t. Az r-tél z;-ig terjedd dramlés hozzédjdrulsa a célfiiggvényhez

legfeljebb L - 13> = 3. Az Osszes hozzdjarulas hatara ) 2\ fr} = 1. Kovetkezésképpen
a megépitett fanak minimélis hosszusagunak kell lennie, mivel az él-stilyokat egész értékiinek

feltételeztiik.

5.3.1 Heurisztika

Az ebben a szakaszban targyalt altaldnos heurisztikus megkozelités a kovetkezo. Tegyiik fel,
hogy adott egy T derékszogii Steiner-minimélfa (RSMT) a Z terminalkészlethez. Adjunk
meg egy sor (helyi) médositdst T-re, amelyek megtartjik a teljes minimadlis hosszisdgot,
mikozben csokkentik az utvonalak hosszanak silyozott Osszegét — vagy valamilyen mas
késleltetéssel kapcsolatos célkitiizést [Pey].

Egy ilyen utéfeldolgozo javitd algoritmus a Global Slack Removal(GSR). Ez az algoritmus

eltavolitja az ugynevezett V-ket és U-kat a fabol, amig el nem fogynak.
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Abra 12: V torlés
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Abra 13: U torlés

GSR miwveletek: V-torlés: hdrom csics sorozata u, v és w novekvd tdvolsagra a forrdstol; a
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részfa helyettesitve eqy legrovidebb tuttal u-tol w-ig és eqy kapcsolattal v-hez. Megjegyzendd,
hogy a V-eltdvolitis nem alkalmazhato barmely hossz-optimalizdlt fara. U-torlés: négy
csucs sorozata u, v, w €s x novekvd tavolsagra a forrastol; a részfa helyettesitve eqy

legrovidebb ttal u-tol x-1g és kapcsolatokkal v-hez és w-hoz.

A GSR altal végrehajtott helyi médositdasok egy igynevezett szegmens cstsztatas specialis
esetei, amely az A. szakaszban van definialva. A B. szakaszban bemutatunk egy algoritmust,

amely linedris idoben azonosit egy legjobb” szegmens csusztatast.

A Szegmens Cstusztatasok

Vegyiink egy u # r csticsot a T’ faban. Ez a csics meghataroz egy egyedi maximalis szegmenst
(MS), amely tartalmazza u-t és mer6leges a (P(u),u) élre. Degeneralt esetben M.S csak
az u csucsot tartalmazza, de tegyiik fel, hogy M S legaldbb egy élt tartalmaz. Tovabba, az
altaldnossag elvesztése nélkiil legyen a (P(u), u) él fiiggbleges u-ra P(u) felett ugy, hogy M S
vizszintes 14 .(a) dbra.

Legyenek wuy,ug, ..., ur a csucsok M S-en balrdl jobbra, ahol u = wu,, valamilyen m €
{1,...,k} esetén. Legyen S barmely szegmens, amelyet az u;, . .., u, ..., u, csicsok részsorozata

alkot, ahol 1 <1 <m <r <k, azaz u a S szegmens része. Egy szegmens csusztatds S-re egy

fiiggbleges (lefelé iranyuld) mozgast jelent az wy, ..., u, ..., u, csicsaira és éleire, gy hogy
minden cstcsot ugyanakkora tévolségra e > 0 mozgatunk. Az 1j cstcsokat uy, ..., o', ..., u;.

jeloli 14.(b) dbra. Attdl fiiggéen, hogy az eredeti csiicsok termindlok vagy Steiner-pontok —
és hogy mely iranyokba kapcsolodnak ezek a csicsok — sziikséges lehet a régi cstics meg-
tartdsa és az eredeti és az 1j csics Osszekapesoldsa (a részletek a B. szakaszban talalhatok).

Nyilvanvaléan olyan szegmens csisztatasok irant érdeklodiink, amelyek nem novelik a
fa teljes hosszat. Az RSMT-k esetében a fa hosszanak valtozasanak pontosan nullanak kell
lennie. Nyilvanvald, hogy a V-torlések és U-torlések specidlis esetei a szegmens csusztatdsoknak.
Ezenkiviil a szegmens csusztatasok szigorian erésebbek: az dbra egy olyan fat mutat, amely
nem tartalmaz V-ket vagy U-kat, de amelyre 1étezik egy szegmens csusztatas, amely optimalis
megoldassa alakitja az RSTPWP-re. Azonban konnyen létrehozhatok olyan példak is, ame-
lyeken nem lehetséges szegmens cstusztatast alkalmazni, és a fa nem optimalis megoldéas az
RSTPWP-re 16. abra.
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B Legjobb Szegmens Cstisztatasok Azonositasa

Az S szegmens az uy, . . ., u, csicsokbdl all. A fa hosszanak valtozasa kiszamithato tgy, hogy
osszeadjuk minden csics hozzdjarulasat. Feltételezve, hogy minden cstcsot € > 0 tavolsagra
mozgatunk, a fa hosszanak valtozasa egy csics esetén lehet —e, 0 vagy +e. Azt mondjuk,
hogy a cstcs értéke rendre —1, 0 vagy +1. Az esetek elemzése a kovetkezd értékeket adja

egy v € {uy,...,u,} csics mozgatasara:

(251 uy (7 J Uy } Uk

P(u)

ul Ul
L o L

. o
(0] u U

P(u)

Abra 14: Szegmens csusztatasra példa
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Abra 15: (a) Egy RSMT, amit nem tud a GSR javitani; (b) optimélis megoldés az RSTPWP-
hez

e v az végponti csics (v = u; vagy v = u,): Ha v egy sarokpont és lefelé iranyuld
kilépd éllel rendelkezik, értéke —1. Ha v-nek nincs lefelé iranyuld kilépo éle, értéke +1,

egyébként értéke 0.

37



= -

S .

r r

(a) RSMT (b) RSMT,

Abra 16: (a) Egy RSMT, amit nem lehet javitani szegmens csusztatasokkal; (b) optimélis
megoldas egy RSTPWP-hez

e v az bels6 csics (v # u; és v # u,): Ha v egy Steiner-pont és lefelé irdnyuld kilépé
éllel rendelkezik, és nincs felfelé iranyuld kilépo éle, értéke —1. Ha v-nek nincs lefelé

irdnyulo kilépd éle, értéke 41, egyébként értéke 0.

Most egy algoritmust adunk meg egy adott belépd csics altal meghatarozott maximalis
szegmens legjobb (rész)szegmensének megtaldldsdhoz. A szegmens a legjobb szegmens abban
az értelemben, hogy az € fiiggvényeként a leheto legnagyobb mértékben csokkenti a teljes fa
hosszéat (dontetlen esetén a leghosszabb szegmenst adjuk vissza). Az EvalNode Endpoint(v)
és az FEvalNodelnterior(v) fiiggvények az itt megadott értékeket adjék vissza. Megje-
gyezziik, hogy a végponti értékelés nem fiigg attol, hogy v = u; vagy v = u,.

A BestSlide(u) algoritmus elészor megtaldlja a legjobb baloldali végpontot v;, majd a
legjobb jobboldali végpontot v, a maximalis szegmensen. Az Gsszességében legjobb szegmens
lehet a vy, ..., u szegmens, az u,...,v, Szegmens, vagy a vy, ...,v, szegmens. Egy példa
lathat6 a 17. abran.

Nyilvanvald, hogy a BestSlide(u) algoritmus linearis idében fut a maximélis szegmensen
1év6 élek szamaban. Mivel minden él pontosan egy maximalis szegmenshez tartozik, a Best-
Slide(u) futtatdsa az 6sszes u € V(T') \ {r} csicsra linedris id6t vesz igénybe a fan 1évé élek

(vagy csucsok) szaméaban.
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Algorithm 1 BestSlide(u) [Pey]

//

a maximalis szegmens legjobb baloldali végpontjanak,u; megtalalasa, amit u ad

meg

1:

12:
13:
14:
15:
16:

17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:

v=Lu); A=0; A; = o00; vy = u;
while v # nil do
d = A + EvalNodeEndpoint(v); // v értékelése mint végpont
if 6 <A, then
A =9; v =v;
end if
A = A + EvalNodelnterior(v); v = S(v);
end while// a maximélis szegmens legjobb jobboldali végpontjanak, v, megtaldldsa,

amit u ad meg

cv=R(u); A=0; A, = 00; v, = u;
10:
11:

while v # nil do
9 = A + EvalNodeEndpoint(v); // v értékelése mint végpont
if 6 <A, then
A, =0; v = 0;
end if
A = A + EvalNodelnterior(v); v = S(v);
end while// a legjobb kombinalt cstsztatds megtaldldasa (akar mindkét oldalon, akar

csak bal vagy jobb oldalon)

A = oo; u; = nil; u, = nil;
d = A+ A, + EvalNodelnterior(u); // mindkét oldal
if 9 < A then
A =05 up = vg; up = Up;
end if
d = A; + EvalNodeEndpoint(u); // bal oldal
if 9 < A then
A =0; u = v up = u;
end if
d = A, + EvalNodeEndpoint(u); // jobb oldal
if 0 < A then
A =65 up = u; up = vy
end if 39

return (A, u;, uy)




+1 0 +1 -1 +1 -1 0
+1 +1 0 +1 0 +1 0 0 +1

+3 +2 0 41 41 +1 +1 0 +1

Abra 17: A legjobb csusztatas azonositasa egy maximalis szegmensre a 14. abra példdjaban,
Az els6 sor a +1, 0 és 1 értékekkel megadja az adott csics lefelé mozgatasdnak értékét,
mint belsé cstcs. A masodik sor a megfelelé végponti értékeket adja meg. A harmadik
sor minden végpont felhalmozott értékét adja meg. A legjobb csusztatas az az uy, ..., u,

szegmens, amelynek Osszértéke nulla, azaz nem valtoztatja meg a fa hosszat.

Hivatkozasok

[Jorll] Szeszlér David Jordén Tibor Recski Andras. Rendszeroptimalizdlds. Informacidéelmélet.

2011. 1SBN: 978-963-2791-16-6.

M G]  R. Weismantel M. Grotschel A. Martin. The Steiner Tree Packing Problem in VLSI-
Design.

[Pey]  Sven Peyer. Shortest Paths and Steiner Trees in VLSI Routing. URL: https://
bonndoc . ulb.uni-bonn.de/xmlui/bitstream/handle/20.500.11811/3198/
1286 .pdf7sequence=1&isAllowed=y.

[San]  Alessandro Santuari. Steiner Tree NP-completeness Proof. URL: http://profs.
sci.univr.it/~rrizzi/classes/Complexity/provette/Santuari/steiner.

pdf.

[Soo]  Germander Soothill. The Euclidean Steiner Problem. URL: https://maths.durham.
ac.uk/Ug/projects/highlights/CM3/Soothill_Steiner_report.pdf.

[Tre] Luca Trevisan. Approximating the Metric Steiner Tree Problem. URL: http://
theory.stanford.edu/~trevisan/cs261/lecture02.pdf.

40



NYILATKOZAT

Név: Kantor Andras
ELTE Természettudomanyi Kar, szak: Matematika BSC
NEPTUN azonosito: EFH3VP

Szakdolgozat cime: A Steiner-fa feladat és alkalmazdasa a VLSI-designban

A szakdolgozat szerzdjeként fegyelmi felelgsségem tudataban kijelentem, hogy a dolgozatom
onalld szellemi alkotdsom, abban a hivatkozasok és idézések standard szabalyait
kdvetkezetesen alkalmaztam, masok altal irt részeket a megfeleld idézés nélkil nem
hasznaltam fel.

Budapest, 2024.06.01.

4
- Sl

hallgaté alairasa

Scanned with ACE Scanner





