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1. Bevezetd

Ebben a dolgozatban az olvas6é betekintést nyerhet az euklideszi geometria
egyik témakorébe, az antipodalis ponthalmazokba. Az els§ kérdést, ami a
ma antipodalis ponthalmazoknak nevezett fogalmora vonatkozik, Erdds Pal
tette fel 1948-ban. Azt kérdezte, mekkora lehet azon ponthalmaz maximalis
mérete a 3-dimenziés euklideszi térben, amelynek tetszéleges pontharmasa
nem tompaszogi haromszoget alkot.

Ezzel indult az antipodalitas torténete. Ma a Klee-féle antipodalitas definicio
a legismertebb, amelynek az Erdds altal hasznalt ,,a halmaz nem tartalmaz
tompaszogi haromszoget” egy specialis esete.

Egy ponthalmazt akkor neveziink antipodalisnak, ha barmely két A és B pont-
jahoz taldlhatunk két kiilonbozd parhuzamos hipersikot, amelyek kézil az eqyik
A-t a masik B-t tartalmazza, és a ponthalmaz tébbi pontja a két hipersik dltal
kézrezart nyilt térrészben helyezkedik el.

A témakor fejlédéséhez Danzer és Griinbaum is sokat hozzatettek mind cik-
keikkel (lasd:[DG62], [Grii63]), mind pedig a témakor népszertsitésével. Leg-
fontosabb eredményiiket a . tétel, ami a kovetkezSt mondja ki: ,,R%ben
egy antipodélis halmaz maximélis elemszama 2%”. Tovabba Danzer azt a
sejtést is megfogalmazta, hogy a lehetd legjobb als6 becslés az antipodélis
halmazok méretére 2d—1. Erdds is tobbszor visszatért Gjabb otletekkel és tar-
sakkal, példaul Fiiredi Zoltannal, akivel dimenzioban nézve (1.15)%es, azaz
exponencialis alsokorlatot adtak a szigortan antipodélis halmazok maximalis
méretére (lasd: [EF83|), ami cafolta Danzer sejtését. Ezt a bizonyitést, és
az aktualis legjobb eredményt, Harangi és Gerencsér tételét, is leirjuk a 3.
fejezetben.

A dolgozatomat fél év kutatdé munka elézte meg Naszodi Marton témaveze-
témmel, aki bevezetett a témakorbe egy évvel kordbban. Jelenleg Szilagyi
Zsomborral és Weiner Mihallyal egy cikken dolgozik, amelyben az antipo-
dalitas fogalmét természetesen altalanositjak, amit a General Probability
theory pontosabb megértése és lefrasa motivalt, ami pedig a kvantum in-
formécio illetve a kvantum valdszintségek elméletéhez kapcsolodik. Az igy
nyert altalanos fogalom a k-rangt antipodalitas, amely ennek a dolgozatnak
a {6 targya. Az 6 munkajukkal parhuzamosan dolgoztunk egyiitt témaveze-
témmel, akivel végiil egyre jobb eredményekre jutottunk. Minden ebben a
téméaban elért eredményiink lathato a 4. és 5. fejezetben, amelyek csak k6zos
eredményeinket taglaljak.

A {6 eredményiink a k-rangtan antipodalis politopok Osszekotése a k-szom-



szédséagi poltiopokkal. Az tétel miatt megadhato d-dimenzidban ponto-
san a maximalis méretd | 1d]-nél nagyobb rangtan antipodalis ponthalmazok
elemszama.

A dolgozat strukturdja a kovetkezs: A 2. fejezetben bemutatjuk a témahoz
sziikséges legalapvetGbb geometriai és algebrai tételeket, fogalmakat. A 3.
fejezetben ismertetjiik az antipodalitas témakorét, és a témaban elért fonto-
sabb eredményeket. A 4. fejezetben az Gj k-rangu antipodalitashoz kot6ds
eszkoztarunkat vezetjiik be. Az 5. és egyben utolso fejezetben pedig a kozos
munka soran altalunk elért eredményeket mutatjuk be bizonyitéssal egyiitt.



2. Fogalmi bevezet6

Ebben a fejezetben bevezetjiik a témakorhoz sziikséges elemi geometriai és
lineéris algebrai fogalmakat. Ezek segitségével az Osszetettebb eredmények
is feldolgozhatoak. ElSbb bevezetjiik az affin tér altalanos tulajdonséigait,
majd ezeket felhasznalva és bevezetve az origdt a vektortér fogalmahoz, il-
letve a pozitiv definit skalarszorzast, végsé soron megkapjuk az euklideszi
teret, ahol késébbi munkénk zajlik majd. Definidljuk a linearis leképezése-
ket, majd ezeknek kiterjesztéseit affin és vektor terekben. A vektorok lineé-
ris, nemnegativ és konvex kombinaciéinak fogalmat is bevezetjiik azért, hogy
bevezethessiik az altaluk értelmezhetd affin- vagy konvex burok fogalmakat,
affin- vagy linearis altereket. Ezeket a kés6bbi fejezetekben gyakran fogjuk
hasznéalni.

2.1. Euklideszi geometria

Sajnos nincs lehet&ségiink mindenre kiterjeds euklideszi geometriai beveze-
tést késziteni, ezért szigortan csak azon definiciokat és allitasokat tiintetjiik
fel, melyek elengedhetetlenek a megértéshez. Ilyen magéanak a tetszGleges
dimenzi6ju euklideszi térnek a bevezetése illetve a kezelésével jaro eszkoztar
bemutatasa.

ElGszor bevezetjiik az affin-, vagyis illeszkedési tér fogalmét, majd az eukli-
deszi térét, igy ramutatva ez utoébbi tébblet tulajdonsagaira. Ezt a fejezetet
Moussong Gabor [Gald] kényve alapjan készitettem.

2.1.1. Definicié. Legyen T (kommutativ) test, V vektortér T folitt, és X
tetszdleges halmaz. T folotti Affin struktirdnak nevezzik a ® : X x X — V
leképezést, és affin térnek az (X,V,®) hdrmast, ha teljesiilnek az aldbbiak.

1) Minden A€ X-re a ®y: X =V, ®4(B) = ®(A, B) leképezés bijektiv,
€s
2) Minden A, B,C € X-re ®(A, B)+ ®(B,C) = ®(A,C).

Gyakran magat X-et nevezzik affin térnek, ha egyértelmd milyen affin struk-
turdval van ellatva. X elemeit pontoknak nevezziik.

Egyéb megallapitasok és konvenciok ezen fogalom kapcséan:

e A dolgozatban T mindig R lesz. A kés6bbiekben minden vektortér és
affintér ugyan azon T test f6lott értelmezendd.

e A, B € X esetén ®(A, B) € V vektorra inkabb az 1@ jelolést hasz-
naljuk. Ezzel rogtéon adodik, hogy az /@ + B? = 1@ alakban
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irhato.

o A€ X-re X, az X alaphalmazu vektorteret jelili, melyre ®4 : X4 —
V' izomorfizmus. Azt mondjuk, hogy az X4 vektorteret az X affin tér
"vektorizaciojaval" nyerjiik az A pontban.

e X dimenzidjanak definicié szerint V' dimenzi6jat tekintjiik és dimX-el
jeloljiik.
e Egy vektortér természetes affin struktataja: Ha V vektortér, ak-

kor az X = V halmazon a ®(x,y) =y —x (x,y € V) leképezés affin
struktiarat ad meg.

e Ha V egy tetszGleges altér W vektortérben, tovabbd v € W tetszéleges
rogzitett vektor, akkor az X = V' 4 v halmazon affin struktarat definiél
ad: X xX -V &x,y)=y—x (x,y € V+v) leképezés.

e Ha (Xy,V},®y) és (Xo, Vo, ®y) affin terek, akkor a direkt szorzatuk
(Xl X X27‘/1 X ‘/2,(1)1 X (I)Q) is az.

2.1.2. Definicié. Legyenek V és W ugyanazon T félotti vektorterek. ¢ :
V — W egy linedris leképezés, ha

-

i) Osszegtartd, azaz vi,vy € V-re p(v1 + v2) = @(v1) + ©(v2), €s
i) skaldrszorostartd, azaz A € T-ra ésv € V-re p(Av) = Ap(v).

2.1.3. Definicio. Legyenek (X,V,®) és (X', V', @) affin terek. Egy [ :
X — ' leképezést affin leképezésnek neveziink, ha alkalmas ¢ : V. — V'
linedris leképezéssel barmely A, B € X-re o(P(A, B)) = ®'(f(A), f(B)), azaz
P(AB) = F(A) (B teljesiil

Nyilvan ¢-t az f affin leképezés egyértelmiien meghatarozza. Illetve igaz lesz
a kovetkezd két allitas:

2.1.1. Allitas. Egy f : X — X' leképezés pontosan akkor affin, ha bdrmely
A€ X-re fya: X4 — X lmeams és ahol fa leképezés minden rogzitett

A-ra az 1@ vektorhoz a f B; vektort rendeli.

2.1.2. Allitas. Bdrmely aﬁ‘in tér identikus leképezése és barmely konstans
leképezése affin, affin leképezések kompozicidja affin, bijektiv affin leképezés
mverze affin.

2.1.3. Allitas. Az affin leképezések halmaza zdrt a kompozicid miveletére.

A kovetkezs allitas megmutatja, hogy az affin tér és a vektortér fogalma
kozti kiillonbség lényegében az, hogy az affin tér esetében nem foglalkozunk



azzal, hogy hol van az origd. Az affin teret barmely pontjanak origoként valo
kitiintetése vektortérré teszi.

2.1.4. Allitas. Ldssuk el a V és W vektorterket a természetes affin strukti-
rajukkal. Eqy f :V — W leképezés pontosan akkor affin, ha f(x) = o(x)+ b
alaki, ahol ¢ : V' — W linedris és b € W.

2.1.4. Definicié. Adott ...,z € V wvektortérbeli vektorok és Ay, ..., \g
szdmok esetén a b = \yxy+- - -+ Ay, vektort az xq, . . ., x vektorok linedris

e s .

2.1.5. Definici6. Legyen V wvektortér a T test folott. A W C V részhalmaz
altér, ha maga is vektortér T folott a V miveleteire nézve.

Ezen definicidval ekvivalens definicio a kdvetkezs: W-t linearis altérnek
nevezziik, ha W C V vektortér és zart a linearis kombinacié miveletére
nézve.

2.1.6. Definicio. Legyen (X,V,®) affin tér és Y C X tetszdleges részhal-
maz. Azt mondjuk, hogy Y affin altér X-ben, ha létezik olyan V-beli W
linedris altér, hogy a (Y, W, ®|ywy) hdrmas affin tér. Ilyenkor Y a W alteret

egyértelmien meghatdrozza. W-re idonként az 7 jelolést haszndljuk. (Példa:

V-X.)

A kovetkezd allitas tovabbi karakterizacioval szolgal az affin altereket illetGen,
valamint Osszekdti az eddig leirt definiciokat.

2.1.5. Allitas. Az X affin tér tetszéleges Y C X részhalmazdra az aldbbi
dallitasok ekvivalensek.

i) Y affin altér;
i) Y #0 és minden A € Y-ra ®A(Y) V-beli linedris altér;
iii) létezik olyan A €'Y, hogy ®4(Y) V-beli linedris altér legyen;
i) létezik olyan V-beli W linedris altér és olyan A € X, hogy Y = ®H(W).
Bizonyitds. Az (i) = (ii) = (iii) = (iv) implikaciok a definiciokbol régton
adodnak. A (iv) = (i) kovetkeztetéshez azt kell meggondolni, hogy barmely

B,C E_Y)—ra BC € W. Viszont Y = &,'(W) miatt AB, AC € W, és igy
BC=BA+AC ew. O

Megfigyelhetd, hogy a[2.1.5, Allitas miatt vektorterek természetes affin struk-
tarajahoz tartozé affin alterek pontosan a linaris alterek eltoltjai. Illetve



a[2.1.4l allitas miatt tetszdleges f : X — X’ affin leképezés képhalmaza affin
altér az X' affin térben.

A kovetkez6 két definiciora az affin vetitések bevezetése miatt lesz sziikség,
bar az affin vetitéseket csak a kovetkezd alfejezetben irjuk le.

2.1.7. Definicié. Legyenek Y és Z affin alterek az X affin térben. Azt mond-
Juk, hogy Y és Z pdrhuzamos (jele: Y||Z), ha ¥ =

A parhuzamossag nyilvan ekvivalencia relacio X affin altereinek halmazan.
A parhuzamos affin alterek dimenzioja egyenld.

2.1.8. Definicié. Az Y és Z affin alterek komplementer alterek az X affin
térben, ha V = 7 &) ? direkt Osszeg.

Ilyenkor Y N Z egyetlen pont. A komplementaritas szimmetrikus relacio
X affin altereinek halmazan. 7-1: szoktuk 7 direkt kiegészitGjének is
nevezni.

Ezek utan bevezetjiik az euklideszi teret, amelyre igazak lesznek az affin terek
tulajdonségai:

2.1.9. Definicié. A (V, B) part euklideszi vektortérnek nevezzik, ha V
véges dimenzios valds vektortér, és B : 'V x V. — R pozitiv definit, szim-
metrikus bilinedris fliggvény. Ezt a figguényt V-beli skaldris szorzdsnak
nevezziik, és az u,v € V wvektorokon felvett értékét B(w, v) helyett inkdbb
(u, v)-vel jeloljiik.

d

Az R? koordinatateret az (x,y) = ijyj skalaris szorzat automatikusan
j=1

euklideszi térré teszi. Ezt nevezzik standard d-dimenziés euklideszi vek-

tortérnek.

Barmely euklideszi vektortérben barmely linearis altér maga is euklideszi
vektortér, ha skalaris szorzast megszoritjuk az altérre.

2.1.10. Definici6. Az x euklideszi normdja ||z|| = \/(z, ) = ijz,
J

ami megmutatja az x pont tdvolsdgdt az origotol, vagy az x vektor hosszit.

2.1.6. Allitas. Az euklideszi norma valdban norma, azaz teljesiti a ||.|| :
R? — R norma filiggvény hdrom tulajdonsdgdt:

1. ||z|| > 0 minden x € R-re és egyenldség akkor és csak akkpr dll fent,
ha x= 0,



2. ||Az|| = |\|||z|| minden X\ € R és x € R? esetén,
3. |lz+yl| <||2l| + ||y|| minden z,y € R-re.

A 3. pont bizonyitasahoz sziikséges a Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenség, ami
kimondja, hogy barmely x,y € Ré-re [(x,y)| < ||x|| - ||y]|-

2.1.11. Definicio. Legyen V vektortér a T test folott és vy, ..., v, € V. Ezek

a vektorok linedrisan filiggetlenek, ha tetszdleges Ay, ..., A\, € T skaldarokra
AMv1+ - 4 AU = 0 csak gy teljesiilhet, ha Ay = --- = \,,, = 0. Kiilonben
a vy, ..., v, €V vektorok linedrisan 6sszefiiggdk.

2.1.12. Definici6. Legyen V egy vektortér T folott és vy, ..., v € V. Ekkor
a My + -+ + Ao alakid vektorok, ahol A\q,... .\ € T, eqy alteret alkot-
nak V-ben. Ezt az alteret a vy, ..., v, dltal generdlt altérnek nevezziik, és
(v1, ..., vg)-vel jeliljiik.

A vy, ..., v, vektorkat generdtoroknak, a A1, ..., \p szamokat pedig a generd-
torok linedris kombindciojanak egyiitthatoinak nevezzik. Tovabbd vy, . . ., vg-t
generdtorrendszernek hivjuk, ha (vy,...,v,) = V.

2.1.13. Definicié. Egy vektorrendszer bdzis, ha linedrisan figgetlen és ge-
nerdtorrendszer.

A bézisokrol kozismert tétel kimondja, hogy ha by,... by, € V pontosan
akkor béazis V-ben, ha V minden eleme egyértelmtien felirhato a by,..., by
lineéaris kombinaci6jaként.

2.1.14. Definicié. A vy, ..., v, € V wvektorok ortonormdlt rendszert al-
kotnak, ha pdronként merdleges egységuektorok, azaz (v;,v;) =0, ha i # j és
(vj,v;) =1, hai=j.

Barmely ortonormalt rendszer linearisan fiiggetlen, mert a linearis algeb-
rabol ismert Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljarast hasznalva latjuk,
hogy barmely ortonormalt vektorrendszer kiegészitheté ortonormélt bazis-
sa. Ezért V-ben az ortonormaélt bazisok pontosan a maximalis ortonormalt
vektorrendszerek.

Az euklideszi tér standard bazisa az e; = (1,0,...,0),e5 =
(0,1,0,...,0),...,eq = (0,...,0,1) vektorokbol &ll, és ezért tetszéleges V-
beli x vektor elgall x = 2?21 xje; alakban.

2.1.15. Definicié. Legyen A, B C RY nemiires részhalmazok. Ekkor A+B =
{a+b:aec Abe B} A és B Minkowski dsszegének nevezziik.

A skaldrral valé szorzdast hasonléan értelmezziik, azaz AMA = {la: a € A} és



dilatdcionak nevezziik. Specidlisan, azt mondjuk hogy az A halmaz szim-
metrikus, ha A = —A, illetve —A-t, azaz (—1)A-t A szimmetrikus képének
nevezzik.

2.1.16. Definici6é. Az Ré-beli x és y vektorok euklideszi tdvolsdgdt az euk-
lideszi metrikajukkal adjuk meg:

d(z,y) = |z — 9.

2.1.7. Allitas. Az euklideszi metrika valdban metrikdt definidl o skaldrszor-
zds tulajdonsdgai miatt, azaz teljesil rd, hogy

1. minden z,y € Ri-re d(x, y) = 0 akkor és csak akkor dll fent, ha = v,
2. minden x,y € Ri-re d(x, y) = d(y, ), azaz szimmetrikus,
3. minden x,y, z € Ri-re d(z,y) < d(z, z) + d(2, y).

2.1.17. Definici6. Az S C R? halmaznak belsé pontja x € S, ha létezik
olyan € tdvolsdg, hogy amely pontok ennél kizelebb vannak x-hez szintén S
pontjai. Jele: x € int(S).

Ha S minden pontja belsd pont, akkor S-et nyilt halmaznak nevezziik.
Egy halmazt zdrtnak neveziink, ha a komplementere nyilt.

2.1.18. Definici6é. Ha S C R? halmaz v pontjdt S lezdrdsi pontjinak
nevezzik, ha tetszdleges € tavolsdg esetén létezik olyan S-beli y pont, amely-
re d(x,y) < €. (Ez a pont lehet akdr maga az x pont is.) Az S halmaz
lezdrtjdnak a lezdrdsi pontjainak halmazdt nevezziik, és S-sel jeloljiik.

Megjegyezziik, hogy az S halmaz valoban zart halmaz.

2.1.19. Definicio. Az S C R? halmaz hatdrdnak az E\S halmazt nevezzik
és bd(S)-sel jeldlyik.

2.1.20. Definici6. Az S C R? halmaz kiilsé pontjdnak nevezziik x-et, ha
z €S Az S kiilsé pontjainak halmazdt ext(S)-sel jeldljiik.

2.2. Linearis és affin burkok, altérre vetités

2.2.1. Definicié. Adott ,, ..., x; € R? vektorok és \q, ..., \, szdmok esetén
ab:= Nz + -+ \pxp vektort az xy, ...,z vektorok linedris kombind-
cigjdnak nevezzik, (ahogy ezt mdr kordbban is definidltuk).

Ha a )\; szdmok dsszege 1, akkor affin kombindciordl beszélink, mig ha
valamennyi \; nemnegativ, igy nemnegativ kombindciordél van szo.



Egy nemnegativ, affin kombindciot konvex kombindcionak nevezink.

2.2.1. Allitas. Az affin leképezések felcserélhetdk az affin kombindcick kép-
zésével. Azaz: ha f: X — 'Y affin leképezés, és X-ben a B pont az Ay, ..., Ay
pontok affin kombindcidja, akkor Y-ban f(B) pont az f(A1),..., f(Ax) pon-
tok ugyanilyen eqgyiitthatos affin kombindcidja.

2.2.2. Allitas. Az X affin tér eqy nemiiren Y részhalmaza pontosan ak-
kor affin altér, ha zdrt az affin kombindcicképzésére, azaz Ay, ..., A, €Y,
Ay €T, Zle Ai = 1 estén az A; pontok N\; egyiitthatds affin kombi-
ndcidja is eleme Y-nak.

2.2.2. Definici6. Tetszdleges S halmaz elemeibdl dllo linedris kombindciok
halmazdt a vektorok linedris burkdnak nevezzik. Az S halmaz pontjainak

affin vagy konver kombindcioinak halmazdt affin- vagy konvex burkdnak
hivjuk. S affin burkdnak jele: aff (S). S konvex burkdnak jele: conv (5).

2.2.3. Definicio. Véges sok vektor linedris burkdnak nevezziik a tar-
talmazdsra nézve legkisebb ket tartalmazo linedris alteret. Véges sok pont
affin vagy konvex burkdnak nevezzik, a tartalmazdsra nézve legkisebb ket
tartalmazo affin alteret vagy konvex halmazt.

Az el6z6 két definiciorol megmutathato, hogy azok ekvivalensek. Ehhez kulcs
allitasokat mond ki a kévetkezs allitas.

2.2.3. Allitas. 1. Linedris alterek metszete linedris altér.
2. Affin alterek metszete affin altér.
3. Konvex halmazok metszete konvex halmaz.

Az el6zGek alapjan pedig vilagos, hogy véges sok vektor linearis burka maga
is linearis altér, illetve véges sok pont affin- vagy konvex burka is affin altér
illetve konvex halmaz.

2.2.4. Definicié. Legyen Y affin altér az X affin térben, és rogzitsik a V-beli

altér U direkt kiegészitdjét a V vektortérben. Definidljuk a p : X — Y
leképezést a kovetkezd modon. Tetszdleges A € X -hez egyértelmien taldlhato
Z(A) C X affin altér, hogy A € Z(A) és Z(A) = U. FEkkor Z(A)NY egy-
ponti; legyen p(A) ez a pont. Rogton ldtszik, hogy p affin leképezés. Nyilvin
pop =p. A pleképezést az X affin tér Y affin altérre torténé U irdnyd
vetitésének nevezziik.

Ezt a definiciot az euklideszi térre alkalmazva a kévetkezGképpen fogjuk ér-
telmezni: Legyen Y C R? affin altér. A p : RY — Y leképezést Y-ra vett
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vetitésnek nevezziik, ha p az affin kombinaciokat magtartja, és megszoritva
a képhalmazéra az identitéas.

2.3. Politopok

Ebben az alfejezetben bevezetjiik a politopok fogalmat, illetve par hasznos
tulajdonsagat, amelyeket a késébbiekben hasznalni fogunk. Ezt a fejezetet
Giinter M. Ziegler [Zie95] konyve alapjan készitettiik.

2.3.1. Definici6é. Konvex politépnak nevezziik véges sok pont konvexr bur-
kdt R%-ben, melynek a belselye nem ires.

2.3.2. Definicié. Legyen ¢ € R? egy vektor, és ¢y € R adott. Ekkor {z €
R : cx < co} egy zdrt féltér Ri-ben. Nyilt féltér pedig akkor, ha nem
engedjiik meg az eqyenldséget a halmaz definidldsakor.

2.3.1. Tétel. Minden politop elddll véges sok zart féltér metszeteként.

2.3.2. Tétel. Amennyiben véges sok zdrt féltér metszete korldtos és a belseje
nem tres, akkor a metszet halmaz egy poltiop.

2.3.3. Definicié. Legyen P C R? egy konvex politép. A cx < ¢y linedris
egyenldtlenség igaz P-re, ha minden x € P pont kielégiti. P egy lapja elddll,
mint

F=Pn{zeR?: cx=cy},

ahol cx < cq eqy igaz egyenldtlenség P-re. A lap dimenzidja megeqyezik az
6t tartalmazd affin altér dimenzidjaval, azaz dim(F) = dim(af f (F)).

A definiciobol kovetkezik, hogy mivel a 0x < 0 egyenlétlenség teljesiil P-re,
ezért P maga is egy lapja P-nek. Minden olyan F' lapot, amelyre F' C P
teljesiil, P valédi lapjanak nevezziik.

A 0,1,dim(P) — 1 dimenzi6s lapokat rendre P cstcsainak, éleinek illetve
hiperlapjainak nevezziik. A cstcsok a minimalis nemiires lapok, a hiper-
lapok pedig a maximaélis valodi lapok. P cstcsainak halmazat vert(P)-vel
jeloljiik.
Az ezt kovets két allitasban Osszegyitijtiink egyszerd tényeket a politopok
lapjairol.

2.3.1. Allitas. Legyen P C R? eqy politép. Ha eqy politép megeqyezik eqy
V' ponthalmaz konvex burkdval, akkor a V' ponthalmaz tartalmazza a politop
csucsait: P = conv (V')-bél kovetkezik, hogy vert(P) C V.
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2.3.2. Allitas. Legyen P C R? egy politdp és V := vert(P). Legyen tovdbbd
F a P politop eqgy lapja. Ekkor:

1. F maga is eqy politop és vert(F)=FNV.

!
2. ha Fy, ..., F; a P politopnak lapjai, akkor ﬂ F; is P lapja.

i=1
3. I lapjai megyegyeznek P azon lapjaival, amelyeket F' tartalmazza .

4. F=Pnaff(F)

Bizonyitds. Legyen F' a cx < ¢q P-re igaz egyenlGtlenséggel definidlva.

Az [1] Allitas els6 részének bizonyitasdhoz kihasznaljuk a politopok a [2.3.1]
allitas karakterizacidjat, azaz hogy elGallnak véges sok zart féltér nem iires

metszeteként. F' politop, mivel F' elGall, mint P elmetszve a H hipersikkal,
ahol

H:={x eR?:cx = ¢y}.

Tovabba az F C af f (F) C H tartalmazasi sor bizonyitja a [4 allitast.

Az[l] allitas masodik részének bizonyitasahoz észrevehetjiik, hogy vert(F) 2
FNV =:V,. Ez valoban igaz, mert F' lapja tartalmazhat tovabbi cstucsokat
V-b6l. A maésik iranya tartalmazashoz legyen x € F, v; € V', ugy hogy x
reprezentalhato legyen, mint x = >, v;\;, ahol a Ak olyan egyiitthatok,
amelyekre igaz, hogy A; > 0 és >, \; = 1 is teljesiil. Ekkor

co=cx=c(),vi\) = (D, cvihi) <o N = <o,

ezért (cv; — ¢o)\; = 0 teljesiil minden i-re. Ebbdl kovetkezik, hogy A = 0
minden olyan i-re, ahol v; ¢ Vj, és ezért x € conv (V). Ebbdl lathato, hogy
F = conv (Vp) és ezért vert(F) C Vj is fenn 4all a allitas 2. része miatt.
Ezzel befejeztiik az [1| bizonyitasat.

A . allitas bizonyitasdhoz, tegyiik fel, hogy FF = PN {x € R?: cx = ¢}
6s G = PN{x € R?: bx = by}, ahol cx < ¢ és bx < by egyenlétlenségek
igazak P-re. Ekkor (c + b)x < co + by is igaz lesz P-re és PN {x € R :
(c+b)x =co+ b} 2 FNG. Megmutatjuk, hogy a két halmaz valojaban
egyenld:

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan y € PN {x € R? : (c + b)x =
co+ by} amire y ¢ F'N G, azaz olyan tovabbi pontja a politopnak, amit még
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megtamaszt a hipersik, de nem F'NG beli. Mivel y nincs benne a metszetben,
ezért egyszerre nem teljesiti a cy = ¢y és a by = by egyenleteket. Mivel ezek
koziil legalabb az egyiket nem teljesiti, ezért a két egyenlet Osszegét sem
teljesiti, azaz (c + b)y = cg + by egyenletet sem teljesiti, ami nyilvanvaléan
ellentmondasra vezet.

A [ allitas bizonyitasa: Ha G C F egy lapja P-nek, akkor F-nek is egy
lapja. A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy FF = PN {x € R%: cx = ¢}
é6s G = PNn{x € RY: bx = by} C F, ahol cx < ¢ igaz P-re és bx < by
igaz F-re, de nem feltétleniil teljesiil P-re. Legyen V; := vert(F'), ahogy
kordbban és V; := V\V;. Feltehets, hogy F # P és hogy Vi # (). Ekkor
(Ac+ b)x < Acg + by egy igaz egyenlStlenség F-re minden A € R esetén, és
G-t definidlja, mint F' lapja.

Valasszuk M-t elég nagynak ahhoz, hogy kielégitse a A > bo_i’\‘: szigoru

egyenlStlenséget tetszbleges v € V) valasztasaval. Ekkor (Ac+b)x < ¢y +bo
egy igaz szigoru egyenlGtlenség lesz minden x € Vj-re. Ebbdl pedig kévetkezik
mar, hogy G egy lapja P-nek.

]

2.3.1. Lemma. (Az el6z6 dllitds 2. részének kovetkezménye) Legyen P C R?
politdp, V = vert(P) és A C V tetszileges. Ekkor létezik F lapja P-nek,
hogy A C F' és F' minimdalis.

Bizonyitds. Legyen A C V tetszbleges cstcs részhalmaza P-nek. Legyen JFy

a P lapjainak halmaza. Vegyiik a G := m F halmazt. A [2.3.2 allitas [2

FeFy
ACF

része miatt ez is egy lapja lesz P-nek s6t tartalmazni fogja A-t.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy nem minimélis, azaz 1étezik olyan L lapja
P-nek, amelyre L tartalmazza A-t, de L C G. Ez utébbi ellentmondas, hisz
ekkor L is szerepel G definici6jaban, igy nem lehet szigorun kisebb mint a
metszet. O

2.3.4. Definicié. Legyen H C R? hipersik a tdmaszhipersikja X C R?
véges zdrt halmaznak, ha H N X # 0, és X a H dltal hatdrolt egyik zdrt
féltérben helyezkedik el.

Végiil bevezetjiik a d-dimenzi6s szimplexet, amely elengethetetlen a k-rangt
antipodalitas késébb bevezetendd fogalméahoz.
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2.3.5. Definicié. Szimplexnek neveziink tetszdleges d + 1 affin fiiggetlen
pont konvex burkaként kapott politopot.

A szimplex a 2-dimenzids haromszog és a 3-dimenzios tetraéder altalanositasa

d-dimenziéra. k-dimenziés lapjai k-dimenziés szimplexek. Az i-dimenzios
n+1
i1

lapjainak szamat pedig a ( ) binomiélis egyiitthaté adja meg.

1. dbra. Egy tetraéder, melynek egy haromszoglapjat, egy élét és egy cstcsét
kiemeltiik, mert ezek mind példak a 3-, 2-, 1- vagy 0-dimenzi6s szimplexre

2.3.3. Allitas. Legyen P C R? politdp a d-dimenzids szimplex, és legyen
F C P egy (-dimenzids lapja P-nek. Ekkor van olyan 11 : RY — aff (F)
vetités, amely P csiucsait az F' lapra képzi.

Bizonyitds. Legyen vert(P) ={qi,...,qi+1} ésvert(F) ={qi,...,q1}. Je-
16]jiik azon csicsait P-nek, amelyek nem csicsai F-nek (vert(F))c-vel, azaz
(vert(F))® = {qu+2,- -, qa+1}- Algoritmust adunk a kévetkezékben. Kezdés-
ként legyen Py = P.

A 1épés a kovetkezs: Legyen L egy olyan hiperlapja Py-nak, amely tartal-
mazza F-et. Legyen II; : R? — aff (L) egy olyan vetités, amely (vert(F))e
azon elemét képzi ra az L lapra, amelyik nincs benne af f (L)-ben. Le-
gyen ez az elem ¢;. llyen II; vetités a kovetkezd miatt létezik: Vegyiik
at € int(L)Ubd(L) pontot. Ekkor a (ﬂ vektor meghataroz egy iranyt,
amelyet hasznalva a II; vetitéskor a g;, pont képe éppen ¢ pont lesz, amely
megfelel6vé teszi 11;-et.

Ekkor a Py képét jeloljiik Iy (Fy) = Pi-gyel. "Frissitsiik" (vert(F))-t agy,
hogy vert(F) U (vert(F))¢ = vert(P;) legyen, azaz az ,uj” (vert(F'))®-ben
nem lesz benne g;, .

Az i-edik 1épésben alkalmazott vetitést I1;-vel, az altala kapott I1;(P;_q) képet
P;-vel jeloljiik.
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A lépést addig kell ismételniink, amig (vert(F))¢ = () be nem kovetkezik, azaz
d — ( lépést kell tenniink. Végiil pedig a keresett vetités I, ami vert(P)-t az
F lapra képzi, elall mint I1;_poIl;_p_1 o --- o Il; kompozicio a[2.1.3] allitas
miatt. 0
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3. Antipodalitas

Ebben a fejezetben el6szor bemutatjuk a Klee altal a [Kle60]-ben megfogal-
mazott antipodalitasi fogalmat, illetve az Erdés altal [Erd48|-ban és [Erd57]-
ben megfogalmazott kérdést is felvazoljuk. A [DG62]-ben bemutatott bizo-
nyitast megmutatjuk, amely megadja a maximélis méretd Klee-féle antipo-
dalitdsi halmaz méretét. Ez a cikk taglalja azt is, mi a Osszefiiggés Erdds
felvetése, és Klee felvetése kozott. Ezen feliil kimondjuk a jelenleg ismert
legjobb alsé becsléseket is ugyanezen halmazok méretérdsl.

Ezek utédn pedig egy még lektoralatlan Naszodi Marton, Szildgyi Zsombor és
Weiner Mihaly kézirat alapjan kiterjesztjiik a Klee-féle antipodalitési fogal-
mat.

3.1. Klee- és Erdds-féle antipodalitas
Erdés kérdése a [Erd48| a kévetkezs:

Legyen adott 8 pontunk a haromdimenzios euklideszi térben. Mu-
tassuk meg, hogy mindig valaszthatd koziiliik harom gy, hogy
az altaluk bezart szog nem hegyes.

Ezt késébb [Erd57]-ben atfogalmazta, tovabb gondolja:

1. Legyen S egy 2% + 1 elemit halmaz a k-dimenzioés euklideszi térben.
Ekkor létezik harom olyan pont, amely tompa szogi hdromszoget alkot.

Illetve felveti a kovetkezdt kérdést is:

2. Létezik-e olyan hatpontii halmaz a 3-dimenziés euklideszi térben,
amelynek barmely pontharmasa szigortian hegyes szogt haromszoget
hataroz meg?

Az[l]kérdeésben 1évé allitast k = 2, 3 esetén belatta, az altalanos esetet Danzer
és Griinbaum igazolta a [DG62|-ben. Ahhoz, hogy a bizonyitast megértsiik
kimondunk két definiciot, hogy konkretizaljuk a problémét.

3.1.1. Definicid. (Erdds-féle antipoddlis ponthalmaz) Legyen S egy ponthal-
maz a d-dimenzids euklideszi téren. Azt mondjuk, hogy S Erdds-féle an-
tipoddlis, ha minden S pontjai dltal meghatdrozott haromszég hegyes- vagy
derékszogi. S Erdds-féle szigorian antipoddlis, ha Erdds-féle antipodd-
lis, de nem engedjiik meg a derékszogi hdromszogeket.
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2. abra. Ezen az abran lathato egy példa, hogy A és B pontokhoz képest hol
helyezkedhetnek el tovabbi pontjai az Erdgs-féle antipodalis ponthalmaznak
a stkon. C' nem megengedett, D viszont az.

Ehhez hasonlo nevet kapott a [Kle60]-ben Klee altal megfogalmazott defini-
cio:

3.1.2. Definici6. (Klee-féle antipoddlis ponthalmaz) Azt mondjuk, hogy
S C R? konvexr ponthalmaznak két pontja q és qo antipoddlis helyzetben
van, ha létezik Ly és Lo eqymdstol kiilonbézd S-et tdmaszto hipersik, hogy
@1 € Ly és qo € Lo, Lq||La, és minden mdsik S-beli pont az Ly és Lo dltal
hatdrolt zdrt térrészben helyezkedik el. A két pont szigorian antipoddlis
helyzetben van, ha antipoddlis helyzetben vannak, és a tobbi pont az Ly és Lo
dltal hatdrolt nyilt térrészben helyezkedik el. Azt mondjuk, hogy S C R? kon-
vex ponthalmaz (szigoridan) antipoddlis, ha barmely két pontja (szigorian)
antipoddlis helyzetben van.

3. abra. Ezen az abran lathato egy példa, hogy A és B pontokhoz képest hol
helyezkedhetnek el tovabbi pontjai a Klee-féle antipodalis ponthalmaznak a
sikon. C' nem megengedett, D viszont az.

Az Osszefliggéset a kovetkezo allitas adja meg:

3.1.1. Allitas. Legyen S C R? egy Erdés-féle antipoddlis ponthalmaz. Ekkor

17



S Klee-féle antipoddlis is.

Bizonyitds. Legyen q1,q2 € S két tetszéleges elem. Ekkor vegyiik azt az Ly
és Lo hipersikot, melyre a ¢,qs szakasz meréleges, és q; € Ly illetve qo € Lo.
S antipodalitdsabol kovetkezik, hogy & tovabbi elemei az Ly és Ly kozott
zart térrészben helyezkednek el, hisz tetszéleges ezen térrészen kiviili pont
tompa szogl haromszoget alkot gy, go-vel. O

Egy egyszerii példa arra, hogy nem minden Klee-féle antipodalis halmaz er-
dés féle antipodalis a nem téglalap paralelepipedonok 3-dimenziéban. Ez is
mutatja, hogy a maximalis elemszamu Klee-féle antipodélis halmaz mére-
te legalabb akkora lesz, mint a maximalis elemszamu Erdds-féle antipodalis
halmaz mérete. Illetve ugyan ilyen irdnya koévetkezmény igaz a szigoruian
antipodalis halmazokra nézve is.

A kovetkezGekben antipodalis halmaz alatt a Klee-féle definicionak megfelelé
halmazt fogunk érteni.

3.1.1. Tétel (Danzer-Griinbaum tétel). R¥-ben egy antipoddlis halmaz ma-
zimdlis elemszima 2¢.

Bizonyitds. Legyen {x1,...,7;} C R? antipodélis halmaz. Legyen P =
conv (x1,...,x). Legyen tovabba P; a P-nek az x; kozépponti % aranyu
kicsinyitett képe illetve legyen ugyanigy P; az x; kozéppontu ugyanilyen ara-
nyu kicsnyitett képe P-nek. Ekkor nem létezik k6zos bels§ pontja P-nek és
Pj-nek, mert az antipodalitas miatt éppen egybeesnek a kicsnyitett hipersi-
kok.

1) int(P)Nint(P;) =0,
2) P, C P minden i-re.

2) valoban igaz, mert P konvex, igy tartalmazza sajat kicsinyitéseit. 1) és 2)
egyiitt igazza teszik a kdvetkezd egyenlGtlenséget:

vol (P) > Z vol (P;)

Azért all tovabba fenn az el6bbi egyenlStlenség a térfogatok kozott, mert
a P;-k paronként csak egy pontban metszik egymaést. Felhasznaljuk, hogy a
"jobb oldal" = k- 57 -vol (P). Atszorzas utan pedig megkapjuk a bizonyitando
allitast: k < 24, O
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Megjegyzendd, hogy egyenlGség akkor és csak akkor allhat fent, ha az anti-
podalis halmaz a d-dimenziés parallelotop csticsainak halmaza.

A szigorian antipodalis halmazokrol Griinbaum a |Grii63| cikkében belatta,
hogy egy 3-dimenzidés maximélis elemszamu ilyen halmaz mérete 5, illetve
még korabban a [DG62| cikkben konstrukeiot mutat arra, hogy a maximaélis
méretd szigortian antipodalis halmaz legalabb 2d — 1 elembdl all.

A kontrukcié az Erdés-féle definicionak tesz eleget, de igy a Klee-féle halma-
zokra is alkalmas becslést ad.

Legyen {e;}%_, a standard bazisa d-dimenziés euklideszi térnek. A 2d — 1
ponta halmaz pedig a kovetkezs: {A, B, ..., Bg,Cs,...,Cy4}, ahol A = e,
By, = age; + e, Cp, = —age; —eg, k= 2,...,d, és ai-ra teljesiil, hogy
0 < ag <1 és az a-ak kiillonboznek egymastol.

Késébb a 2d — 1-es eredményt javitva Erdés és Fiiredi a [EEF83|-ban adta a
kovetkezd tételt és bizonyitast, amit most megmutatunk.

3.1.2. Tétel. Létezik olyan P ponthalmaz a d-dimenzios euklideszi téren,
amelynek tetszdleges ponthdarmasa dltal alkotott hdromszog hegyes szogi, €s

P| > (1.15).

Bizonyitds. A P halmaz elemeit a d-dimenziés kocka csticsai koziil fogjuk
kivalasztani. Szokasosan, a d-dimenziés 0 — 1 vektorok megfeleltetheték a
d elemt X halmaz részhalmazainak. Ha a a € {0,1}? vektor, akkor legyen
A=Ala)={i:a; =1}, X :={1,...,d}.

3.1.1. Lemma. Az a,b,c € {0,1}¢ vektorok egy hegyes sziget zdrnak be a c
csucsban akkor és csak akkor, ha

ANBCCCAUB, (1)
ahol az A, B,C C X azonosithato a, b, c-vel.

(Ez a lemma egy trividlis kovetkezménye a Pitagorasz tételnek.) Mivel a
pontharmasok a kocka csticsai koziil nem alkotnak 7-nél nagyobb szoget,
ezért a keresett P halmaz megtalaldsihoz a kovetkezGk sziikségesek: Ta-
lalnunk kell olyan F halmazrendszert X felett harom olyan kiilénbozé tag
nélkiil, amely kielégiti —t és amely halmaznak az elemszédma nagyobb mint
(1.15)¢. Legyen h(d) a legnagyobb megfelels F halmaz szdmossiga, azaz
h(d) := {max|F|: FC2XVA#4B+#Ce F,ANBZCVvCZ AUB}.
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3.1.2. Lemma. h(d) > (\/lg)dq

Bizonyitds. Vélasszunk ki fiiggetleniil a d-dimenziés 0 — 1 koordinatakbol

all6 ai, ..., as, vektorokat a kivetkezé6 modon: P(a;; = 0) = 3 és Play; =

V3
kivéalasztott vektorok kozott "kis eséllyel" el6fordulhatnak paran tobbszor is.

d—1
1) = % valoszintséggel 1 <7 <2m, 1 < j<désm = <l> J Az igy

Ekkor annak a valészintisége, hogy a, b, ¢ pontok —nek megfelelGek:
P(a, b, ¢, pontok kielégitiktartalmazési sort) = () (2)
Valéban, azt jelenti, hogy minden 1 < i < d esetén sem a; = b; = 1,

¢i = 0,sem a; = b; =0, ¢; = 1 nem all fenn. A koordinéatak fiiggetlensége
miatt lesz igaz (2). Emiatt a varhatoérték:

E(a,b,c harmasok szama, melyek teljesitik—t) = 2m(2m — 1)(2m -
2) (i)d <m.

Az Gsszes olyan 3-masbodl amely nem elégiti ki a —et hagyjunk el egy pon-
tot. A pontok kihagyasa utan megmarad6 vektorok mar mind kiilénbozéek
lesznek, s6t a varhatd szama azoknak, amelyek derékszoget alkotnak, na-
gyobb mint 2m — m = m, igy erre a vektorhalmazra vonatkoztatott esetben
a feltételek méar teljesiilnek. m

Végiil pedig mivel a maximalis antipodalis ponthalmaz mérete legalabb
max{2d — 1,h(d)}, amibdl a[3.1.2, tétel igazsdga mar kovetkezik. O

Ezt az eredményt késébb 2009-ben tovabb javitotta az [ABZ09| cikkben Ac-
kerman és Ben-Zwi egy tovabbi v/d-s szorzéval. Illetve a ma ismert legjobb
eredmény a |[GH19] cikkben Gerencsértsl és Harangitol szarmazik, akik nem
véletlen modszert alkalmazva adtak konstrukciot egy 297! +1 elemszami an-
tipodalis ponthalmazra, amely a maximalis méretét az ilyen halmazoknak igy
alulrol korlatozza. Tehét a mai éllas szerint, ha S egy maximaélis mérett anti-
podélis ponthalmaz a d-dimenzi6s euklideszi téren, akkor 2971 +1 < |S| < 24.

3.2. k-rangu antipodalitas
A kovetkez6 definicié egy természetes altalanositasa a[3.1.2] definicionak.

3.2.1. Definicié. Egy S C R? ponthalmaz esetén a q,...,q41 € S pon-
tokrol azt mondjuk, hogy egyiittesen antipoddlisak S-re nézve, ha létezik
olyan affin vetités S-b6l a k-dimenzids szimplexre, ami sziirjektiven leképezi
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a qi,...,qer1 pontokat a k-dimenzios szimplexr k + 1 darab csiucsdba. Egy
X C R? ponthalmaz k-rangian antipoddlis, ha birmely k + 1 pontja
egyiittesen antipoddlis X -re nézve.

Egy k-rangian antipoddlis ponthalmaznak tetszdleges k + 1 eleme dltaldnos
helyszeti kell hogy legyen.

Megjegyezziik, az l-rangtan antipodélis halmazok teljes mértékben meg-
egyeznek a Klee-féle antipodalis halmazoknak.

3.2.2. Definicié. Egy P C R politépot k-rangian antipoddlisnak ne-
veziink, ha vert(P) k-rangian antipoddlis ponthalmaz.

A maximalis méretd d-dimenzios k-rangtan antipodalis halmaz elemszamét

A(d, k)-val jelsljiik.

Fontos megjegyezniink, hogy az igy definidlt k-rangtan antipodalis halmaz
merdben eltér az Erdgs altal a [EF83|-ban definalt k-antipodalis halmaz de-
finiciojatol, amit a késébbiekben nem fogunk hasznalni és le sem irunk.
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4. k-ranguaan antipodalis halmazok néhany alap-
tulajdonsaga

4.0.1. Lemma. (Monotonitdsi lemma) Ha X C RY k-rangian antipoddlis
halmaz, akkor k — i-rangian is az, ahol 0 < k < d egész ési =1,...,k — 1.

Bizonyitds. Legyen X egy k-rangian antipodalis halmazt, és legyen adott ¢
egész, amire teljesiil, hogy 0 < ¢ < k. Megmutatjuk, hogy X f-rangtan is
antipodalis.

Legyenek qi,...,9,11 € X pontok. Sziikségiink van arra, hogy taléljunk
olyan vetitést, mely X Osszes elemét beleképzi a beldliik képzett (-dimenzios
szimplexbe.

Legyen g0, ..., qrs1 € & kiilonbozs pontok qq, . . ., ger1-t61l. Vegyiink egy 11y
vetitést, a qi, ..., qer1, e, - - - G, Qra1 csucs (k + 1)-esre, amely X' tovabbi
pontjait a conv (qi, ..., qx+1) szimplexbe képzi. Ilyen vetités létezik, mert a
halmazun k-rangtan antipodélis volt.

Legyen Il, az a vetités, amely a conv(q,...,qe1,Geso,- - Gk, Qee1) K-
dimenzids szimplex cstcsait a conv (qy, . . ., ger1) lapra vetiti. Ilyen Ily vetités
letezik a2.3.3] allitas miatt.

Ekkor (ITy0I1;)(X) az X pontokat beleképzi a conv (¢i, . . ., qey1) (-dimenzios
szimplexbe, ami mutatja, hogy X /-rangtan is antipodélis. O]

4.0.2. Lemma. (Megszoritdisi lemma) Legyen X egy k-rangian antipoddlis
ponthalmaz az R térben. Ha A C X és |A| > k + 1, akkor A is k-rangian
antipoddlis ponthalmaz lesz.

Bizonyitds. Legyen S C X tetszéleges és |S| = k+1. Mivel X egy k-ranguan
antipodalis ponthalmaz, ezért létezik S-hez olyan II : R? — af f (S) projek-
ci6, ami minden X’-beli pontot az S pontjainak konvex burkaba képez. Ez
azt jelenti, hogy A tetszbleges csuics (k + 1)-eséhez is létezik ilyen projek-
ci6. Tehat ha megszoritjuk a ponthalmazt A elemeire, és a teret af f (A)-ra,
akkor ha a IT projekciot is megszoritjuk af f (A)-ra, akkor megkapjuk a ne-
kiink megfelels leképezéseket, amelyek megmutatjak A-rél, hogy k-rangtan
antipodalis. O

4.0.3. Lemma. (Kiszoritdsi lemma) Legyen X egy k-rangian antipoddlis

ponthalmaz az RY térben. Legyen A C X és |A| = k + 1. Ekkor nem létezik
q € (X\A) pont, amire igaz lenne, hogy q € af f (A).
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Bizonyitds. Legyen A = {p1,...,pry1} pontokbol &llo6 részhalmaza X-nek.
Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik ¢ € (X\A), amire igaz, hogy ¢ €
af f (A).
Héarom eset lehetséges:

1. q € extconv (A),

2. vagy q € int conv (A),

3. vagy q € bd conv (A).

Az els6 esetben legyen I : R? — aff (A) az a vetités, mely X elemeit
beleképzi A konvex burkdba. az ellentmondés onnan szarmazik, hogy minden
ilyen vetités megszoritva az af f (A)-ra az identitas, igy I1(¢) = ¢, ami viszont
nem volt benne A konvex burkaban.

A masodik esetet visszavezetjiik az elsére a kovetkezs képpen: Legyen A’ =
{p1,-..,pk,q} halmaz, azaz a py1 pontot ,lecseréltiik” A-ban g-ra. Ezzel
elérve, hogy pry1 € extconv (A’). Legyen A" az 0j A és pry1 az 4j q. Ezzel
kész a visszavezetés.

A harmadik eset egy Kkicsit Osszetettebb. Legyen A, := A, minthogy
dim(aff(A)) = k. Mivel ¢ € bdconv (A), ezért 1etezik {p;,,...,pi,, } C A,
hogy q € af f ({pil, e ,pim}), azaz ¢ benne van egy A [+ 1 pontja altal ge-
neralt affin altérben, ahol természetesen | < k. Legyen {p;,,...,pi,,.} = A,
minhogy az affin burkuk /-dimenzi6s. A [£.0.1]-es monotonitési lemma miatt
X (-ranguan is antipodalis, igy az eredeti probléméat visszavezettiik egy ki-
sebb dimenzios esetre, tehat djfent a fenti 3 eset allhat fent ¢ és conv (4)
elhelyezkedését illetGen.

Eszre kell vegyiik, hogy ezt a lépést, azaz hogy a problémat atirjuk A, hal-
mazrol A;-re, nem lehet a végtelen sokszor megtenni, mert véges sok pontunk
volt kezdetben, és a dimenziészam minden egyes atirdskor csokken. Tehat
létezik egy legkisebb dimenzios eset, azaz A, halmaz (r > 0), amelyre mar
csak az elsG két eset valamelyike allhat fent, és amelybdl megkapjuk az el-
lentmondést, vagy egészen visszavezethets a probléma az A; halmazig.

Az Ai-es esetben egy egyenesen helyezkedik el pi, ps és ¢ pont. A harmadik
eset itt azt jelentené, hogy vagy ¢ = p;, vagy hogy ¢ = ps, ami ellentmond
annak, hogy ¢ ¢ A. Emiatt csak az els6 két eset allhat fent ¢ elhelyezkedésére,
igy a bizonyitast befejeztiik, ellentmondasra jutottunk. O

A |4.0.3] lemma onnan kapta a nevét, hogy egy k-rangtan antipodalis hal-
maznal minden csics f-esre, ahol £ > ¢ > 0, igaz hogy a cstcs (-es affin
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burkaban nincsen mér tébb halmazbeli cstcs, azok kiszoritjak a tobbi elemet
az affin altérbgl.

A kovetkezd tétel a lektoralatlan Naszodi Méarton, Szilagyi Zsombor és Weiner
Mihély [NSW23| kéziratbol szarmazik, melynek bizonyitasat most nem irjuk
le, de becslését felhasznaljuk.

4.0.1. Tétel. Birmely k < d-re: A(d, k) < k (1),
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5. Sajat eredmények

5.1. A 3-dimenzios eset
5.1.1. Tétel. A(3,2) = 4.
A tovabbiakban ezt bizonyitjuk.

A |4.0.1] tétel becslése jelen esetben A(3,2) < 6,75-ot ad, ami azt jelenti,
hogy a trivialis 4 pontt halmazon kiviil az 5 és 6 pontu eseteket kell csak
megvizsgalnunk.

Megmutatjuk, hogy A(3,2) < 5, amibdl kovetkezik hogy csakis 4 lehet.

Indirekt tegyiik fel, hogy van R3-ban egy 5-pontt 2-rangtian antipodalis hal-
maz, legyenek ennek csticsai ¢y, . . ., ¢s.

Ekkor a 4.0.3] kiszoritasi lemma miatt semelyik négy koziiliikk nincs egy
sikban.

Miel6tt a kovetkezd lemmét kimondjuk, egy elnevezést vezetiink be. Ha egy
poliéder két csiicsa altal meghatarozott szakasz nem éle a poliédernek azt
mondjuk, hogy ez a szakasz a poliéder egy neméle.

5.1.1. Lemma. Ha létezik i,j € {1,2,3,4,5}, i # j, melyekre ¢;q; neméle
a P =conv(q,...,qs) poliéderinknek, akkor qi,...,qs nem 2-rangian anti-
poddalis halmaz.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ig2 nem éle a poliédernek. Belatjuk, hogy
ekkor tetszsleges harmadik pontot vélasztva (g3), harman egyiitt olyan héa-
romszoget alkotnak, melyhez nem létezik olyan vetités, amely a maradék
pontokat (gs-et és g5-6t) a conv (q1, g2, g3) haromszog belsejébe képzi. Itt ter-
mészetesen valodi belsejérsl beszéliink a haromszognek, mert ha a hatarat
metszené a szakat, akkor négy pont lenne egy sikban, de ezt a lehetGséget
méar kordbban kizartuk.

Belatjuk, hogy pontosan akkor van megfelels vetités, ha a q, qo, q3 altal kife-
szitett sik (o) metszéspontja a quq5 egyenessel a conv (q1, ga2, g3) haromszogbe
esik, azaz quq5 N X = p € conv (q1, q2, q3)-

Valoban, ha p ¢ conv (q1, g2, q3), akkor vegyiik észre a kovetkezst:

Legyen a IT : R? — 34 vetitésben 11(qs) = ¢} és I1(gs) = qi. Ekkor mivel IT
egy vetités, ezért q4q||gsqi-vel és a két egyenes egyértelmiien meghataroz egy
¥, sikot. Tudjuk, hogy ¢}, ¢; és p egy egyenesen helyezkednek el, ¥y N X;-
en. De ha ¢} € conv(qi,¢qq,qs), akkor ¢ biztosan nincs benne, mert p a
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q,q% szakasz felez6 pontja, és mar p sem volt conv (g1, g2, q3) haromszogben.
Ugyanez az érvelés alkalmazhato a ¢ € conv (qi, g2, q3) esetre.

Ha q4q5s N X9 = p € conv (qi, q2, q3), akkor a nekiink megfelel§ vetités: 11 :
R? — ¥ , ahol II(q4) = I(gs) = p.

Tehat sziikséges és elégséges feltétele egy megfeleld vetités létezésének, hogy p
a conv (q1g2q3) haromszogben legyen. De ez nem teljesiil a kovetkezk miatt:

Yo két oldalan helyezkedik el g4 és ¢5, mert ha azonos oldalan lennének, akkor
P-nek az egyik lapja lenne a conv (¢1¢2q3) hdromszog, ami ellent mond annak,
hogy ¢1¢2 nem él. A p nem eshet a conv (q1g2q3) haromszégbe, mert ha oda
esne, akkor q,q; megsztinne ¢l lenni, és ezzel egyiitt q;qo pedig a konvex test
hatarara keriilne, ami ellentmond a kezdeti feltevésiinknek. Tehat p valoban

nincs a haromszogben, azaz valoban nincs megfelels vetités, ha létezik neméle
P-nek. 0

5.1.2. Lemma. Ha eqy dtcsicsiu 3-dimenzios konvex poliéder minden lapja
hdromszog, akkor létezik neméle.

Bizonyitds. Vegyiink fel egy tetraédert R3-ban, azaz a 3-dimenzios szimple-
xet. Legyenek a csiicsai a g1, ¢2, g3, g4 pontok. A tetraéder lapsikjai a teret 3
kiilonb6z6 tipusi részre osztjak: csics feletti, él feletti és lap feletti részek,
az alabbi modon:

R3 teret 3-dimenzios szimplex lapjai felbontjak. Szamozzuk meg 3-dimenzios
szimplex lapsikjait 1-t61 4-ig. (+, +, 4, +) jelolés i-edik koordinatajaban sze-
repl6 7 +7 azon félteret jeloli, melyet a 3-dimenzios szimplex i-edik lapsikja
hatarol és tartalmazza 3-dimenziés szimplexet. 7 — 7 jel az i-edik koordina-
taban pedig azt a félteret jeloli, amelyet 3-dimenzios szimplex i-edik lapsikja
hatérol és nem tartalmazza 3-dimenzios szimplexet (i = 1,2,3,4). Vilagos,
hogy a térnek nem létezik (—, —, —, —), azaz csupa minusszal jelolt része, de
minden mas "+, —" sorozatnak megfeleltethets egy térrész.

Cstics feletti térrésznek R? azon részét nevezziik, melynek koordinatai kozott
egy darab 7 +7 van.

El feletti térrésznek R? azon részét nevezziik, melynek koordinatai kozott két
darab ” +7 van.

Lap feletti R? azon részét nevezziik, melynek koordinatai kozott harom darab
9 4 9 vall.

Az elnevezés onnan ered, hogy az adott térrésznek és 3-dimenzios szimplexnek
a kozos metszete éppen egy csucs, €l vagy oldal.
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4. abra. A zold H pont a piros D-cstucs feletti térrészben helyezkedik el

Most pedig visszatériink a bizonyitashoz, és az ott hasznalt jelolésekhez. Ha
qs csucs feletti részbe esik, akkor az "Gtcstucsu" konvex poliéder belsejébe
keriil azon cstcs, amely felett van. Igy ekkor a poliéder nem Otcstcst, csak

négy.

Ha g5 él feletti részbe esik, akkor az Gtcstcst konvex poliéderben azon él,
amely felett ¢5 van egy nemél. Igy megintcsak talalunk nemélt.

Ha g5 lap felé esik, akkor pedig g5 és azon cstics fog nemélt alkotni, mely nem
volt cstcsa a lapnak.

Mivel més eset nincs, ezért a lemma és a tétel bizonyitasat is befejeztiik. [

Az [5.1.] és az[5.1.2] Lemma egyiitt kiadjak az [5.1.1] Tétel bizonyitasat.

5.2. d-dimenzids eset
5.2.1. Tétel. A(d,d—1)=d+1.
A kovetkezSkben ezt a tételt bizonyitjuk.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy R?-ben létezik d + 2 pontt (d — 1)-rangtian
antipodélis halmaz, és legyenek ezek a pontok qi,...,q411,qare. Jeloljik
conv (qu, - -y Gas1, Qar2)-t K-val.

5.2.1. Lemma. Minden i-re, ahol 1 <1 < d+ 2, q; csticsa a politopnak.
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Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik j, amire ¢; nem csics, azaz
qj € conv (qu, -, qj—1,qj+1, Gd+2)-

Ha ¢; € conv (qiy,-..,q;,), ahol 1 < ¢ < d+ 1, akkor az ellentmondas onnan
jon, hogy a . monotonitasi lemma miatt (¢ — 1)-ranguan is antipodélis
a halmaz, és a . kiszoritasi lemma miatt az af f (¢, .., q;,)-ben nem
lehet tovabbi pontja a halmaznak.

Ha pedig ¢; € conv (q1,...,qj—1,qj+1,qa+2) gy teljesiil, hogy ¢;-nek a tébbi
csticsbol konvex kombinécioként valo elGallasakor egyetlen egyiitthatd sem 0,
akkor ¢; az egyediili olyan pontja a (d — 1)-rangtan antipodalis halmaznak,
amely nem cstcsa a pontok konvex burkanak, mert kiilonben a halmaz nem
feszitené a d-dimenzios teret. A d + 1 cstucsu a d-dimenzios teret kifeszité
politop a d-dimenzids szimplex. Vélasszunk ¢; mellé tetsz6legesen még d — 1
pontot a halmazunkbdl, példaul: ¢i,...,qj—1,q;+1, ..., g4 pontokat.

Mivel conv (qi, . . ., qq) nem lapja a szimplexnek, hisz

aff (Q17 s 7Qd) N int(COHU ((Jh e 45-1,49541, Qd+2)) 7é (Z),

igy az aff (qi,...,qq) hipersik altal hatarolt két kiilonbozs nyilt féltérben
helyezkedik el gg11 és qgio.

Hérom eset lehetséges aszerint, hogy hol helyezkedik el B = af f (q1,...,q4)N
Gd+194+2 halmaz, ami jelen esetben egyetlen pont:

1. eset: ha B € relint conv (qy,...,qq). Ekkor az ellentmondéas abbol szar-
mazik, hogy conv (qu, ..., qj-1,¢jr1, qar2) a d-dimenzi6s szimplex, mert ekkor
bar a gq11qqs2 €le kellene hogy legyen, int conv (q1, ..., qq) 0 qar1gare # 0.

2. eset: ha B € relbdconv (q1,...,qq4). Ekkor B € conv (¢, ...,q,), azaz
benne van conv (q1, . ..,qq) (¢ — 1)-dimenziés lapjaban, ahol 0 < ¢ < d — 1.
A [4.0.1} monotonitasi lemma miatt a ponthalmazunk (-rangtian is antipoda-
lis. Viszont ekkor aff (¢, - .- 4, qa+1) tartalmazza gg4o-t, ami ellent mond
a .03 kiszoritasi lemmanak.

3. eset: ha B ¢ conv(qi,...,qq). Legyen Il : RY — aff(q,...,q)
egy vetités, és legyen II(qay1) = ¢y illetve II(gay2) = ¢y, Ekkor
Qa+1G11||94+20 05 18y a két egyenes egyértelmtien meghataroz egy X 2-
dimenzios sikot. ¥ Naff(q,...,q5) = e egyenes. Az e-t a B pont két
félegyenesre bontja, amik koziil az egyiknek egészen biztosan nincs ko6zos
metszete conv (q1, . . ., qq)-val annak konvex mivolta miatt. B a felezd pontja
a (11, Szakasznak, igy minden esetben a képpontok kiilénboz6 félegyene-
seken lesznek. Az ellentmondas abbdl fakad, hogy a halmazunkrol kidertil,
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hogy nem lesz (d — 1)-rangian antipodalis, hisz nem létezik olyan II vetités,
amely conv (q1, ..., qq)-ba képezné g1 és qqyo pontot. ]

5.2.2. Lemma. Ha egy P C R? konvez politép minden csics d-ese a P egy
(d — 1)-dimenzids lapja, akkor P a d-dimenzids szimplex.

Bizonyitds. Ha P a d-dimenziés szimplex és csucsai {qi,...,qq11}, akkor
valoban igaz, hogy minden cstcs d-ese egy (d — 1)-dimenzios lapja.

Masodikként megmutatjuk, hogy ha nem létezik d + 1 < r csticsu P politdp,
melyre igaz lenne, hogy minden csics d-ese P egy (d — 1)-dimenzios lapja,
akkor r + 1 cstcsi P’ politop sincs.

Indirekt tegyiik fel ennek az ellentétét. Ekkor az r+ 1 csticst P'-nek minden
csics d-ese (d — 1)-dimenzios lap. Hagyjuk el az egyik cstucsot. Az igy
megmaradé 7 csics konvex burka egy olyan P politop, melynek szintén
minden csucs d-ese egy (d — 1)-dimenzios lapja lesz, mert a cstcs elhagyas
utan nem keletkezhetett olyan 4j cstcs d-es, mely nem (d — 1)-dimenzids
lapja P"-nek és nem volt P'-nek a lapja. Ezzel ellentmondasra jutottunk.

Ezért tehat elég lesz megmutatnunk, hogy nem létezik d+2 csticsii P politop,
amely (d — 1)-rangtian antipodalis. Tehat d 4+ 2 csticstt P esetén van olyan
csucs d-ese P-nek, amely nem a hataran helyezkedik el, azaz nem lehet lapja.

A conv(q,...,qq41) (d — 1)-dimenziés laphipersikjai felbontjak R9-t. Sza-
mozzuk meg a (d—1)-dimenzios laphipersikokat 1-t6l d+1-ig. A (4, +,...,+)
jelolés i-edik koordindtajaban 1évé ” + 7 azon félteret jeloli, melyet az i-
edik (d — 1)-dimenzios lap hatarol és tartalmazza conv (qi, . . ., qar1)-t, illetve
az i-edik koordinataban 7 — "-szal jeloljiik azt a félteret, melyet az i-edik
(d — 1)-dimenzios lap hatarol, és nem tartalmazza conv (qi, . .., q4+1)-t. Ma-
ga a (+,+,—,—,+,...,—) jelolés pedig koordinataiban egyértelmten leirt
félterek metszetét jelenti. Koénnyen lathato az is, hogy R%ben nem létezik
olyan térrész melyet a (—, —,...,—) (csupa ” — ") ir le.

Azt mondjuk, hogy g2 egy (-dimenzids lap felett van, ha azon térrészben
helyezkedik el, melynek a fenti felirasban vett koordinatai kozott £ + 1 da-
rab 7 4+ 7 van. Az elnevezés onnan szarmazi, hogy az adott térrésznek és
conv (q1, - - ., qqr1)-nek a metszete egy egyértelmi (-dimenzios oldal lesz.

Be kell latnunk, hogy barmilyen tipustu lap felett van q4.0, 1étezik olyan
{¢,...,q,} csiucs d-es, amely nem lapjat hatarozza meg P-nek, azaz
int(P) N conv (giy, - .., q,) # 0.
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Tegyiik fel, hogy q4.2 az ¢-dimenzioés L lap felett van, ahol 0 < ¢ < d —
1. Valasszuk ki conv(qi,...,qqy1) azon cstucsait, melyek nincsenek rajta
az L lapon, legyenek ezek: qpio,...,q411 és vegylik hozzajuk g4 o-t illetve
tetsz6leges ¢ — 1 darab cstucsat L-nek, ezek legyenek ¢y, ..., q,. Az igy kapott
D=A{q,...,q,q2,---,qa+1,qd+2} csics d-es nem lehet lapja P-nek, mert
int(P) N conv (D) = int conv (qes2, - - -, Ga+1, da+2), ami nem az iireshalmaz.

]

Visszatériink az [5.2.1}'Tétel bizonyitasahoz. Mivel K nem a d-dimenzios
szimplex, igy feltehetjiik, hogy conv (gs, . .., qar2) nem lapja K-nak.

Ekkor harom eset allhat fenn aszerint, hogy qi1q2 Naff(qs,...,qar2) = T
hény dimenzios.

Ha ¢; és qo pontok az af f (gs, ..., qs+2) hiprsik azonos oldalan helyezkednek
el, akkor q1,qo Naff(gs,.-.,qaro) = 0. Ez viszont ellentmond annak, hogy
conv (qs, - . ., qa+2) nem volt lapja K-nak.

Ha qi1qo N aff(qs,...,qar2) 1-dimenzids, akkor ¢; és ¢o is benne van a
aff(qs,...,q4r2) hiprsikban, ami ellent mond a [4.0.3, kiszoritasi lemma-

nak.

Ha qigo N aff(qs,...,q4+2) 0-dimenzios, azaz T = {z}, akkor héarom
eset allhat fenn: lehet = € relintconv(qs,...,q4r2), lehet hogy, = €
relbd conv (qs, . . ., qasr2) és lehet, hogy x & conv (g3, ..., qaro)-

Ha 2 € conv (qs, ..., qaro). Legyen I1 : R — aff (qs,...,qaro) egy vetités,
és legyen Il(q1) = q; illetve I1(q2) = ¢5. Ekkor ¢1¢||q2q, igy a két egyenes
egyértelmiien meghataroz egy > 2-dimenzios sikot. ¥ Naff (g3, ..., qar2) =
e egyenes. e-t a x pont két félegyenesre bontja, amik kozil az egyiknek
egészen biztosan nincs kozos metszete conv (gs, . . ., qare)-val annak konvex
mivolta miatt. x a felez6 pontja a ¢|q¢, szakasznak, igy minden esetben a
képpontok kiilonbozd félegyeneseken lesznek. Az ellentmondas abbol fakad,
hogy a halmazunkroél kideriil, hogy nem lesz (d — 1)-rangian antipodalis,

hisz nem létezik olyan II vetités, amely conv (gs, ..., qqr2)-ba képezné ¢ és
g2 pontot.
Ha = € relbd conv (gs, . . ., qa4s2), akkor x benne van egy ¢ csucs altal alkotott

(¢ — 1)-dimenzi6s lapban. Ehhez hozzavéve qi-et és go-6t azt kapjuk, hogy
van £+ 2 csticsunk egy (-dimenzios affin alteret feszitenek, de ez ellent mond
a 0.3l kiszoritasi lemmanak.

Ha x € relint conv (qs, . . ., qar2), akkor nézziik meg a q1, g2, g3 pontok altal
alkotott haromszoget. Az ellentmondés onnan jon, hogy af f (q1, g2, ¢3)NK D
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conv (q1, g2, q3), mert barmely pontja af f (q1,ge,qs) siknak ami nincs benne
a conv (q1, q2, q3)-ban barmely ezen sikra vett vetitésnél helyben marad, igy a
halmazunk nem 2-rangtan antipodalis. Ez ellentmond a[4.0.1, monotonitasi
lemmanak.

Ezzel az [5.2.1] Tétel bizonyitasat befejeztiik.

5.3. A f6 eredmény

A {6 eredménytink a [5.3.2tétel, amelynek kozvetlen kovetkezmeénye az[5.1.1
és az [5.2.1] tétel. Ehhez sziikségiink lesz a [Grii03] konyvben ismertetett
szomszédsagisag fogalomra. A szomszédsagi politopok jobban ismertek szé-
munkra, mint a k-rangian antipodalis politopok, igyaz egyik célunk a ketts
téma kozott osszefiiggést taldlni, amit meg is tesziink az tételben.

5.3.1. Definicié. Legyen k eqy pozitiv egész. Egqy P C R politépot k-
szomszédsdginak neveziink, ha vert(P)-nek minden k-elemi A részhalmaza
F egy lapjat hatdrozza meg P-nek igy, hogy F = conv (A) és A = vert(F).

A k-szomszédsagi politopokrol kimondott tételek koziil a kovetkezét fogjuk
hasznéalni.

5.3.1. Tétel. Ha P C R? egy k-szomszédsdgi politdp és k > |3d], akkor
P-nek d+ 1 csucsa van, azaz P a d-dimenzios szimplex.

Kimondjuk a legjobb altalunk adott becslést A(d, k)-ra, amelyrsl mar alakja
miatt megmondhat6, hogy nagyban milik az tételen.

5.3.2. Tétel. A(d, k) = d+1 minden k-ra, ahol k > |1d|, azaz a ponthalmaz
a szimplex.

Az el6z6 tétel lelke a kovetkezd tétel, amely Gsszekoti a k-szomszédséagi poli-
topokat a k-rangian antipodalis politépokkal.

5.3.3. Tétel. (F& eredmény) Legyen P C RY egy k-rangiian antipoddlis poli-
top. Ekkor P k-szomszédsdgi 1s.

Bizonyitds. Legyen P k-rangtan antipodalis és legyen vert(P) = V, illetve
legyen A CV és A={p1,p2, .-, Pk}

A célunk, hogy talaljunk olyan H hipersikot melyre H N P = conv (A) vagy
méasképp fogalmazva H NV = A, és H tamaszhipersikja V-nek.

Legyen ¢ tetsz6leges nem A-beli eleme V-nek. Ekkor a [£.0.3] kiszoritasi
lemma miatt nincs olyan tovabbi r € (V\(A U ¢q)) elem, amely af f (AU q)-
ban lenne.
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Mivel P k-rangtian antipodalis, ezért létezik egy I1: RY — af f (p1,. .., Dk, q)
projekcio, amelyre II(V) C conv (p1,...,pk,q). Ekkor tekintsiik aff (A)
Gsképét a II vetitésnél. Mivel af f (A) egy hipersik af f (p1, ..., pr, q)-ban,
ezért II7Y(af f (A)) egy H hipersik Re-ben, tigy, hogy a kivetkezok igazak ra:

1. V elemei csak H-ban illetve a H altal meghatarozott két nyilt féltér
egyikében lehetnek.

2. AC(HNV).

A 2| allitas H konstrukcioja miatt lesz igaz, az (1] allitas pedig abbdl a ténybdl
kovetkezik, hogy II a conv (py, .. ., p, q¢)-ba képzett, hiszen ha a H altal ketté
osztott tér mindkét felében lettek volna V' beli pontok, akkor a konvex burkon
kiviilre is estek volna II altal vett képek.

A d-dimenziéra vonatkozé indukciot hasznéalunk, és adott d-dimenzién beliil
pedig a k-rangra vonatkozot. Meg kell mutatnunk, hogy az R#™() térben,
tetszbleges k-ra, ahol 1 < k < dim(P), teljesiil, hogy tetszéleges k ele-
mi részhalmaza vert(P)-nek egy valodi lapon van, azaz talalhato olyan H
(dim(P)—1)-dimenziés tamaszhipersikja vert(P)-nek, amelynek vert(P)-vel
vett metszete a kivant k elemi ponthalmaz. A H konstrukciojat bemutattuk
az el6bb, most pedig az indukciéval megmutatjuk, hogy valéban betolti fel-
adatat, és megmutatja az adott cstucs k-asrol, hogy azok konvex burka valodi
lapja P-nek.

Legyen dim(P) = 2. Ekkor a k = 1 esetet kell megvizsgalni. Barmilyen
ilyen halmazra trividlisan teljesiil az 1-szomszédségisag, hiszen minden cstics
valodi 0-dimenzios lap.

Tegyiik fel, hogy tetszsleges k-ra (1 < k < dim(P) — 1) létezik megfelels
L (dim(P) — 1)-dimenziés affin altér az R%*™(")_ben, ahol 1 < dim(P) < d,
amire teljesiil, hogy LNV éppen az adott csics k-as szigoruan, feltéve, hogy
P egy tetszbleges k-rangian antipodalis politop.

Legyen P k-rangtian antipodalis politép, dim(P) = d. Legyen tovabba adott
a bizonyités elején definialt A halmaz, g pont és H hipersik, ahol H eleget
tesz a[l] ¢és a2l tulajdonsagoknak. A [4.0.2] lemma szerint szoritsuk meg
a k-rangtian antipodalis ponthalmazunkat H-ra, azaz vizsgaljuk a H NV
k-rangian antipodalis ponthalmaz elemeit. Ha A = (H N'V), akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy
dim(HNV) = d—1. Ha ennél kisebb dimenziés volna, akkor is teljesiil, hogy
dim(HNV) > (k—1), de az indukcios feltevés ezekben az esetekben is igaz
marad.

Tegyiik fel, hogy A C (H NV) igy H nem megfelel§ hipersik szamunkra R?-
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ben. Az indukcios feltevés miatt viszont (d — 1)-dimenzioban, tehat ahova
a H-ra val6 megszoritas utan keriiltiink, minden cstcs k-ashoz létezik olyan
(d — 2)-dimenzi6s hipersik, amely megmutatja az adott csics k-asrél, hogy
valoban szomszédok. Legyen L az a (d — 2)-dimenzi6s hipersik, amelyik
megmutatja A ponthalmazrol, hogy szomszédok. Ekkor tehét teljesiil L-re,
hogy HNV pontjai vagy L-ben vannak, (ezek pontosan A elemei), vagy pedig
az L altal ketté bontott tér egyik nyilt felében. Ekkor viszont legyen H' olyan
(d — 1)-dimenzios hipersik mely tartalmazza L-et, és H-nak egy kicsi szogi
elforgatottja L koriil, gy hogy (H' N'V) = A. Es ezzel a bizonyitasunkat
befejeztiik, mert taldltunk megfelel§ hipersikot, amely megmutatja, hogy A
elemei szomszédosak.

]

Madsodik bizonyitds az[5.3.3 tételre. Indirekt modon tegyiik fel, hogy van
olyan P k-rangt antipodalis politép, amelyik nem k-szomszédsagi.

Legyen A = {p1,...,pr} C vert(P), azaz |A| = k. Indirekt tegyiik fel, hogy
A nem egy lap csucshalmaza. Ekkor af f (A)-ban nincs olyan g € vert(P),
amire ne lenne igaz, hogy ¢ = p; valamilyen 1 < ¢ < k-ra, hisz P a
lemma miatt (k—1)-rangtan is antipodalis, és ezért a[d.0.3] kiszoritasi lemma
teljestl af f (A)-ra.

Legyen F' a [2.3.1 lemma szerint vett minimalis lapja P-nek, amire igaz,
hogy A C F. Az el6z8 bekezdés miatt dim(F') > k — 1, s6t az is igaz, hogy
conv (p1, . ..,pr) nem lapja F-nek, mert ha az lenne, akkor P-nek is lapja
lenne 2.3.21 allitas Bl része miatt.

Legyen a t pont a pq,...,pr pontok tomegkozéppontja, igy természetesen
t € relint conv (py, ..., pr). Megmutatjuk, hogy t € relint(F).

Tegyiik fel indirekt modon, hogy t ¢ relint(F). Ekkor t € relbd(F') allhat
fent csak. Ekkor van az aff (F)-ben egy Z tamaszhipersikja F-nek, ami
F-et t-ben tamasztja. De ha t-ben érinti F-et Z, akkor pq,...,p, pontok a
Z &ltal hatarolt egyik zart féltérben helyezkednek el, mert az egész F' is az
egyik ilyen féltérben helyezkedik el. Mivel viszont ¢ € relint conv (p1, ..., px),
igy A C Z. Ez ellent mond annak, hogy F' minimalis volt, mert F' N Z-vel
kaptunk egy legalabb egy dimenziéval kisebb lapot, amely tartalmazza a
P1, - -, Pr pontokat.

Legyen ¢ ¢ A az F lapnak egy tetszSleges csicsa. Tudjuk, hogy ¢ ¢

aff (p1,--.,pk), igy conv(pi1,...,pr,q) egy k-dimenzios szimplex. Ek-
kor aff (p1,--.,pk, q) tartalmaz olyan F-beli pontot, amely nincs benne
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conv (p1, ..., Pk, q)-ban. Ilyen pont van példaul a B(t,e)-ban, azaz a t ko-
zéppontu e sugara dim(F)-dimenzios nyilt gombben, legyen s € B(t, ) egy
ilyen pont. Az ellentmondés onnan szarmazik, hogy nem létezik olyan vetités

az aff (p1,...,pk, q)-ra, amely s-et ne hagyné helyben, ami igy nem lesz a
conv (p1, ..., Pk, q)-ba képezhets, igy az eredeti halmazunk nem k-rangian
antipodalis. O

A [5.3.3 tételhez még megjegyzésként hozzafiizhets, hogy a k-szomszédsag,
mint kévetkezmény éles, azaz ennél jobbat altalaban nem tudunk k-rangtan
antipodalis halmazokrol elmondani. Példa k-rangtan antipodalis halmazra
amely nem (k + 1)-szomszédsagi: k£ = 1-re 3-dimenziéban a kocka cstcsai a
Klee féle antipodalisnak eleget tesznek, de nem minden cstcsot kot Gssze él,
azaz nem 2-szomszédsagi.

A [5.3.3ltétel és af5.3.1tétel egyiitt igazoljak a tételt.
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