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1. Bevezetés

A szakdolgozatomban azzal foglalkozok, hogy hogyan lehet kiilénb6z6
extremalis kombinatorikai problémaknal, sejtéseknél szamitogépes program
segitségét felhasznalni. Linearis Programozasi modelleket (tovabbiakban LP)
fogok irni a f6bb problémékhoz, amiket a késGbbiekben részletesebben leirok.
Az LP-k széles korben vannak hasznalva, elsGsorban a logisztikai tervezés te-
riiletén, ahol konnyen leirhatoak a folyamatok linearis feltételekkel. Azonban
ennél sokkal tobbféle dolog modellezhetd ilyen eszkozokkel, ezek koziil kombi-
natorikai problémak lesznek a szakdolgozatban bemutatva. A megoldésukhoz
egy teljesen altalanos, nyilt forraskodia Python kényvtarat, a pulp-ot fogom
hasznélni, egy ingyenesen elérhet§ fejlesztGi kornyezetbdl, hogy bemutassam,
nem sziikséges semmilyen komolyabb technikai hattér ilyen modellek futta-
tasadhoz és mennyire konnyen elérhetGek ezek az eszkozok.

Az extremalis kombinatorikai problémaéakat fogom kezdetben bevezetni,
eleinte konnyebben atlathato graf struktaraknél fogom bemutatni a lehetd
legtobb él megtalalasanak modszerét. Utana komplexebb strukturakat ve-
zetek be, a halmazrendszereket és azokon fogok kiilonbozé tulajdonségok,
feltételek teljesiilése mellett a lehetd legtobb élt, azaz halmazt keresni. Ezek-
hez mar szamitogép segitségét is igénybe fogom venni. Példaképp egy ismert
problémat, a maximélis méretd Sperner rendszer megkeresését fogom ven-
ni és bemutatom a modszernek a részleteit, amiket a késébbi modellekben
alkalmazok majd. A szakdolgozatom alapotletét és a megnézendd sejtéseket
Wagner Adam Zsolt [2] cikke adta, és az alapot az LP modellekhez is ez a
forras adta, amibdl feldolgozok tobb témat is. Tobbek kozott a 4. fejezet-
ben Frankl [5] sejtésének, illetve az 5. fejezetben Erdés Pal kérdésébdl kinstt
masik Franklt6l szarmazo sejtésnek a megcafoldsanal, illetve még szintén a
4. fejezetben Frankl egy masik sejtésében [9] levd értékeket is ellendrizni fo-
gok. Ezekben az esetekben a szamitogépes modszereket arra lehet hasznalni,
hogy alaposabban at lehessen latni extremalis halmazrendszereket, a nagy
mértékd szamitasi kapacitas kihasznaldsaval. Mindegyik modellnél részletez-
ni fogom, hogy mi a kiindulasi probléma, és azt hogyan lehet modellezni
az eszkOzeimmel. A kédokat amiket hasznalni fogok, nyilvanosan elérhetévé
tettem a Githubon [I], a kodokat onnan kimésolva konnyen lehet futtattni
a modelleket, minddssze a pulp konytarra van sziikség. Egy modellen beliil
sokféle beéllitasi lehetGség van, az alaphalmaz méretére, idékiirasra, ,warm-
startra”, amik rengeteg féle kodbeli konfiguraciot jelentenek. Ezekre mind
talalni a megadott Github linken példékat, amiket minimélis kodbeli valtoz-
tatéasokat kovetGen barmelyiknél fel lehet hasznélni, de a pontos részleteket,
melyik kodbeli résznek mi a feladata, mindig az adott problémahoz tartozo
fejezetben fejtek ki. Szabadon is lehet ezekkel kisérletezni, és akkor jobban
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megfigyelheté milyen hatéssal lesz a futasara, eredményére ezeknek a para-
métereknek.
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2. Bevezetés az extremalis kombinatorikaba

Az extremalis kombinatorika olyan kérdésekkel foglalkozik, amik bizonyos
feltételek mellett egy szélsGértéket vagy becslést adnak bizonyos, a feladat-
ban definialt struktira méretére. Felvezetésnek az extremalis grafelmélettel
foglalkozok, hogy bemutassam milyen modszereket lehet alkalmazni szélsGér-
tékek, konstrukciok megtalalasara a grafok témakorében. Elgszor definidlom
az alapfogalmakat, amik hozzatartoznak ennek a téméanak a bevezetéséhez.

2.1. Definici6. Grifnak nevezzik azt o G = (V, E) pdrt, ahol V' a csicsok
halmaza, E =V XV pedig az éleken eqy rendezetlen pdr, ami az élek két
végpontjdt jeloli.

2.2. Definicié. Egy graf akkor egyszeri grdf, ha barmely két csiucsa kozott
legfeljebb eqy €l mehet és nincs benne hurokél.

2.3. Definicié. Egy teljes pdros grdaf olyan egyszert graf aminek a csiucsai
két osztdalyba vannak osztva, és azok kozétt minden €l be van hizva. K,,,, az
a teljes paros graf aminek az eqyik csucsosztdlya m mdsik n méretd.

Ekkor egy teljes K, ,, paros gratban konnyen latjuk, hogy m - n darab él
van behtuizva.

2.1. Megjegyzés. Pdros grif esetén, a maximdlisan megengedett az a két
pontu teljes grdaf, mert harom ponti teljes részgrafot nem tartalmazhat. Ugyan-
1s akkor menne €l eqy csiucsosztdalyon beliil.

Ezt szeretnénk a tovabbiakban kiterjeszteni, mi torténik akkor, amikor
nem engedjiik meg, hogy a grafban egy 4 pontu teljes graf legyen. Intuitivan
arra lehet gondolni ilyenkor, hogy ha nem lehet teljes négyes, akkor probéljuk
elérni, hogy ha vesziink egy tetszdéleges cstics négyest, akkor a leheté legtobb
¢l legyen behuzva kotiik. Probéljuk elérni azt, hogy minden négyesbdl pon-
tosan egy él hidnyozzon: osszuk a csticsokat harom csoportba és a csoportok
kozott minden élt hizzunk be. Ez tovabb altalanosithato, hogy ne engedjiink
meg az n cstcsbol allo grafban a teljes k+1 cstucsu grafot, a K, q-et. Ekkor a
legtobb élt gy tudjuk elérni, hogy a k darab csoport méretét a lehets legki-
sebb kiilonbségtire valasztjuk, hogy ne legyen a méretek kozott 1-nél nagyobb
kiilonbség.

2.4. Definici6. T, Turdn grdfnak azt a k osztdlyu grdafot nevezzik ami nem
tartalmaz részgrafként eqy k + 1 csiucsi teljes grifot és a k osztdlya kozott
méretben lefeljebb 1 a kilonbség. A grafban pedig minden €l be van hizva,
kivéve amik eqy adott osztdlyon belil mennének.
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Bizonyitas nélkiil kimondom a Turan tételt.

2.1. Tétel (Turan [8]). A Turdn tétel azt mondja ki, hogy a T,, ) Turdn grdf
azzal a tulagdonsdggal bir, hogy n csiccsal rendelkezik és nincs benne k + 1
csucsu teljes graf részgrdafként, és ezek kozil pedig a legtébb €lt tartalmazza.

' RN
FAN
700%

1. dbra. A T}y 3 Turan graf

2.1. Sperner rendszer

A grafok hasznos szemléltetGeszkozok, és rengeteg feladat, folyamat mo-
dellezhet§ veliik. Azonban ha komplexebb rendszereknél akarunk szélsGséges
helyzeteket keresni, akkor nem bizonyulnak megfelelének, dltaldnosabb fogal-
mat kell bevezetni, hogy a csticsok koziil melyek tartozhatnak egybe. Ennek
feloldésaképp vezessiik be a halmazrendszereket, mégpedig ugy, hogy erede-

c s

Ehhez el6bb bevezetek néhany tijabb fogalmat.

2.5. Definicio. A P(V) hatvdnyhalmaz az a halmaz ami eqy V' alaphalmazbol
képezett dsszes részhalmazt magdba foglalja.

Igy ratérhetek a kiterjesztettebb ,graf” fogalomra.

2.6. Definicié. Az F halmazcsaldd egy adott V' nem tires alaphalmazon vett
tetszdleges részhalmaza a P(V') hatvdnyhalmaznak. Tehdt az dsszes lehetséges
halmazcsalad V' nemiires alaphalmaz felett igy kaphato meg: P(P(V))
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Ez szemléletesen azt jelenti, mintha egy grafnél olyan éleket engednénk
meg, hogy egy élhez ne csak pontosan két cstics tartozhasson, de minden élnek
kilénbo6z6 csicsokat kell tartalmaznia. A halmazcsaladoknél is meg lehet
nézni kiilonbozs tulajdonsagokat, elGszor egy egyszertibb tulajdonsagot nézek
meg, hogy legfeljebb hany halmazt (graf értelemben ,¢1t”) lehet kivalasztani,
hogy semelyik ketts ne tartalmazza egyméast. Ezt formalisan is definidlom:

2.7. Definicid. Antilincnak nevezzik azt az F C 2" halmazcesalddot amiben
nincs két kilonbozd A, B € F, hogy A C B.

2.2. Linearis Problémak megadasa

Kozelitsiik meg ezt a problémat Linearis Programozésbeli modellezési fel-
adatként. Egy ilyen feladatban van egy x vektor, amiben a valtozok vannak,
amikre linearis feltételeket lehet megadni és egy adott célérték vektorra ezt
ki lehet optimalizalni egy megoldd program, konyvtar segitségével. A model-
lekben minden egyes lehetséges A halmazhoz tartozni fog egy indikator x
valtozo az x vektorban. A szakdolgozat soran a Python programozasi nyel-
vet hasznaltam PyCharm kornyezetben és az LP feladatok kornyezetéhez a
pulp konyvtarat fogom hasznalni, aminek a beimportalédsa alapvetGen meg-
torténik az IDE segitségével. A kiovetkezd fejezetben az adott alaphalmazon
legnagyobb méreti Sperner rendszer keresése altal fogom bemutatni, hogy
hogyan is miikddik az ilyen megoldok hasznélata.
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3. Modellezés Sperner rendszer esetén

A Sperner rendszer keresése egy széles korben ismert probléma, amit az
el6z6 fejezetben elkezdtem a definidlasaval, és ebben a részben tovabb fogok
foglalkozni vele. A megoldésa is ismert, a 20. szazad elsé felében mér meg lett
hatarozva, de azért fogom bemutatni a modelljének felépitését, létrehozasat,
hogy példaképp lehessen egy ilyen ismert esetnél latni a modszereket, amiket
alkalmazok és a késébbiekben is fel fogok hasznélni.

A modellek soran a [2] cikk volt segitségemre, megmutatta mik adjak az
alapjat ennek a témakornek, a modellek felépitéseinek alapjat ugyanezen a
példén értettem meg, de a cikkben szereplékon feliil belemegyek a kodbeli
és a halmazrendszerbeli felépitésbe. A Sperner rendszerek LP modellezését
és, hogy hogyan fut le a program részletesebben be fogom mutatni, mint
példa feladatot, a késébbi feladatoknak nem fogok minden részén részletesen
végigmenni. A {6 célom az lesz, hogy meghatarozzam azokat a halmazokat,
amik benne lesznek a halmazcsaladban, ami az x vektorbol fog latszani, és
ez a lehets legtobb halmaz legyen. Az x vektorban az elemek a lehetséges
részhalmazok és x4 indikatorai lesznek annak, hogy az A € 2" benne lesz-e
a Sperner rendszerben. Ez onnan fog latszani a vektorban, hogy megkdtom
az x értékeit, hogy 0 és 1 kozott kell, hogy legyenek és csak egész értéket
vehetnek fel, 0-at, ha nincs benne és 1-et, ha igen. Azt is médositani lehet,
hogy a feladat fliggvényében maximalizélni vagy minimalizalni kell, ebben az
esetben a maximum érték van keresve.

Ezt formalisan Linearis Programozasi feladatként igy lehet felirni, aztan
kodként implementalni:

VA, Be2lM Ac B:
ra+xp <1

max 1x
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1 |fimport putp 3

base_Set = "A B CDE F 6 H I".split()
max_Subset_Size = len(base_Set)

possible_Sets = [tuple(c) for ¢ in pulp.allcombinations(base_Set, max_Subset_Size)]
setAll = set(possible_Sets)

¥ = pulp.LpVariable.dicts( r "set", possible_Sets, lowBound=8, upBound=1, cat=pulp.LpInteger)
set_Model = pulp.LpProblem( name: "Sperner Set System Model", pulp.LlpMaximize)
set_Model += pulp.lpSum([ x[it_set] for it_set in possible_Sets])

for subSetA in setAll:
for subSetB in setAll:
subSetd = set(subSetd)
subSetB = set(subSetB)
if subSetA.issubset(subSetB) and subSetA != subSetB
subSetA = tuple(sorted(tuple(subSetA)))
subSetB = tuple(sorted(tuple(subSetB)))
set_Model += (pulp.lpSum({[x[subSetA] + x[subSetB]]) <= 1)

set_Model.solve()

print(f"The choosen sets are out of a total of {len(possible_Sets)}:")
for set in possible_Sets:
if x[set].valve() == 1.0:
print(set)

2. dbra. Sperner Rendszer modellezése LP-ként

A fejleszt6i kornyezetbe, a PyCharmba le kellett toltenem a pulp kony-
tarat ahhoz, hogy elérhetéek legyenek ennek a nyilt forraskodua LP tipusu
feladatokat megold6 konyvtarnak a fiiggvényei, de minddssze ennyire volt
sziikség ahhoz, hogy ezt a kodot futtathassam. Ez a kod is, ahogy a beveze-
tésben szerepel elérhets az [1]-es hivatkozasban szerepld linken. A program-
kod elsé felében, definidltam a problémat, beallitottam, hogy az x vektorban
a halmazokhoz egész, 0 és 1 kozotti érték tartozhat a hatarokat beleértve.
Utana a modellt vettem fel, ami utan az els6 hozzaadott rész a 11. sorban
az a célfiiggvény az x vektorhoz, ami jelen esetben ¢ = 1 ugyanis ezzel az 1
értékek Osszegét akarjuk maximalizalni az x-ben. A kévetkezs 1épésben a 11.-
t6l a 20. sorig tartd részben a feltételeket fogalmazom meg. A Pythonban a
tipusok és beépitett fiiggvények hasznalata érdekében sziikség volt két tipust
is hasznalni, tuple-t kellett az x valtozoihoz rendelni, de a halmazmiiveletek a
set tipuson miikodnek, ez a tipusok kozotti konverzid késébbi modellekben is
jelen lesz. Minden A és B halmazparra megnéztem, hogy A C B, és minden
ilyen esetben, azt varom el, hogy A és B halmaz koziil csak az egyik lehet
kivalasztva. Utdna a kiiras maradt, hogy lehessen latni a halmazokat, amiket
az LP megoldasaval lehetett talalni, ahol az x4 = 1. Ezen a szinten pedig
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mar futtatni is lehet ezt a modellt, hogy megoldja a pulp.

A teljes futési id6 vizsgalatahoz néhany idélekérési hivasra meg kiirasra
van sziikség, a datetime nevi kdnyvtar hasznalataval. A modellbeli feltéte-
lek megadasahoz végig kell menni két egymasba agyazott cikluson, ami végig
megy az Osszes A € F-en. A pulp rogziti az altala a processzoron végzett
szamitasok idejét, de csak annyibol nem lehet latni a pontos arédnyokat. Az
idstigyeléssel ellatott futasnal kevesebb mint egy mésodpercig tartott a mo-
dell felépitése, a megoldésa pedig 32 masodpercig tartott. Ez nagyban tud
valtozni az alaphalmaz méretétdl meg természetesen a feladattol is.

Abban az esetben, ha megnovelem az alaphalmaz méretét 9-rél 10-re ak-
kor a modell 1étrehozasa 3.5 — 4 masodperc, ami nagyjabol 4-szer tobb id6
mint el6bb, ezt szemlélteti, hogy (az iires halmazt nem szamolva) a 9 méretd
alaphalmaznal 511 részhalmaz van, és 261121 iteracion kell Gsszesen végig-
futni, a 10 méret alaphalmaznal 4-szer tobb iteraciora van sziikség. Az LP
megoldonak is exponencidlisan tobb id6re van sziiksége, ebben az esetben 344
masodperc kellett, 11-re a modell 1étrehozasa 7, a megoldas pedig 3877 ma-
sodperc volt. Az id6 kiilonb6z6 heurisztikakkal akar drasztikusan gyorsithato,
ha példaul ebben a helyzetben megsziirém a bevevendd halmazok méretét,
hogy 4-t6l 7-ig terjedjenek akkor a megoldés 86 masodpercre csokken, ami
45-s70r0s gyorsulas, ha 8-ig akkor 412 ami igy is tobb mint 9-szer gyorsabb. A
heurisztikus feltételekre onnan is gondolhatunk, hogy ha til nagy egy halmaz
nem valaszthatunk ki olyan sokat és kénnyebben tartalmaz kisebbeket, ha-
sonldan, ha tul kicsi akkor kénnyebben tartalmazza egy nagyobb halmaz. Az
optimaélis célérték tehat, hogy hany halmazt lehet kivalasztani, ezt szemlélteti
a 3. abra is.

3.1. LP megold6 altal megadott optimumérték

A megold6 szoftver a megoldéas soran felhasznalt lépéseket kiirja a Py-
thonos konzolra, igy visszakovethet§ a megoldas menete és a kozben ezeknél
eltoltott id6 is. A célérték szerinti maximalis érték is lathato, de a halma-
zokat kiilon kell kiiratni, a program végén. Nézziik meg a halmazokat ami-
kor 9 elemt az alaphalmaz, ennek a problémanak ismertebb a megoldésa,
de szeretném alkalmazni ré az altalanos hozzaallast, amit ilyen programok
hasznalatanal fogok késébb is hasznélni.

Ebben az esetben megfigyelhets, hogy minden 5 méreti halmaz lett be-
valasztva és csak ezek, az abran is bejeloltem a lehetd legnagyobb antildncot
zolddel, de az 4 elemi alaphalmazon van értelmezve.
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A, B,C.D

3. dbra. 4 elemt alaphalmazon teljes halmazrendszer és a legnagyobb antilanc

Ahogy a 3. abréan latni lehet azokat a halmazokat amik vonallal fiiggélege-
sen egy iranyban menve elérhetéek egymasbol azokat nem lehet kivalasztani,
mert tartalmazzak egymaést. Ez a korabban emlitett heurisztikat is aléta-
masztja, de innen latszik is, hogy [§] vagy |5] méretl részhalmazokat kell
véalasztani, hogy maximalis méretd legyen a Sperner rendszer. Ekkor ((g])
darab halmazt sikeriil kivalasztani, aminél tobbet nem lehet, hogy ne tartal-
mazzon egymést tartalmazo halmazokat és amiket kivalasztottunk valoban

teljesitik, hogy egyik sem tartalmazza a masikat, tehat antilancot alkotnak.
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4. Tovabbi extremalis halmazrendszerek

A korabbi részben azt jartam koriil, hogy tartalmazasra nem lehet két
halmaz a halmazrendszerben, amire sikeriilt is valaszt talalni. Kovetkezéként
mas témat fogok megvizsgalni, hogy barmely két halmaznak legyen kozos
eleme.

4.1. Definicié. Metszd halmazrendszernek nevezziik F-et ha minden A, B €
F halmazra teljesiil, hogy AN B # ().

Miel6tt konkrét ilyen halmazrendszert vennénk, el6szor megbecsiilom a
fels6 hatarat az ilyen halmazrendszerek méretének. Beosztom parba a cstcso-
kat: A parja A halmaz. Ekkor legfeljebb csak az egyik halmaz valaszthato ki.
2"~! halmaz és komplementere par lesz igy Osszesen, tehét legfeljebb ennyi
halmazt lehet kivalasztani a skatulyaelv miatt, de ez még magaban nem ga-
rantalja, hogy ki is lehet, ami fontos, ha egy halmazrendszer méretének ma-
ximuma van vizsgélva.

2"~ mérett metszé halmazrendszer elérhetd és tgy lehet a legkénnyebben
szemléltetni, mintha egy csillag lenne, tehat egy fix elemet hozzéatesziink a
201 halmaz minden eleméhez, amik n — 1 elemii alaphalmazon vannak.
Legyen az az elem amit hozzatesziink a tobbi halmazhoz az A, ekkor igy fog
kinézni a konstrukcio:

B.c| |B,D| [c,D

B,C,D

4. abra. Az A elem altal generalt metsz6 halmazrendszer 4 elemen

Pontosan errél szol az Erdés-Ko-Rado tétel nem uniformizalt valtozata,
hogy ha F C 2" egy metsz6 halmazrendszer, akkor 277! élnél tébbet nem le-
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het elérni, de annyit viszont igen. Bevezetem az uniformizélt halmazrendszer
fogalmat, hogy egy ennél altalanosabb &llitast is meg lehessen fogalmazni.

4.2. Definicié. Egy halmazrendszert k-uniformnak neveziink, ha VA € F-re
teljesiil, hogy A mérete pontosan k-nak kell, hogy legyen, pontosan azn elemi
alaphalmaz k méreti részhalmazan.

Kovetkezének pedig a k uniformizalt halmazrendszerekre is kimondom az
Erdss-Ko-Rado tételt:

4.1. Tétel (Erdss-Ko-Rado [3]). Legyenn és k pozitiv egész szdmok és k < g,
ekkor az F C ([Z]) -ra igaz lesz, hogy VA, B € F esetén AN B # (. Ekkor

feliilrdl becsitilhetjik az F halmazrendszer méretét: F < (Zj)

Az eddigi konstrukciokat metszé halmazrendszereket konnyen meg lehe-
tett talalni, ugyanis ugyanarra a sémara épiiltek, hogy egy elemet fixen kiva-
lasztottunk, hogy az legyen, amiben metszik egymaést a halmazok, és annak
az elemnek a fokszama ekkor maximalis lesz, tehat A(F) = |F|.

Miel6tt megadnék egy sejtést a halmazrendszer mérete és a maximalis
fokszam kozott a halmazrendszer diverzitasanak fogalmat vezetem be. Ezt a
sejtést is a [2] cikkben talaltam, a definicidkat és a témaba tartozo erdemé-
nyeket is, a kodbeli megvalositas és a specidlis esetek megvizsgélasa a cikktsl
fiiggetleniil, altalam tortént.

4.3. Definicid. Legyenckn és k pozitiv egész szamok, aholk < § és F C ([Z])
eqy metszd halmazcesaldd. A legnagyobb fokszdma F-nek legyen: A(F). Eqy F
halmazcsaladnak a diverzitisa az a halmazcsaldd méretének és a legnagyobb
fokszamdnak a kilonbsége: p(F) = |F| — A(F)

Ha példaul az uniformizalt vagy nem uniformizéalt Erdgs-Ko-Rado tételre
adott egy-egy konstrukciot nézziik, ott mindkét esetben csillagszeri volt a
halmazrendszer, tehat mindketténél |F| = A(F) = p(F) = 0, minden
més esetben amikor nem csillagszerd a konstrukcio, akkor legalabb egy a
diverzitas.

Ha n > 6k3, akkor be lett bizonyitva Lemon ¢s Palmer altal [4], hogy

= (1 75) 1)

Frankl ezt a szigorubb sejtést fogalmazta meg|5]:

4.1. Sejtés (Frankl [5]). Legyen n > 3(k — 1), és F C ([Z]), és metszd

halmazrendszer. Akkor 5
n J—
< ) 2
p(F) < < L 2> (2)
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A sejtéshez az is hozzatartozik, hogy ha n < 3(k—1) akkor van ellenpélda:
F =A{F ¢ ([Z}) : |F U [5]] > 3}. Erre megnézem példaképp az n = 5, k =
3 esetét, amikor F = ([g]) tehat 5 elemd alaphalmazon az Gsszes 3 elemit

részhalmazt kell venni. Igy p(F) = 15— 6 = 9, tehat p(F) £ (%)

4.1. Modellezés LP megold6 hasznalatahoz

Legegyszertibben fix n, és k értékekre tudjuk megnézni, hogy sikeriilt-e
ellenpéldat talalni. n = 7, k = 3 esetre szeretném megkeresni a legnagyobb
diverzitasa F-et.

Formalisan igy lehet felirni az LP-t [2], barmely két kiilonb6z6 A, B hal-
mazparra:

Ta+xp <1
1#£1: Z Ty — Z x4 <0.
ACn],1¢A AC[n],i¢A
max Z Ta

AC[n],1¢A

4.1. Megjegyzés. A szumma also indexében szerepld 1-es illetve i az alap-
halmaz elsd, illetve i. elemére vonatkozik. Maga a teljes LP felirds a kodbol is
értelmezhetd lehet, alatta taldlhato eqy alaposabb leirds, hogy miért adja meg
a keresett értéket.

A 3. fejezetben szereplé LP modellnél egy Osszetettebbre lesz sziikség, de
sok szempontbo6l hasonléan fog felépiilni. A kdédom igy all Gssze:
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T |'1mpurt pulp
max_Subset_Size = 3
base_Set = "A B C D E F B".split()
possible_Sets = [tuple(c) for c in pulp.allcombinations(base_Set, max_Subset_Size)]
sizedSets = []
for setForSize in possible_Sets:
if len(setForSize) == max_Subset_Size:
sizedSets.append(setForSize)
setAll = set(sizedSets)

X = pulp.LpVariable.dicts{ nam
set_Model = pulp.LpProblem( r

"set", sizedSets, lowBound=0, upBound=1, cat=pulp.LpInteger)

"High Diversity Set System Model", pulp.LpMaximize)

optSets = []
for thisSet in sizedSets:
if set(thisSet).isdisjoint(set(possible_Sets[0])):
optSets.append(thisSet)

set_Model += pulp.lpSum([ x[it_set] for it_set in optSets])
for subSetA in setAll:
for subSetB in setAll:
subSetB = set(subSetB)
subSetd = set(subSetA)
if subSetA.isdisjoint(subSetB):
subSetA = tuple(sorted{tuple{subSetA)))
subSetB = tuple(sorted{tuple(subSetB)))
set_Model += (pulp.lpSum([x[subSetA] + x[subSetB]]) «= 1)

sumW0first = @
sumiW0index = @
for i in range(1, len(base_Set)):
for setConstr in sizedSets:
setConstrSet = set(setConstr)
if set(base_Set[8]).isdisjoint(setConstrSet):
sum0first += x[setConstr]
if set(base_Set[i]).isdisjoint(setConstrSet):
sumiW0index += x[setConstr]
set_Model += ( sumWOfirst - sumii0index ) <= 0
sumW0first = @
sumiW0index = @

set_Model.solve()

5. 4bra. MaximaAlis diverzitast metszé halmazrendszer modellezése LP-ként

Itt is az = vektor elemeihez halmazokat fogok rendelni, de itt még egy
koztes 1épésként meg kell méretezni a halmazokat, a 3 elemtiek lesznek csak
beadva a modellbe, ezeket a 7. sorban kezd6dé ciklusban fogom kivalogatni.
A 24. sorban az van garantalva, hogy metszé halmazrendszer legyen, ezt azzal
a feltétellel lehet elérni, hogy

VA, B € [Z] ANB=0:24+25<1 (3)
A 49. sor utan mar a kiirdsa van csak a kivalasztott halmazoknak.

Az egyik legnagyobb kiilonbség az a 33. és 44. sor kozotti feltételek, amik
azért vannak hozzéadva, hogy a legnagyobb fokszamu elem az els§ legyen
(ami a modellemben az A elem), ez megtehets csak a szimmetriat tori meg
a tobbi elem és az A kozott. A maésik jelentds eltérés pedig az, hogy nem
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az Osszes 3 elemid halmaz felett fogunk optimalizalni, hanem csak azokra,
amikben nincs benne az A elem, ugyanis az el6z6 feltételek miatt az lesz
a legnagyobb fokszdmu elem az alaphalmazban. A lehetd legtobb halmazt
akarom, hogy bekeriiljon a halmazrendszerbe, ami fiiggetlen az A cstcstol,
ugyanis ugy kaphato meg a diverzitas, hogy a legnagyobb fokszami csticshoz
megnézziik a téle fliggetlen élek szamat. A tovabbi feltételek miatt egy metszo
halmazrendszer is lesz a végeredmény, ami a modell futtatasaval megkaphato.
A teljes kod elérhetd a [I] forrasok kozt levd linken.

4.2. A modell futtatasanak eredménye

A futési id§ ilyen méretd problémanal meglehetésen gyors, néhany masod-
perc alatt kész is van a program. Megnéztem nagyobb halmazoknél is futast,
a halmazok amiket visszaad eredményiil, olyan strukturat alkotnak, amikben
nincs benne az egyik elem, viszont barmelyik masik 6 elem az pontosan 5-szor
szerepel és visszaellendrizhetd, hogy metsz6 is a halmazrendszer.

Megnézem, hogy mennyi lesz ekkor a diverzitas a 4.1-es sejtésben:

o) =17 -8 < ()

pF)=10—5=5% (‘1‘):4

Ezzel pedig Frankl sejtését is meg lehet cafolni a diverzités fels6 becslésérdl.

A kovetkezd részben Frankl egy masik sejtését fogom megvizsgalni.

4.3. Legnagyobb méretii antilanc keresése alland6é atmé-
ré mellett

A részfejezet tartalmanak alapjaul szintén Wagner Adam cikke [2] szol-
galt. A kod, a modell és a halmazrendszer elemzését 6nélléan tettem hozzé,
igy tobb a cikkben nem szerepld értékre is kiprobéalhattam, hogy teljesiti-e
a feltételeket az eredményiil kapott halmazrendszer. A Sperner rendszernél
szabadon lehetett a halmazrendszert Gsszerakni, ennél viszont bevezetem a
halmazrendszer atmérGjét, mint 0j fogalmat.

4.4. Definicié. Legyen F C 2", akkor F dtmérdje, diam(F), igy adhaté
meg:
diam(F) = maz s per{|(A\B) U (B\A4)|}.

Az atmérs igy a halmazrendszerben megtaldlhato legnagyobb szimmetri-
kus differencia barmely két A és B halmazpéart véve. Masképp megfogalmazva
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az, hogy mennyire tud nagy kiilénbség lenni a halmazok kozott, hogy 6sszesen
hény egymastol kiilonb6z6 eleme lehet maximum barmely két halmaznak.

4.2. Sejtés (Frankl [0]). Legyen n és d pozitiv egész szamok, ésn > d. Legyen
F c 20 egy antilinc és diam(F) < d. Akkor

F1= (lajay)-

Az [5]-6s cikkben mar be lett bizonyitva, abban az esetben, ha n > 6(d +
1)%
Linearis Programozasi modellként fogom ezt a problémat is megkdzeli-
teni. Ahogy eddig is az = vektor elemeihez halmazokat fogok rendelni, és
az alapjan lesznek 0 és 1 értékiek, hogy bevessziik-e Gket F-be vagy nem.
Ahhoz, hogy antilanc is legyen meg az atmérgje legfeljebb d legyen F-nek
egy-egy feltételrendszert kell bevezetni.

Ahhoz, hogy antilanc legyen az F végeredményiink, tigy fogunk feltételt
hozzéadni, hogy végigmegylink az Osszes lehetséges A és B halmazparon és
ahol A C B, ott:

T+ xp < 1.

Az atmérs, hogy legfeljebb d legyen tigy érhetd el, hogy végigmegyek szintén
minden lehetséges A és B halmazon és amelyiknél |(A\B) U (B\A)| > d (a
szimmetrikus differencidjuk legalabb d):

Ta+ a2 <1
Tehat legfeljebb csak az egyik keriilhet be F-be. A célfiiggvény pedig a:
mazx lx

Az Osszes lehetséges halmaz felett a ¢ = 1 lesz, tehat csak a halmazok darab-
szamara lesz optimalizalva.

Azt lehet észrevenni, hogy mindkét esetben az Osszes, az alaphalmazbol
létrehozott részhalmazon, és azokbodl létrehozott halmazparon végig kell men-
ni, igy a futési id6 csokkentése érdekében a két feltételt egy cikluson beliil
adom hozza.

A kodban a fentebb leirt feltételeket és egymaéasba agyazott ciklusokat igy
lehet implementalni az n = 8 és d = 7 esetben:
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import pulp 4 v

base_Set = "A B C D E F 6 H".split()
max_Subset_Size = len(base_Set)
possible_Sets = [tuple(c) for ¢ in pulp.allcombinations(base_Set, max_Subset_Size)]

setAll = set(possible_Sets)

X = pulp.LpVariable.dicts( name: "set®", possible_Sets, lowBound=8, upBound=1, cat=pulp.LpInteger)

set_Model = pulp.LpProblem({ name: "Largest Antichain at fix maximal diameter®, pulp.LpMaximize)
set_Model += pulp.lpSum([ x[it_set] for it_set in possible_Sets])
11 # Adding the constraints|
for subSetA in setAll:
for subSetB in setAll:
subSetB = set(subSetB)
subSetA = set(subSetA)
if len(subSetA.symmetric_difference(subSetB)) > 7:
subSetA = tuple(sorted(tuple(subSetA)))
subSetB = tuple(sorted(tuple(subSetB)))
set_Model += (pulp.lpSum([x[subSetA] + x[subSetB]]) <= 1)
subSetB = set(subSetB)
subSetA = set(subSetA)

if subSetA.issubset(subSetB) and subSetA != subSetB:
subSetA = tuple(sorted(tuple(subSetA)))
subSetB = tuple(sorted(tuple(subSetB)))
set_Model += (pulp.lpSum([x[subSetA] + x[subSetB]]) <=1 )
set_Model.solve()

print(f"The chosen sets are out of a total of {len(possible_Sets)}:")
for table in possible_Sets:
if x[table].valve() == 1.0:
print(table)

6. abra. Legnagyobb antilanc mérete adott maximalis &tmérs mellett

4.4. A legnagyobb antilancot fix A&tmérSé mellett keresé
modell futasa

A futéasi id6 ebben az esetben koriilbeliil 210 mésodpercig tartott és meg-
talalta az optimélis értéket, ami Gsszesen 56 darab halmazt talalt, ami tgy
allt 6ssze, hogy az Osszes A-val kezd6dé halmaz be lett véve, utana 5 elemii
halmazok jonnek. Az 6sszes halmazt be lehet venni, amiben nincs benne az A
elem. Egy masik lehet&ség 56 elemi halmazrendszer talalasara, ha az 0sszes
5 elemi halmazt vessziik.

4.2. Megjegyzés. A programot tébbszor futtatva tobbféle konfigurdcidjdt
megkaphatjuk ilyen halmazrendszereknek.

Ez a halmazrendszer megfelel a sejtésnek, ugyanis:
8
|F| =35+21 =56 < 3 = 56 (4)

Ezen az érték kombinacion kiviil mas értékeket is megnézek, (8,5) parra 155
mésodpercig futott a megoldo, és végiil 28 elemti halmazrendszert talalt, ami
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szintén megfelel a sejtésnek. A 6. fejezetben lefuttattam még értékparokra,
és tablazatba foglaltam az eredményeket.

Ezeket az értékeket és ennyi kombinaciot végignézni kézzel nagyon komp-
likalt, szinte lehetetlen lenne, de még minden halmazparra ellenérizni, atlatni,
hogy tényleg teljesitik-e a feltételeket sem egyszert, ezért kiilon hasznos ilyen
modelleket hasznalni.
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5. Kleitman illesztési probléma

Ezzel a probléméaval a [2] cikkben taladlkoztam, és felkeltette a figyelme-
met, hogy mennyi részeredmény sziiletett a témakorben, de a teljes megoldas-
ra csak sejtések vannak. Az LP modellt is a cikkben taladltam, amit a kiilon-
b6z6 tulajdonsagi halmazrendszerek keresése kozben sokszor modositottam,
és az altalanos halmazrendszer szerkezetével tett vizsgédlatom is fiiggetlen az
eredeti cikktol.

Legyen s > 3 egész szam, és jelolje k(n, s) a maximum méretét a F C 2/
hogy ne legyen F-ben s darab paronként diszjunkt halmaz.

Ez az érték mar tobbféle esetre meg van hatarozva. Kleitman [6] cikkben
meghatéarozta a k(n, s) értéket akkor, han = 0, vagy —1 (mod s) a kivetkezs
tételben.

5.1. Tétel (Kletiman [6]). Legyen s > 2 egy pozitiv egész szim, és F C 2
eqy halmazcsalad s darab pdronként diszjunkt tag nélkil. Akkor minden n =
s(m+1) —1, aholl € [s], azt kapjuk, hogy:

Y N

€s ez a becslés éles | € 1, s esetén, tehdt egyenldséggel teljestil.

Emellett az is meg lett még mutatva, hogy abban az esetben ha s osztja
n-et akkor: k(n,s) = 2k(n — 1, s).

Egy késébbi cikkben [7] Quinn meghatéarozta abban az esetben k(n, s)
értékét, amikor n = —2 (mod s) és s = 3. Ez ki lett terjesztve minden s
értékre Frankl és Kupavskii altal. Ekkorra az s = 3 teljesen le lett fedve,
és s = 4 esetnél mar csak egy maradékosztalyra nem volt meghatirozva az
érték.

Ebbdl kiindulva Frankl és Tokushige megfogalmazta az alabbi sejtést [5]
a fennmarad6 1 maradékosztalyra.

5.1. Sejtés (Frankl, Tokushige [5]). Legyen s > 4. Han =1 (mod s), akkor
k(n,s) =4k(n —2,s). (6)

A tételbsl adott, hogy k(7,4) = 120, tehat 120 halmazt lehet kivalasztani,
hogy ne legyen 4 darab paronként diszjunkt halmaz benniik 7 elemi alap-
halmazon. A szamok megvalasztésa és a modszer kovetése a [2] cikk alapjan
tortént, de olyan eseteket is megemlitek, amiket a cikk nem foglal magéaba.
Az lenne a cél ekkor, hogy feliilr6l lehessen becsiilni a k(9,4) értéket.
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Ehhez a korabbiakhoz hasonléan egy LP modellt fogok csinélni, amiben
az & vektor elemeihez az 6sszes A € 2I" halmazt fogom rendelni, aminek 0 lesz
az értéke ha A ¢ F és1ha A € F, tehat indikatora lesz. A feltételrendszer ezt
a 4-es paronkénti diszjunkt tulajdonsagot fogja vizsgalni. Minden A, B, C, D
paronként diszjunkt halmazra az lesz a feltétel, hogy:

Ta+rp+xc+xp <3 (7)

A cél pedig egyszertien annyi lesz, hogy az x vektorban maximaélis legyen a
valtozok Osszege:
max 1z. (8)

Azonban a 4 egymasba agyazott végigiteralas a 2% elemein, tehat mind
az 511 (iires halmaz nem generalodik le, de az nem lenne bevéve) halmazon
rengeteg lenne, akar napokon keresztiil is futna a modell 1étrehozasa, illetve
a megoldo futasa is hasonléan megugorhat.

5.1. Heurisztika bevezetése a Kleitman féle illesztési prob-
lémara
Annak érdekében, hogy az el6z6 k(9,4) értékének feliilbecslésére vonatko-
z6 problémat meg lehessen oldani be kell vezetni heurisztikakat. Ezekkel az

lesz a cél, hogy visszabb lehessen szoritani a modell 1étrehozasara sziikséges,
illetve a megoldo altal felhasznalt idét. Azt fogjuk felhasznalni, hogy

VAC n|,|A| >4:24=1
VA C [n],|A] <1:24=0.

A modell kodbeli implementalasa utdn fogom megnézni, hogy ezek a feltéte-
lezések nem csokkentik-e a megtalalt halmazrendszer méretét.

A fentebb leirt heurisztika magaban nem lenne elég a futéasi id6 csokkenté-
sére, a 4 egymasba agyazott ciklusban futési ideje hatalmas lenne, ezért ahogy
a kodban is latni lehet, be kell azt is vezetni, hogy a 4 halmazra vonatkozo
feltételek csak a heurisztikus felsé becslésnél, 4-nél kisebb méreti halmazokra
vezetem be a feltételeket, amik az alsd becslésnél, 1-nél nagyobbak. Fentebbi
feltételekkel az als6 hatarnal kisebb halmazokat kizarom, azokra az x-beli ér-
ték mindig 0 lesz, amik a fels6 hatarnal nagyobbak, azokra meg 1 lesz, tehat
mindig beveszem &ket.

Kodban Kleitman illesztési problémaja a heurisztikaval kiegészitve igy
valosithato meg:
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import pulp 20 ¥ 2
base_Set = "AB CDEF 6 H I".split()

max_Subset_Size = len(base_Set)

heurlP = 4

heurdD = 1

possible_Sets = [tuple(c) for ¢ in pulp.allcombinations(base_Set, max_Subset_Size)]

setAll = set(possible_Sets)

X = pulp.lpVariable.dicts( name "set", possible_Sets, lowBound=8, upBound=1, cat=pulp.LpInteger)

set_Model = pulp.LpProblem( name: "Kleitman Matching Problem Model", pulp.LpMaximize)
set_Model += pulp.lpSum([ x[it_set] for it_set in possible_Sets])

for subSetl in setAll:
if len{subSetl) >= heurUP: set_Model += { pulp.lpSum({x[subSetl]) == 1)
elif len{subSet1) <= heurD0: set_Model += ( pulp.lpSum(x[subSet1]) == 8 )

subSetl in setAll:
if (len(subSetl) > heurD0 and len(subSetl) <= heurUP):
for subSet2 in setAll:
if (len(subSet2) > heurDO and len(subSet2) <= heurUP):
for subSet3 in setAll:
if (len(subSet3) > heurD0 and len{subSet3) <= heurUP):
for subSet4 in setAll:
if (len(subSet4) > heurDD and len(subSet4) <= heurlP):
subSetl = set(subSetl)
subSet2 = set(subSet2)
subSet3 = set(subSet3)
subSet4 = set(subSetd)
if subSetl.isdisjoint{subSet2) and subSetl.isdisjoint(subSet3) and subSetl.isdisjoint(subSet4) and
subSetl = tuple(sorted(tuple(subSet1)))
subSet2? = tuple(sorted(tuple(subSet2)))
subSetd = tuple(sorted(tuple(subSet3)))
subSet4 = tuple(sorted(tuple(subSet4)))
print({'Added a constraint')
set_Model += ( pulp.lpSum{[x[subSetl] + x[subSet2] + x[subSet3] + x[subSet4]]) <= 3 )

fo

=

set_Model.solve()

prant(f"The chosen sets are out of a total of {len(possible_Sets)}:")
for table in possible_Sets:...

7. abra. Kleitman illesztési probléméja heurisztikaval

Azt igy nem lehet elkeriilni, hogy ra kelljen futni olyan halmazokra, amik-
nek a mérete ki lett zarva, de a futas soran olyankor nem megy tovabb a
bedgyazott futdsba, amivel rengeteg id6t lehet igy nyerni. A kodban szerepel
két valtozo, heurUP és heur DO amik azt az értéket jelolik, hogy milyen
méretd halmazokon nézziik, hogy ne lehessen s darab egymastdl diszjunkt
halmaz, el6bbi a méret fels6 hatarat, utobbi az als6 hatarat. A programban
benne van még az elején a halmazok és a modell létrehozasa, az = vektor,
aminek elemei a halmazok és a korabbi fejezetekben szereplé modellekhez
hasonléan 0 és 1 koziil veszik fel az egyik értéket és maximalizalni akarjuk az
x-ben levl szamok Osszegeit.

Uténa a lehetséges halmazokon megyek végig, hogy megnézzem nagyob-
bak vagy egyenlGek-e a heurU P értékkel, ami ebben az esetben 4, mert akkor
az A halmazhoz x4 = 1. Amikor |A| < heur DO, tehat a legfeljebb 1 méreti
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halmazoknél: x4 = 0.

Ezt koveti a 4 egymasba agyazott ciklus, amik egyenként végigmennek
a halmaz Osszes elemén, de csak akkor lépnek eggyel bentebbi ciklusba, ha
heurDO < |A| < heurUP. Legbeliilre akkor ér be a program, ha mind az
s = 4 halmaz mérete megfeleld lesz, akkor megnézem, hogy az Gsszes halmaz
paronként diszjunkt-e és ha ez teljesiil, akkor hozzaadjuk az r4 +xp + x¢c +
xp < 3 feltételt, hogy nem valaszthatjuk be ilyen halmaznégyesek koziil mind
a négyet.

Ezt kovetGen pedig méar csak a modell megoldasa és eredményének kiirasa
szerepel a kodban.

5.2. Kleitman illesztési probléma modellének futtatasa

A program futasi ideje tobb o6ras, de ebbdl minddssze 32 — 33 masodperc
az az id6, amig az LP probléma megoldasa torténik. A maradék id6 a négy
egymasba agyazott ciklusban telik el, még tigyis, hogy a halmazok, amikre a
feltételek a méretiikbsl addédodan alapvet&en érvényesiilnek vagy alapvet&en
nem érvényesiilhetnek, tobb mint fele a mérettartomanyon kiviil esik: A hal-
mazok ahol |A| < heurDO V |A| > heurU P. Ennek ellenére a futasi idének
a jelentGs része itt telt el.

Eredménye pedig az lett, hogy sikeriilt 481 halmazt talalnia. Ennyivel még
nem lehetne teljesen biztos, hogy a feltételeknek megfelel ez a halmazrend-
szer, ugyanis az el6fordulhatna, hogy mivel kevesebb a feltétel, nincs minden
halmaz négyesre felvéve, hogy a heurisztikus fels becslésnél nagyobb méret
halmaz a végeredményként kapott F halmazrendszerben a szintén bevalasz-
tott kisebbekkel egyiitt véve mind a négy diszjunkt lenne, de ezt egy egyszert
szamitassal megcafolhatjuk. A nagy halmaz mérete legaldabb 4-nek kell hogy
legyen, mert a harom méreti halmazokra fel van véve a modellbe a feltétel.
A kis halmazok mérete amik F-be keriilhetnek pedig legalabb 2, igy ha ven-
nénk egy rendszert ezekbdl akkor az Gsszesen legaldbb 3 -2 4 4 = 10 elemet
tartalmazna, tehat lenne olyan elem a skatulyaelv miatt ami két halmazban
is benne lenne.

A kapott halmazrendszer igy &all Gssze:

F= (D) vtae(F):anm=.

Ez 6sszesen 466+ 15 = 481 halmaz amit ugy kaptam, hogy minden legaldbb 3
méretd halmazt belevesziink és a kettd méreti halmazok koziil azokat, amik
az elso két elem koziil legalabb az egyiket tartalmazzék. Ez azért lesz a felté-
teleknek megfelel6 halmazrendszer, mert két esetet kiilonboztetek meg, hogy
ketténél tobb, vagy legfeljebb ketts 2 méretti halmaz szerepel tetszGlegesen
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kivalasztott 4 halmaz kozott. Az els§ esetben, amikor legalabb harom 2 mé-
retd halmaz van, akkor azért lesz biztosan metszé halmaz, mivel a két elemi
halmazoknak legalabb az egyik elemiik a [2]-ben szerepel, tehat a harom da-
rab kételemid halmaz koziil legalabb kett6 metszi egymast. A mésik esetben
pedig amikor legfeljebb két darab 2 méretd halmaz van, akkor Osszesen leg-
alabb 242434 3 = 10 elem van benniik 6sszesen, ami azt jelenti a 9 elemi
alaphalmaz miatt, hogy van olyan elem ami két halmazban is szerepel.

5.3. A halmazrendszer méretének felsé becslése

Sikeriilt talalni egy ellenpéldat a kiindulasi sejtésre, de felmeriilhet a kér-
dés, hogy k(9,4) = 481, nem lehet-e ennél a 481 elemi halmaznal nagyobbat
talalni. Mivel minden legalabb 2 méretti halmazt végignézett a program, igy
az meriilhet fel, hogy 1 mérett halmaz is bekeriilhetne az F halmazrendszerbe
(ezt az esetet a heur DO valtozot O-ra véve meg lehetne oldani, de elemibben
fogom megnézni a problémat), de akkor, ha azt az elemet levalasztjuk, ezt
lehetne felirni:

|F| <2971+ k(9 —1,3) (9)

Ugy becsiiltem meg feliilrél a halmaz méretét, hogy vettem azt az elemet
tartalmazo Osszes halmazt, és hozzaadtam e nélkiil az elem nélkiil és eggyel
kisebb s-sel a legnagyobb F méretét, ami olyan, hogy barmely s — 1 elem
kozott talalhato legalabb két halmaz, amik metszdek, tehat a k(8, 3) értékét.
Ennek az értéke mar meg lett hatarozva az 5.1 tételben, ugyanis ott pontos a
becslés, de a programom koédjat is lehet tigy modositani, hogy megtalalja ezt
az értéket. Most megmutatom, hogy a programom és ezekkel a modszerek-
kel, hogyan lehet egyszeriien meghatérozni ezt az értéket, a pontos kédbeli
valtoztatasok a [I]-ben szerepld linken megtekinthetek. Eltavolitottam egy
ciklust és a feltételeket atirtam, hogy minden paronként diszjunkt A, B,C'
halmazra:

ZEA+C(JB+JZC§2

A futési ideje a programnak teljes egészében nagyjabol 5 méasodperc volt. Ez
is azt szemlélti mekkora kiilonbség van a kiilonb6z& méretti modellek futasi
idejei kozott. Végeredményként a modell 6sszesen 219 halmazt talalt meg, az
Osszes olyat belevéve, amelynél |A] > 3.

Igy azt kaptam meg, hogy ha legalabb egy 1 mérett halmaz is benne lenne
F-ben akkor legfeljebb 256 4+ 219 = 475 halmaz lehetne F-ben. Illetve azt
is kiprobaltam, hogy ha egy |A| = 3 halmazt megtiltok ugy, hogy a hozza
tartozo valtozot kizarom, hozzaadom az x4 = 0 feltételt, akkor mindossze
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480 mérett halmazrendszert talal, tehat mindossze azt az egy halmazt zarja
ki, nem egy masik kételemt halmazokbol allo rendszer lesz az eredmény.

A fels6 becsléseknek egy masik megkozelitését fogom alkalmazni, beveze-
tek egy tjabb definiciot, megkotdm a halmazok méretét.

5.1. Definicid. A kordbbi k(n, s) fogalmat kibévitem gy, hogy k;(n, s) jeldlje
a mazimum méretét a F C 2 és VA € F : |A| =i, hogy ne legyen F-ben s
darab paronként diszjunkt halmaz.

Ehhez az 1j k;(n, s) fogalomhoz szintén atalakitottam [I] az eredeti LP-t
megoldd programot. Korabban a 4.1-es fejezetben hasznaltam szintén meg-
méretezett alaphalmazt, ugyanazt a metéodust fogom itt is, ezzel egyetemben
a halmazrendszert (Pythonban ,tuple” tipus), aminek az elemeire optimalizal
a program, az eredetiben szerepl6 0sszes halmazra optimalizald beallitasarol
kicserélem, illetve a heurisztikat figyelmen kiviil hagyom.

Az 4j méretezett halmazokra levé LP problémat minddssze a ko(9,4)
esetre érdemes lefuttatni, mert a tobbi esetre mér tudjuk, hogy lehet a tel-
jes rendszert venni, az 1 méretd halmazokbodl pedig 3-at lehet venni, mert
barhogy legyen kivalasztva egy tijabb halmaz az diszjunkt a tobbihez képest.
A ky(9,4)-re lefuttattam a modositott programot, a futasi idé nagyjabol 15
mésodperc, aminek a nagy része az LP megoldasaval telt és az optimalis
halmazrendszer mérete pedig k2(9,4) = 21 amit sikeriilt igy megtalalni. A
halmazrendszer pedig szinte ellenkez&képp all 6ssze, mint ahogyan a k(9,4)
esetén volt a 2 méretd halmazok rendszere:

Fo{Ae (@) AN 2] = 0.

Errél a halmazrendszerrdl, hogy tényleg megfelel a feltételeknek hasonloképp
lehet latni, mint a korébbi esetben, a skatulyaelvvel, mert ha vesziink 4 darab
halmazt F-bdl akkor a 7 elemi alaphalmazboél az egyik elemet két kiilonb6z6
halmazban is ki kellett valasztani.

Ekkor felirhato, hogy k(n, s) < Z ki(n,s). Ezzel fiiggetlen szintekre lett
i=1

osztva a 2" a Boole-halé (3. abran 4 elemii alaphalmazra szerepel), halmaz
méret alapjan. Ekkor mindegyik szinten megkeressiik a lehetS legnagyobb
ilyen rendszert, amik végiil Ossze lesznek adva. A korabbi k(9,4) értéknél
igy Osszesen 9-cel nagyobb értéket kapunk, ugyanis a 2 méretd halmazok
koziil 6-tal, az 1 méretiiek koziil 3-mal tobbet szamolunk bele, mint a k(9,4)
esetében.
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5.4. Az optimalis halmazrendszer szerkezete

Abbdl kiindulva, hogy a Boole-haloban a k. szinten #Lk), darab halmaz
van, azt lehet latni, hogy ahogy a kozépsd szint fele van kozelitve, nagyon
gyorsan fog néni. A k(9,4) megtalalasa soran azt lehetett latni, hogy a leg-
alabb 3 méretli halmazokat mind be lehet venni, és a 2 méretiiekbdl kellett
kevesebbet, mint ami maximalisan lehetséges lenne, amelyet az LP optimalis
megoldasa talalt meg. Ebbdl azt feltételezem, hogy van egy szint, ami nem
lesz teljes, és minden felette levs szintrél viszont az Osszes halmaz be lesz
valasztva.

Az 5.1 tételben [6] is hasonlo van éllitva, hogy van egy szint, amitsl kezdve
minden egyes halmaz benne van F-ben. A tételben a kijeldlt szint az az
m. szint volt, ez van feliilrél becsiilve =1 - (™)-mel, ahol | = s(m + 1) —
n tehat a maradék ha s méretii részekre osztanank n-et feliilr6l kozelitve.
Akkor a fels§ becslésben az 6sszes m méretd halmaz szamat megszorozzuk
azzal, hogy hanyszor férhetne bele a maradékba az [ — 1 az s-be arédnyaiban.
Ami azt jelzi, hogy legfeljebb milyen aranyban lehetnek m méretii halmazok
tetszblegesen kivalasztott s halmaz koziil, hogy biztosan legyen kozos elemiik
a halmazoknak. Az m-ik szint pedig a |2 | lesz ugyanis tgy gondolom, hogy a
fentebbi szinteken sokkal tobb halmazt lehet bevenni az F halmazrendszerbe,
de akkor az m. szinten mar nem lehet mindent.

A k(9,4) esetre ez azt a fels6 becslést adja, hogy az m = 2 méretd hal-
mazok legfeljebb % . (g) = % - 36 = 18-an lehetnek, ami jobb becslés mint a
k2(9,4) = 21, a végeredményre ami 15.

5.1. Megjegyzés. Erdis-Ko-Rado tétel ennek az egész problémakdrnek az
s = 2 esetétl fedi le, ugyanis akkor barmelyik két halmazt F-bol kivdlasztva
nem lehetnek diszjunktak, ami igy eqy legnagyobb metszd halmazrendszert fog
adni. Ebben az esetben a 4.1 tételben ki van mondva, hogy a csillagszerd
halmazrendszer tartalmazza a legtébb halmaczt.

5.2. Megjegyzés. Végignézem maradékosztily szerint rendezve, kik dltal let-
tek meghatdrozva a k(n,s) értékek. Az s = 3 esetnél az n értékét mod 3
szerint osztom maradékosztalyokra 0 és 2 esetén a [6] cikkben szerepld tétel
ad pontos értéket, ezt Quinn [T bévitette ki az n = —2 (mod s) esettel, igy
tehdt mar az osszes eset le lett fedve amikor s = 3.

Amikor s = 4 akkor hasonloan a 3-as esethez az 5.1 tétel megadja az
optimdlis halmaz méretét a 0 és 3 maradékosztdalyokra. Azn = —2 (mod s)
esetben minden s-re (Quinn eredménye utin s = 3-ra) meghatdrozta Frankl
és Kupasvskii a k(n,s) értéket. A megmaradt 1-es maradékosztdlyra fogal-
mazodott meg az a 5.1-es sejtés [3], amire ellenpéldat Wagner Addam taldlt

[2].
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Még egy sejtést le szeretnék irni, amit Kupavskii kdzvetleniil javasolt a té-
mavezetémnek, és javaslatara néztem meg alaposabban a [10] cikkbél, aminek
ilyen halmazcsalad méretét és szerkezetét adja meg els sejésként, megadott
paraméter értékek mellett.

5.2. Sejtés (Frankl, Kupavskii [10]). Legyen s >2, m > 1 ésl = (m+1)-
s—mn. Ho 0 <1< [5], akkor

k(n,s)={P c 2l . |P|+|PN[l—1]|>m+1}
teljestilni fog.

5.3. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy a sejtés nem fedi le az dsszes
lehetséges (n, s) értéket, illetve ennél egy erdsebb dllitdst fogok megfogalmaz-
ni, hogy tudok olyan értéket mutatni amikor | = 3, ami kivil estk a sejtés
feltételein és nem teljesiti a feltételeket k(9,3) esetén.

Példaképp megnézem a k(9,4) esetet, ahol végignézem mit kapok az adott
értékekre és, hogy hogyan épiil fel a halmazrendszer. Kiszdmolom a sejtésben
szerepld valtozok értékeit: n =9, s =4, m = |2] = 2, és | = 3. A halmaz-
rendszer, amit a fentebbi sejtés alapjan kapni lehet tgy fog felépiilni, hogy
azok a halmazok fognak bekeriilni, amik legaldbb 3 mérettiek vagy az adott
halmaz méretét az els§ két elemmel vett metszet méretéhez véve legalabb 3
lesz.

Ez pontosan ugyanazt fogja adni, mint amit fentebb leirtam a megfigyelt
halmazrendszerrdl, amikor a k(9,4)-re futtattam az LP modellt.

Készitettem egy kiilon programot, ami megadja a fentebbi sejtésben sze-
replé halmazrendszert:

A koédot nem fejtem ki részleteiben, a fentebb leirtakat koveti, és annak
a leprogramozott valtozata, a futasa sokkal gyorsabb az LP megoldoknal ta-
pasztalt futési id6knél, néhany masodperc alatt megtalalja a halmazrendszer
méretét 21 méretl alaphalmaz esetén, amig ilyen méreti alaphalmaz esetén
évekbe telne lefutnia az LP megoldénak.

Ahhoz, hogy 0ssze tudjam hasonlitani a két kiilon modszert, lefuttattam
minden esetet k(11,4)-nél, és k(11, 3)-nal kisebb esetre, ehhez kellett tovab-
bi heurisztikat tenni, hogy lefussanak ekkora modellek, igy figyelmen kiviil
hagytam az m = 4. szintt6l kezdve mindent, ami a modellben szerepelt.
A véltoztatasok ehhez nem igényeltek nagy kodbeli atirasokat, minddssze a
possiblesets nevi valtozo létrehozasakor megadtam, hogy legfeljebb 3 mére-
tld halmazokkal foglalkozzak. Miutan el tudtam érni, hogy nagyobb modellek
is lefussanak az eddigieken feliil, megnéztem a talalt halmazrendszereket, és
pontosan egyeztek az értékek és halmazok a sejtésben meghatarozottakkal.
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impoart pulp 1 4
import numpy as np

base_Set = "ABCDEF 6 H I".spLit()

max_Subset_Size = len(base_Set)

s =4

m = np.floor(max_Subset_Size / s)

1 = (m+1) * s - max_Subset Size

1 = int(V)

print(type(1))

possible_Sets = [tuple(c) for c in pulp.allcombinations(base_Set, max_Subset_Size)]
15et = []

for i in range(1-1):
1Set.append(base_set[1i])

conjSets = []

for setForSize in possible_Sets:

1set = set(1Set)

setForSize = set(setForSize)

if (len(setForSize) + len(setForSize.intersection(1Set))) == m+1:
setForSize = tuple(sorted(tuple(setForSize)))
conjSets.append(setForSize)

1Set = tuple(sorted(tuple(1Set)))

setForSize = tuple(sorted{tuple(setForsSize)))

print('Total number of sets: ',len{conjSets))
for set in conjSets:
print(set)

8. abra. Kleitman illesztési problémaja heurisztikaval

Egyediil a k(9,3) esetben, amikor | = 0 igy nem tartozik bele a sejtésbe,
talaltam kiilonbséget. Az LP altal megtalalt optimalis halmazrendszer 438
méreti, amit ellendriztem a nagyobb szintekkel bevett feltételekkel. A sejtés
altal talalt halmazrendszer viszont csak 432 méret.

A £(9,3) esetet megvizsgédlom alaposabban, hogy hol tér el az 5.2 sejtés-
ben mondott szerkezetétél a halmazrendszereknek. A megfelel6 paraméter
értékek a kovetkez6k: n =9, s =3, m=3,1=(3+1)3—-9=3.

Ebben az esetben a fentebbi modszer azt adja, hogy a halmaz és az elsé 2
elemmel vett metszet mérete legalabb 4 kell, hogy legyen, de a gyakorlatban
lefuttatva a konkrét LP modellt azt kaptam, hogy elég minddssze egy elemet
kihagyni, és akkor az Gsszes 3 elemii halmazt kell venni, ami 6-tal tébb hal-
mazt fog eredményezni, mintha a sejtésbeli konstrukci6 lett volna kovetve,
mert (g) = 56, mig a mésik modszerrel (;) 24741 = 50 féle halmaz létezik.

A Kk(9,3) feltételeit teljesiti a kiterjesztettebb halmazrendszer is, ugyanis
akkor nem teljesithetné, ha mindharom halmaz, amit kivalasztunk 3 méret,
de akkor mivel azok 8 elemt alaphalmazra lettek sztikitve, igy a skatulyaelv
miatt nem lehetnek mind diszjunktak.

A sejtésben az [ értékére szerepelt fels§ becslés is, erre nem talaltam olyan
esetet amikor nem teljesiilne, csak arra amikor az alsé becslés sériil.
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6. Korabbi LP modellek futasanak gyorsitasa

A szakdolgozatomban tobbszor is kitértem a futéasi idére, ami nagyon nem
elhanyagolhat6 tényezd halmazrendszerek keresésekor, ugyanis kénnyen expo-
nencialisan tud novekedni egy til nagy modell esetében. A szamitégépemen a
futasi id6k nagyban tudnak valtozni, kifejezetten parhuzamos futtataskor, de
a megadott id6knél probéaltam a legkisebb id6t megadni, amit el tudtam érni.
Egy masik fontos tényezé a futasi id6 tekintetében maga az LP megoldasahoz
alkalmazott heurisztika, példaul a Kleitman-féle illesztési probléma modell-
jében hasznéltam korabban heurisztikat, ugyanis anélkiil nem futott volna
le napokon keresztiil a program, és hiaba lett sokat egyszertisitve a modell,
tgyis meg lehetett mutatni, hogy az az optimélis méretd. A futasi id6k kozti
kiilonbséget tablazatban fogom Gsszefoglalni a kiilonb6zd részfejezeteknél. A
kédokat ebben az esetben is atalakitom, mindegyiknél az elején és a megoldo
futasa utan kiiratom az aktuélis id6t, hogy pontosan meg lehessen mondani
a kozben eltelt id6t, ehhez most is a datetime nevii Python kényvtéarat fogom
hasznalni.

6.1. Kleitman illesztési probléma futasanak gyorsitasa

Sorrendben visszafelé fogok haladni a szakdolgozatban, igy a legutébbi,
5. fejezetetbeli LP modell futaséval fogok foglalkozni.

Amit az eredeti [2] cikkhez képest masképp fogok csinalni, hogy az egy-
méasba agyazott ciklusban nem minden halmazon fogok végigmenni, hanem
csak azokon, amik legalabb heur DO, és legfeljebb heurU P méretiiek, ez je-
len futtatasoknal 2 és 4. Ettdl jelentSs gyorsulast varok, ugyanis eddig az id6
legnagyobb része az egyméasba agyazott iteraciokban telt el.

A kod modositasa utani futtatas mindossze koriilbelil négy és fél percig
tartott, mig anélkiil nagyjabol hét és fél percig. Masik a fejezetben felhasznalt
LP problémét is megnézek, hogy milyen gyorsan fut le.

1. tablazat. Kleitman illesztési probléma futési idejei
Eredeti k(9,4) probléma heurisztikaval | 450 masodperc
k(9,4) probléma, 2,3 méretd halmazo- | 270 masodperc
kon iteralva
k(8,3) probléma 4 masodperc
k(9,3)probléma 1093 masodperc

Meglepé volt, hogy a heurisztikaval ellatott k(9, 3) esetnél a pulp konyvtar
megoldoja jelentGsen lassabban futott le a k(9,4) esetnél ahol a legtébb 1d6 a
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modell létrehozéasahoz sziikséges iteraciokkal telik és mindossze 30 mésodperc
az az 1d§ amig a megoldo fut.

6.2. Legnagyobb antilancot fix &tméré mellett keresé mo-
dell futasi ideje

A 4. fejezetben csak az (n,d) = (8,7) esetre futtattam le a modellt. A
modellben a feltételek hozzaadésaban két ciklus van egymasba agyazva, amik
ilyen méretd halmazok mellett a teljes futasi id6hoz képest hamar lefutnak,
az LP probléma megoldasaval telt a legtébb idg, és ez fog a tablazatban
szereplni.

2. tablazat. A modellek megoldasi idejei az (n,d) értékek fliggvényében
(8,5) esetén a futasi id6 155 masodperc
(8,3) probléma, warmstart nélkiil 3800 méasodperc
(8,3) probléma warmstarttal 3202 méasodperc
(9,8) probléma warmstarttal 89 masodperc (112 warm-

start nélkiil)

(10, 3) probléma warmstarttal > 36 ora (nem futott le)
(9,7) probléma warmstarttal > 36 ora (nem futott le)

A [2] cikkben szerepls (n,d) = (10, 3) esetet probaltam reprodukalni, els-
szor a leirt modon, de nem futott le 24 6rén beliil a szamitogépemen. Nagy
kiilénbség tud kialakulni ennél a probléméanal az LP megoldo altal sziikséges
id6kben, a tablazat alapjan is latszik, hogy a nagyobb maximalis diverzitas
segiti a gyorsabb megoldast. Azt is kiprobéltam, hogy a modellbeli x vektor-
nak beadtam kezdeti értékeket, ez van ,warmstart”-nak hivva. Alapesetben
a kezdeti értékeket mind O-ra allitottam, kivéve az egy méreti halmazokat,
mert azokra 1-et adtam be, és azt figyeltem meg, hogy nagyjabol 20 —25%-os
gyorsulast tudtam elérni. A (8, 3) esetben 8 méreti, (9, 8) esetben pedig 126
méretd az optimalis halmazrendszer, amit a modell talalt, ezeket ellenériztem
és megfelelnek a sejtésben tett feltételezésnek.

6.3. Uniformizalt halmazrendszer diverzitasianak becslé-
se
Ebben az esetben egy esetre futtattam le a modellt, az (n, k) = (7, 3)-ra,

és a teljes program nagyjabol 2 mésodperc alatt futott le, ebbdl kevesebb
mint 1 masodperc volt az LP megoldésa.
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6.4. Sperner rendszer talalasanak futasi ideje

3. tablazat. Sperner rendszerek megtalalasdnak ideje

9 méretidi alaphalmazon

33 masodperc

10 méretd alaphalmazon

125 masodperc

11 méretid alaphalmazon

490 mésodperc

29
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Ezeken a példakon, ahogy korabbiaknal is meg lehetett figyelni altalano-
san, hogy az alaphalmaz méretének névelésével exponencialis lesz a futasi id6
novekedése, ami két tényez6bdl all 6ssze. Az egyik az, hogy a modell 1étreho-
zasanal végig kell menni a halmazokon egymésba adgyazottan, hogy minden
halmazparra legyen feltétel, illetve utdna pedig a linearis programozasi fel-
adat megoldasanak is nétt az ideje, de azt figyeltem meg, hogy nagyobb
iitemben, mint a ciklusok mérete.

Osszefoglalas

A szakdolgozatom soran megnéztem, hogyan lehet kiillonb&zé kombinato-
rikai problémakat modellezni és szamitogéppel megoldani. Az elején a gra-
fok témakorében torténd szélsGérték feladattal vezettem fel a kombinatorikai
problémakat, amit a kés6bbi fejezetek soran altaldnositottam és bevezettem
a halmazrendszereket, majd egyre komplexebb struktuarakat, amikre az adott
feltételek mellett optimélizalni kellett. Ezek soran megéllapitottam halmaz-
rendszerek maximalis méretét a leirt modelleket felhasznalva, és ezaltal tobb
sejtést is sikeriilt megcafolni, vagy masik esetben, ha nem sikeriilt cafolni,
akkor az azt jelenti kis értékekre biztosan teljesiil az adott sejtés. Ezekhez
Wagner Adam Zsolt [2] cikkjét hasznaltam fel amiben ezek szerepeltek, de
tettem kiilon megfigyeléseket is ezek kapcsédn. Azért lehetett csak kisebb érté-
kekre futtatni a modelleket, mert a Linearis Problémakban az 6sszes lehetsé-
ges A € 2"l halmaz be van véve az 2 vektorba és a megoldd program megnézi
bevegye-e, de az exponencidlisan ng, igy hamar olyan méret feltételrendszer
tud kialakulni, ami mér tul nagy a megoldénak, ezt le lehet csokkenteni az
adott probléma fiiggvényében, de a lehetfségek szama tgy is nagy titemben
nd.

Ezéaltal minden lehetséges halmazt at lehet nézni a szamitogéppel és a vé-
gén megtalal olyan halmazrendszereket, amiket kézzel szinte lehetetlen lenne
végignézni, megtalalni, emiatt Ggy gondolom hasznos eszkoze lehet kiilonbo-
z6 kombinatorikai problémak megoldasanak szamitogép segitségének igénybe
vétele.
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