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1. Bevezetés

Az emberi viselkedés egyik legelemibb mozgatérugdja, minden érzés kozt a legszél-
sOségesebb €s legelsoprébb ereji a szerelem, mely ugyanakkor bonyolult és latszélag
kiszamithatatlan. A szerelmi kapcsolatok ezért §sidSk 6ta foglalkoztatjdk az emberiséget.
Az idillikus, boldog, vagy még inkdbb a beteljesiiletlen, tragikus szerelmek sok miivészt
ihlettek meg, legyen sz6 a mivészet barmely teriiletérdl. Megszamlalhatatlan alkotas
kozponti témdja a szerelem, akdr festészetrdl, szobraszatrél, zenérdl, irodalomrdl, tanc-
mivészetrdl, vagy barmely mivészeti 4grol is beszéliink. Lehetetlenség olyan teriiletet
keresni, ahol nem bukkan fel -s leginkdbb fGszerepl6ként- a szerelem. Sok film kdzponti

témadja is egy-egy szerelmi kapcsolat.

Jul.—* Wit T

1. édbra. Bal oldalt Shakespeare: Romed és Jilia dbrdzolds; jobb oldalt jelenet a Titanic
cimd 1997-es filmbdl.

Matematika és szerelem. Létezik koztiik kapcsolat? Mit keres az egzakt és raciondlis
vildgot alkotd, konzekvencidkhoz és torvényszertiségekhez kotott matematika a szerelem
szabad €s latsz6lag logikdtlan vildgdban? A matematika egy olyan tudomdany, aminek az
érzésekhez alapvet§en nincs koze. Viszont a matematika a val6sdgtol levédlaszthato kiilon
vildgot alkot, ebben hasonlit a szerelmi kapcsolatokra (szoktdk mondani, hogy a szerel-
mesek "rézsaszin kodben" élnek, tehdt az ¢ vildguk is egy kiilon vildgnak nevezhetd).
Nyilvanvald, hogy a matematikusok is szoktak szerelembe esni, igy az érzések kompli-
kaltsdga és nehezen érthetGsége foglalkoztatja Sket, és néhdnyan koziilikk megprobaltak
valamilyen médon 0sszekotni a szerelmet és a matematikat. Kisérletet tettek a kapcsolatok
modellezésére, hogy ezdltal jobban megértsék azokat. A szerelem nyilvdn Osszetett érzés,
lehet egyszerre imddni a masik ember egyik tulajdonsdgat, 4m ezzel parhuzamosan mas
viselkedésformdit egyazon idében nem szeretni, vagy akdr gydlolni. A matematikai mo-
dellek leegyszertsitettek, nincs lehetGség a szerelem €s az azt befolydsold kiilsd tényezdk
és koriilmények tokéletes leképezésére, de attdl még egyes modellek {6 kovetkeztetései
egybecsengenek a valosaggal, igy egydltalin nem nevezhetSk haszontalannak.

Rinaldi, Gragnani és szerzGtarsaik Modeling Love Dynamics cimi konyviikben [4]

tobb kozismert szerelmi torténettel aldtdmasztjdk a modelljiiket, meglehetSsen lenytigozd



modon. Ezekrdl a példakrol részletesen itt a szakdolgozatban nem lesz sz6, csak magukrol
a modellekrdl.

Egy masik tartalmas konyvet a témaban John M. Gottman, James D. Murray és tanit-
véanyaik irtak: The Mathematics of Marriage [2] egyik legf6bb célja, hogy meg lehessen
josolni mar egy kapcsolat elején, hogy valdssal végzddik-e egy hdzassag. Mivel korunk-
ban a hdzassdgok legaldbb fele véldssal végzadik [1]], ez fontos és hasznos tudds (lenne).
Pszicholégusok, szociolégusok és egyéb szakemberek sokféle eszkozzel probaltdk mar
megfejteni, hogy mi a szerelem titka, €s mi az, ami a hosszitdva fenntartdsdban fon-
tos. Létezik-e a parkapcsolatokra egyértelmd modell, mint ahogy sok minden mésra az
életben?

Kapcsolatok és érzések valtozasarol van szd, igy adédik, hogy a modellezéshez a
legkézenfekvibb differencidlegyenlet(ek)et hasznalni. Tobb kiilonbozd megkozelités ke-
letkezett a modellezésre, a fiiggvényekre és a paraméterekre. Tovabbd nem mindegy, hogy
hosszu- vagy rovidtdvban gondolkodunk. Valamelyest kiilonb6z8 célokat szolgdlnak a kii-
16nb6z6 modellek: mig valamelyik csak par honapra elGre szeretné megjésolni a kapcsolat
allapotét, van olyan, ami pedig inkdbb egy évtizedre, vagy akdr egy €letre el6re keresi a
biztos megoldast, a tokéletes part.

Igy amodellezésen keresztiil valik a matematika az élet (és a szerelem) szerves részévé.

A vildgegyetem rendszerében sziikségszerien a matematikai torvényszertisé€g uralkodik.



2. Linearis modellek

2.1. A legegyszeriibb modell

A legegyszertibb kapcsolati modellt Steven Strogatz alkotta meg, szimpldn pedagdgiai

céllal (vagyis a modell pontossaga médsodlagos volt) [6]:

R
d—:aR+b]

5 (1)
— =cR+d
il +dJ
A szerelem minGségét egy-egy szdm jellemzi a két fél részérdl - R(t) (Rémed szerelme)
és J(t) (Julia szerelme). Rome6 kapcsolddasi stilusat a és b, Julia kapcsolddasi stilusét ¢

és d hatarozza meg.

Ez a modell nem veszi szdmit4sba, hogy a szerelem egy értékkel nehezen hatarozhat6
meg, és hogy a szerelmet nem csak az egyén sajt érzése és partnere érzése befolydsolja. A
modell kizérja a tanulds és adaptacio lehetdségét is. Azonban igy is érdemes megvizsgdlni.

Sprott Dynamical Models of Love cimi publikaciéja [6] alapjan irtam ezt a fejezetet.

Tehat egy allandé egyiitthatés, homogén linedris differencidlegyenlet-rendszert vizs-

galunk. Az egyiitthaté matrix sajatértékei:

a+d++/(a+d)?—4(ad—bc)
2

Ay =

A faziskép lehet barmi: fokusz, csomé vagy nyereg is. Az origd az egyenstlyi pont
mindegyik esetben. Nézziik meg azt a specidlis esetet, ahol ¢ = b és d = a [6] (azaz

Roémeo és Julia kapcsolddasi stilusa megegyezik). Ekkor
?\1’2 =axb

Legyen |a| < |b|. Ha 6vatos pérrdl van sz6, azaz a < 0 és b > 0, vagy ha buzgé parrél van
sz6, azaz a > 0 és b > 0, akkor nyereg a faziskép, mégpedig olyan, hogy vagy az I. vagy
a III. siknegyedben tartunk végtelenbe (2] dbra bal oldal), azaz vagy nagyon szeretni vagy
nagyon utdlni fogja egymdast Romeé és Julia, a kezdeti feltételektdl fiiggéen. Ha remete
parrdl van sz6, azaz a < 0 és b < 0, vagy ha ndrcisztikus parrdl van szd, azaz a > 0
és b < 0, akkor szintén nyereg a faziskép, viszont a végeredmény az, hogy a par egyike

imddni fogja a mdsikat, a masik viszont gy(lolni az egyiket (2] dbra jobb oldal).

Most legyen |a| > |b|. Ekkor a < 0 és b > 0 (6vatos par) esetén a faziskép stabil
fokusz vagy stabil csomé. a < 0 és b < 0 (remete pdr) esetén szintén. Viszont a > 0

(buzg6 vagy narcisztikus par) esetén a faziskép instabil fokusz vagy instabil csomo.

3
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2. édbra. Nyereg fazisképek.

Megvizsgdlom még azt az esetet, amikor Rémeo €s Julia pont ellenkez6 médon mi-
kodnek, azaz ¢ = —b és d = —a. Ekkor

7\1’2 =4+ az—bz

Ha |a| < |bl, akkor a sajatértékek komplexek. Ekkor a differencidlegyenlet egyiitthat6
matrixdnak nyoma 0, determindnsa pozitiv, igy a faziskép centrum. Azaz ilyen esetben
a parok egy orok korforgdsban vannak az érzéseik tekintetében. Ha |a| > |b|, akkor is
az egyiitthaté matrix nyoma 0, viszont determindnsa negativ. Ekkor a faziskép nyereg,
mégpedig olyan, hogy ab > 0 (egyik fél buzgd, masik remete) esetén ellentétes érzések
felé tart a két fél (2] dbra jobb oldal), ab < 0 (egyik fél ndrcisztikus, mdsik Gvatos) esetén

pedig vagy kolcsondsen pozitiv vagy kolcsondsen negativ érzések felé tartanak (2] dbra
bal oldal).



2.2. Rinaldi-féle linearis modell

A kovetkezd modell és elemzése a Modeling Love Dynamics [4] cimd konyvben

szerepel.

X = —01 (X]) + RHXHXZ) + R'{\(Az,X])

_ . N ()
X2 = —02(x2) + R (x2,%1) + Ry (Aq,%2)

x1 €s x, a vizsgdlt kapcsolatban 1€vé két fél érzéseit jelenti. Pozitiv szeretetet, a 0 apatiat,
negativ utdlatot jelent, és minél nagyobb az abszolutértéke, anndl er8sebb az érzés. O
és O, a felekhez tartoz6 feledés fiiggvény, R} és RS a mdsik érzésére torténd reagalds,
mig Rf* és RY a mésik vonzerejére reagdlds. A vonzerdbe nemcsak a kiils6 megjelenés
vonzdsaga, hanem példdul az intelligencia €s a tarsadalmi statusz is beletartozik. Azaz a

személy minden vondsa szamit, amit vonzonak tarthat a mésik.

Minden par az x = (0,0) pontbdl indul az ismerkedéskor. Ekkor x; = y71A; és
Xy = Y2A;, azaz kezdetben csak a vonzerd szamit az érzelmek alakuldsaban. Amikor
valamelyik fél vonzereje negativ, akkor dltaldban nem bonyolddik kapcsolatba a két fél,
ezért ebben a fejezetben csak azok az esetek vannak, amikor mindkét fél vonzereje pozitiv
Ai>0,1=1,2).

A feledés fiiggvényérdl feltehets, hogy linedris €s szigortian monoton csokkend. Le-
gyen oy € R, oy > 0,1 = 1, 2. Tegyiik fel, hogy az érzésre reagdlds csak a masik fél
érzésétdl fiigg, és annak fliggvényében linedris. Legyen 3; € R, 3; > 0,1 = 1, 2. Tovabba
tegyiik fel, hogy a vonzerdre reagdlds csak a masik vonzerejétdl fligg, és y; > 0 egyiitthato
jelenti, hogy az adott személyre mennyire hat masok vonzereje. Ekkor a modell az aldbbi:

X1 = —ox; + Bix2 + V1A, 3)
X2 = —0X2 + Pox1 +V2A4

Ez egy éllandé egyiitthatds linedris differencidlegyenlet-rendszer:

XxX=Ax—+Db

A (-061 B ),b _ <Y1Az>
B —ox Y2A4

Tudjuk, hogy ez akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis, ha det(A) > 0és Tr(A) <

ahol

0. Ami azt jelenti, hogy o;o; — 3132 > 0. Ezt az esetet vizsgéljuk a tovdbbiakban.

2.2.1. Allitas ([4]). Ha adott x megolddsra és t; idépontra x(t,) > 0, akkor minden
t > ty-re x(t) > 0. (Azaz ha valamikor az érzések pozitivak, azok is maradnak.)

5



Bizonyitas. Ha x; = 0 és x; > 0, akkor x; > 0. Hasonldéan ha x, = 0 és x; > 0, akkor
%, > 0. Ebbdl kovetkezik, hogy az elsS siknegyedbdl nem léphetnek ki a megolddsok. [

2.2.2. Allitas ([4]). Ha a rendszer aszimptotikusan stabilis, a rendszer X egyensiilyi pontja

szigoruan pozitiv.

Bizonyitds. A rendszer egyensulyi pontja rovid szdmoldas alapjén:

- viAz+ BryaAq _ YA+ BaviAg
X = y X2 = 4
oo — B1P2 ooy — BiPa2
Ha aszimptotikusan stabilis a rendszer, akkor o¢;oc; — 3132 > 0, ezért
X > O, X) > 0
l

2.2.3. Allitas ([4]). A (0,0) pontbél a megoldds folyamatos niovekedéssel az egyensii-
lyi pontba visz. (Azaz két ember kapcsolata -a kordbban felsorolt feltételek mellett- az
ismerkedéstol elindulva egyre jobb lesz, mig végiil elér egy pozitiv egyensiilyi helyzetet.)

Bizonyitds. A nullklindk:

X; = —X] — —A x1 =0
2 [311 B, 2 (X1 )
X2 Y2 .
X] = —%X — —A X, =0
1 [322 Bz] (%2 )

Az elsé nullklina az x tengelyt x > 0-ban metszi, és monoton novekvd, a masodik nullklina

pedig az y tengelyty > O-ban metszi, és monoton novekvd, ezért[3] dbrdn faziskép alapjan

latszik, hogy a (0, 0) pontbdl a megoldds az egyensilyi pontba visz. ]
T2 B

‘—\_‘

o E
2 %Al
0

A

Y rvias
love

3. abra. [4]] Trajektoridk €és nullklindk

2.2.4. Allitas ([4]). Ha Bi-t ['vi-t] megnoveljiik, X1 és X, is novekszik.

Bizonyitdas. Egyensilyi pont koordinitdib6l () konnyen ldtszik. [

6



2.2.5. Allitas ([4]). Ha A;-t megnoveljiik, X1 és X, is novekszik.

Van egy kozosség, ami N parbol: N férfibol és N nébdl 4ll. Tegyiik fel, hogy nincs két
ng (se két férfi) ugyanolyan vonzerével: Al # A¥  h # k. Egy ilyen kdzosséget instabil-
nak neveziink, ha van olyan férfi és nd, akik kiilonbozd par tagjai, de tigy gondoljak, hogy
nekik egy parként jobb lenne. Ellenkezs esetben pedig stabilisnak nevezziik a kozosséget.

A kovetkezd definici6 ez pontositva:

2.2.1. Definicié ([4]]). Egy N parbdl allo kozosség
(AT, o, BT, V5 AL, o5, By, va]l n=1,2,..,N
instabil, ha létezik legaldbb egy (h, k) pdr tigy, hogy

< (aAh  h ph ,h. Ak h ph . ,hy o (Aah L h ph ,h. pAh _h ph . h
X](A1,OC1,61,Y1,A2,062,[32,'}/2)>X](A],OC1,61,Y1,A2,062,BZ,Y2)

= (ah k pk ~k.ak k pk ~ky - = (ak k pk k.ak Jk pk ~k
Xz(Anoﬁa Bn%aAzaOCz» Bzﬂ/z) > XZ(AnOC]» [31>V1)Az>(xz> Bzﬂ’z)

(&)

Ellenkezd esetben pedig stabilisnak nevezziik a kozosséget.

2.2.6. Allitas ([4]). Egy kozosség akkor és csak akkor stabilis, ha az n. legvonzébb né az
Nn. legvonzobb férfival van (m =1,2,...,N)

Bizonyitas. A (5)-es feltétel azzal ekvivalens, hogy
As > AL, Al < Al

Tehdt ha egy kozosség instabil, akkor Iétezik (h,k) pdr, hogy Ay > Al AN < AL
Ekkor az n. legvonzébb nd nem az n.. legvonzoébb férfival van, mert az azt jelentené, hogy
minden (h, k) pdrra ha A5 > A, akkor A¥ > Al

Forditva, ha nem igaz minden n-re, hogy az n. legvonzébb ng az n.. legvonzobb férfival
van, akkor ha A] < A? < ... < AV, akkor létezik k < h, hogy A% > AD, és ekkor a

ko6z0sség instabil. [



3. Nemlinearis modellek

3.1. Biztonsagos kotddési és elfogulatlan felek kapcsolati modellje

Ez és a kovetkezs kettd fejezet is a Modeling Love Dynamics [4]] cim{ konyv egy

fejezetének feldolgozdsa.

3.1.1. Definicié ([4]). Ha a (@)-es modellben 1évé Rt fiiggvényre ii? > 0, akkor az i
)

személy biztonsagos kotodésii.
3.1.2. Definicio ([4]). Haa @)—es modellben 1évé RE és R fiiggvények nem fiiggnek x;-14l,

akkor az 1 személy elfogulatlan.

Az el6z6 fejezetben 1évé (3)-6s modellben biztonsdgos kotddést, elfogulatlan parok
szerepeltek. Most is ilyen parokrél lesz sz6, viszont most az (3))-6s modellhez képest éliink
azzal a médositassal, hogy A; lehet negativ is, és a nem korldtos (és ezért irredlis) R
fliggvény helyett most legyen:

_exp(xj) — exp(—x;)

L .
Rilo) = =gt el n)
Ry Ry

ahol R > 0és R, < 0,1 = 1,2 konstansok. Két lehetséges R fiiggvény grafikon a

abran lathato.

RE(z;)

o e

A

reaction to love

—~|RT = R;

love of the partner

4. dbra. [4] Erzésre reagdlds (RL) fiiggvény biztonsdgos kot6dést személyekre.
Igy a vizsgdlandé modell a kovetkezd:

X1 = —auxi + Ri(x2) + V1A,
X2 = —aoxa + Ry (x1) + V24

A modell nullklinai:
| . .
X] = ;(R1 (x2) +v1A2) (X1 =0)
1

L (RE(x1) +v2A4) (X2 =0)

Xy = —
(25



3 egyensiilyi pont lehetséges (ndvekvd sorrendben x’, x”; x") - ezt a5 dbra is mutatja. Ha

15 - 15

T3 T2
Ty = (]\ / x2 = 0

- z"’ \ ‘Iru
© 22 A / o 224
> ag 1 > @z
o J‘ IJ (=] -
] = ' T
~ 0 - o 0 = . -

WAQ aT A2
Z =0 =0
-10 -10
-20 0 15 -20 0 15
love love

(a) (b)

5. dbra. [4] Nullklindk lehetséges helyzetei és egyenstlyi pontok biztonsdgos kotddésd
parokra.

Ay és A; elég nagyok, akkor csak 1 egyensiilyi pont van, és ez aszimptotikusan stabilis.

3.1.1. Allitas ([4]). Ha egyetlen egyensiilyi pont létezik, és A; > 0, 1 = 1,2, akkor az
eldz6 fejezet (2.2.1)-(2.2.5) dllitasai itt is érvényesek.

Bizonyitas. 1. A (2.2.1) allitast ugyanazzal az érveléssel lehet bizonyitani mint az

eldz6 fejezetben.

2. Arendszer X egyenstlyi pontja szigorian pozitiv. Ez latszik A; > 0,1 = 1,2 esetén
a nullklindk helyzetébdl.

3. A (0,0) pontbdl a megoldas folyamatos névekedéssel az egyenstlyi pontba visz. Ez
fazisképbdl latszik.

4. i, illetve A; novelésével a nullklindkat toljuk jobbra illetve felfelé, igy a nullklindk
szigordan monoton novekedése miatt X; €s X; is novekszik.
O]

Vizsgaljunk bifurkdciét A; és A, viltoztatasara. A nullklindk eltoldsdaval x’ és x”
[valamint x” és x"’] iitkdzhetnek, és eltiinhetnek, ez a nyereg-csomdpont bifurkécié. Egy
konkrét példa arra, hogy mikor hdny egyensilyi pont létezik, a [6] dbran lathats. Mivel
kezdetben a (0,0) a megolddsok kiindulépontja, tobb egyensulyi pont esetén az a f§
kérdés, hogy melyik egyenstlyi pont vonzdsdban van a (0, 0) (7] dbra).

Erdekes jelenség az atmeneti bloffolés. Ez példaul gy valésulhat meg, hogy az egyik
fél rovidebb-hosszabb ideig magasabbnak tiinteti fel a vonzerejét:

AT = Ai + Bi

ahol B; > 0 az i személy bloffolésének intenzitdsa. Ezzel dtmenetileg a nullklina elto-
16dik, a faziskép elnydsebbre véltozik. Akkor van értelme a bloffolésnek, ha anélkiil a

(0,0) anegativ x’ egyensiilyi pont vonzasdban van, viszont A} esetén mar a pozitiv x"

9
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6. dbra. [4] Adott o,7Vi, R, R paraméterek esetében A; és A, fiiggvényében hény
egyenstlyi pont l1étezik. ASS (alternative stable states) jelenti azt a részt, ahol tobb (jelen
esetben 3) egyensulyi pont létezik. ASS teriiletén kiviil az érzések elGjelei vannak jelolve
az abrén.

vonzdasaba keriil. Ekkor amig tart a bloff6lés, kozelednek az érzések x" felé, és ha eléggé
kozel keriilnek hozza, onnan mér a bloffolés nélkiil is pozitiv egyensulyi helyzet felé tart

a kapcsolat.
Ugy is lehet bloffolni, hogy pozitivabbnak tiintetjiik fel az érzéseinket, mint amilyenek:

x; =%+ By
ahol By > 0 szintén az i személy bloffolésének intenzitdsat fejezi ki. Igy R]-L(xi) helyett

RjL(xi + B;) keriil a modellbe. Igy vagy az X; = 0 nullklina tol6dik lefele, vagy az %, = 0

nullklina tolddik balra, és a végeredmény hasonl6é mint az el6z6 esetben.
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appeal A,

7. dbra. [4] ASS felosztdsa Aq és A, fliggvényében. Adott alteriileten x’ és x”” a jelma-
gyarazat szerinti siknegyedben vannak, €és az origébdl indulé megolddsok a vastagbetis

siknegyedben 1év§ egyenstilyi pont felé tartanak. A sziirke régié az, ahol van értelme
atmeneti bl6ffolésnek.
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3.2. Bizonytalan kotédési és elfogulatlan felek kapcsolati modellje

3.2.1. Definici6 ([4]). Legyen x; > 0 konstans. Ha az —es modellben 1évé R fiiggvényre

dR d

p L ) . dRt . p .
0 < x5 < xj esetén g~ > 0, és x; > x; esetén - < 0 akkor az i személy bizonytalan
) )

kotodésii.

Tehat most bizonytalan kdt6dést parokat tanulményozunk, olyanokat, ahol R} és RL a

csokkenés ellenére pozitiv marad (ldsd [§] dbra):

R-IL(xj) = Bixjexp(—kix;) (6)

RF

R;

reaction function

love of the partner

8. dbra. [4] Rl fiiggvény (a mdsik érzésére reagdlds fiiggvénye) bizonytalan kot6dési
személyre.

3.2.1. Allitas ([4]). Legerdsebb a mdsik érzésére reagdlds

1
T K
esetén, a maximum értéke pedig
1 3;
* _ pLiox* _
Ri =Ri(x)) = ek

Bizonyitds.
dRL (Xj )

1

de

= Bi(1 —kixj) exp(—kix;)
n

Lathato ezen 4llitas alapjan, hogy k; az 1 személy bizonytalansdgdnak mértékét fejezi.

(3; pedig azt jelzi, mennyire befolydsolja i személyt a mésik szerelme.
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Tehét egy bizonytalan kot6désd part o, (i, Vi, ki, Ai, 1 = 1,2 pozitiv paraméterek

hatdroznak meg. Ezt a modellt vizsgéljuk:

X1 = —auxi + Ri(x2) + V1A, o
X2 = —oX + RE(x1) +v2A;

Az els§ siknegyedbdl nem lépnek ki a megoldasok, ezért a fazisképeket is csak az els§

siknegyedben vizsgaljuk ebben a fejezetben.

3.2.1. Felek megegyezd paraméterekkel

Ha a két félnek minden paramétere megegyezik, vagyis oy = o =: &, 31 = 2 =:
B, Y1 =7v2="7v,ki =k, = k,A; = A; = A, akkor a nullklindk egyenletei igy néznek
ki:

X1 = Exz exp(—kxz) + YA (x1 =0)
o o

X2 = EX] CXp(—kX1) + ZA (Xz = O)
x x

"

A nullklindknak 1 vagy 3 metszéspontjuk lehet. Az[9(a) dbrdn x’ €s x" stabil csomék, €s

10[z

love

0 A 10 0 A 10
= love L2 love

(a) (b)

9. dbra. [4] Nullklindk (bizonytalan k6t6désd parokndl). «x = 1,3 =15,y =1,k =1, és
(a) dbran A =1, (b) dbrdn A = 3.

x" nyereg.
Legyen most a [9(b) dbrdnak megfeleléen « = 1, = 15,y = 1,k = 1,A = 3.
Megvizsgdlom az x” := (x{', xJ') egyensilyi pont stabilitisit. A Jacobi matrix a kovetkezd:
—x B (1 —kxz) exp(—kx2) 8)
B(1 —kx;)exp(—kxq) —x

13



Behelyettesitem x” koordinatdit. Ezutdn, figyelembe véve, hogy x; = xJ, és végiil a

paraméterek értékeit behelyettesitve, a Jacobi matrix sajatértékei:

n BIT — kx| exp(—kx{') 94 1511 — x| exp(—x1')

M=o 2 2

A2 < O nyilvan, de A; elGjele milyen? 4 < x; < 5, mert az X, = 0 nullklina x; = 4

behelyettesitésre a kovetkezd értéket veszi fel:

X = 15x1exp(—x1) + 3~ 4,1 > 4,
€s x; = 5 behelyettesitésre a kovetkezs értéket veszi fel:

xo = 15xexp(—x1) + 3 =~ 3,5 < 4.

Ezért

M—x/|<4 és exp(—x{) < exp(—4)

1511 —x{|exp(—x{) _ 15-4exp(—4)
2 = 2

Tehat A\; < 0. Azaz azt kaptam, hogy mindkét sajatérték valds és negativ, ami azt jelenti,

~ 0,54

hogy x” egyensulyi pont stabilis csomo.

3.2.2. Allitas ([4]). Nincs ciklikus megolddsa @-es modellnek (¢ = oy =: «, 31 =
Bz = B,‘Y] =Y =%, ki =k, = k, A = A, = A esetén).

Bizonyitds. A rendszer Jacobi mdtrixa (8). Ennek divergencidja —2«. Ez konstans, igy

nem valt elGjelet. A Bendixon kritériumot alkalmazva tehat nincs ciklikus megoldas. [

3.2.3. Allitas ([4]). A rendszer szimmetridja miatt az origdbdl indulva az X" egyensiilyi

pont felé tart a megoldas.

Kis A értékekre 3, nagy A értékekre 1 metszéspontja van a nullklindknak (9] bra), és
adott A értékre bekovetkezik a katasztrofélis bifurkdcié. Ugyanez érvényes k értékének
véltoztatdsara is. Ezt villa bifurkdciénak hivjak, aminek az elnevezése a[I0] dbra alapjan
érthetd.

Hasonléan «, 3,y valtoztatdsara is villa bifurkaciét kapunk.

3.2.2. Az altalanos eset

Py

Induljunk ki az el6z6 esetbSl. Ha A;-et novelem a @(a) abridhoz képest, akkor az x;-

nullklina felfele tolddik, és a x” és x"”

elkezd kozeledni egymdshoz, mig végiil eltnnek
egy nyereg-csomé bifurkdcidban. Ennek mtkodését szemlélteti a abra. Ha Aj-et
csokkentem a [Ol(a) dbrdhoz képest, akkor az x,-nullklina lefele tolédik, és x’ és x”

kozelednek egymashoz, majd végiil elttinnek. Ugyanez igaz A, véltoztatdsara is. Ha Ay >
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love
love

appeal insecurity

(a) (b)

10. dbra. [4] Villa bifurkécid. Az x tengelyen a p paraméter értéke van. Az (a) dbrdn A
valtoztatdsara latjuk, hogyan valtozik az egyensilyi pont - pontosabban annak x; koordi-
natdja. A (b) dbran pedig k-ra latjuk ugyanezt. «, 3,y értékei mint kordbban. (a) k = 1,
(b) A = 1. A folytonos vonal stabil egyensulyi pont, a szaggatott pedig instabil egyensulyi
pont jelenlétét mutatja.

p < p* P =p* P> p*

11. 4bra. [4]] Nyereg-csomodpont bifurkécié. S: nyereg [saddle], N: csomépont [node].

A, akkor az origébdl az x’ felé tart a megoldds, ha pedig A; < A;, akkor az orig6bdl az
x"" felé tart a megoldds. Tehat ha az i személy vonzdbb, akkor a kapcsolat olyan allapot
felé tart, amiben 1i tarsa elégedettebb.

Induljunk ki 4jbdl az azonos paraméterekkel rendelkezd parok esetébdl. k, novelésével
megviltozik az x,-nullklina, x” és x" lejjebb keriil. Ha k; < k;, akkor az origdbdl az
x"" felé tart a megoldas, ha pedig k; > k;, akkor az origdbdl az x’ felé tart a megoldas.
Aki bizonytalanabb, az lesz elégedetlenebb a kapcsolatdval. Végeredményben tehat k
(bizonytalansag) véltoztatdsdval hasonl6t ériink el, mint A véltoztatdsdval.

" felé tart az orig6bdl induld

x, novekedésével az x;-nullklina lejjebb tolddik, és x
megoldds. «; novelése, vagyis 1 egyén felejtésének gyorsuldsa a parjanak kedvezSbb
egyenstlyi helyzetet teremt. 3, novekedésével feljebb tolodik az x,-nullklina. Ekkor az
origdbdl az x’ felé tart a megoldas. Emiatt magasabb (3; az i személynek kedvezdbb. v,
novekedése x,-nullklina feljebb toldddsat eredményezi. Ekkor az origbdl az x’ felé tart a

megoldas. Emiatt magasabb y; az 1 személynek kedvezGbb.
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Altaldban igaz, hogy a bizonytalan kotédésii kapcsolatokban két egyenstilyi pont le-
hetséges, azonban ezek sokszor kiegyenstlyozatlanok, x; joval nagyobb mint x;, vagy

forditva. Ez a val6 életben sokszor sirl6dasi pontot jelent.
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3.3. Szerelmi ciklusok
3.3.1. Allitas ([4]). Elfogulatlan pdrok kapcsolataira nem létezik periodikus megoldds.
Bizonyitas. Elfogulatlan parok differencidlegyenlet-rendszere a kovetkezSképp néz ki:

X1 = fi1(x1,x2) = —o1%7 + R%(Xz) +v1A2
%2 = f2(x1,%2) = —0uxa + RE(%1) +v2A4

ahol most R} tetszdleges folytonosan differencidlhaté fiiggvény. f divergencidja
div(f) = —(o + o2),
ami konstans. Tehat a Bendixon kritériumot alkalmazva, nem létezik ciklikus megoldés.

]

Ha i személy elfogult, az azt jelenti, hogy Rt vagy R fiiggvényt befolydsolja x; (ldsd
[3.1.2] definici6). A vonzerdre vonatkozé elfogultsagot a kovetkezSképp fejezhetjiik ki a
modellben:

R (xi) = (1 + b'B (%)) viA

ahol B (x;) = 0 ha x; < 0, és utdna 1-ig ndvekszik. El§szor konvex, majd konkdv.
Lasd dbra. b* pedig az vonzerdre vonatkozé elfogultsdg egyiitthatdja. A szerelemre

reagdldsban val6 elfogultsdgot a kovetkezSképp fejezhetjiik ki a modellben:
RE(xiy %)) == (1 + bIBE(xi))RE(0, %)

ahol BL(x;) ugyanolyan mint B2 (x;), és bl pedig a szerelemre vonatkozé elfogultsdg
egyiitthatéja. Elfogulatlan parokra b{* = 0 és bl = 0.

B;

bias function

0 love of individual 7

12. dbra. [4]] B;(x;) fiiggvény grafikonja

3.3.1. Definicié ([4]). Azon elfogult személyek, akikre b; > 0, szinergikusak.
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3.3.2. Definicio ([4]). Azon elfogult személyek, akikre b; < O, platéiak.
3.3.2. Allitas ([4]). Ha a kapcsolatban mindkét fél biztonsdgos kotédésii, akkor kapcso-

latuknak alakuldsaban nem létezik periodus.

Bizonyitas. Csak azt bizonyitom, hogy Hopf bifurkdciéval nem jelenhet meg hatarciklus.

Most az altalanos modellbdl kell kiindulnunk, ami a kovetkezd:

X1 = f1(x1,%2) = —oux1 + Rf(x1,%2) + R (x1, A2) ©

X2 = f2(x1,%2) = —oxa + R5(x1,%2) + Ry (x2, A1)

A modell divergencidja:

dR} | dRY | R}, dR}

div(f) = —oy —
l‘)( ) x %+ dX] dX] dXz dXz

Ha 1 személy szinergikus, akkor

dRt dR2
1 > O 1 > O
dXi - dXi -

€s legalabb az egyik egyenlStlenségre szigorian nagyobb igaz. Ha i személy platéi, akkor
forditott egyenlGtlenségek igazak. Két platéi személy esetén tehdt a divergencia mindig
negativ, igy Bendixon kritérium alapjan ilyenkor nincs periodikus pélya.

Egyéb esetben a Bendixon kritérium nem segit. Viszont bizonyithatd, hogyha a két

személy biztonsagos kot6dés,

dRt dR}
—>0 —= >0
dXz dX]

akkor periodikus megold4s nem dllhat el6 Hopf bifurkaci6 sordn. Indirekt tegyiik fel, hogy

eléallhat. Ekkor a Jacobi matrixnak

dfy  dfy
(% 8
: df,  df;
i dxo
az egyenstlyi pontban kiértékelve ki kell elégitenie a kdvetkezdket:
Tr(J) =0 det(J) >0
Ezért g% + % = 0, ami azt jelenti, hogy & . g—fé < 0. Ugyanakkor

dxy

df; df, df; df;

det(J) = — - —=2 — —L.
€ (D dX] dXz dXz dX]’
df;  dR} df,  dR}
dXz N dXz) dX] N dX1)
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igy det(]) <O

Igy a Hopf bifurkéciét kizartuk. [

3.3.1. Hatarciklus létezése

Most mar csak az hidnyzik, hogy mutassunk olyan modellt, ahol 1étezik periddus.
Legyen a par mindkét tagja vonzerdre reagdldsdban szinergikus, bizonytalan kot6dést. A
modell

. L ARA
X1 = —auxy + Ry(x2) + (14 b7BY (x1))v1A2

. L ARA (10)
X2 = —0xs + R5(x2) + (14 b4 B2 (%2))v2A;

ahol b7, b} pozitiv, és
RiL(x]-) = Bikixjexp (—(kix;)™) Bi > 0,k; > 0 és ny pozitiv egész

B (xi) == xI™ /(™ + oT™) 0; > 0 és m; pozitiv egész

Ezek megfelelnek a korabbi kovetelményeinknek Bf'-ra, illetve bizonytalan kitGdéstd R
fliggvényre (még ha ez nem is egyezik meg a @ fiiggvénnyel). Keressiik meg RF maximum

helyét:

dR{' (Xj)

A Bikiexp(—(kix;)™) + Bikixjexp(—(kix;)™) (—mui(kig)™ ki)
j

= Bikiexp(—(kix;)™)(1 _Xjnik?iX?i_])

dR{' (Xj )
de

=0, hal—xnkx"" =0

1 /1
X; = — 4/ —
) ki ng

Ebbdl latszik, hogy k; az i személy bizonytalansdganak mértékét fejezi ki. Rogzitsiik le a

Igy RF maximum helye:

paramétereket az alabb meghatarozott értékekre:

o = 0.36 k; = 0.08 ny =1 1 =0.75
A; =0.1 o7 =1 m; =4 Y1 =1
o =0.2 k,=1.5 n, =4 B, =10.66
A; =0.1 oy =1 m, =4 Y2 =1

Tovabb4 el6szor legyen by := 0 és b2 := 0. Tudjuk, hogy ekkor nem Iétezik periodikus
megoldds (3.3.1| 4llitds), és meg lehet hatérozni a stabil egyensulyi pontot. Ezutdn bf és
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b7 értékeit ndvelve észrevehet, hogy b = 2.93 és b2 = 0 értékre keletkezik ciklus,
ami nagyon kicsi, de tovdbb ndvelve b}'-t nagyobb lesz. Tehat talaltunk példét arra, hogy

kapcsolat dinamikdja ciklikus tud lenni Rinaldi kapcsolati modellje alapjan.
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3.4. Idokésleltetés vizsgalata

Késleltetett linedris homogén differencidlegyenlet-rendszer:
X(t) =) Ax(t—m) (11)
=1

ahol T; > 0(j = 1,...,n) jelenti a késleltetéseket. Keressiik a megolddsait x(t) = eM¢,
alakban, ahol & konstans vektor. Ekkor

X(t) =eMAE=) AUE fgy AE=) AjeE
j=1 j=1

(A=) Ae™)E=0
j=1

Ez & +# O-ra akkor és csak akkor teljesiil, ha

det(\I— ) Aje™™) =0 (12)

j=1

Ez a karakterisztikus egyenlet késleltetett linedris homogén differencidlegyenlet-

rendszer esetén.

Késleltetett nemlinedris differencidlegyenlet-rendszer
x(t) = f(x(t—11), ..oy x(t — T0)) (13)

stabilitdsvizsgalatdhoz linearizélni kell a rendszert. Legyen x* egyensilyi pont, és x(t)
megoldas. Ekkor ha y(t) = x(t) — x*, akkor

y(t) = X(t) — f(X(t _T1)) --°)X(t_Tn)) - f(y(t _T1) +X*) --->U(t - Tn) +X*)
A (X5, ey X)) (X ey XYt —T1),y ey y(t — T0)]T

X e X))yt —11), - y(t —1)]"

Az eredeti rendszer stabilitdsa x* egyensulyi pontban megegyezik az 1ij kozelitett rendszer

stabilitasaval a (0, 0) pontban. Ez a kapott linearizalt rendszer szebb alakban igy irhato:
ylt) =) Apylt—m1)
j=T1

ahol A; a T-hez tartozo6 Jacobi métrix az egyensulyi pontban kiértékelve.
Hogy jon az idSkésleltetés a kapcsolatok modelljéhez? Amig egyik fél megbizonyoso-

dik a mdsik szerelmérdl (vagy barmilyen érzésérdl), az id6be telik. SGt az is id6t igényelhet,
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hogy valaki ki merje mutatni vagy el merje mondani az érzéseit. Ezért Liao és Ran [3]],
illetve Son €s Park [5]] azt vizsgaltdk, hogy az idOkésleltetésnek milyen hatdsa van a
kapcsolatok Rinaldi-féle modelljére.

Liaoék csak elfogulatlan parokat vizsgéltak, és nem tértek ki arra, hogy az érzésekre
reagélds fliggvényének tipusaitl hogyan fiigghet a stabilitds és a Hopf bifurkacio, ezért

az § eredményeikkel rovidebben foglalkozom. Modelljiik a kovetkezd:

X1 (t) = —oxi (t) + bif(x2(t — 12)) + V1A,
X2(t) = —oxa(t) + bof (% (t —T1)) +v2A4

(14)

ahol 11, T, az id6késleltetések. Legyen (x7,x5) egyensiilyi pont.

*

yi(t) =xi(t) —x7,  ya2(t) = x2(t) — 3,

z

12y

Ui1(t) =% (t) = —ouxi (t) + b1 f(xa(t — 7)) +viA = —ys (t) + b f(y2(t — 1) +%3)
+v1A; —ouxy = —qyi(t) + bif(ya(t — 1) + x3) — bif(x3),

és Uy, (t) hasonl6éan szamolhatd, ezért
ha gly;(t) = fly;(t) +x}) — F(x), akkor

Ui(t) = —oqyi(t) + big(yz(t — 12))
U2(t) = —oua(t) + bag(y: (t — 1))

Az egyensilyi pont ebben a rendszerben a (0, 0) pont. Linearizalva a rendszert, a kovetkez3

egyenletrendszert kapjuk:

Vi(t) = —ou Vi (t) + brdVa(t — 1)
V(t) = —auVa(t) + bdVi(t — 1)

ahol d = g’(0). Ennek karakterisztikus egyenlete T := T; + T, esetén:

‘ A+ o —bjdexp(—AT2)| 0

—byd exp(—ATy) A+

Legyen wy az a szdm, amire a karakterisztikus egyenlet gyokei +iw.

3.4.1. Allitas ([3]).

(o1 + o2) g

o= —[arcsin(— b b2
102

o )+2jn} i=0,1,2,...
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Ha a rendszerre 0 < © < 1°, akkor az egyensiilyi pont aszimptotikusan stabil. Ha
T > 1°, akkor az egyensilyi pont instabil. U(j = 0,1,2,...) értékeire Hopf-bifurkdcié

torténik.

1
T +T,=T

Unstable region

Stable region

13. abra. [3|] Stabilitds T; és T, fliggvényében. A satirozott rész stabil, az iires instabil.
Hopf bifurkécié torténik az egyenesek mentén (vagyis ahol Ty + T, = ).

Attérek Son és Park tanulménydra. El§szor az elfogulatlan parok modelljét vizsgaltdk:

X1(t) = —ouxi(t) + Ri(x2(t — 1)) + 1Az

(15)
X2(t) = —opxa(t) + Ra(x (t — 1)) + v2Aq
ahol T > 0 a késleltetés ideje, R; barmilyen lehet, és kordbbiakhoz htien o, y; > 0.

3.4.2. Allitas ([5]). Legyen (x7,%3) a rendszer egyensilyi pontja. Ha a rendszer
paramétereire

(F1) o+ > 0,000 — cicp > 0,
(F2) o 405 > 0,0a% — cic > 0,
akkor az (x7,x5) egyensiilyi pont aszimptotikusan stabilis minden T > O-ra.
Bizonyitas. A modell linearizéltja:
Y1 (t) = —oqys (t) + crya(t — 1)
U2(t) = —oaya(t) + oy (t — 1)

ahol ¢; = dRy/dx;

G és ¢; = dR,/dxy Xt Ehhez tartoz6 karakterisztikus egyenlet:

—o1 — A crexp(—TA) _0
crexp(—TA) —op — A B

7\2 + (O(] + 062)7\ + x1x; —Ci1C2 exp(—ZT?\) =0
(F1) miatt T = O-ra a sajatértékek valos része negativ.
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Tegyiik fel, hogy iw sajatérték. Ekkor Euler-képlet felhasznéldsdval
w? — ooy = —c1¢5 cos(2wT),

(1 + x2)w = —cqc; sin(2w1T).

Mindkét egyenletet négyzetre emeljiik, és p := w?:
p? — 20q00p + &jog = cic; cos® (2wT)
(o + o 4 20000)p = cics sin?(2wT)
Majd osszeadjuk a két egyenletet:
P2+ (oF 4+ o3)p + od o — cics = 0. (16)

(F,) teljesiilése esetén ennek az egyenletnek nincs pozitiv gyoke. Igy nem létezhet iw
sajatérték. Kovetkezésképp T novelése esetén nem valnak a sajatértékek valds részei nem-

negativva. Tehat (xj, x3) aszimptotikusan stabilis minden T > O-ra. O

3.4.3. Allitas ([5]). Ha a rendszer paramétereire
(Fy) o+ o > 0,000 —cicp > 0,

(F2) ofod —cicli <0

akkor az (x7,x3) egyensuilyi pont aszimptotikusan stabilis T < Ty-ra, és instabil T > Ty-ra.

Tovabba, T = 1, esetén a rendszer az (x5, x3) pontban Hopf-bifurkdcion megy keresztiil.

2 2

Bizonyitds. Ennek bizonyitdsa a egyenletig ugyanaz mint az el6zd 4llitdsnak. (F;)
miatt itt egy pozitiv gyoke van (16)-nak,

_ —(od + od) 4+ /(o + od)? — 4(adas — cic) o
Po = 3 ) Po = Wy

1 12
wo = ﬁ(\/(o& —03)2+4c2c3) — (o + oc%))

2
1.0 — W
2T, wp = cos | (———2) + 2nm
ciC2
0o — Wi, M
Ty = ——cos | (———2) + — (n=0,1,2,...)
Zwo ciC2 Wy
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Vizsgdljuk meg Re(dA/dT) elGjelét. A karakterisztikus polinom derivéldsdval, majd T =
To €s A = 1w, behelyettesitésével latszik, hogy

dA

>0
dT] T=To,A=1lwy

«

]

3.4.4. Allitas ([5)]). Linedris Ri-vel rendelkezd és biztonsdagos kotddésii parok esetén az

idokésleltetés nem tud egy stabil egyensiilyi pontot instabilla tenni.

Bizonyitds. Linedris esetben és biztonsdgos kotddés esetén is

dR;
de

>0, ezért cy>0.

o1, &, pozitivak. Tudjuk, hogy T = 0-ra stabil az egyensiilyi pont. Igy a allitas (Fq)
feltétele teljesiil. El6bbiek miatt (F,) is teljesiil, igy minden T > O-ra aszimptotikusan
stabil az egyensilyi pont. 0

Szinergikus pérok esetén az idSkésleltetett modell:

X1(t) = —ouxi(t) + Ry(x2(t — 7)) + [1 + S1(x1(1))]v1Az,

(17)
X2(t) = —oxa(t) + Rao(x (t — 1)) + [1 4 Sa(x2(t))]v2A,

ahol
oix?/(1+x¥) hax; >0,

0 ha x; < 0,

Si(xi) =

o; > 0 adott paraméter, T > 0 a késleltetés, Ri(x;) tetsz6leges. A rendszer linearizdltja

(x7,x3) egyensilyi pontban:

Ui (t) = —aqyi (t) + crya(t — 1) + dyya(t)
U2(t) = —oua(t) + coyi (t — 1) + daya(t)

ahol C1 = dR]/dX2|xz, C) = dRz/dX] |XT és d] = dS]/dX]|XT, dz = dSZ/dX2|X§. Legyen
o = oy — di.

3.4.5. Allitas ([5]). Legyen (x7,%3) a rendszer egyensiilyi pontja. Ha a rendszer
paramétereire

(F1) o + a5 > 0,565 —cic > 0,
(F2)  (a})?+ (05)* > 0, (§)*(a3)* — cfe3 > 0,
akkor az (x7,x3) egyensiilyi pont aszimptotikusan stabilis minden t > O-ra.

Ennek bizonyitdsa ugyanolyan médon lehetséges mint allitasé.
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3.4.6. Allitas ([5]). Legyen (x7,x3) a rendszer egyensilyi pontja. Ha a rendszer
paramétereire

(F1) o) + a5 > 0,005 —cica > 0,
(F2) ()% (0g)* — cje3 <0,

akkor az (x7,x3) egyensuilyi pont aszimptotikusan stabilis T < Ty-ra, és instabil T > Ty-ra.

Tovabbad, T = 1, esetén a rendszer az (x5, x3) pontban Hopf-bifurkdcion megy keresztiil.
Ennek bizonyitdsa ugyanolyan médon lehetséges mint [3.4.3] dllitasé.

3.4.7. Allitas ([S]). Linedris R;-vel rendelkezd és biztonsdgos kitédésii parok esetén az

idokésleltetés nem tud egy stabil egyensiilyi pontot instabilla tenni.

Bizonyitds. Linedris esetben és biztonsdgos kotddés esetén is

dR;
de

>0, ezért ci>0.
A allitas (Fq) és (F;) feltételeinek kovetkezménye, hogy
cicy < 0 &3,

és oo+ e <0, cicr < —ajos,
fgy ciCy < —|(X?OL§| < 0.

Ez nem teljesiil ¢, c; > 0 esetén, ezért nem valhat instabilla az egyensilyi pont. [
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3.5. Hazassagok sikeressége

Gottman, Murray €s tanitvdnyaik tobb éven at kutattdk, hogyan lehetne a parkapcso-
latokat -pontosabban hdzassagokat- modellezni, kiilonos tekintettel arra, hogy felmérjék,
egy hazassiag ki fog-e tartani, vagy valdssal fog végzddni, és ha kitart, akkor boldog
vagy boldogtalan lesz a kapcsolat. Kutatdsuk menetét, eredményeit a The Mathematics of

Marriage [2] cimd konyvben foglaltak ossze.

Modelljiiket méar 1étez$ parokra allitottdk fel. Megfigyelték a kisérletbe bevont parok
kommunik4ciéjat konfliktus esetén, és a Gottman dltal kidolgozott RCISS (Rapid Coup-
les Interaction Scoring System, vagyis parok interakcidjanak gyors pontozd rendszere)
rendszerben pontoztdk azokat. Ha a n§ t id6pontban kapott pontszdma W, és a férfié H,,

akkor a parbeszéd alakuldsa a kovetkezSképp irhato le:

Wi = (W, Hy)
Hepr = g(Wip, Hy)

ahol f és g fliggvények még pontositdsra varnak. Az aszimmetria abbdl adédik, hogy

feltételezziik, a n6 beszél elSbb.

A parbeszéd alakuldsat két tényezd befolydsolja: az egyén tulajdonsdgai (érzelmi alla-
pota) - ezt adott t pillanatban jeloljiik Pi-vel, €s a tars hatdsa - ezt pedig jeloljik [y -vel,
ha a férj feleségre val6 hatdsarol van szo, és Iwy-val, ha a feleség férjre val6 hatasarol van

SZ0.
Pt+1 — TiPt + a (18)

ahol a egy konstans, és 1; az i személy tehetetlensége (mint (1)) egyenletrendszerben a, d).
Ez az egyenlet ugyan nem differencidlegyenlet, de analég médon, ahogy egy differenci-
alegyenlet esetén, ugy most is kereshetiink egyensulyi pontot. Derivalt helyett Py = Py,

egyenletet kell megoldani, amibdl a befolydsolatlan egyensulyi pont:

a

P:=
1—Ti

A (18] egyenlet zart alakban:

a(l1—r})

Pt == TJ-EP() +
1—1'1

Ha |r;| > 1, akkor |P;| tart végtelenhez. Ekkor instabil Pi-re a megoldds, ezért ezzel az
esettel nem foglalkozik a konyv. Ha |r;| < 1, akkor Py tart a/(1 — r;)-hez, ez a stabil
allapot (Pp-t6] nem fiigg).

Az par egyik tagjanak a mésikra haté Iyw(H) (illetve Iy (W,)) fiiggvényére két

lehetdséget vazol fel a konyv:
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* HaH; < 0,haH; > 0, linedris a fiiggvény, de a meredekség nagyobb negativ H;-re.

0-ban "0sszeérnek". Bilinedris fiiggvény.

» LépcsGsfiiggvény. Olyan, hogy Hy > 0 esetén |y (—Hy)| > [Tqw(Hy)|.

Inw Igw
—_o -~ T
Ty H, T 0 T, H,
(a) The bilinear influence func- (b) The ojive influence function

tion

14. abra. [2] Iyw fliggvény lehetséges grafikonjai

A két fiiggvény grafikonja a[I4] dbran lathato.

Tehat most mér f és g fiiggvények OsszetevGit meghataroztuk, igy a modell:

Wi = Inw(Hy) +1iWe +a (19)
Hepr = Iwn (W) +mH + b

Adott hazassdgra ismerjiik a beszélgetés soran minden t idSpontban W, és H, értékeit.
Vannak ezek koziil olyan id6pontok, amikor azt feltételezhetjiik, hogy Iyy = 0és Iy =0,
igy 11,12 és a, b értékeit megkaphatjuk. Ezutdn ardnylag konnyen Ly és Iy fliggvényeket
is meg lehet becsiilni. Tehdt egy beszélgetés sordn gyjtott adatokbol meg lehet hatdrozni
az adott par paramétereit, és a modell alapjan megnézni, merre tart a hdzassaguk.

Hatdrozzuk meg az igynevezett befolydsolt egyensulyi pontot. Derivalt helyett W, =
Wi = Wés Hy1 = Hy = H megoldasa kell. A kovetkezSk a nullklindk:

W — Ihw(H) +a
1—1‘]

L lmW) +b
1—1”2

Bilinedris Iiyw €s Iwy fliggvények esetén a nullklindk lehetséges helyzetét szemlélteti a
abra. A nullklindk metszéspontjai a befolyasolt egyensulyi pontok. Ha a parok egymadsra
hatdsa lépcsdsfiiggvény tipusi, akkor a nullklindk lehetséges helyzete a[I6] dbran lathato.
Megjegyzem, hogy a lépcsdsfiiggvény nem folytonos, ezért az dbra nem pontos, és emiatt a
felfedezett egyensulyi pontok egy része nem megalapozott. S6t az egész nullklina fogalma

igy nehezen értelmezhetS, mert jelen esetben a nullklindk nem vdlasztjdk ketté a sikot, és
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15. dbra. Nullklindkra példa parok bilinedris fliggvényl egymadsra hatdsa esetén.

ezért nem egyértelmd az sem, hogy melyik "oldalukon" milyen irdnyba véltozik W, és H;.

Null clines

Nigiges oo 5 .
HW Separatrix

Nwn

16. abra. [2]] Ha Iyw €s Iwy 1épcsGstiiggvény, akkor a nullklindk bizonyos paraméterekre
igy néznek ki. Az iires korrel megjeldlt egyensulyi pontok instabilak, a satirozott korrel
megjeloltek stabilak.

3.5.1. Allitas. Az (Hg, Ws) egyensiilyi pont stabilitdsdra sziikséges és elégséges feltétel:
I (Ws) T (Hs) < (1 —=11)(1 —12)

Ennek bizonyitdsa hosszud, kezdd otlete, hogy az egyenstlyi pont koriil Taylor-sort
fejtiink.

A kisérletiik sordn szerzett tapasztalatok és eredmények azt mutattdk Gottmanéknak,
hogy még nem elég j6 a modelljiik. Felmeriilt benniik, hogy a kapcsolat/parbeszéd ala-
kuldsdban lehetséges, hogy nem ennyire kettévélaszthatd az egyén érzelmi édllapotanak
hatdsa €s a tars hatdsa, bar ezen nem modositottak. Viszont az RCISS pontoz6 rendszerii-
ket lecserélték SPAFF nevezetd pontozo rendszerre, és hozzavettek a modelljiikhoz R és
D (javitas és csillapitds) fliggvényeket, melyek a kdvetkez8képp néznek ki:

_p =K = (x—K)
Ri(x) =Bi——— x—KJ)
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A x=Lf+ (x— L)
Di(X) B Ci 1+ (X — Ll)

ahol K; < 0, L; > 0 és By, C; > 0 paraméterek. Igy a teljes modell:

Wi = Inw(He) + Rw(He) + Dy (He) +1iWe 4+ a
Her = Inni(Wigr) + RuWit) + Du(We) +mH + b

Bilinedris I fliggvények esetén lehetséges nullklindk és egyenstlyi pontok a abran
lathatoak.

<)

17. ébra. [2]] Nullklindk és egyenstlyi pontok javitdssal €s csillapitdssal egyiitt.

3.5.2. Allitas ([2]). Az egyensiilyi pont stabilitdsdra sziikséges és elégséges feltétel:
r1+1] <1411 — (OL] + €1)(062 + €2) <2

ahol o és x, a tdrs bilinedris hatas fiiggvényének (azaz Lwy-nak és Lyw-nek) a mere-
deksége az egyensiilyi pontban; és €1, €, a javitas/csillapitas fiiggvény meredeksége az

egyenstilyi pontban.

A konyvben még hosszu fejezet foglalkozik azzal, hogy hogyan lehet beavatkozni egy
hdzassdagba, hogy az boldog legyen. Viszont itt statisztikdkra és pszichol6gidra alapoznak,
és nem arra, hogy a modell paramétereinek valtoztatdsa hogyan hat a modell egyensulyi
pontjaira és azok stabilitdsdra, igyhogy csak néhany mondatban foglalom 0ssze a tartalmat.
T; (érzelmi tehetetlenség) csokkentése, a befolydsolatlan egyensilyi pont nagyobbd tétele,
¢és az, ha a befolydsolt egyensilyi pont koordinédtdi nagyobbak mint a befolydsolatlané,
hatnak kedvez&en a hdzassagok kimenetelére.

Valéban, ha |r;| < 1, akkor 0 < 1—1; < 2, igy 1 kisebb értéke esetén a hozza tartozé

nullklina kozelebb keriil az x tengelyhez, igy a pozitiv €s negativ egyensulyi pontok
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kozott kisebb a kiilonbség, ami a hdzassig kiegyensilyozottsdgdra utal. A befolydsolatlan
egyensulyi pont értékének (a/(1 — 7p) illetve b/(1 — 1)) novelése a nullklindk felfele

toldsat eredményezi, €s igy az egyensulyi pontok koordindtdi nagyobbak lesznek.
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