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Bevezetés

Ezen dolgozat célja attekinteni egy, a pénziigyi matematikdban fontos témakér, a portféliék op-
timalizaldsanak néhény problémadjat, és bizonyos modellekre megoldani magét az optimalizalasi
feladatot egy altalunk elkészitett program segitségével.

A feladat a kovetkezé: Keresiink egy portfliét, azaz azokat a szamokat, melyek meghatarozzak,
hogy az egyes tOzsdei termékekbél hanyat vesziink. A keresés kritériuma az, hogy valamely
funkciondlt prébdlunk maximalizalni. A piac altaldnos koriilményeit ugy jellemezziik, hogy a
részvényarakat valdszintiségi valtozdkkal irjuk le.

Az els6 fejezetben megismerkediink a probléma megértéséhez sziikséges alapveté matematikai
és kozgazdasigtani fogalmakkal, definicidkkal, osszefiiggésekkel és tételekkel.

A miésodik fejezetben meghatdrozzuk, hogy n kockézatos és egy nem kockdzatos pénziigyi
termékbdl allé portfoliét hogyan kell optimalisan Osszedllitani. Azaz olyan mdédon szeretnénk
megvélasztani a portfélionkban taldlhaté részvények mennyiségét, hogy egy kitlizott jovébeli
idépontban a portfélié értéke az elérheté legnagyobb legyen, ahol a feladat els¢ és legfonto-
sabb része ennek az elérhet§ maximélis értéknek a meghatdrozdsa. A kockdzatos termékeink
altaldban részvények, mig a nem kockdzatos termékiink egy kotvény. A dolgozat sordn min-
dig egylépéses modellekkel fogunk foglalkozni, akdr optimalis portfélié értéket, akar optimédlis
stratégiat keresiink. Vagyis a 0 idépontban megvélasztjuk azt, hogy az egyes részvényekbdl
hényat vasarolunk. A portfolié értéke az 1. idépontban ezek utdn a véletlentol fiigg, hiszen a
részvények ara is véletlen.

A probléma megoldasdhoz elengedhetetlen a hasznossagi fliggvény ismerete. Ez a fiiggvény
azt irja le, hogy az adott befektetének, akinek a portféligjat optimalizdlni szeretnénk, milyen a
kockazathoz vald viszonya, vagyis egy adott x értékii portfélié mennyi értéket hordoz az adott
befektet6 szamara. Matematikai értelemben ez egy u valds értéki, folytonosan differencialhatd,
szigortian monoton nové és szakaszonként szigortian konvex vagy konkdv fliggvény (azaz az adott
szakaszokon belill nem véltozik a konkavitdsa). Az u fliggvény egy adott x (valds) portfélis
értékhez hozzarendeli azt a valds u(z) szdmot, amely kifejezi mennyire értékes a befektetének az
adott portfolié.

Fontos megjegyezni, hogy a masodik fejezetben annak érdekében, hogy minél szemléletesebb
példakat tudjunk mutatni, csak konkav hasznossagi fliggvényekkel dolgozunk, de a harmadik
fejezet soran vizsgalunk valtozé konkavitasi hasznosségi fiiggvényeket is.

A hasznossagi fiiggvény a matematikai leirds soran is kulcsszerepet kap. Ugyanis a feladat
felirhat6 egy olyan maximalizaldsi problémaként, amely sorén az E[u(X)]-et, azaz a hasznossagi
fiiggvény véarhaté értéket kell maximalizdlni, ahol az X végigfut a portfélié lehetséges (véletlen)
értékein.

Miutéan meghatéroztuk a portf6lié optimélis értékét, azt is megvizsgaljuk, hogy mi az optimalis
stratégia, vagyis az adott pénziigyi termékekbdl mennyit kell vasarolnunk, illetve eladnunk ah-
hoz, hogy a portféli6 elérje az optimalis értékét.

Tobblépéses modellek is hasonléan kezelhetok, de a szamitasok elbonyolédnak, a mi célunk
pedig inkdbb az otletek, mdédszerek bemutatdsa, amit ilyen egyszeri, egylépéses modellekben
tudunk a legjobban megtenni.

A harmadik fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy a kockdzathoz kiilonféleképpen viszonyuld, az-
az mas és mas u kockazatfiiggvényekkel rendelkezé befektetOknél hogyan valtozik a portf6lié ma-
ximalizalashoz sziikséges optimaélis stratégia. Emellett 6sszehasonlitjuk a befektetd elégedettség
abban az esetben ha az = t6kéjével kereskedhet a piacon, azzal az esettel, amikor ezt a t6két nem



fektetheti be (ez az utébbi maga az u(x) érték).

Eloszor konkav hasznossagi fiiggvényeket vizsgdlunk, melyek a kockézatkeriilé befektetoknek
felelnek meg. Ezt kdvetden foglalkozunk olyan hasznossagi fliggvényekkel is, melyeknek egy sza-
kasza konkdv, a masik konvex. Ezek olyan befektetSket {rnak le, akik egy bizonyos hatdrig (azaz
amig a portf6lié egy adott értéket el nem ér) kockdzatvallalobbak, de ezen értékhatdar atlépése
utdn az érték novekedésével parhuzamosan egyre kockazatkeriilobbek lesznek, tehat a portfolié
értékének egységnyi novekedése mar egyre kevesbé értékes nekik.

Ennek sordn dolgozunk majd egy program segitségével véletlenszertien generdlt portféliokkal,
és olyanokkal is, amelyek egy ismert kozgazdasdgtani, matematikai modellen alapulnak.



1. Matematikai és kozgazdasagtani alapok

A probléma matematikai lefrasahoz eldszor be kell vezetniink néhdny gyakran hasznalt, fontos
fogalmat.

Legyenek tg < t1 < ... < ty valos szamok, melyek a kereskedési napokat jelolik. ¢y a kiinduldsi
idépont és ty az az id6pont, amikor szeretnénk, hogy a portfélionk a lehetd legtobbet érje. A
modelliink két 6 termékesaldadbol all: egy kockazatmentes befektetésbol, példaul kotvénybol, en-
nek n-edik idépillanatbeli értékét B,,-el jeloljiik és az (n+1)-edik pillanatbeli értékét, rekurzivan
a

Bn+1 = Bn(l + TnJrl)

képlettel szdmoljuk, ahol r, > —1 a [t,,_1,t,] periédusban érvényes kockdzatmentes kamatldb.
Adott emellett k darab kockazatos termék, példdul részvények. Az i-edik részvény n-edik idépillanatbeli
értékét S -vel jeloljik, rekurzivan az

St =8, (1+ pin)

képlet segitségével szdmoljuk ki, ahol uf, a [t,_1,t,] egy olyan valészinfiségi valtozd, amely a
[tn—1,tn] periédusban az i. részvényre vonatkozé megtériilési rétét irja le. Itt a megtériilési
rata a befektetés nettd nyeresége vagy vesztesége egy meghatarozott idészak alatt, a befektetés
kezdeti értékének szazalékaban kifejezve.

A p,, sorozat kovetkezo tulajdonsdganak megértéséhez be kell vezetniink a természetes filtracid
fogalmat.

1. Definicié. Legyen (2, F, P) egy valdszinidségi mezd, 1 egy rendezett indexhalmaz és (8,%)
mérhetd tér, és (pn)ner : L2 — 8 wvaldszindségi valtozdkbdl dllé sorozat. Ekkor F p,-re vett
természetes filtrdcidja egy olyan (F,)ner sorozat, melyre

Fi=o{u; (Ajel,j<i,Aex}

azaz o legkisebb o-algebra az Q-n, amely az dsszes X mérhetd részhalmaz dsképét tartalmazza a
j. "idopillanatig”.

Valészintiségi valtozok egy folyamatanak a természetes filtracidja egy olyan o-algebra sorozat,
mely 4. eleme tartalmazza a folyamatrdl az 4. iddéillanatig megtudott informaciokat. Most
tegyiik fel, hogy az (Q,F, P) véges val6szin(iségi mezén dolgozunk, ahol F Q hatvdnyhalmaza,
és P(w) > 0 minden w € Q-ra. Ekkor a i, = (u, ..., u¥) a természetes filtraciéra nézve adaptalt
folyamat.

Ezeknek segitségével definialjuk a portfoliot és annak legfontosabb tulajdonsagait.

2. Definicié. Egy portfolio egy k+1 vdltozds sztochasztikus folyamat, melynek n-edik elemének
elsd k komponense a k részvény-, k+1-edik eleme pedig a kotvény n-edik idopillanatbeli mennyisége,
melyeket rendre ot -vel és B,,-el jelolink. Innen adddik a portfélionk n-edik pillanatbeli értéke:

k
Vel =3 "ol Sk + Bu B (1)

i=1
1. Jeldlés. Jeldljiik a kockdzatos termékek mennyiségeinek vektordt o = (o, ..., a")-val, az
draik vektordt pedig S = (S*,. .., S*)-val, valamint jelélje a ketté R beli skaldrszorzatdt oS =

Zkzl a'St. Ennek segitségével az (1) egyenlet

%



alakban irhato fel.
Mostantol az aS = Zle 'S jelslést akalmazzuk.
3. Definicié. Az « és B vektorokbdl alkotott (o, B) pdrokat stratégidknak nevezzik.

4. Definicié. Legyen az «a, egy josolhaté folyamat, azaz olyan folyamat, hogy minden i =
1,...,k-ra of, F,_1 mérhetd, ahol (F,) a természetes filtrdcio.
Egy portféliot onfinanszirozénak nevezink, ha minden 1 < n esetén teljesil a

Vn—l = anSn—l + ﬁan—l
egyenldség.

Ez dgy értelmezheto, hogy ha a t,_; pillanatban rendelkezésiinkre all V,,_; tdke, akkor a
részvények és a kotvény 1j mennyiségét valtozatlanul hagyva a portfolié értéke is véltozatlan
marad.

2. Jelolés. Az olyan stratégidak halmazat amik josolhatdk és dnfinanszirozéak is A-val jeloljiik.

5. Definicié. Az 5’; = g; sszefiiggéssel kapott S értéket diszkontdlt értéknek nevezzik A
diszkontdlt értékekbdl dllo portfolic o diszkontdlt portfélid
A diszkontdlt portfolio értéke:

Vn = angn + /Bn

Itt B az ugynevezett szamldlé folyamat azaz az az eqység, amihez képest a tobbi termék értékét
vessziik. Ilyen egységnek barmely szigorian pozitiv aru termék wvdlaszthato, azonban mi most
ennek az eqységnek a kotvényt vdlasztjuk.

A probléméink megoldédsa sordn mindig fontos feltenniink, hogy a piac arbitrazsmentes, ezért
vezessiik be a kovetkezd fogalmakat.

6. Definicié. Egy A beli onfinanszirozo stratégiat arbitrdzsnak neveziink, ha teljesiilnek rd az

1 VP = o;
2. ViR > 0;

3. POV >0)>0

tulajdonsdgok. Egy piac akkor arbitrdzsmentes ha az A stratégiacsaldd nem tartalmaz ar-
bitrdzst.

Az arbitrazsmentességet azért fontos feltenniink, mert az arbitrazs létezése azt jelentené, hogy
kockadzatmentesen tudunk profitra szert tenni.
Az optimalizaldshoz tartozo elengedhetetlen eszkéz a martingdl mérték.

7. Definicié. Egy ekvivalens martingdl mérték B numerai-al eqy @ valdszindiségi mérték az (0, F
téren, ugy, hogy:

1. Q és P ekvivalens mértékek és

2. 8,1 = EQ[S*n Fn_1] mindenn =1,...,N-re, azaz S Q martingdl, ahol E? a Q mérték
szerinti varhato értéket jelol.




Ezen fogalmak segitségével mar kimondhatjuk a termékek drazdsanak els6 alaptételét.

1. Tétel. Egy diszkrét idejii piac pontosan akkor arbitrdzsmentes, ha létezik legaldbb egy ekuvi-
valens martingdl mérték.

2

Bevezetésiink zardsaként bevezetjiik a replikacié fogalmat és megismerjiik a replikdcids egyen-
letet, valamint az eurépai opciét.

8. Definicié. Ha egy X pénzigyi termékre létezik olyan (a, B) € A statégia, amire Vjs,a’ﬁ) =X,
akkor X -et replikdlhatonak, az («, B) stratégidt pedig X replikdcids stratégidjdnak nevezziik.

A kovetkezdnek ismertetett replikdcids tétel a martingdl mdédszer bevezetésénél lesz nagy je-
lent6ségti.

2. Tétel. Legyen X egy replikdlhatd termék egy arbitrazsmentes piacon. Ekkor minden («, ) €
A replikdcios statégidra és minden QQ B egységgel elldtott ekvivalens martingdl mértékre teljestil,

hogy
VIS/'aﬁ)
B,

X

A VIS,Q’B ) folyamatot X arbitrdzs drdnak nevezzik.

9. Definicié. A mdgdottes termékek azok az egyszeriibb pénziigyi termékek, amelyek drainak
valtozasa meghatdrozza a beldlik feléptld dsszetettebb pénziigyi termék drvdltozasdat.

10. Definicié. A szdrmazékos termékek olyan dsszetetteb pénzigyi termékek, melyek drvdltozdsdt
az dltala tartalmazott maégottes termékek drvdltozdsa hatdrozza meg.

11. Definicié. Az eurdpai szdrmazékos termék az S = (S, ..., S%) mégéttes termékekkel
eqy X wvaldszintiségi viltozo az (Q, F, P) valdsziliségi mezén, amely mérhets az Ty := o({Sn|n <
N}) o-algebrdra nézve.

Ennek specidlis esete az eurdpai opcio, amely megudsdrldjanak jogot, de nem kételességet ad
arra, hogy a mogdttes termékeket eqy elére megbeszélt idopontban €s Osszegért meguegye vagy
eladja (call, illetve put opcid).

Azt mondjuk, hogy X a pénziigyi termék kifizetése.



2. Optimalis portfolié érték keresése

Ebben a fejezetben el6szor megvizsgaljuk az optimalis portfélio érték és stratégia megtalalashoz
sziikséges matematikai médszereket, els6sorban az tgynevezett martingal médszert. Megismer-
kediink néhany 1j, fontos fogalmommal és a probléméank megoldasahoz elngedhetetlen legfonto-
sabb tétellel. Ezutdan részben kézi szamitdssal, részben az elkészitett program segitségével meg-
oldunk harom szemléletes, gyakorlati példat. Az elsé példa egy kézzel elkészitett példa, amely
még nagyrészt kézi szdmolassal, azaz szamitdgépes segitség nélkiil is megoldhato rovid id6 alatt.
A midsodik példank ennek egy bonyolitott valtozata, tobb részvényt tartalmazé portféliéval,
amely azt hivatott bemutatni, hogy a feladat nagyon gyorsan elbonyolédik, és mar csak a prog-
ramunk segitségével oldhaté meg. A harmadik példa szintén egy bonyolult, csak szamitogéppel
megoldhaté példa, melyet egy neves kozgazdasigtani modell, a faktor modell alapjan allitottuk
Ossze.

2.1. Martingal mdédszer

Az optimalis értékek és stratégidk megkeresésére hasznalt egyik legfontosabb és leghasznosabb
médszer az ugynvezett martingal modszer.

Ennek alapja, hogy szeretnénk olyan stratégiat talalni amelyre teljesiil a VIS,Q) = X egyenlGség.
Ez visszavezethetd egy martingdl reprezentaciéjanak megkeresésére. Rogzitsiink ugyanis egy Q
martingal mértéket és vegyiik az

M, = E9[By'X|F,),n=0,...,N

martingdlt, ahol X egy eurdpai opcié kifizetését jelold valdszintiségi valtozé (az eurdpai opcid
olyan pénziigyi termék, mely csak a lejarati datumkor érvényesithetd). Itt megjegyezziik, hogy
a replikaciés egyenlet alapjan

v=E°[V\") = BBy X] 2)
Ha meg tudunk hatdrozni egy olyan « startégiat, melyre az

M, =V =v+zak(§k — S-1) (3)
k=1

formula teljesiil, akkor innen f/]f;y) = X, amibél adédik az altalunk célként kitiizott VJS,Q) =X
egyenldség. Tehdt tényleg elég egy reprezenticidjat megtaldlni a (3) alaki M martingdlnak.

Tekintstik a kovetkezé maximalizalasi problémaét:

max E[u(VJS,a))] (4)

«
ahol u az ugynevezett hasznossdgi fiiggvény.

12. Definicié. Az u fliggvényt akkor nevezzik hasznossdgi fuggvénynek, ha v : I — R
folytonosan differencidlhato, szigorian monoton €és szakaszonként szigorian konkdv vagy konver,
ahol I az]a,+o0[ intervallum, régzitett a < 0 mellett (a lehet akdr —oo is). Emellett u-ra teljesiil,

hogy a > —o0 esetén lim+ u'(v) = +00 és a = —o0 esetén u feliilrdl korldtos.
v—a



Ebben a fejezetben csak konkav hasznossagi fiiggvényekkel fogunk foglalkozni, de késobb el
fognak fordulni nem konkdv példdk is. Nevezetes példdk az I = (0,00) esetben a logaritmikus
hasznossagi fliggvény,

u(v) = log(v)

és a hatvany hasznossagi fiiggvény,

ahol k < 1,k # 0 valés paraméter.
A fenti, (4)-es pont beli maximalizdldsi problémdra nyujt megolddst a martingdl mddszer,
amely harom {6 1épésbél all:

1. Megkeresi azon végs6, azaz N. idépillata beli portfélio értékek halmazat, amelyek elérhetéek
egy Onfinaszirozé és josolhato stratégiaval

2. Meghatarozza az optimélis elérhetd értéket, azaz azt a Vy-et amelyben a maximum az
(4)-ben felvétetik

3. Meghataroz egy olyan onfinanszirozo stratégiat, amivel a 2-es pontban kapott optimum
elérheto

Ebben a fejezetben az elsé és masodik probléma megoldasat fogjuk targyalni.

2.2. Probléma teljes piacokra
El6szor is fontos bevezetniink a problémaink megértéséhez a teljes piac fogalmat.

13. Definicié. Legyen X egy szdrmazékos termék és (o, B) olyan stratégia, hogy Vjs,a’ﬂ) =X.
Ekkor X -et replikdlhatonak, («, 8)-t replikdlé stratégianak nevezzik.
Az olyan piacot, amelyen minden szdarmazékos termék replikdlhatd, teljes piacnak nevezziik.

Ennek segitségével kimondhatjuk a termékek arazasanak masodik alaptételét:

3. Tétel. Egy arbitrazsmentes piac pontosan akkor teljes, ha pontosan egy ekvivalens martingdl
mérték létezik.

Tehat teljes piacon egy ekvivalens martingal mértékiink van, amely segitségével a masodik
probléma megoldhato, a kévetkezo tétel segitségével.

4. Tétel. Legyen a piacunk teljes és arbitrdzsmentes. Tekintsik a (4) pontban felirt

max E[u(V™)]

mazximalizdldsi problémdt, v € Ry kezdeti portfolic értékkel. Az
u'(l) =R,

feltétel mellett az optimdlis elérhetd értéket a
VN =9(\L)

egyenlet adja meg, ahol J a hasznossdgi figgvény derivaltjdnak, azaz I-nek az inverze, L =
B;,lL7 L= Z—g, Q@ a martingdl mérték és a X € R értékét az

EPIL)] = v

dgynevezett koltséguetési egyenlet hatdrozza meg.



A tételt itt nem bizonyitjuk, mivel a kovetkezd, nem teljes piacokrdl szol6 fejezetben egy ennél
altalanosabb tételt bizonyitunk, amely nem teljes piacokra is mikodik.

1. Megjegyzés. A nem teljes piacokra vonatkozé dltalanosabb tételben extremdlis martingdl
meértékek segitségével szamoljuk ki a martingdl mértéket. Annak ez a tétel specidlis esete, itt
nincs sziikség extremadlis martingdl mértékek haszndlatdra, mert a martingdl mérték egyértelmd.

2.3. Probléma nem teljes piacokra

A teljes piacokkal ugyan koénnyebb dolgozni és optimalis portfélié értéket, illetve stratégiat ke-
resni, azonban ezek nem irjék le elég pontosan a valdsagot.

Ezért mi foként nem teljes, arbitrdzsmentes piacokkal fogunk foglalkozni. Ezek esetében mar
a martingal mddszer els6 lépése is nehezebb a teljes piacokhoz képest. Itt ugyanis a v kezdeti
vagyonbdl elérhetd végsé értékek halmazat a

v, = {V|E?[By'V] = v minden Q martingal mértékre} (5)

adja. A legfontosabb kiilonbség a teljes piachoz képest, hogy itt nincs egyértelm martingal
mértékiink, ezért igynevezett extremalis martingdl mértékek segitségével tudunk dolgozni.

A martingsl mértékek halmaza RM egy affin alterének és a szigordan pozitiv valészintiségi
mértékek halmazanak metszete, ahol M a lehetséges kimenetelek, azaz az w € 2 elemek szdma,
formuldval:

RY ={Q=(Q1,.--,Qum)|Q; >0 Vj=1,..., M}

14. Definicié. Az extremdlis martingdl mértékek azok a Q... Q") ¢ @ mértékek,
melyekre minden Q martingdl mérték elédll a konvex kombindvidjukként, azaz Q = a;QM) +
-+ a,Q") alakban, ahol Y ;_ a; = 1.

Ezekre az extremélis martingdl mértékekre teljesiil a (2)-es azonossag. hogy Most, hogy dttekintettiik
a fogalmakat kovetkezzen a portfélié optimalizalasi feladatunk megolddsahoz sziikséges legfon-
tosabb tétel:

5. Tétel. Legyen a piacunk nem teljes és arbitrdzsmentes. Az
W) =Ry (6)

feltétel mellett a végsd pillanatbeli optimdlis érték
Vv =903 ALY (7)
j=1

ahol J az u hasznossdgi figguény derivdltjdnak inverze, r az extremdlis martingdl mértékek
szdma, LU) = BX,IL(]'), LW = % (itt ez QU) P-re vett Radon-Nikodym derivdltjdt jeldli)

€S 4 A1, ..., N\ valds sulyokat az ugynevezett kéltségvetési egyenletbdl kapjuk meg:
r ~ ~ .
EP = I NLW)LD | =v j=1,...,r (8)
k=1
2l
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Bizonyitas. A tétel bizonyitdsahoz elészor is szeretnénk visszavezetni a portf6lié optimalizdlasdanak
problémankat egy adott fiiggvény maximalizaldsanak problémajara. Ehhez dgyazzuk be a problémét
az euklideszi térbe. Legyen M az () alaphalmaz szdmossdga, wi,...,wps jeloljék az elemi
eseményeket. Ha Y egy valds valdszintiségi valtozé O-n legyen Y (w;) =Y, minden j =1,..., M-
re és jeldlje az Y € RM vektort:

Y =(Y,...,Yy)

Ekkor
M
EP[Y] = Y;P(w)
j=1

Innen adédik, hogy a portfélié optimalizalasi probléméank ekvivalens az
M
F(V) = uVi)Pi = EP[u(V)] 9)

i=1

fliggvény maximalizdldsanak problémajaval, ahol a V-re és minden V; nemnegativ kell, hogy
legyen, hiszen u az RT-on van értelmezve. Ebbdl a megkotésbdl adddik a koltségvetési egyen-
letrendszerben kiszamolt és a végsd optimélis értéket megadd egyenletben haszndlt \; értékek
nemnegativitasa. Ez sziikséges is, mivel a hasznossagi fiiggvény a nemnegativ valés szdmok hal-
mazan van értelmezve, igy az 6 dervaltjanak inverze, J is. Itt fontos megkotés, hogy V' € v, ami
a (4) azonossag segitségével kifejezhetd

M
g V) =3By ViQY —v =B BTV —v=0 (10)

j=1

alakban.

Tehat szeretnénk egy olyan rendszert kapni, amelyben megjelennek az extremalis martingal
mértékek és aminek segitségével az f fliggvény maximuma kiszamithaté. Ehhez vezessiik be a
Lagrange-modszert.

Tekintsiik a kovetkezd nemlinearis optimalizaldsi problémét:
Maximalizéljuk f(x)-et a kovetkezo feltételek mellett

e gj(z)=0

ahol z € X az optimalizdlni kivant valtozé R™ konvex részhalmazabdl valasztva, X pedig az
alaphalmaz, ahonnan a valtozé kikeriilhet. f a célfiiggvény amit maximalizalunk g; (j = 1,...,1)
pedig az egyenl6ségi feltételek fiiggvényei. A probléma megolddsiahoz a kovetkezd fliggvényt
irhatjuk fel:

L(z,A) = f(z) + Ag(z)
Itt L-et Lagrange-fiiggvénynek, A-t Lagrange-multiplikdtornak nevezziik. Ezzel kapcsolatban
tesz allitast a Lagrange multiplikator tétel.
Lemma. Legyen f:R™ — R a célfigguény, g : R™ — R a feltételeket meghatdrozo fligguvény, és
legyen mindkettd folytonosan differencidlhato.
Emellett legyen x, egy optimdlis megolddsa a kévetkezd optimalizdldsi problémdnak:

Mazimalizdljuk f(x)-et a g(x) =0 feltétel mellett
995

JIk

Ekkor egyértelmiien létezik egy N\, € R Lagrange-multiplikdtor gy, hogy Df(x,) = AL Dg(z,).

dgy, hogy a parcidlis derivdltak dltal alkotott mdtriz, [Dg(xy)]jr = rangja legfeljebb n lehet.
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2
Ezt a médszert alkalmazzuk a mostani probléménkra ahol a maximalizdlandé fiiggvény a (8)-es
képletben szerepld f(V), az egyenleteinket pedig a (9)-as pont adja. Ezekre a Lagrange-mdédszert
alkalmazva kapjuk:

LV, A) = F(V)=> Mg® (V)
k=1

Ahhoz, hogy az extremélis martingal mértékeket megkapjuk, a gradienst valasszuk 0-nak. Fontos
megjegyezni, hogy a szélséérték megtaldlasa azért lehetséges, mert egy korldtos és kompakt
halmazon vagyunk.. Ekkor a széls6értékek a Weierstra3-féle széls6értéktétel miatt felvétetnek a
halmazon. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan V pont ahol az f fliggvény maximuma felvétetik és
eleget tesz az S;(V) = 0 peremfeltételnek. Ekkor az f és g fiiggvény, illetve a V' pont kielégitik
a Lemma feltételeit. Tehat a Lemma szerint a maximumhely, azaz V ki kell, hogy elégitse a
kovetkezd két egyenletet:

O L(V,N) =/ (V)P — B S QM =0, i=1,....M, (11)
k=1
M )
0LV =Y By ViQY —v=0 j=1,...r (12)
=1

A (6) feltételt, vagyis azt felhasznélva, hogy a hasznosségi fliggvény az I intervallumon pozitiv
valds értékeket vesz fel, a (8)-as egyenlet ekvivalens a

_ e~ QW
(Vn)i = J(By ];)\k#) i=1,...,M

egyenlettel, gy a (7)-es egyenlettel is. Ezt a (8)-as egyenletbe behelyettesitve kapjuk a

CHy
) )QEJ):v j=1,...,r

< Q
;B;Vlﬂ(B;vl Y k=1")\ i

egyenletrendszert, ami pont a (7)-es egyenlettel ekvivalens, és {gy beldttuk a tételt.
O
Ennek a tételnek a segitségével elvégezhetd a martingdl médszer masodik 1épése, vagyis az op-
timalis portfélio érték kiszamitasa. Ezen felil, miutdan kiszdamoltuk az el6bb emlitett V' optimélis
portfélio értéket, ennek segitségével meg tudjuk hatdrozni azt a ¢ stratégiat amivel ez a V' érték
elérhet6. Pontosabban keressiik azt a ¢ € R” vektort amire teljesil a

V() =v+ > opAS* (w))

k=1

egyenléség minden w; € Q, j = 1,..., M-re. Itt AS*(w;) = S¥(w;) — 1 az k. részvény drédnak
véltozdsa az w; esemény esetén. Mivel az w; események M szdma szinte mindig legalabb akkora
mint a részvények r szama, ezért az egyenletrendszeriink tulhatarozott, és elég az els6 r egyenlet
altal alkotott egyenletrendszert tekinteniink a ¢ kiszdamoldsdhoz. A ¢ vektor k. eleme annak felel
meg, hogy a k. részvénybdl mennyit kell a portfélionkba vasarolni az optimalis érték eléréséhez.
Fontos, hogy ¢ koordinatdi lehetnek negativak is, ami annak felel meg, hogy a koordinatahoz
tartozd részvénybdl akkora mennyiséget eladunk.
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Fontos megjegyezni, hogy ugyan a példdinkban egylépéses eseteket vizsgalunk, azaz egy 1épést
tesziink meg elore az id6ben, de a most bebizonyitott tételt felhasznalva nincs technikai akadalya
a tobblépéses esetek vizsgalatanak sem, csupan a szamitasi id6é néne meg.

2.4. Példa nem teljes piacokra két részvény esetén

Kezdetben nézziink egy egyszerti példat olyan nem teljes piacra, ahol 2 részvényiink van és az )
alaphalmaz 4 elemii. Fontos, hogy ebben és a kovetkezd példakban is mindig egylépéses model-
lekkel dolgozunk. Mivel a részvények arvaltozasat az 1-hez képest szeretnénk megmondani, ezért
fontos, hogy a csupa 1 pont (ami annyi koordindtabdl 4ll, ahdny részvényiink van) beleessen a
részvények arvaltozasainak konvex burkaba. Erre azért van sziikség, hogy kapott poliéderiinknek
legyenek szélséértékei. Ezt szem el6tt tartva, bevezeté példa 1évén, vélasszuk tgy a pontokat,
hogy egy egyenesre essenek, valamint az (1,1) pont is essen az egyenesre, igy garantalva, hogy
benne lesz a konvex burok belsejében. Vaélasszunk egy tetszéleges kezdeti pontot, példdul a
(0.5,0.6). Ez és az (1,1) pont definidlja a

y=0.8x+0.2

egyenletli egyenest. Ehhez valasszuk az w-kat a kovetkezo modon, gy hogy a pontok az egyenesre
essenek:

(S1(w1), S2(w1)), (S1(w2), S2(w2)), (S1(ws), S2(w3)), (S1(wa), S2(wa)) =
= (0.16,0.33), (0.5,0.6), (1.7, 1.61), (3.18, 2.74)

Ezek segitségével irjuk fel a martingal mértékek poliéderét meghatdrozé egyenleteket és egyenlotlenségeket.
Ez 2 részvényre és 4 allapotra altalanosan:

@151 (w1) + @251 (w2) + 351 (w3) + @uS1(wa) =147
q152(w1) + q2S2(w2) + q3S2(ws) + qaSa(wa) =1+ 7

e g1 +@+gtqg=1
® q1,42,G3,94 > 0

ahol r a kockdzatmentes kamat. Mivel most a nem teljes piacokra vonatkozé legegyszeriibb
példat szeretnénk bemutatni legyen r = 0.
Ide behelyettesitve a generalt pontjaink megfelelé koordinatait:

o 1.5¢; +0.81g2 + 1.26g3 + 0.67g4 =1
o 2¢1 +0.61gs + 1.56q3 + 0.35¢4 = 1
e t@pt@pta=1

® §1,92,93,94 > 0

Erre alkalmazzuk a kodjegyzékben taldlhato extremalis martingal mértékeket kiszamité kodot.
Ezt hasznalva tehat a martingdl mértékek poliéderének extremalis értékei:

Q1 = (0.17,0.67,0.17,0), Q2 = (0.34,0.33,0,0.33)

Most az egyszertiség kedvéért valasszuk a hasznossagi fiiggvénynek a logaritmikus hasznossagi
fliggvényt, mert ekkor
1 1
u(v) = logv — u'(v) = = = J(w) = —
v w
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teljestil. Fontos feltétel, hogy u' értékkészlete a pozitiv valés szdmok halmaza, itt a logaritmusra
ez teljesiil. A Bi-et, tehat a nem kockdzatos termékiink, azaz kotvénytink 1. 1épés utani értékét
a konnyebb szdmolds végett valasszuk 1-nek. (Azért az 1. 1épés utdni értéket valasztottuk ki,
mert most 1 1épésre vizsgaljuk a portfélié optimalizalasi problémat, igy a végs6 N = 1 1épés
utdni dllapot By = Bjp). Ekkor a kapott egyenletrendszer, amib6l a koltségvetési egyenlethez
sziikséges A\ valtozdkat kiszamolhatjuk:

J(Z /\ki(k))i(f)] =v, j=1,...,n
k=1
1

ahol n az extremélis mértékek szdma. Haszndljuk ki, hogy most n = 2 és I(y) = T valamint,
hogy B; = 1 miatt

) F@ ) — 1@

Emellett vélasszuk a v kezdeti portfolié értéket 1-nek (példdul dollarban, de a szdmoldsunkhoz
bérmilyen valutdt hasznalhatunk, a fontos az, hogy minden érték ugyanabban a valutaban le-
gyen megadva). A kdédjegyzékben taldlhaté program segitségével random generdljunk egy P
valdsziniiségi mértéket, ez most P = (0.07,0.67,0.18,0.08). Ezeket felhasznalva kapjuk a kovet-
kezo6 két egyenletet:

o B |spmpm L] =0
o BP |spmbpm L)) =
Ehhez L(M-et és L(?) szamoljuk ki, ezek a Radon-Nikodym derivéltak:
o L) = (%o Q0 Q0 Qi) (011 06T 047 0y _ (243 1,0.94,0)
o L = (. B, S i) = (B34, B2, o5, B42) = (486,040,0,4.13)

Mivel a részvények arvéaltozasa diszkrét eloszldsd, ezért a L) vérhaté értékét a

d
E[LW] =Y P(LO(w;)) L (w ijL“ w;)

J=1

ahol p; az w; esemény bekovetkezésének valdszinlisége és d az () eseményhalmaz szdmossaga.
Most d = 4:

4
o EF [mm)} =3P (ML(U(W)QQL@)(%)L(l)(wj)) -1

1 1
. BF [AlLU)iAQL@)L(Z)] =2j=1Pi (A1L<1>(wj)+A2L<2>(wj)L(Z)(wj)> =1

Ide a fent kiszdmolt értékeiket behelyettesitve:
e 0.07-

1 1 1 .
m'2'43+0'67'm+0-18'm'0~94f1

e 0.07- -4.86 4+ 0.67 -

1049 +0.08 - ;5413 =1

1 [ S
2.43\1+4.86)\2 A1+0.49)5

A fenti egyenletrendszerre az erre vald kédunkat hasznalva kapjuk, hogy
A1 =0.85, Ay = 0.15. Ha a )\; egyiitthatékat meg tudjuk kapni az optimalis értéket a

VN =7(> NIV
j=1
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Most N=1,r=2 B; = Bfl =1 miatt L =L. Az LYW és L®? vektorokat mar ismerjiik, a Aq,
Ao egyutthatékat pedig most szamoltuk ki a koltségvetési egyenletrendszerbdl. J szintén ismert,
igy mindent behelyettesitve:

1 1
ML 4 0L 0.85-(2.43,1,0.94,0) + 0.15 - (4.86,0.49,0,4.13)

Vi

(2.07,0.85,0.8,0) + (0.73,0.07,0,0.62)  (2.8,0.92,0.8,0.62)
= (0.36,1.09,1.25,1.61)

Ez a vektor tehdt megadja a portféliénk optimadlis értékeit egy 1épés utan, az i. koordinata azt
mutatja, hogy az w; esemény bekdvetkezése esetén mi a portfélionk optimalis értéke.

Most ennek segitségével szamitsuk ki az optimdlis stratégiat meghatdrozé ¢ vektort. Mivel 2
részvényiink van, ezért az egyenletrendszeriink most csak 2 elemii:

o Vi(wi) = v+ ¢1AS] (wi) + p2AST (wr)
o Vi(ws) = v+ ¢1ASH(w2) + ¢2A5F (wo)
Ebbe a kiszamolt V; értékeit, illetve a korabban megadott t&bbi paramétert behelyettesitve:
© 0.36 =1+ ¢1(0.16 — 1) + $2(0.33 — 1)
e 1.09 =14 ¢1(0.5— 1)+ ¢(0.6 — 1)

Ezt az egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy ¢1 = 316.3 és ¢ = —395.6, azaz az optimalis
stratégidt meghatdrozé vektor ¢ = (316.3, —395.6).

2.5. Példa nem teljes piacokra sok részvény esetén

Az el6z6 példdban mivel 2 részvénnyel és 4 elemili eseményhalmazzal dolgoztunk, a portféli6
optimalis értékének kiszamolasa még kézzel is elvégezheté volt, bar igaz, hogy az extremadlis
martingdl mértékek megtaldldsdhoz mar ott is szamitégépes eszkozoket alkalmaztunk. Azonban
sok részvény és lehetséges esemény esetén a szamoldsi id6 exponencidlisan né. fgy nem érdemes
és kelléen rovid id6 alatt nem is lehetséges megoldani kézzel a problémat. Ezért a sok részvénybol
allé portfélié optimalis értékének kiszamolasat teljes egészében a kdédjegyzékben taldlhaté op-
TIMAL_VALUE_CALCULATOR filiggvénnyel fogjuk végezni, a fontosabb lépéseket, eredményeket
kiirva.

Legyen a konkrét példank egy olyan portféli6, amely 3 részvénybdl all és az €2 eseményhalmaz 8
elemii. El6szor is generdljuk le a részvények arvaltozasait a kiilonboz6 eseményekre a GENERA-
TE_POINTS fliggvény segitségével. Az igy kapott értékeinkbol pedig irjuk fel a martingdl mértékek
poliéderét meghatarozé egyenleteket és egyenlétlenségeket a korabbi mintdjara. Valasszuk a
kockazatmentes kamatot r = 0.05-nek:

o 0.32¢; + 0.45¢5 + 0.31gs + 0.17qs + 1.36g5 + 1.28¢ + 0.74g7 + 1.02gg = 1.05
0.4, + 0.94g5 + 1.18¢3 + 0.78qs + 1.31gs + 1.03¢6 + 1.07¢7 + gs = 1.05
0.67¢1 + 0.02gs + 1.17q5 + 0.04g4 + 1.17g5 + 1.49¢s + 1.06¢7 + 1.02gs = 1.05
G+ q+ag3+qa+9+ g6+ g7 +gs =105

® (41,492,43,94,95,96, 97,48 2 0

15



Erre a rendszerre alkalmazzuk a get_extreme fliggvényt, hogy megkapjuk az extremalis martingal
mértékeket, most 9 darabot kaptunk:

e Q1 =(0,0,0,0,0.13,0.02,0.06, 0.79)
e Q> =1(0,0,0,0.12,0.22,0.25,0,0.41)
e Q3 =(0,0,0.02,0,0.13,0.02,0,0.83)
e Q4 =(0,0.26,0.02,0,0.14,0.57,0,0)
e Q5 = (0,0.14,0,0.12,0.22,0.53,0,0)
e Q¢ =(0,0.25,0,0,0.14,0.55,0.05,0)
e Q7 =(0.27,0,0.02,0,0.66,0.04,0,0)
e Qs = (0.14,0,0,0.12,0.49,0.25,0,0)
e Qo =(0.26,0,0,0,0.64,0.04,0.05,0)

Most a GENERATE_PROBABILITY_MEASURE fliggvénnyel generdljunk P valdsziniiségi mértéket:
P =(0.25,0.11,0.06,0.21,0.01,0.25,0.01,0.1)  Innen mér a Radon-Nikodym derivéltakat meg-
kapjuk, ha az extremalis mértékek koordinatait leosztjuk a P valdszintiségi mérték azonos indexi
koordinataival. Most az egyszerliség kedvéért legyen a kotvényiink értéke az els6 idopillanatban
Bi =1, {gy rogton az L értékeket kapjuk, valamint legyen a kezdeti érték v = 1:

o LM =1(0,0,0,0,13.76,0.08, 6.37, 8.06)
e L? =(0,0,0,0.58,22.06,1.02,0,4.15)
e L3 =(0,0,0.37,0,13.72,0.07, 0, 8.45)
o L™ =(0,2.41,0.33,0,14.68,2.29,0,0)
o L1 =(0,1.26,0,0.54, 22.06,2.13,0,0)
o L =(0,2.31,0,0,14.68,2.2,5.66,0)
e LM =(1.09,0,0.33,0,68,0.18,0,0)

o L® =(0.57,0,0,0.54,49.9,1.01,0,0)
e L9 =(1.05,0,0,0,65.79,0.18, 5.66, 0)

Valasszuk a hasznossédgi fliggvénytinket u(z) = %—nak7 igy derivaltjanak inverze J(z) = z7-1,
ahol z € R és y € R;. Ezekbdl alkossuk meg a

P J(Z )\kf/(k))f/(j)l =v, j=1,...,n
k=1

egyenletrendszert és a SOLVE_BUDGET_EQUATIONS fiiggvény segitségével szamoljuk ki a Ay valtozdkat:

A1 = 0.02, o = 0.005, A3 = 0.009, \g = 0.17, A5 = 0.29, Ag = 0.000001, A7 = 0.01, A\g = 0.3, \g = 0.15

Ezek Osszege a kerekitési hibaktol eltekintve valoban 1, ami megfelel annak, hogy a martingal
mértéket az extremalis martingal mértékek konvex kombindciéjaként kapjuk meg. Ezutan utolsé
1épésként helyettesitsiink be a

VN =7(> NIV
j=1
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egyenletbe, majd alkalmazzuk a GET_OPTIMAL_VALUE filiggvényt:

V1 =(0.58,0.88,0.25,0.57,5.92,1.16,0.98, 0.49)

fgy tehat megkaptuk, hogy a 8 kiilénb6z6 eseményre mennyi a portféliéo optimalis értéke egy
1épés utan.

Az el6z6 példdhoz hasonlé médon itt is felirhaté a ¢ vektorra az egyenletrendszeriink V7 segitségével,
annyi kiilonbséggel, hogy most 3 részvényiink van, igy az egyenletrendszer is 3 egyenletbdl fog
allni:

o Vi(wi) = v+ ¢1AS] (wi) + o2 AST(w1) + ¢3A5F (wi)
o Vi(ws) = v+ ¢1AS8H(w2) + 2257 (w2) + ¢3A57 (w2)
o Vi(w3) = v+ ¢1AS5] (w3) + P2 AS? (w3) + p3AST (w3)
Most V; és a tobbi ismert paraméter helyére behelyettesitve:
® 0.58 =1+ ¢1(0.32 — 1) + $2(0.4 — 1) + ¢3(0.67 — 1)
© 0.88 =14 ¢1(0.45 —1) + $2(0.94 — 1) + ¢3(0.02 — 1)
© 0.25=1+¢1(0.31 —1) + ¢2(1.18 — 1) + ¢3(1.17 — 1)
Ennek az egyenletrendszernek a megolddsaként kapjuk a ¢ = (0.93, —0.22, —0.39) vektort.

2.6. Faktor modell

A mostani példank legf6bb eltérése az eddigiekhez képest, hogy eddig magét a modellt is véletlenszer(ien,
a programunk segitségével generdltuk, most viszont egy neves pénziigyi modellt, a faktor modellt
vessziik alapul.
Altaldban a konkrét modelleknek egy meghatarozott struktiuraja van, amely kozdazdasdgtani és
matematikai mddszereken, megfontoldsokon alapszik. A faktor modell a lényege, hogy az egyes
kockdzatos termékekhez (részvényekhez) kiilonbozé faktorok tartoznak, illetve vannak kozos,
minden termékre kihaté faktorok. Az egyes termékekre vonatkoz6 faktorok olyan hatdsokat
irnak le, amely csak az adott részvény értékére vannak hatéassal, a tobbi részvényre nem. Ilyen
példaul egy adott cég részvénye esetében az adott cég termékeit érinté negativ vagy pozitiv
valtozasok, a szallitds soran felmeriil6 gondok. A kozos faktorok olyan hatdsokat irnak le, ame-
lyek egy egész szektorra vagy az egész piacra hatdssal vannak. Ilyen lehet példaul az inflacio, a
munkanélkiiliség, bizonyos nyersanyagok hianya.

Ahhoz, hogy az optimalizdlasi probléménkat a faktor modell esetén is meg tudjuk oldani, sze-
retnénk matematikailag is leirni a miikodését. ElGszor ehhez azt kell 1atni, hogy a részvények
arvaltozasai hogyan jellemezhet6k matematikai eszkozokkel:

1. AS; = w1+ Brer
2. AS; = p; + Bier + Biei

ahol €; a kozos faktor (most 1 kozos faktorunk van), €;, ¢ > 2 pedig az egyéni faktorok, u;-k a

—2
kockazatmentes kamatok, a 3;-k pedig a faktorok stilyai, melyek 37+ 3; kombindciéi megadjék az
Si-k volatilitdsdt. AS; egy tbézsdeindex arvéltozasa (példdul a budapesti tézsdeindex, a BUX),
ami az Osszes részvényt befolydsolja, AS;, i =2,...,n + 1 pedig a részvényeink arvaltozasai.

15. Definicié. Egy pénzigyi termék vagy index volatilitdsa az index vagy termék hozamdnK
sz0rdsa.
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Most ASi-re rendezve: o
ASl = Bl (61 —71)

ahol by = —%. Ennek segitségével a AS;-ket kifejezve:
1

AS; = fi(er = bi) + Bi(ei — bi)
ahol
ot mf
Bi  Bib

Most a martingdl mérték létezése ekvivalens azzal, hogy teljesiil minden i-re, hogy P(e; >
b;) > 0 és P(e; < b;) > 0, azaz, hogy b; €;-nél nagyobb és kisebb értéket is nagyobb mint 0
valdszintiséggel vesz fel.

Szeretnénk, hogy minden i (i = 2,...,n + 1, ahol n részvények szdma) esetén az ¢; varhaté
értéke 0 legyen, E[e;] = 0. A modelliinkben ¢; két értéket vehet fel p;, illetve 1—p; valdszintiséggel,
azaz most

2. P(GZ :—Bl) :1—}%
ahol A;, B; € RT.
Ahhoz tehdt, hogy létezzen martingal mérték teljesiilnie kell az
Ai >b; > —B;
és

feltételeknek. Itt az egyenletiinket B;-re rendezve, majd ezzel az egyenlGtlenségiink kozepébe és
jobb oldaldba visszahelyettesitve:

i A i A i A
B; = P B <b;— P
1—p; 1—p; 1—p;

> —b;

Itt b; ismeretében A;-t valasszuk gy, hogy b;-nél nagyobb legyen és a fi’;ii > —b; egyenlGtlenséget

is teljesitse. EbboOl mar a B; = fi—?)i Osszefiiggés megadja B;-t.

2.6.1. Példa faktor modellre

Tekintsiik a konkrét példankat két részvény esetén. A v kezdeti portfélio érték és az r kockdzatmentes
kamat legyen az el6z0 példankkal megegyezden 1 illetve, 0.05. Emellett legyen a hasznossagi
fliggvényiink a korabban is hasznalt logaritmikus hasznosségi fiiggvény. ElGszor is generdljuk le

a Wi, Bi, Bi, pi értékeket, ezek rendre:

o 11 =0.057, pg = 0.0.025, p3 = 0.28
o $1 =1.23, 82 =0.29, B3 =0.0.17
o 31 =1.18, 3y, =1.63, 3 = 0.64
o py =0.94, po = 0.84, p3 = 0.17
Innen megkapjuk a b;-ket a fenti képleteket haszndlva:
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o by = —0.05
o by = —0.007
o by = —0.43

Ezutdn az A;-kre vonatkozé két feltételt szem el6tt tartva megfelel6 ideig noveljiik Oket, majd a
segitségiikkel szamoljuk ki a B;-ket:

e A; =0.05
e Ay =0.09
o A3 =217
Innen a B;-k:
e B =0.87
e By =0.49
e B3 =043

Ezek segitségével vegyiik az Osszes lehetséges eseményt, igy kapjuk a mar korabbiakhoz is hasonld
pontokat, melyek egy-egy eseményhez tartoznak:

S1(w1), S2(w1)), (S1(w2), S2(w2)), (S1(ws), S2(ws)), (S1(wa), S2(wa)),
S1(ws), S2(ws)), (S1(ws), S2(ws)), (S1(wr), S2(wr)), (S1(ws), S2(ws)) =
= (1.07,0.71), (1.07,1.83), (0.43,0.71), (0.43,1.83), (0.83,0.57), (0.83, 1.69), (0.19, 0.57), (0.19, 1.69)
Innen a szokasos. a poliéderiinket meghatarozé egyenloségeinket és egyenlotlenségiinket felirva:
e 1.07¢; + 1.07g2 + 0.43g3 + 0.43¢4 + 0.83¢5 + 0.83¢s + 0.1947 + 0.19¢g = 1.05
e 0.71¢; + 1.83¢y + 0.71¢3 + 1.83¢4 + 0.57¢5 + 1.69¢6 + 0.57,7 + 1.69gs = 1.05
* i+t tqtastgtagrtg=1

® q1,42,43,94, 95,96, 97, G > 0

Ennek a rendszernek most hat extremalis pontja van, tehat most hat extremalis martingal
mértéket kaptunk:

e ), =(0.7,0.29,0,0,0,0,0,0.017)
e ()2 =(0.68,0.3,0,0,0,0,0.017,0)
e ()3 =(0.69,0.25,0,0,0,0.07,0,0)
e , =(0.62,0.31,0,0,0.07,0,0,0)
e )5 =(0.7,0.28,0,0.02,0,0,0,0)
e (s = (0.67,0.3,0.02,0,0,0,0,0)

Most generaljuk le a P valésziniiségi mértéket: P = (0.1,0.09,0.43,0.1,0.11,0.05,0.02,0.1). In-
nen a Radon-Nikodym derivaltak:

o LM = (6.88,3.12,0,0,0,0,0,0.18)
e L® =(6.7,3.31,0,0,0,0,1.12,0)
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o L1 = (6.82,2.68,0,0,0,1.25,0,0)
o L) =(6.18,3.38,0,0,0.58,0,0,0)
o L©® =(6.9,3.03,0,0.24,0,0,0,0)

e L® = (6.67,3.29,0.05,0,0,0,0,0)

Az el6z6 példaval megegyezben legyen a hasznosségi fiiggvényilink az u(x) = %, igy de-
rivaltjanak inverze J(z) = zﬁ, aholx e Résy € R, Innen alkossuk meg a koltségvetési

egyenletekbol 4ll6 egyenletrendszert, majd oldjuk meg a program segitségével:
A1 =0.02, A2 = 0.15, A3 = 0.03, Ay = 0.32, A5 = 0.11, A\¢ = 0.33
Innen a

.
V=7 NI
j=1

egyenletbe behelyettesitve, majd a programunkat alkalmazva:

V) = (2.5,1.77,0.13,0.16,0.43,0.18, 0.41, 0.05)

fgy tehat a faktor modellre, 2 részvény és 1 kozos faktor esetén megkaptuk, hogy a 8 kiillonb6z6
eseményre mennyi a portfélié optimadlis értéke egy lépés utan, faktor modell esetén, 1 kozos
faktorral.

Az optimalis stratégiat meghatdrozé ¢ vektor egyenletrendszerének felirdsa az els6, két részvényt
hasznéld példaval azonos médon torténik, az igy kapott rendszer:

© 2.5 =1+ ¢ (1.07 — 1) + ¢(0.71 — 1)
o 177 =1+ ¢1(1.07 — 1) + $2(1.83 — 1)
Innen kapjuk a ¢ = (18.73, —0.65) vektort.
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3. Optimalis stratégiak kiilonbozo hasznossagi fiiggvények
esetén

Mivel az eltér6 befektetOk mas és mas féleképpen viszonyulnak a kockazathoz, vannak kockézatkertilébb
és kockazatvalladbb befektetdk, ezért a portfoliGjuk értékének maximalizaldshoz is méas és maés
stratégia sziikséges.

Ebben a fejezetben azzal fogunk foglalkozni, hogy az egyes befekteték kockazathoz valé viszo-
nya hogyan befolydsolja az optimaélis stratégia megvalasztdsat, vagyis azt, hogy a portféliénkban
taldlhaté egyes termékekbdl mennyit érdemes vésarolni, illetve eladni. Ezt a problémat sze-
retnénk matematikailag leirni és megoldast taldlni ré.

3.1. A hasznossagi fiiggvény szerepe

A befekteték kockazatvallalasit, kockdzathoz fiz6d6 viszonyukat az wu-val jeldlt hasznosséigi
fliggvényekkel fogjuk leirni. Ha a hasznossagi fiiggvény konkdv, az azt jelenti, hogy a de-
rivélt, vagyis a fliggvény meredeksége szigorian monoton csokken. Azaz barmekkora is legyen a
portfélio aktualis értéke, a befektetd egyre tobb kockdzatot vallal a portfolié értékének egységnyi
novelése érdekében. Ebbe a kategoridba tartozik az exponencidlis és a exponential-identity, me-
lyeket a késobbiekben definidlunk majd. Ezzel szemben latni fogjuk, hogy vannak olyan hasz-
nossagi fliggvények is melyek az els§ szakaszukon (ameddig egy adott hatért a portfolié értéke
el nem ér, példdul = = 0-ig) konvexek, majd utdna konkavak. Ez azt jelenti, hogy a derivélt az
els6é szakaszon szigoriian monoton nd, majd a masodik szakaszon szigortian monoton csokken.
Ez fejezi ki, hogy a befekteténk egy bizonyos hatérig kockdzatvallalébb, de miutdn a portfélidja
egy bizonyos értékhatart atlépett, utdna az érték névekedésével parhuzamosan egyre kevesebb
kockazatot vallal. Ilyen fliggvények a exponential-sqrt és a béta-gamma, melyeket lentebb defi-
nidlunk. 3] |1

3.2. A probléma matematikai értelemben

A hasznosségi fiiggvényiink a fent is emlitett v : R — R fiiggvény. Végig egy részvénnyel fogunk
dolgozni. A problémank matematikai értelemben egy maximalizaldsi probléma:

o (z) = arg;naxE [u(z + pAST)] (13)

ahol u a hasznosséagi fliggvény, AS; pedig a részvény értékének valtozasa a 0. idépillanattdl az 1.
idopillanatig. Tehat a feladatunk az, hogy megtalaljuk azt vagy azokat a ¢ értékeket, melyekre
az F [u(z + ¢AS7)] kifejezés maximuma felvétetik.

Ezt egy adott = kezdeti értékre kiszdmolva megkapjuk az optimadlis stratégiat, amelyet az u(x)
hasznossagi fliggvény ir le:

u(x) = Sng [u(z + ¢AST)] = E [u(x + ¢*AS7)]

A részvény értékének valtozasdt egy valasztott eloszldssal fogjuk modellezni. Azaz példdul
ha AS; eloszldsa az két pontra (az a és b pontra) koncentralédik, akkor a vdrhaté értéket a

P(AS; = +a) = p, P(AS; = —b) = 1 — p valészintliségek segitségével tudjuk szdmolni.

Fontos megjegyezni, hogy most az el6z0 fejezetben targyalt optimalis érték megtaldlasval
szemben mindig csak 1 részvényiink van az egyszeriiség kedvéért. Emellett most is egy 1épésre
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elére hataroztuk meg az optimadlis stratégiat. Ha tObblépéses esetet szeretnénk vizsgdlni, ak-
kor a korabban kiszamolt u-t kell maximalizalnunk, majd tjabb 1épés esetén az igy kapott 1j
hasznossagi fiiggvényt, és igy tovabb. Tehat lényegében egy dinamikus programozasi médszerrel
mindig meghatarozunk adott 1épésszamra egy optimalis hasznossagi fliggvényt, majd a 1épésszam
novelése esetén ebbdl kiindulva kezdiink ujra optimalizalni. A jelenlegi dolgozatban mi csak az
egylépéses esettel dolgozunk, és nem foglalkozunk a tobblépéses altaldnositasokkal.

A maximalizalasi probléméankat abban az esetben a legegyszerlibb megoldani, ha az u hasz-
nossagi fiiggvény differencialhaté. Ekkor a problémank dtalakul a

E [’LL/($ + ¢A51)A51] =0 (14)

egyenlet megoldasanak problémajava.

Abban az esetben, ha a hasznossagi fiiggvény nem differencidlhaté, akkor direkt modszerrel
kell maximalizalni. Pontosabban keresiink egy olyan M (x) kiisz6bot, hogy a [-M (z), M (z)] in-
tervallumon kiviil semmiképp ne legyen optimélis a ¢, majd ezutdn meghatirozott pontossaggal,
numerikus mdédszerek segitségével meghatdrozzuk ¢*(x)-et.

Itt felmeriil a kérdés, hogy létezik e mindig, minden z-re ¢*(z) optimélis érték. Erre ad
valaszt a kovetkezo tétel.

6. Tétel. Legyen u : R — R felilrdl korldatos, folytonos, monoton novd figguény és tegyik fel,
hogy w(0) = 0, lim,—, o u(x) = —00. Emellett tegyik fel, hogy van egy felsé korldtja a részvény
drvdltozdsdinak abszolitértékének, azaz |AS1| < D, D € RY Valamint az arbilrdzsmentesség
miatt tegyiik fel, hogy

P(AS; > 0) > 06sP(AS; <0) >0 (15)

Ekkor minden x-re létezik ¢* = ¢*(x) gy, hogy

Efu(z+¢"AS))] = supgerE [u(x + pAS)] = u(z)

&l
Bizonyitas.
Lemma (1). ¢ — E [u(z + ¢AS7)] folytonos.

Lemma bizonyitasa. Ha ¢, — ¢, akkor ¢,, korldtos, tehét létezik K € R, hogy |¢,| < K.
Tovabba mivel u folytonos, ezért haszndlhatjuk a folytonos fiiggvényekre vonatkozoé atviteli elvet,
igy

u(x 4+ ¢nAST) = u(x + pAST) (16)

majdnem minden w € Q-ra. AS; és ¢, korldtosdgabdl, valamint mivel u monoton névo:
0o > u(00) (z + ¢ppAS1) > u(x — K|ASy|) > u(z — KD)

Ez alulrdl korlatolja u-t Tehdt u (z + ¢, AS1)-t domindltuk egy integralhaté fiiggvénnyel. Ezt
és a fent bebizonyitott (16)-os pont beli konvergenciat felhasznélva alkalmazhatjuk a dominélt
konvergencia tételt, igy:

Eu(z+ ¢nAS1)] = Eu(z+ ¢AS))

Lemma (2). Ha ¢, — oo akkor E [u(x + ¢, ASy)] = —00
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Lemma bizonyitdsa. ¢, felirhaté ¢, = |¢,|sgn(¢,) alakba. Tudjuk a (15)-6s pontbdl, hogy
P(sgn(¢pn)AS; < —€) > € igaz valamely € > O-ra. Ezen feliil vélasszuk |¢,|-t olyan nagynak,
hogy |¢n|(—€) + = < 0. Ekkor:

Elu(x+ ¢,A85)] < E [u (4 ¢nASY) ]l{sgn(¢n,)A81<—e}]+E [u (v + ¢ AS)) Il{S.t)n(d)n)ASH2—6}} <
S E [’LL (l’ -+ ¢nA51) ]]-{sgn(¢n)A51<—e}] + C S u (‘¢n|(—6) -+ .’[) €+ C

Ez a kifejezés tart —oo-hez ha |¢p,| tart co-hez, ezzel beldttuk a lemmét. Itt kihaszndltuk, hogy
az u hasznossagi fliggvény korlatos, igy az 0sszeg masodik tagjat C-vel felil tudtuk becsiilni. Az
utolsé becslés azért igaz, mert az indikator varhaté értékét definicié szerint atirtuk az indikalt
esemény valdszintiségére, amely legaldbb € volt.

Most legyen ¢,, olyan, hogy

Eu(x+ ¢nASy)] — sup E [u (z 4+ ¢AS)]
PER

ha n — oo Két eset lehetséges:

1. ¢, nem korldtos. Ekkor létezik nj részsorozat, hogy |¢n,| — o0o. De ekkor a mésodik
lemma miatt E [u(z 4+ ¢,AS1)] — —oo, ami lehetetlen, mert ¢ = 0 vélasztdssal tudjuk,
hogy u(z) < supgerE [u (z + ¢AS1)]. Azonban mivel x valamilyen valds szdm (nem —oo),
ezért u(x) is valamilyen valds szdm, tehdt nem —oo {gy ellentmonddst kaptunk.

2. |¢n| korlatos. Ekkor a Bolzano-Weierstrafl 1étezik konvergens részsorozata, valasszuk ¢*-ot
annak, ahova ez konvergal. Ekkor

Elu(z+ ¢ppAS1)] = Eu(x 4+ ¢*ASy)]
ha n — co Most felhasznélva az elsé lemmat, kapjuk:

Elu(z+ ¢*ASy)] =sup E [u(x + ¢AS)]
PER

Ez pont az amit be szerettiink volna latni, igy befejeztiik a tétel bizonyitasat.

3.3. Eloszlastipusaink

Minden hasznossagi fiiggvényt harom kiilonb6z6 eloszlas esetén vizsgdlunk. Ebbol kettd abszolit
folytonos, a harmadik pedig diszkrét.

A legels6 eset legyen az amikor a AS; egyenletes eloszldst a [—a, b] intervallumon, ahol a és b
nemnegativ valds szamok.

A maésodik eloszlas az (m, 0?) paraméterti normalis eloszlas.

A harmadik olyan p paraméterii diszkrét eloszlas, mely esetén a val6szintiségi valtozo p valdszinliséggel
1-et, 1 — p valésziniiséggel —1-t vesz fel. Itt p 0 és 1 kozott lehet.

Mindharom esetben mi hatarozzuk meg az eloszlasok paramétereit, azok a csatolt kédban is
valtoztathatok, a kordbban emlitett megszoritasok mellett. Ezen felil azt is kivalaszthatjuk,
hogy mekkora intervallumon vizsgdljuk az S; valtozasat.

Abszolut folytonos eloszlasok esetében hasznalhatjuk, hogy ha f a AS; siirliségfiiggvénye, akkor

a varhato érték: ,

Blu(o -+ 6880 = [ ule +08) « F(5)dS

—a

23



vagyis csak az altalunk vizsgélt intervallumon integraljuk a hasznossédgi fliggvény és a slirtiségfiiggvény
(ami a részvény drvaltozdsdtdl fligg) szorzatdt a részvény arvdltozdsa, azaz AS; szerint. Ez a
stirtiségfliiggvény az aldbbiak szerint frhaté fel kiilonbozd abzolut folytonos eloszlasi ASi-ek
esetén:

o AS; egyenletes eloszldsi az (—a,b) intervallumon: f(AS;) = %H:
e AS; normélis eloszlast az (—a,b) intervallumon: f(AS;) = m}ﬂe_%(wﬁ

Mostantdl ha AS; abszolit folytonos eloszldst, akkor a AS; silirliségfliggvényét f(S)-el fogjuk
jelolni. Mivel f(A)-tél eltekintve az egyenletes és normalis eloszlds esetén a vérhato érték képlete
nem kiilonbozik, ezért sokszor ezt a két eloszlast egyben fogjuk kezelni, a stirtiségfiiggvényt f(S)-
el jelolve.

Diszkrét esetben haszndljuk az

n

Elu(x + ¢AS)] = Z u(z + ¢x;) P(AS = z;

i=1
Osszefiiggést, ahol n az ) eseménytér elemszama, x; pedig az i. esemény esetén vald drvaltozds
nagysaga. A most emlitett diszkrét esetben ez

Elu(z + ¢AS1)] = u(z + ¢)p+ (u(z — ¢)(p— 1) (17)

ahol p annak a valdszintlisége, hogy a valdsziniiségi valtozdnk 1-et vesz fel.

3.4. Optimalizalandé fiiggvény exponencidlis hasznossagi fiiggvény esetén

Az elsé hasznossdgi fiiggvényiink az ugynevezett kontrollfiggvényiink, amivel tesztelni tudjuk
szamitasaink, programunk példaink helyességét, mivel ennek viselkedését ismerjiik. Pontosan
képlettel a fliggvény u(x) = —e~*. Ebben az esetben az u(x + ¢AS) hasznossigi fiiggvény:

u(x + pAS)) = —e~TTAS

fgy a varhato érték abszolut folytonos esetben:

Elu(z + 6AS)] = / " 08 £(8)ds

—a

Ha AS; diszkrét, plusz-minusz 1 eloszldsi, akkor ennek az eloszldsnak a fent emlitett (15)-0s
pont beli, azaz
Elu(z + ¢AS1)] = u(z + ¢)p + (u(z — ¢)(p — 1)

alaku.

3.5. Optimalizalandé fliggvény exponential-identity hasznossagi fiiggvény
esetén

Az els6 Osszetettebb hasznossagi fliggvényilink a exponential-identity fiiggvény. Ez 0-nal kisebb
szamokra az identitasfiiggvényként, O-ra, illetve anndl nagyobb szamokra pedig egy specidlis
exponencidlis figgvényként. Ez képlettel:

T, haz <0
u(z) = .
1—e™, haz>0
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Ebben az esetben az u(x + ¢ASt) hasznossagi fliggvény:

)z + 9AS,, ha x + ¢AS; <0
u($+¢A51) - {1 _e—w—¢Asl7 ha x+¢A51 2 0

Ha AS; abszolut folytonos eloszlasi, akkor két esetre kell bontanunk mindig a feladatot: ha
¢ > 0, illetve ha ¢ < 0. El6bbi esetben az x + ¢AS; < 0 pontosan akkor ha AS; < ’Tf fgy a
exponential-identity hasznossagi fiiggvény fenti definiciéja alapjan, a varhato érték ¢ > 0 esetén
(amit most Ej-val, mig a ¢ < 0 esetbrn Es-el jeloliink)

b

(z + $S)f(S)dS + / (1 —e =99 f(9)dS

min(b,%)

min(b, %)

—a

Ha ¢ < 0, akkor annyi véltozik, hogy a x + ¢AS; < 0 egyenl6tlenségben a ¢-vel valé dtosztas
10) negativitésa miatt megforditja a relacios jelet, igy ez az egyenlGtlenség pontosan akkor teljesiil,
ha S > =Z. A varhaté érték a ¢ > 0 esethez hasonléan két integral Gsszegeként irhaté fel, d&m
most az mtegralok tartalma felcserélédik egymassal:

b

(1 —e 295 £(8)dS + / (z + ¢S)f(S)dS

min(b, )

min(b, %)

&W@+¢A&H=/

—a

Nekiink tehdt azt a ¢ értéket kell megkeresni, amire a max(E7, Es) kifejezés maximélis.
Diszkrét, plusz-minusz 1 eloszlds esetén a exponencidlis hasznossagi fiiggvénnyel megegyez6
eset all fent, és a (15)-0s pontban leirt formula irhaté fel a varhaté értékre.

3.6. Optimalizalandé fiiggvény power-sqrt hasznossagi fliggvény esetén

A harmadik hasznosségi fliggvényiink a exponential-identity fiiggvényhez hasonld, 4m a lényeges
eltérés ahhoz képest, hogy ez mar nem konkav, hanem az els6 szakasza konkav és a masodik
szakasza konvex. Ezt ugy definialjuk, hogy a 0-nal kisebb szamokra a szam abszolut értékének
gyokének ellentetjét veszi fel, O-ra, illetve annal nagyobb szamokra pedig a exponential-identity
fliggvényben hasznalt specidlis exponencidlis fiiggvénykén viselkedik. Ez képlettel:

u(z) = {—\/?L ha xz <0

1—e ™™, hax>0

Ebben az esetben az u(x + ¢AS7) hasznossigi fliggvény:

w4 $AS,) = {«/|x+¢ASl ha z + ¢AS; < 0

— e T PAS ha x4+ ¢AS; >0

Abszolut folytonos eloszlas esetén itt is két eset lehetséges, hogy ¢ > 0 vagy, hogy ¢ < 0. Itt
a exponential-identity hasznossiagi fiiggvénynél latott gondolatmenetet kévetve ¢ > 0 esetén a
varhato érték
b

<f¢u+¢ﬂvwws+/“ (1— o9 {(S)dS

min(b, )

min(b, )

—a
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, mig ¢ < 0 esetén

b

(1— =245 {(S)dS + / (—v/Iz ¥ 880 £(S)ds

min(b, )

min(b, )
és itt is azt a ¢ értéket keressiik, amely maximalizalja a max(FE1, Eq) kifejezést.

Diszkrét, plusz-minusz 1 eloszlds esetén az eléz6 hasznossdgi fliggvényekkel megegyezd (15)-6s
pont beli kifejezés irhato fel.
3.7. Optimalizalandé fliiggvény béta-gamma hasznossagi fliggvény esetén

A kovetkez6 hasznossagi fliggvénytink, a béta-gamma szintén egy nem konkdv hasznosségi fiiggvény,
az elézéekhez hasonléan 0-nal kisebb és nagyobb szakaszokra bontva. Ennek képlete:

1—|z|7, h
u(x):{ |z|7, haz<0

(1+2)%, hax>0
ahol B és v pozitiv valés szdmok.  Ebben az esetben az u(x + ¢AS7) hasznossagi fiiggvény:

1—|1‘—|—¢)A51|7, ha x + ¢AS; <0

ASy) =
u(x + ¢AST) {(1+x+¢AS1)B, ha z + ¢AS; >0

Itt is a korabbiakban ldtott gondolatmenetet kovetve ¢ pozitivitasa szerint két eset irhaté fel
a varhato értékre, ami most ¢ > 0 esetén

b

min(b, 5*)
Erfu(z + 6AS))] = / (1— o + 6SI")(S)dS + / (14 2+ 65)) £(S)dS
—a min(b, )
illetve ¢ < 0 esetén
min(b, %) b
Ealu(e + 6AS))] = / (14 2+ 65)%)£(S)dS + / (1-|a+ 6 S)F(S)dS
—a min(b, )

és itt is a max(FE1, F») kifejezést maximalizald ¢-t keressiik.

Az el6z6 fliggvényeknél haszndlt, plusz-minusz 1 eloszldsra vonatkozé hasznossagi fliggvényekkel
megegyezd képlet irhato itt is fel.

3.8. Megfigyelések az optimalis ¢*-al és varhaté értékkel kapcsolatban

A most kovetkezd példdkban, abrdkon 1000 darab x kezdeti portfélié értékre szdmoltuk ki az
u illetve ¢* fiiggvényeket (kivétel ez aldl a power-sqrt hasznossigi fliggvény esetén abrazolt ¢*
fliggvény, ahol a szemléletesebb dbra és a numerikus hiba csokkentésének érdekében 100000 x
értékre végeztitk el a szdmoldst). Az elébbit a (—5,5), utébbit a (—10, 10) intervallumon vettiik
és dbrazoltuk. Mind az uniform, mind a normélis eloszlast a (=5, 10) intervallumon értelmeztiik,
azon kiviil az eloszldsfiiggvény értékeit 0-nak tekintettiik. A normadlis eloszlds (1,1) paramétert,
azaz a varhaté értéke és szérdsnégyzete is 1. A plusz-minusz 1 eloszlasnal p = 0.3, azaz annak
a valdszintisége, hogy az drvéltozas 1. A béta-gamma hasznosségi fiiggvénynél g = 0.5, v = 1.
Amikor az optimalizalasi probléméankat megoldjuk ¢ alsé korlatja —100, felsé korlatja pedig 100.
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3.8.1. Exponencidlis fiiggvény

El6szor is vezessiik be tgynevezett ellenorzé fliggvénynek az exponencidlis fliggvényt, ponto-
sabban u(xz) = —e %-et. Ezzel azt fogjuk tudni ellendrzini, hogy jél miikodik-e a programunk.
Ugyanis igaz a kovetkezo 4allitas:

1. Allitas. Az u(x) = —e™ " hasznossdgi fiigguény optimdlis vdrhatd értéke énmagdnak konstan-
szorosa, azaz minden x pontban ¢ - (—e)~*, ahol ¢ € R.

Bizonyitas. Teljesiil a kovetkezo lanc:
() = supsE [u (—e~93517)] = —e=% . sup, B [—e~PhiB51)

Mivel E [—e*phmsl] nem figg x-t6l, ezért most a ¢ = F [—e*phmsl] megfeleld.
O
Azaz az llitdsunk alapjat exponencidlis hasznossdgi fiiggvény esetén u(x) megbrzi u(z) alakjét.

Ezt lathatjuk az alabbi dbréan, normalis eloszlas esetében:

Exponencidlis hasznossagi fliggvény normalis eloszlas esetén

oA
_20 -
—40 4
5
g —60
Eal
2
\u_g —80 A
£
[=]
a
—100 A
=120 1
140 —— Optimalizalt hasznossagi fliggvény
Eredeti hasznossagi flggvény
T T T T T
—4 -2 0 2 4
X

Itt az allitasunk alapjan azt is megfigyelhetjiik, hogy a ¢* tényleg nincsen hatéssal az u-ra,
azaz konstans:
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A o* értékei exponencialis hasznossagi fliggvény esetén

1.0 4

0.8 +

0.6 +

0.4
—— Normal

Plus minus one
0.2

0.0 A

—0.2

—0.4

3.8.2. Konkav hasznossagi fiiggvény
Most nézziik a exponential-identity hasznossagi fliggvényiinket, azaz az

x, haz <0
1—e™™®, hazxz>0

)

u(zx) =

Exponential-identity hasznossagi fliggvény normélis eloszlas esetén

14

Portfélié értéke
|
M
.

_3 -
_4 -
—— Optimalizalt hasznossagi flggvény
_5 Eredeti hasznossagi fliggvény
T T T T T
—4 -2 0 2 4
X

Valamint a ¢* fliggvény kiilénboz6 eloszlasok esetén:
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A o* értékei exponential-identity hasznossagi figgvény esetén

6 1 —— Uniform
Normal
—— Plus minus one

—4

Mivel az optimalis hasznossagi fiiggvényiink 0-nal kisebb helyettesitési értékekre az identitas,
azaz x + ¢*AS értékeket vesz fel (ez a ¢* az adott x értékhez tartozé optimélis ¢-t jeloli, nem
pedig a ¢* fiiggvényt), {igy az elsd fele a ¢* fiiggvényeknek majdnem linedris. Ez a kovetkezdvel
magyarazhato:

Eulk-z+¢AS))| = E {u(k o+ ZASl)] ~k E {u(x + ;i’Asl)]

ahol k egy tetszlleges valds szam Itt az utolsé egyenloség azért kozelitd, mivel az u fiiggvény
alakjat AS; eloszldsa befolyasolja, és ezért csak kozelitéleg linedris negativ helyettesitési értékekre.
Mivel

argmaxk - F [u(m + ZASl)} =argmax E [u(w + iAS’l)] =k-argmax F [u(z + ¢AS;)]
¢ ¢ ¢

ezért ¢o*(k - x) = k - ¢*(x), vagyis tényleg majdnem linedris a ¢* fliggvény negativ értékekre.

3.8.3. Nem konkav hasznossagi fiiggvények

Az elsé nem konkav hasznossédgi fiiggvénylink a mar kordbban is emlitett power-sqrt, képlettel:

u(z) = {\/a, haz <0

1—e ™™, haxz>0

Az ehhez tartoz6 u(z) illetve ¢* fliggvények:
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Power-sgrt hasznossagi fliggvény normalis eloszlas esetén

1.0 1 — oOptimalizalt hasznossagi fiiggvény
Eredeti hasznossagi flggvény
0.8 4
0.6
g
)
5
o 044
2
£
o
a 0.2
0.0
_0.2 -
T T T T T
-4 -2 0 2 4
X
A p* értékei power-sqrt hasznossagi flggvény esetén
401 —— Uniform
Normal
—— Plus minus one
30 1
20 4
(=3
10 A
° ///,;
—10 - T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
X

Itt az el6z6 esethez hasonléan megfigyelhetjiik, hogy a ¢* fiiggvény alakja 0-nél kisebb helyet-
tesitési értékekre az u alakjdhoz, azaz —y/|x| alakjdhoz hasonlé. Ennek magyardzata szintén az
el6z6 esethez hasonlé:

Elu(k-z+ ¢AS;)|=FE [u(k‘ (x+ ZASI)} ~—\/|k|-E [u(m + (kbASI)}
ahol k szintén tetszéleges valds szam. Itt az egyenléség azért csak kozelitOleg igaz, mert a
hasznosségi fiiggvényiink negativ helyettesitési értékekre csak kozelitéleg —+/|z| alakd, hiszen

befolyésolja AS; eloszldsa. Mivel

¢

argmax —/|k| - E {u(m + ;iASl)] =argmax E [u(w + k_ASl)} =k-argmax E [u(x + ¢AS)]
[ ¢ @
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ezért ¢*(k - x) ~ —/[k| - ¢*(x), vagyis tényleg majdnem —/|y| alaki a ¢* fiiggvény negativ
értékekre.
A maésodik nem konkév hasznosségi fliggvényiink az tgynevezett gamma-béta, amely képlettel:

u(z) =

1—Jz|", haz<0
(1+2)?, hax>0

ahol 3 és «y pozitiv valés szamok, ezeket mi vélasztjuk ki. Most legyen 8 = 0.15 és v = 0.9, azaz
most a hasznossagi fiiggvénytink:

(z) = 1—|z|%° haz<0
Sl (@4 2)%%, haz>0

Ekkor az u(z) és a ¢* fiiggvények:

Béta-gamma hasznossagi fliggvény normalis eloszlas esetén

Portfélio értéke
|
o
.

—— oOptimalizalt hasznossagi fllggvény
Eredeti hasznossagi fllggvény

-4 -2 0 2 4
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A o* értékei béta-gamma hasznossagi fliggvény esetén

—— Uniform
6 Normal
—— Plus minus one

Itt azt figyelhetjiik meg, hogy mind a 0-ndl kisebb mind az azokndl nagyobb értékekre a ¢*
fiiggvény kozel linedris alaki. Ez azzal magyarazhat6, hogy mind 1 — |#|%9 mind (1 + 2)°1°
kozel linedris alaku, linedris hasznossagi fliggvény esetében pedig a power-identity hasznossagi
fliggvénynél lattuk, hogy kozelitoleg linedris alaki lesz a ¢*.
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4. Programkodok leirasa

Az alabbiakban a kiilonb6zé példdkban hasznalt programkdédok és az azokban hasznalt matema-
tikai médszerek rovid attekintése kovetkezik.

4.1. Optimalis értékek kiszamolasa martingal moédszerrel

4.1.1. Pontgeneralas-generate_points

Ahhoz, hogy a martingdl mddszert tudjuk alkalmazni a problémank megoldasara, elGszor is
szeretnénk példdkat generdlni, amelyekre az alkalmazas meg fog torténni. Két fontos feltételiink
van:

o A megfelelé dimenziés csupa 1 pont legyen benne a generalt pontjaink konvex burkanak
lezartjaban.

e Minden pontunk minden koordinataja szigortian pozitiv kell, hogy legyen, hiszen ezek a
részvények drainak egyes események esetén vald véltozasainak szorzoi.

Tehat szeretnénk adott szamu Sy, So, . . ., S, részvényekhez és adott k elemszamt €2 eseménytérre
megadni az

(S1(wis S2(wi), -+, Sn(wi))

alakd pontokat, ahol i fut 1-t6l k-ig. Vagyis az i. pont j. koordindtaja azt jeloli, hogy az i w;
esemény esetén hanyszorosdra valtozik a j. S; részvény értéke.

Ehhez venni fogjuk a megfelel6 dimenzids bazisvektorokat, majd ezekre alkalmazzuk a Graham-
Schmidt ortogonalizaciét. fgy egy ortonolmalt bazist kapok. Ezutan ezeknek az ortonormalt
bazisvektoroknak veszem a random linearis kombinéciéit és igy kapom meg a generaland6 pon-
tok elsé felét. Ezek tovabbra is linedrisan fliggetlenek. Ezutan azért, hogy a csupa 1 pont
a konvex burok belsejében legyen, minden ponthoz vessziik az altala és a csupa 1 pont altal
definidlt egyenest, majd ennek a csupa 1 ponttal atellenes felén random felvesziink egy masik
pontot, itt is figyelve arra, hogy minden pont minden koordindtaja szigorian pozitiv legyen. fgy
megkaptuk a kivant pontjainkat, azaz tudjuk, hogy adott esemény esetén adott részvény értéke
hogyan véltozik.

4.1.2. Pontgeneralas faktor modell esetén-generate_points_factor

Elészor is generaljunk le annyi p-t, 5-t és B;-t amennyi a részvények szama plusz 1-et a tézsdeindexnek.
Emellett generaljuk le a p;-ket is, tehat azokat a valészinliségeket, amik megadjék, hogy mennyi
valészinliséggel vesznek fel az €;-k A;-t (ez mar meghatérozza, hogy B;-t 1 — p; valdsziniliséggel
vesznek fel). Ezeket igazabdl tetszolegesen vélasztjuk meg, de a mostani kéd esetében a p,-ket
a (0,0.5), a B-kat és B-kat a (0,2), a p;-ket pedig a (0,1) intervallumbél vélasztjuk egyenletes
eloszlassal, a korabban is hasznalt NP.RANDOM csomag UNIFORM fiiggvényével. A B;-ket és f3;-

ket a f6 fejezetben is emlitett by = —% illetve b; = —% + B képletek segitségével a generalt
’ ;

i 5151
adatokbdl szdmoljuk. Ezutdan minden A;-t gy valasztunk meg, hogy addig noveljik egy adott
EPSILON értékkel amig mind az A; > b;, mind az A; > —W feltételnek meg nem felel.
Ezutén, hogy €; varhaté értéke 0 legyen, B;-t A; —bdl, a B; = f’j—ﬁ képlet segitségével szamoljuk.
Ezutén vessziik az Osszes lehetséges eseményt és az ezekhez tartozé pontokat legenersljuk. Egy
esemény egy kombindcidja az €;-k altal felvett értékeknek, igy mivel most egy kozos faktor van,
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az ) eseményteriink 277! elemi lesz, ahol n a részvények szdma. A kédban ez 1igy van meg-
valésitva, hogy minden ilyen kombindciét megfeleltetiink egy binaris 01 sorozatnak, majd ezeken
végigiteralva hozzuk 1étre az egyes eseményekhez tartozd pontokat.

4.1.3. Extremalis mértékek megtalalasa-get_extreme

Miutédn megvannak a pontjaink ezekbdl létre kell hozni a megfelel6 poliédert a kdvetkezd alakban:
o > qkSi(wk)=147r j=1,....m
* Y ak=1
e ¢ >0, k=1,...,n

ahol n az Q) dllapothalmaz szdmossaga, azaz az allapotok szama, m pedig a részvényeink szama. A
feladatunk tehdt a fenti egyenletekbdl és egyenlétlenségekbol all6 rendszer altal definialt poliéder
extremalis pontjainak megkeresése. Ehhez el0szor is inicializaljuk a feladatunkhoz tartozé egyen-
letrendszert, mégpedig Az < b alakban. Tehat leirjuk az egyenleteinket ilyen egyenl6tlenségként,
majd az ellentetjiiket is leirjuk ilyen alakban, hiszen Ax < b és —Ax < —b-bol kovetkezik, hogy
Ax = b, ami pont az amit szeretnénk. A nemnegativitdsi feltétel betartasa miatt vezessiik be
a —qr < 0 egyenlGtlenségeket minden k& = 1,...,n-re. fgy mar egy Axb alaku egyenlétlenség
rendszert kaptunk, amire alkalmazhatjuk a Pythonban meglévé PYPOMAN csomagot. Ennek a
csomagnak a

COMPUTE_POLYTOPE_VERTICES nevii fiiggvénye pontosan azt csindlja amit szeretnénk: végighalad
a politépunk csicsain, és listaba szedi Oket.

4.1.4. P valészintliségi mérték generalasa-
generate_probability_measure

Ez a fiiggvény general nekiink egy random valdszintiségi mértéket, melynek dimenziéja annyi,
mint az extremalis martingal mértékeink dimenzidja. A koordinatdi random vannak kivalasztva,
olyan médon, hogy a (0,1) intervallumot random felosztjuk dimenziényi részre.

4.1.5. Radon Nikodym derivaltak kiszamitasa-
calculate_radon_nikodym

Itt torténik a Radon-Nikodym derivéaltak, azaz az L(V)-k kiszémitasa. L("-t gy kapjuk meg, hogy
a Q; extremalis mérték koordinatait elosztjuk a P valdszinliségi mérték megfelel6 koordinataival.
Azaz L(i)(wj) = %((:7)), t=1,...,7, 7 =1,...,n, ahol r az extremalis martingal mértékek és
igy az extremalis Radjon—Nikodym derivéltak szama, n pedig az ) halmaz elemszama, azaz a le-
hetséges események szama. Ezutdn még minden Radon-Nikodym derivdlt minden koordindtajat

elosztjuk a Bi-el, azaz a kotvényunk 1. idépillanatbeli értékével az L = B;,lL Osszefiiggés
alapjan.

4.1.6. Koltségvetési egyenletrendszer felirasa-
create_budget_equations_fsolve_form

Itt torténik a koltségvetési egyenletrendszer inicializalasa. El6szor is megnézi a fiiggvényiink,
hogy mi a hasznossdgi fiiggvényiink, hiszen ekkor mar J = (u/)~! ismert. Ezutdn a hasz-
nossagi fiiggvénynek megfelel6 segédfiiggvény hivodik meg, amik felirnak egy-egy egyenletet
a Radon-Nikodym derivaltak, a P valdszinliségi mérték és az J fiiggvény ismeretében. Egy
segédfiiggvénylink egyszeri hivasa egy Radon-Nikodym derivalthoz tartozé egyenletet allit eld,
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ezért a kiilso fliggvényiink mindegyik Radon-Nykodim derivéaltra meghivja a megfelel6 segédfiiggvényt
és a kapott egyenletekbdl elkésziti egy az egyenletrendszert reprezentald listat. Fontos, hogy itt

az egyenleteink fliggvényekkel vannak reprezentalva mivel a SCIPY.OPTIMIZE.FSOLVE csomag
fliggvények zérushelyeit tudja megkeresni. Itt az egyenletrendszeriink egy fliggvényébol allé vek-
tor, erre az el6bb emlitett fliggvényt alkalmazva pont az egyenletrendszeriink megoldéasait kapjuk
majd

4.1.7. Koltségvetési egyenletrendszer megoldasa-
solve_budget_equations

Az el6z6 figgvénylinkel kapott egyenletrendszert tovdabbadjuk a megoldé fiiggvénynek. Ez a
SCIPY.OPTIMIZE csomag MINIMIZE fiiggvényét haszndlja. Ezzel a fliggvénnyel fogjuk minima-
lizalni az egyenleteink abszolttértékeinek Osszegét. Ez azért jo, mert az egyenletrendszeriinket
ugy rendeztiik, hogy a jobb oldalon csupa 0 legyen, igy ha az aktudlis becslésiinket behelyet-
tesitjiik a jobb oldalak abszolutértékeinek Gsszegébe, akkor pont a becslésiink 0-tél, azaz pontos
megoldastdl valé tavolsdgat kapjuk meg. Ez maga a becslésiink hibdja, mi ezt szeretnénk kell6en
kicsire szoritani. Az algoritmusunk f6 1épései:

1. Kezdeti becslés: Megadunk egy kezdeti becslést az egyenlet gyokeire, ez az initial_guess
valtozd.

2. Megszoritasok: Mivel ;-kre nemnegativitasi feltétel vonatkozik, ezért meg kell adni a O-
t alsé korlatnak, aminél a megoldas értéke nem lehet kisebb, ez jelenik meg a bounds
paraméterben.

3. Optimalizdlasi algoritmus: A fliggvény a Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno algoritmus
egy valtozata, amely tud korlatokat kezelni.
Az algoritmus a Hessian-méatrixot becsiili meg a gradiens becslésének segitségével. A
Hessian-matrix leirja a fliggvényiink alakjat, ami segit eldonteni, hogy milyen irdnyba kell
menniink, hogy minimalizdlhassuk a kifejezést. Ha megvan a keresett irany, akkor meg kell
talalnunk a megfelel6 1épéshosszt. Kiindulunk egy kezdeti 1épéshosszbdl és megnézziik, hogy
ha az irdnyunk mentén lépilink ennyit, akkor megfelelé mértékben csokkent-e a fiiggvény
értéke (a megfelelé mérték valamilyen adott kiiszob). Ha igen, fogadjuk el a lépéshosszt
és becsiiljiik tjra a Hessian-matrixot és igy tovabb. Ezt a két 1épést ismételjiik, amig az
iteracidk kozotti javitds mértéke egy adott kiiszob ald nem megy vagy elértiik a lehetséges
iterdciok szamanak fels6 hatédrat.

4. Ha a 4-es pont végén emlitett kettd feltétel egyike bekovetkezik, ledllitjuk az algoritmust
és az aktualis becsléslinket adjuk vissza.

4.2. Optimalis stratégiak kiszamolasa
4.2.1. Maximalizdlandé fiiggvény létrehozasa-create_function

A feladat egyik legnagyobb része, hogy létrehozzuk azt a fliggvényt, amellyel meg szeretnénk
talalni azt a ¢-t amire a maximélis értéket felveszi, illetve utdna magat a maximalis értéket is.
Azaz most szeretnénk felirni az

Elu(z 4+ ¢ASy)]

fliggvényt kiilonboz6 u hasznossagi fliggvények és AS; kiilonbozd eloszldsai esetén. Abszolut
folytonos eloszlas esetén, tehat ha az arvaltozasnak van stirtiségfiiggvénye, akkor alkalmazhatjuk
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az

Elu(z + $AS)] = / u(z + ¢y) f(y)dy

Osszefiiggést, ahol f a AS; slirliségfiiggvénye. Ha az u(z) hasznossdgi fliggvényiink szakaszos
modon van definidlva, azaz x értékétol fliggden "kiilonbozd fiiggvényként viselkedik”, akkor a
varhaté értéket a megfelel6 szakaszokon vett integralok Osszegeként irhatjuk fel. Itt az in-
tegralas vagy az R-en vagy a megadott sziikebb intervallumon torténik numerikus maédszerrel
a SCIPY.INTEGRATE csomag QUAD fiiggvényét hasznélva.

Ez a fliiggvény az tgynevezett adaptiv kvadratira moédszert hasznilja. Ennek lényege, hogy egy
adott intervallumon vett integralra tgy adunk kozelitést, hogy megbecsiiljiik az adott interval-
lumon vett integralt, majd felosztjuk részintervallumokra, azokon is megcsinaljuk ezt a becslést,
majd a részintervallumokon vett becslések Gsszegét az egész intervallumon vett becsléssel Gssze-
hasonlitjuk. Ha kellen kozel van egymdshoz a két becslés (azaz valamilyen adott tolerancia
alatt), akkor tovdbblépiink. Ha nem, akkor még finomabb felosztését vessziik az intervallumnak
és megismételjiik a becslést. Az egyes intervallumokon vett integrdalok becslésére egy egyszeril
kvadratikus becslést, példdul a trapézszabalyt vagy a Simpson-formuldt hasznélja.

Diszkrét esetben pedig a varhaté érték az

n

Elu(z + ¢AS] = > u(x + ¢z1) P(AS) = x;)

i=1

Osszefiiggéssel adhatjuk meg, ahol n a ) eseménytér elemszama, x; pedig az i. esemény esetén
valé arvéltozas nagysiga.

Ha sziikséges, akkor az egyes hasznossagi fliggvényeket kiilon is definialjuk, hogy mas fliggvényekben
meg tudjuk ket hivni, ilyen példdul a POWER_IDENTITY fiiggvény, amely az u(x) = {z|z <
0, —e~®|z > 0} hasznosségi fliggvény implementécidja.

4.2.2. Optimalis ¢ és varhaté érték kiszamolasa-
calculate_optimal _strategy

Ebben a fiiggvényben el0szor is teszteljilk a bemeneti paraméterek helyességét. Ide tartozik,
hogy e megadott hasznossagi fiiggvény és eloszlas implementélva van e, illetve példaul az, hogy
megadott valészintliség esetén az érték 0 és 1 kozott legyen.

Ezutéan az z-re vonatkozé megadott intervallum és az osztépontok szama alapjan, az adott inter-
vallumon generaljuk le a kiértékelési pontokat, vagyis azon = értékeket, amelyekre az optimalis
¢-t és varhaté értéket keresni fogjuk. Az optimdlis ¢, azaz a ¢* megkeresése a korabbiakban is
hasznélt SCIPY.OPTIMIZE csomag MINIMIZE fiiggvényével fog megvaldsulni. A fent leirt CREA-
TE_FUNCTION filiggvénnyel elkészitjik a varhaté értéket minden adott x pontra, vagyis azt a
fliggvényt amelyet maximalizdlni szeretnénk. Majd a MINIMIZE fliggvény segitségével megke-
ressiik a maximum helyét, mégpedig tgy, hogy az ellentettjét minimalizaljuk. Ezutdn a maxi-
mum értékét ugy kapjuk, hogy az optimélis ¢-t visszahelyettesitjik a fliggvénytinkbe.

Az {gy kapott x—phi* és x— E[u(z+¢*AS1)] parokat egy szétarba helyezziik, majd a PLOT_PHI_STAR_OR_EXP_VALUE
fliggvény segitségével grafikonon abrazoljuk éket.
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ésszefoglalés

A dolgozat soran megismerkedtiink a portfélié optimalizalas legfontosabb matematikai és kozgaz-
dasagtani alapjaival, és megvizsgaltuk az ezekkel kapcsolatban felmertil6 alapveté problémékat.

A matematikai alapfogalmak és legfontosabb tételek megismerése utan, a maéasodik fejezetben
készitettiink egy programot, mely képes kiszamolni konkav hasznossagi fliggvény esetén, egylépéses
esetben és véges (2 eseményhalmaz esetén a portfélié optimalis értékét. Eloszor kézzel, majd en-
nek a programnak a segitségével megoldottunk tobb portfélié optimalizalasi problémat. Ezek
egy része altalunk véletlenszertien generalt modellen alapult, mig szerepelt olyan is, melyet egy
ismert kozdazdasagtani modell alapjan épitettiink fel.

Ezutan a harmadik fejezetben konkdv és nem konkdv hasznossagi fiiggvények esetében is meg-
vizsgaltuk az optimalis stratégiat, és az ezekhez tartozé optimaélis portfolié értékeket. Ezeket
részletesen elemeztiik és Osszevetettiik az optimalizalas nélkiili portfdlié értékeivel.

A jov6ben érdemes lehet megvizsgalni a két probléménkat tobblépéses esetben is. Ez az els§
probléméandl, amit a masodik fejeztben vizsgaltunk, nem eredményez egy matematikaliag je-
lent6ésen nehezebb feladatot. Itt nincsen technikai akadédlya a tobblépéses eset megoldasanak,
csak a szdmitdsi igény és a szamitds ideje néne meg. A harmadik fejezetben térgyalt probléma
esetében azonban, ha tobblépéses eseteket vizsgdlnank, akkor minden djabb 1épésben az el6zd
lépésben kapott optimalizalt hasznossagi fiiggvény venné fel az eredeti hasznossagi fliggvény sze-
repét, egyfajta dinamikus programozasi médszerrel lehetne megoldani a problémédnkat. Ennek
eredményeképp a tobblépéses eset nem csak szamitasigényesebb, de matematikai értelemben is
jelent6sen bonyolultabb az egylépéses esetnél.
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Koédjegyzék

Optimalis értékek kiszamolasa martingal modszerrel

import numpy as np

from pypoman import compute_polytope_vertices
import scipy.linalg

import scipy.stats

from scipy.optimize import minimize

from copy import deepcopy

import random

from typing import Union, List, Callable

from itertools import product

CLOSE_TO_ZERO = 1le-6

BIG_NUMBER = 1e6

IMPLEMENTED _UTILITY_FUNCTIONS = [’log’, ’power’]
MAX_ITERATIONS = 1000

EPSILON = 0.1

def generate_points_factor (number_of_assets: int) -> List[List[float]]:

mus = [np.random.uniform(0, 0.5) for _ in range(number_of_assets + 1)
1

betas = [np.random.uniform(0, 2) for _ in range(number_of_assets + 1)
]

overline_betas = [np.random.uniform(0, 2) for _ in range(
number_of_assets + 1)]

b_list = [-mu / overline_beta + (mus[0] * beta) / (overline_beta *

overline_betas [0]) for mu, beta, overline_beta in
zip(mus, betas, overline_betas)]

b_1ist [0] = -mus[0] / overline_betas [0]
p_list = [np.random.uniform(0, 1) for _ in range(number_of_assets +
1)1

A_list = 1list()
B_list = 1list ()
for p, b in zip(p_list, b_list):
A = b + EPSILON
while A <= (-b * (1 - p) / p):
A += EPSILON
while A in A_list:
random_addition = random.uniform (0, 1)
A += random_addition
B=(px*x A) / (1 - p)
A_list.append(A)
B_list.append(B)

binary_combinations = list(product ([0, 1], repeat=number_of_assets +
1))
points = list ()
for combination in binary_combinations:
if combination[0] == 1:
epsilonl = A_list [0]
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else:
epsilonl = B_list [0]
point = [mus[i] + betas[i] * epsilonl + overline_betas[i] =*
A_list[i] if combination[i] == 1 else
mus [i] + betas[i] * epsilonl + overline_betas[i] *
B_list[i] for i in range(l, number_of_assets + 1)]
points.append(point)

return points

def generate_points (number_of_assets: int, half_of_events: int) -> Listl[

List[float]]:

all_one_point = np.ones(number_of_assets)
point_list = list()

points_as_arrays = list ()

vertices = np.eye(number_of_assets)

Q, R = scipy.linalg.qr(vertices)

Q = Q / np.linalg.norm(Q, axis=1, keepdims=True)

while len(point_list) < half_of_events:
coefficients = np.random.uniform(CLOSE_TO_ZERO, 1.5,
number_of_assets)
length_multiplier = np.random.uniform (0.5, 2)
new_point = Q.T @ (coefficients * length_multiplier)
new_point += CLOSE_TO_ZERO
for other_point in point_list:
matrix = np.vstack([new_point - all_one_point, other_point -
all_one_point])
if np.linalg.matrix_rank(matrix) < 2:
new_point = Q.T @ (np.random.uniform(CLOSE_TO_ZERO, 1.5,
number_of_assets) * length_multiplier)
new_point += CLOSE_TO_ZERO
break
while not np.all(new_point > 0):
new_point = Q.T @ (np.random.uniform(CLOSE_TO_ZERO, 1.5,
number_of_assets) * length_multiplier)
new_point += CLOSE_TO_ZERO
point_list.append(new_point.tolist ())
points_as_arrays.append(new_point)

final_point_list = deepcopy(point_list)
for point in points_as_arrays:

mirror_point = 2 * all_one_point - point
min_factor = np.max(np.clip((0 - point) / (mirror_point - point),
0, 1))
max_factor = np.min(np.clip((np.inf - point) / (mirror_point -
point), 0, 1))
factor = random.uniform(max(min_factor, 0.5), max_factor)
new_point = point + factor * (mirror_point - point)

final_point_list.append(new_point.tolist())

return final_point_list
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130

def

def

def

get_extreme (point_list: List[List[float]], riskless_interest_rate:
Union[int, float]) -> List[List[float]]:

positive_stock_matrix = [[point[i] for point in point_list] for i inmn
range (len(point_list [0]))]

all_one_row = [[1 for _ in range(len(positive_stock_matrix[0]))]]

negative_stock_matrix = [[-point[i] for point in point_list] for i in
range (len(point_1list [0]))]

all_minus_one_row = [[-1 for _ in range(len(positive_stock_matrix[0])
)11

non_negativity_constraints = (-np.eye(len(point_list))).tolist ()

stock_matrix = (positive_stock_matrix + all_one_row +

negative_stock_matrix +
all_minus_one_row + non_negativity_constraints)

stock_matrix = np.array(stock_matrix)
b ([1 + riskless_interest_rate for
positive_stock_matrix))] + [1] +
[-1 - riskless_interest_rate for _ in range(len(
positive_stock_matrix))] + [-1] +
[0 for _ in range(len(point_list))])

in range (len(

b = np.array(b)

vertices = compute_polytope_vertices(stock_matrix, D)
vertices = [list(map(float, vertex)) for vertex in vertices]
return vertices

generate_probability_measure(dimension: int) -> List[float]:
measure = list ()
for _ in range(dimension - 1):
measure .append (random.random())
measure.sort ()
measure.insert (0, O0)
measure.append (1)
measure = [measure[i + 1] - measure[i] for i in range(dimension)]
random.shuffle (measure)
return measure

calculate_radon_nikodym (extreme_measures: List[List[float]],
original_measure: List[float],

bond_value: float) -> List[List[float]]:
radon_nikodym_list = 1list ()
for extreme_measure in extreme_measures:

radon_nikodym = [x / y for x, y in zip(extreme_measure,
original_measure)]
radon_nikodym = [r / bond_value for r in radon_nikodym]

radon_nikodym_list.append(radon_nikodym)

return radon_nikodym_list
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133

134
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137

139

140

141

142

144
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147

148

def

def

def

def

create_budget_equations_log(lambdas: List[float], measure: List[float
], radon_nikodym_list: List[List[floatl]],
k: int, riskless_interest_rate: float,
starting_value: float, gamma: float)
-> float:
return (sum(measure[j] * (1 / sum(lambdas([i] * radon_nikodym_list[i][
jl] for i in range(len(lambdas))))
* radon_nikodym_list[k][j] for j in range(len(measure)))
- starting_value - riskless_interest_rate)

create_budget_equations_power (lambdas: List[float], measure: List[
float], radon_nikodym_list: List[List[float]],
k: int, riskless_interest_rate: float,
starting_value: float, gamma: float)
-> float:
return (sum(measure[j] * (sum(lambdas[i] * radon_nikodym_list[i][j]
for i in range(len(lambdas)))) x**
(1 / (gamma - 1))
* radon_nikodym_list[k][j] for j in range(len(measure)))
- starting_value - riskless_interest_rate)

create_budget_equations(utility_function: str, radon_nikodym_list:
List[List[float]],
measure: List[float], riskless_interest_rate:

float,
starting_value: float = 1, gamma: float = -1)
-> Callable:
if utility_function == ’log’:
equation_creator = create_budget_equations_log
elif utility_function == ’power’:
equation_creator = create_budget_equations_power
else:

raise ValueError(
f’Unknown utility function {utility_functionl}, it has to be
one of {IMPLEMENTED_UTILITY_FUNCTIONS}’)

def equations(lambdas, measure, radon_nikodym_list, starting_value):
return [equation_creator (lambdas, measure, radon_nikodym_list, k,
riskless_interest_rate, starting_value, gamma)
for k in range(len(radon_nikodym_list))]

return equations

solve_budget_equations(radon_nikodym_list: List[List[float]],
measure: List[float], budget_equations: Callable,
starting_value: float = 1) -> List[float]:

initial_guess = np.array([1.0 for in range(len(radon_nikodym_list))

D
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177
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182

191

197

198

200
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203

204

def

def

bounds = [(CLOSE_TO_ZERO, None) for
)1
solution = minimize(lambda x: np.sum(np.abs(budget_equations (x,
measure, radon_nikodym_list, starting_value))),
initial_guess, bounds=bounds)
return solution.x.tolist ()

in range(len(radon_nikodym_1list

get_optimal_value(lambdas: List[float], utility_function: str,
radon_nikodym_list: List[List[float]], gamma: float
= -1) -> List[float]:
new_radon_nikodym_list = [[radon_nikodym_list[i][j] * lambdas[i] for
j in range(len(radon_nikodym_list [0]))] for i
in range(len(radon_nikodym_list))]

inner_sum = [sum(sublist[i] for sublist in new_radon_nikodym_list)
for i in range(len(new_radon_nikodym_list [0]))]
if utility_function == ’log’:

return [1 / x for X in inner_sum]
elif utility_function == ’power’:
return [x ** (1 / (1 - gamma)) for x in inner_sum]
else:
raise ValueError(
f’Unknown utility function {utility_function}, it has to be
one of {IMPLEMENTED_UTILITY_FUNCTIONS}’)

optimal_value_calculator (number_of_assets: int, half_of_events: int,
riskless_interest_rate: Union[int, float] =

0, utility_function: str = ’log’,
bond_value: Union[int, float] = 1, gamma:

float = -1, starting_value: float = 1,
factor_modell: bool = False) -> Unionl[str,

List[float]]:
for _ in range (MAX_ITERATIONS):
if factor_modell:
stocks_and_movements = generate_points_factor(
number_of_assets)

else:
stocks_and_movements = generate_points (number_of_assets,
half_of_events)
extreme_measures = get_extreme(stocks_and_movements,
riskless_interest_rate)
if len(extreme_measures) != O:
if factor_modell:
original_measure = generate_probability_measure (2 *x*x (
number_of_assets + 1))
else:
original_measure = generate_probability_measure (
half_of_events * 2)
radon_nikodym_list = calculate_radon_nikodym(extreme_measures
, original_measure, bond_value)
measure = generate_probability_measure(2 * half_of_events)
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budget_equations = create_budget_equations(utility_function,
radon_nikodym_list, measure,

riskless_interest_rate

>

starting_value,

gamma)
lambdas = solve_budget_equations(radon_nikodym_list, measure,
budget_equations, starting_value)
optimal_value = get_optimal_value(lambdas, utility_function,

radon_nikodym_list, gamma)
return optimal_value

return ’No extreme measures found after reaching the maximum number
of iterations’

Optimadlis stratégidk kiszamolasa

import math

from typing import Tuple, Callable, List
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from scipy.integrate import quad

from scipy.optimize import minimize

IMPLEMENTED _UTILITY_FUNCTIONS = [’exponential_identity’, ’power_sqrt’, °’
power_square’, ’beta_gamma’, ’exponential’]
IMPLEMENTED _DISTRIBUTIONS = [’uniform’, ’normal’, ’plus_minus_one’]

EULER_CONSTANT = math.e

# power_identity: u(x) = x, if x<0, u(x) = 1-e~{x}, if x>=0

# power_sqrt: u(x) = -sqrt(lxl|), if x<0, u(x) = 1-e~{x}, if x>=0

# power_square: u(x) = -x"2 if x<0, u(x) = 1-e~{x}, if x>=0

# beta_gamma: u(x) = 1-|x| gamma, if x<0, u(x) = (1+x) beta, if x>=0
# exponential: u(x) = -e~{-x}

def calculate_optimal_strategy (number_of_points: int, utility_type: str,
distribution: str,
bound_for_price_change: Tuple[float, float
1 = (-5, 10),
bounds_for_points: Tuple[float, float] =
(-3, 3), bound_for_phi: float = 100,
normal_parameters: Tuple[float, float]
a1, 1,
prob_plus_minus_one: float = 0.3, beta:
float = 0.15, gamma: float = 0.9) ->
List[dict]:
assert utility_type in IMPLEMENTED_UTILITY_FUNCTIONS, \
f’Unknown utility function {utility_type}, it has to be one of {
IMPLEMENTED _UTILITY_FUNCTIONSZ}’

assert distribution in IMPLEMENTED_DISTRIBUTIONS, \

44



28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

46

47

48

49

51

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

def

def

def

def

def

f’Unknown stock change distribution {distribution}, it has to be
one of {IMPLEMENTED_DISTRIBUTIONS}’

assert 0 <= prob_plus_minus_one <= 1, (’The probability for the
plus_minus_one distribution’
> has to be between O and 1°)

lower_point_bound, upper_point_bound = bounds_for_points

assessment_points = np.linspace(lower_point_bound, upper_point_bound,
number_of_points).tolist ()

assessment_points = [p for p in assessment_points]

phi_star_dict = dict ()

optimized_utility_dict = dict ()

original_utility_dict = dict()

initial_guess = 1.0

utility_function = choose_utility_function(utility_type)

for i, point in enumerate(assessment_points):

f = create_function(utility_function, distribution,

bound_for_price_change, point, normal_parameters,
prob_plus_minus_one, beta, gamma)

result = minimize (lambda x: -f(x), initial_guess, bounds=[(-
bound_for_phi, bound_for_phi)])

phi_star = result.x[0]

phi_star_dict[point] = phi_star

optimized_utility_dict [point] = f(phi_star)

initial_guess = phi_star
original_utility_dict[point] = utility_function(point, beta,
gamma )

print (f’Result for {distribution} distribution with {utility_typel}
utility function is calculated’)

return [phi_star_dict, optimized_utility_dict, original_utility_dict]

exponential_identity(y: float, beta: float, gamma: float) -> float:
return y if y < 0 else (1 - np.exp(-y))

power_sqrt (y: float, beta: float, gamma: float) -> float:
return -math.sqrt(abs(y)) if y < 0 else (1 - np.exp(-y))

beta_gamma(y: float, beta: float, gamma: float) -> float:
return (1 - abs(y) ** gamma) if y < 0 else ((1 + y) *x (beta))

exponential (y: float, beta: float, gamma: float) -> float:
return -np.exp(-y)

power_square (y: float, beta: float, gamma: float) -> float:
return -y **x 2 if y < 0 else (1 - np.exp(-y))
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def

def

choose_utility_function(utility_type: str) -> Callable:

if utility_type == ’exponential_identity’:
utility_func = exponential_identity

elif utility_type == ’power_sqrt’:
utility_func = power_sqrt

elif utility_type == ’beta_gamma’:
utility_func = beta_gamma

elif utility_type == ’exponential’:
utility_func = expomnential

elif utility_type == ’power_square’:
utility_func = power_square

else:

raise ValueError(
f’Unknown utility function {utility_typel}, it has to be one
of {IMPLEMENTED_UTILITY_FUNCTIONS}’)
return utility_£func

create_function(utility_func: Callable, distribution: str, bounds:

Tuple [float, float], x: float,

normal_parameters: Tuple[float, float], p: float,
beta: float, gamma: float) -> Callable:
lower_bound, upper_bound = bounds

if distribution == ’uniform’:
def integrand(y, phi):
term = utility_func(x + phi * y, beta, gamma) / abs(
upper_bound - lower_bound)

return term

return lambda phi: quad(integrand, lower_bound, upper_bound, args

=(phi)) [0]
elif distribution == ’normal’:
lower_bound = -upper_bound
m, sigma = normal_parameters

def integrand(y, phi):
term = utility_func(x + phi * y, beta, gamma) * 1 / (sigma *
np.sqrt(2 * np.pi)) * np.exp(
-0.5 * ((y - m) / sigma) **x 2)
return term

return lambda phi: quad(integrand, lower_bound, upper_bound, args
=(phi)) [0]

elif distribution == ’plus_minus_one’:
return lambda phi: utility_func(x + phi, beta, gamma) * p +
utility_func(x - phi, beta, gamma) * (1 - p)
else:
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161

def

def

raise ValueError (f’Unknown distribution {distribution}, it has to
be one of {IMPLEMENTED_DISTRIBUTIONSZ}’)

plot_phi_star_single(phi_star_dict: dict):
x_values = list(phi_star_dict.keys())
y_values = list(phi_star_dict.values())

plt.figure ()
plt.plot(x_values, y_values)
plt.xlabel (’X’)

plt.ylabel (’Phi’)

plt.show ()

plot_phi_star_or_exp_value(utility_type: str, number_of_points: int =

1000, type: str = ’opt_util’):

uniform_phi, uniform_opt_util, _ = calculate_optimal_strategy(
number_of_points, utility_type, ’uniform?’)

normal_phi, normal_opt_util, _ = calculate_optimal_strategy(
number_of_points, utility_type, ’normal’)

plus_minus_one_phi, plus_minus_one_opt_util, _ =

calculate_optimal_strategy(number_of_points, utility_type, ’
plus_minus_one’)

if type == ’phi_star’:
uniform, normal, plus_minus_one = uniform_phi, normal_phi,
plus_minus_one_phi
else:
uniform, normal, plus_minus_one = uniform_opt_util,
normal_opt_util, plus_minus_one_opt_util
x_values_uniform = list(uniform.keys())
y_values_uniform = list(uniform.values())
x_values_normal = list(normal.keys())

y_values_normal list (normal.values ())

x_values_plus_minus_one
y_values_plus_minus_one

list (plus_minus_one.keys())
list (plus_minus_one.values())

utility_name, = get_plot_names (utility_type)

utility_name = utility_name.lower ()

plt.figure ()
plt.plot(x_values_uniform, y_values_uniform, label=’Uniform’)
plt.plot (x_values_normal, y_values_normal, label=’Normal’)
plt.plot(x_values_plus_minus_one, y_values_plus_minus_one, label=’
Plus minus one’)
plt.xlabel (’X’)
if type == ’phi_star’:
plt.ylabel (’phi’)
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def

def

plt.title(f’A phi* ertekei {utility_name} hasznossagi fuggveny
eseten’)
else:
plt.ylabel (’Expected value’)
plt.title(’Expected value for different x values’)
plt.legend ()
plt.show ()

plot_exp_values_multiple_utility_func(exp_value_exponential_identity:
dict, exp_value_power_sqrt: dict,
distribution: str):
for exp_value, utility_name in zip([exp_value_power_identity,
exp_value_power_sqrt], [’Exponential identity’, ’Power square root

1)
x_values = list(exp_value.keys())
y_values = list(exp_value.values())

plt.plot(x_values, y_values, label=f’{utility_namel}’)

plt.xlabel (’X’)

plt.ylabel (’Portfolio erteke’)

plt.title(f’Portfolio erteke kulonbozo kezdeti ertekekre {
distribution} eloszlas eseten’)

plt.legend ()

plt.show ()

plot_original_vs_optimized_utility(bounds_for_points: Tuplel[float,
float], utility_type: str,
distribution: str, beta: float =
0.5, gamma: float = 1.0,

number_of_points: int = 1000) :
_, optimized_utility, original_utility = calculate_optimal_strategy (
bounds_for_points=bounds_for_points, utility_type=utility_type

, beta=beta, gamma=gamma, number_of_points=number_of_points,
distribution=distribution)

x_values_optimized = list(optimized_utility.keys())
y_values_optimized list(optimized_utility.values())

x_values_original = list(original_utility.keys())
y_values_original = list(original_utility.values())
utility_name, distribution_name = get_plot_names (utility_type,

distribution)

plt.figure ()

plt.plot(x_values_optimized, y_values_optimized, label=’0Optimalizalt
hasznossagi fuggveny’)

plt.plot (x_values_original, y_values_original, label=’Eredeti
hasznossagi fuggveny’)

plt.xlabel (’X’)

plt.ylabel (’Portfolio erteke’)
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209

plt.title(f’{utility_namel} hasznossagi fuggveny {distribution_namel}
eloszlas eseten’)

plt.legend ()

plt.show ()

def plot_single_utility_func(bounds_for_points: Tuple[float, float],

utility_type: str, distribution: str, beta: float = 0.5, gamma: float
= 1.0, number_of_points: int = 1000):

_, optimized_utility, _ = calculate_optimal_strategy(
bounds_for_points=bounds_for_points, utility_type=utility_type,
beta=beta, gamma=gamma, number_of_points=number_of_points,
distribution=distribution)

x_values_optimized = list (optimized_utility.keys())
y_values_optimized = list(optimized_utility.values())

plt.figure ()

plt.plot (x_values_optimized, y_values_optimized, label=’0Optimalizalt
hasznossagi fuggveny’)

plt.xlabel (°X’)

plt.ylabel (’Portfolio erteke’)

plt.show ()

get_plot_names (utility: str = ’exponential_identity’, distribution:
str = ’uniform’):
if utility == ’exponential_identity’:
utility_name = ’Exponential-identity’
elif utility == ’power_sqrt’:
utility_name = ’Power-sqrt’
elif utility == ’power_square’:
utility_name = ’Power -square’
elif utility == ’beta_gamma’:
utility_name = ’Beta-gamma’
elif utility == ’exponential’:
utility_name = ’Exponencialis’
else:
raise ValueError (f’Unknown utility function {utilityl}, it has to
be one of {IMPLEMENTED_UTILITY_FUNCTIONS}’)

if distribution == ’uniform’:
distribution_name = ’egyenletes’
elif distribution == ’normal’:
distribution_name = ’normalis’
elif distribution == ’plus_minus_one’:
distribution_name = ’plusz-minusz egy’
else:
raise ValueError (f’Unknown distribution {distributionl}, it has to
be one of {IMPLEMENTED_DISTRIBUTIONS}’)

return utility_name, distribution_name
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