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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni a témavezetémnek, Kirdly Taméasnak az egész féléves
segitségét. Nagyon sok érdekeset tanulhattam a konzultaciok kozben amel-
lett, hogy a szakdolgozat megirasahoz is jo utmutatast kaptam. Kiilon sze-
retném megkoszonni csaldadomnak és barataimnak, hogy végig tamogattak
engem.



1. Bevezetés

A szakdolgozatom célja bemutatni néhéany olyan problémat, amelyek az utazé-
ligynok probléma tovabbgondolasabdl sziilettek. Nyilvan ezek is NP-nehéz
problémak lesznek, igy ezek megoldéasara is kozelité algoritmusokat vagy he-
urisztikakat érdemes keresni.

A szakdolgozat elején a Lagrange-relaxalt témakorével fogunk foglalkoz-
ni. Ez azért indokolt, mert a k-MST probléma esetében egy nagyon szép
alkalmazasat fogjuk latni, amibdl latszani fog a Lagrange-relaxalt erdssége,
ami nagyjabdl annyit jelent, hogy sok feltétel lazitasanak ellenére is elég jé
megoldast fogunk kapni.

Ezt kovetéen az elsé probléma, amivel foglalkozom a PTSP probléma
(Penalty Travelling Salesman Problem), ahol a feladatunk abban kiilonbozik
az eredeti TSP feladattol, hogy nem muszdj minden csticsot meglatogatni, de
a kihagyott csucsokért biintetést kell fizetniink. A cél a tura koltségének és a
biintetéseknek a minimalizaldsa. Ennek megoldédsara fogunk latni egy primal-
dudl alapu 2-kozelité algoritmust, amely Goemans és Williamson nevéhez
fiiz6dik. A PTSP megoldédsihoz definidljuk majd a PCSTP problémat (Prize-
Collecting Steiner-Tree Problem), ami hasonlé a PTSP-hez csak ebben az
esetben fat keresiink.

A mésodik témakor a k-MST (k-Minimum Spaning Tree) és a k-TSP
(k-Travelling Salesman Problem) probléma téargyaldsival kapcsolatos. Itt
lényegében a feladatunk egy minimalis koltségii k csticsbol allé fat illetve
turat keresni. Ezekre egy b-approximécios algoritmust fogunk adni, amely
Garg nevéhez flizodik. A kozelités értékét lényegesen lecsokkentették 2.5-
re, mégpedig tugy, hogy Garg algoritmusat szubrutinként alkalmazzik. Ez a
modszer részletesen megtekinthet6 a [4] cikkben.

Végill a Quota-MST és a Quota-TSP problémaékkal foglalkozzunk, ahol
ugyanigy mint eddig minimalis koltségl fat illetve turat kell keresniink. A
nehezités most annyi, hogy van egy sulyfiiggvénytlink, ami minden cstcshoz
hozzarendel egy egész szamot. Ezenkiviil van egy el6irt kvotank is, ami egy
egész szam. A feladat egy olyan fat taldlni, ami Osszegyiijti a megkove-
telt kvétat, és ezen beliil minimalis koltségli. Ezek megoldasara Garg al-
goritmusét kicsit modositjuk igy jutva el az el6z6 probléma esetén latott
5-kozelitéshez. Emellett megvizsgaljuk, hogy a problémékra adhaté moho
algoritmusok mennyire miikodoképesek. Emlitésszertien targyaljuk még a
PCTSP (Prize-Collecting Travelling Salesman Problem) problémét is, ami
lényegében a PTSP és a Quota-TSP problémak osszevonasa.



A problémékat elsosorban elméleti szempontbdl vizsgaljuk. A gyakorlati
alkalmazasokra részletesen nem tériink ki. Megemlithetd, hogy a PCSTP
és a PTSP probléma gyakorlati szempontb6l nem tul jelentGs, viszont fel-
hasznalhaté egy gazdasagi szempontbdl sokkal fontosabb problémara. Ez
a NW maximalizalds (Net Worth Maximization), aminél ugyanaz az inpu-
tunk mint a PCSTP esetében csak itt a bilintetéseket dijként kezeljiik, és a
célunk ezekbol minél tobbet Gsszegytjteni, de kozben figyeliink arra, hogy
minél kevesebb legyen a megoldasunk koltsége. Megfigyelhetd, hogy a két
probléma optimalizalds szempontjabodl ekvivalens, hiszen ha vessziikk a meg-
oldasaik 0sszkoltségét, akkor pontosan a csicsok osszsilyat kell megkapnunk.
Approximéciés szempontbdl nézve, viszont egyaltalan nem ekvivalens a két
probléma, hiszen mar a NW maximalizalas kozelitése is NP-nehéz, viszont a
PCSTP-re 1étezik 2-approximécios algoritmus.

Nézziink egy gyakorlati alkalmazast. Gondolhatunk itt egy internethal6zat
kiépitésére, ahol a potencidlis ligyfelek a grafunk csicsai, az élek pedig a
koztiik esetlegesen kiépitendd internetkabelek. Az élek koltségei megfeleltet-
hetoek a kabelek hosszanak, a cstiicsokra irt dijak pedig a potencialis vevéknél
varhaté nyereséget jelentik. Az internet-szolgédltato feladata ekkor egy olyan
internethalézat (gréafelméletben egy fa) kiépitése, ami profitot termel, azaz
minél kevesebb kébel hasznalataval, minél tobb helyre eljutatja az interne-
tet. Errél az alkalmazdsrdl tobbet is olvashatunk a [9] cikkben. A k-MST
vagy a Quota-MST alkalmazédsa hasonlo az el6bb emlitetthez. Ebben az eset-
ben, viszont gy akarunk kiépiteni egy ilyen halézatot, hogy bizonyos szamu
iigyfélhez mindenképpen el kell jutnunk, mert anélkiil nem lehetne beinditani
a vallalkozast. Természetesen arra is toreksziink, hogy ezt minél olcsébban
tudjuk megoldani.



2. Fontosabb definiciok

Lassunk most néhany fontosabb definiciét miel6tt még elkezdenénk a problé-
maink targyaldsat. Ezek ismeretére mindenképpen sziikségiink lesz késobb.

2.0.1. Definicié: (a-approximécids algoritmus). Az A polinomidlis algorit-
must a-approrimdacios algoritmusnak nevezzik, ha minden G inputra, amihez
létezik megoldds, az A dltal szolgdltatott output koltsége legfeljebb a-szorosa
az optimum kéltségének, azaz: ca(G) < a - copr(G). Itt « figghet az input
méretétol is.

2.0.2. Definicié:. A G = (V,E) teljes grdfon értelmezett ¢ : E — R
koltségfugguény teljesiti a hdromszog-egyenlotlenséget, ha Vu,v,w € V esetén:
c(uw) < c(uv) + c(vw).

2.0.3. Definicié:. Egy G = (V, E)-beli sétdat Euler-(kor)sétinak nevezink,
ha a graf minden élét tartalmazza és mindegyiket csak eqyszer haszndlja.

2.0.4. Definicié:. Legyencek f,g : N — R fiigguények. Ha léteznek ¢, N
konstansok, igy hogy minden n > N esetén f(n) < c-g(n), akkor azt mond-

Juk, hogy f = O(g).

2.0.5. Definicié: (TSP-feladat). Adott eqy G = (V, E) teljes grdf az élein
eqy ¢ : B — RT koltségfigguénnyel, amely teljesiti a hdromszog-eqyenldtlen-
séget. A feladatunk taldlni egy minimdlis kéltségli T = (Vp, Er) Hamilton-
kort.

2.0.6. Megjegyzés. A feladat definialhato dsszefiiggd grdfra is, mert ekvi-
valens feladatot kapunk, ha megkonstrudljuk a graf un. metrikus lezartjdt,
ami eqy olyan G’ teljes grdf, ami az eredeti grdafunk csicsait tartalmazza és
eqy €l koltsége a végpontok kozott vezetd legrovidebb 1t hossza G-ben.



3. A Lagrange-relaxalt

Miel6tt még a fent emlitett probléméainkkal foglalkoznank, meg kell emlitentink
egy nagyon fontos fogalmat, amit az operacidokutatasban stirtin hasznalnak,

alkalmaznak. A témakor korbejardsa utdn két alkalmazasat is megmutat-

juk. Az egyiket még ebben a fejezetben, ami csak egy picit kapcsolédik a

témakoriinkhoz, illetve majd a k-MST soran is latunk egy ilyet.

3.1. A Lagrange-feladat

Eloszor is vegyiik a kovetkezo IP programot:

Qr<q (3.1)
Ax <b

OPT;p = maxcx
reZ"

Itt Q, A, q,b,c minden koordinatdja egész. A kovetkezdékben azon dolgo-
zunk, hogy az Ax < b feltételt ne koveteljilk meg szigortan, de igy is re-
levans eredményt kapjunk. Ehhez definidljuk a kovetkezo absztrakt meg-

oldashalmaszt:
X={zeZ":Qx<q}

Most tegytik fel, hogy adott ¢ linearis célfiiggvény esetén X-en viszonylag
konnyen szamolunk optimumot(pl. minimélis koltségli feszit6fa). Ezt an-
nak érdekében tessziik, hogy ramutassunk az eljaras gyakorlati hasznara. A
masik feltételt X-hez hozzavéve a feladatunk nagyon bonyolultta is vélhat,
ezért azon megprobalunk valahogy lazitani. Nem csak annyit fogunk tenni,
hogy egyszeriien elhagyjuk az Ax < b feltételt, hanem az 6t sérté © € X
megoldasokat biintetni is fogjuk. Ehhez vesziink egy A > 0 vektort, aminek
dimenzidja megegyezik b dimenzidjaval, és ennek rogzitésével definalhatjuk a
kovetkezo un. Lagrange-feladatot:

LA\ :=max{cx +ANb—Az):x € X} A>0 (3.2)

Lathaté, hogy ha valamilyen ¢ koordinatara a;x > b;, akkor A\;-t minél
nagyobbnak valasztva nem a maximalizalds irdnyaba haladunk. Ha pedig
A = 0, akkor az azzal ekvivalens, hogy teljesen elhagyjuk a méasodik feltételt.



Tetszoleges A > 0 esetén megfigyelhets, hogy OPT;p < L(A), hiszen
tagabb megoldashalmazzal dolgozunk.
A legjobb fels¢ korlat megkeresésének érdekében definalhatjuk a Lagrange-
feladat dualjat:
OPTyp = min{L(\) : A > 0} (3.3)
A feladat megoldasara ismertetjiikk majd a szubgradiens moddszert a
kovetkezo részben egy konkrét példa esetén. A k-MST soran szintén latunk

majd egy modszert az optimalis A megtaldlasara, ami egy binaris keresésen
alapszik.

3.1.1. Megjegyzés. Az itt elhangzottak hasonloan mikédnek, ha Ax = b
alaki a relazdlt feltételink csak ebben az esetben tetszdleges A-ra szamolunk
mazimumot, minimalizdlds esetén pedig minimumot.

3.2. Egy alkalmazas: Held-Karp becslés

Ebben a részben megprobalunk a TSP feladat megoldésara minél jobb alsé
becslést talalni a Lagrange-relaxalt alkalmazasaval. Irjuk fel elOszor is a
TSP-hez tartozo IP-feladatot:

Y ze=2 VeV (3.4)
e€d(v)
Y we=1 0AVUCV (3.5)
eed(U)
z. € {0,1}
OPTrsp(c) = min Z cle)x,
ecFE

Itt x. az élekhez tartozé bindris valtozo az alapjan lesz 0 vagy 1, hogy bekertil-
e a turdba (ha igen z. =1 kiilonben z, = 0). Egy ilyen élhalmaz akkor
megengedett megoldas, ha minden cstucs foka 2 ez a feltétel, ami ahhoz
kell, hogy kort kapjunk, illetve minden valddi részhalmazba legalabb egy él
lépjen be (itt 0(U) az U-ba 1épé élek halmaza) ez pedig a feltétel, ami
garantalja az Osszefliggoséget.

Legyen X azon 0-1 vektorok halmaza, amelyek —t teljesitik. Most
pedig relaxdljuk a feltételt egy A = (A1 ... \,) vektorral, amibél a kovet-
kezo feladatot kapjuk:

L(A\) = min{cx + X\ (Az —b) : z € X}
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Itt A a grafunk incidenciamatrixa és b a csupa 2 vektor. Most nézziik meg
mit jelent L(\), ha kicsit dtalakitjuk:

L(\) :min{Z(C(uv)—i—)\u—i—)\U)xuv:.CEGX} —22/\1,

wel veV

Rogzitett A mellett a feladatunk ebben az esetben tehat egy minimaélis koltségu
Osszefliggd grafot keresni egy 4j ¢ (uv) = c(uv) + A\, + A, koltségfiiggvény
mellett. Mivel \ tetszoleges, lehetnek negativ élek, igy tgy jarunk el, hogy
a negativ élekbol alkotott komponenseket 6sszehizzuk egy csicesd és a ke-
letkezé G’ grafban keresiink minimalis feszitéfat, amire szamos algoritmus
létezik. A fent emlitettek alapjan pedig a kovetkezd becsléshez jutunk:

TSPOPT(C) Z L()\)

Er6sebb alsé becsléshez jutunk az tin. 1-Fa becslés esetében. Ehhez vegyiink
egy tetszéleges vy csticsot. A (3.5)) feltételt véltoztassuk meg a kovetkezore:

Y we=2 0£VUCV\ {vo}

eed(U)

Lathato, hogy a feladatunk ekvivalens marad az el6zohoz, hiszen egy TSP
megoldas esetén legalabb két élnek is be kell lépnie minden csicshalmazba.
Emellett kell legaldbb két él, ami kilép a V'\ {vp} halmazbdl ezek csak vy-bol
johetnek és vy fokszama miatt pontosan ketto ilyen lesz. Erre majd azért lesz
sziikségiink, hogy eggyel kevesebb feltételt tudjunk relaxalni. Ehhez viszont
egy kicsit at kell fogalmaznunk a feladatot az ekvivalencia megérzése mellett:

> ze=2 VoeV\{u} (3.6)

e€d(v)

> ze=2 (3.7)

D w<|U—-1 0#AYUCV\ {vo} (3.8)

ecE[U]

Yo o =V-2 (3.9)

e€E[V\{vo}]

min Z cle)z,



Itt E[U] az U-ban kifeszitett élhalmazt jeloli. Az elsé két feltétel 1ényegében a
(3.4) szétvalasztésa illetve a és a egyiittesen kiadja az un. feszitofa-
poliédert V' \ {vp}-on, amelynek egész megolddsai a V' \ {vg} csicshalmaz
feszitofdihoz tartozo él-incidenciavektorok, a tort megoldasai meg ezen vek-
torok konvex burka. Részletesebben gondoskodik arrél, hogy egyik
részgrafja se tartalmazzon kort V' \ {vo}-nak, és pedig a feszit6fahoz
szitkséges élszammal foglalkozik, ami jelen esetben |V| — 2. Ezek egyiitte-
sen szintén a TSP feladat megoldasait szolgaltatjak. Most pedig relaxéljuk
a —s feltételt és nézziikk meg, hogy a minimalizdlas része, hogy valtozik
ekkor.

L'(\) = min Z c(uv)zyy + Z (A + Ao)Tuw + Z AoTogo p—2 Z Ao

weE weE[V\{vo}] vEN (vo) veV

[tt N(v) a v cstcs szomszédjait jeloli. Kicsit atalakitva és felhasznalva a mar
fent emlitett ¢’ koltségfliggvényt, azt kapjuk hogy:

L'(\) = min Z "(U0) T + Z (V) + Ay)Tyge QZ Ay

wveE[V\{vo}] vEN (vg) veV

Feltehetd, hogy A,, = 0, hiszen ez a megoldashalmazon nem véltozhat illetve
(3.7) megléte miatt a kdvetkezd egyszertibb alakra hozhaté L'(\):

min Z d(uwv)xy ¢+ min  {d(vovy) + ¢ (vove)} — 2 Z Ay

weE\{vo}] v1,v2EN (v0) vev

A két minimalizalasi részt egyiittesen 1-Fa becslésnek nevezziik, ami most
a ¢ célfiiggvény mellett értendd. A gréafunkon a kovetkezd torténik ezen
becslés sordn. Vesziink egy tetszoleges vy csiicsot majd keresiink egy mi-
nimadlis koltésgli feszit6fat a V'\ {vg} csticshalmazon és hozzavessziik a vg-bol
kilépo élek koziil a két legkisebb koltségtit. Ezeknek az 0sszkoltsége lesz a
becslésiink. Ez egy alsé becslése a TSP optimuménak, hiszen egy TSP meg-
oldas is egy vp-t nem tartalmazdé feszitofabol, ami jelen esetben egy Hamilton-
ut és két élbadl all, amikkel vy bekapcsolddik és ezeket becsiiltiik alul az 1-Fa
esetében. Ezekbdl tehat az eredeti ¢ célfiiggvény mellett fendll:

TSPOPT(C) Z 1FA(C)
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Most irjunk minden v cstcsra egy A, € R szdmot (vg-ra 0-t frunk) és
vegyiik a fent emlitett ¢ célfiiggvényt az éleken. Ekkor egy optimalis tira
koltsége minden v csucsban 2-A,-vel no. Felirva az 1-Fa becslést kapjuk,
hogy:

TSPopr(c) = TSPopr(c) +2) A, > LFA(C)

veV

TSPopr(c) > 1FA() —2) A,
veV
Az egyenlétlenség jobb oldaldn megjelenik a fent emlitett L'()\), amit Held-
karp becslésnek neveziink. Eszrevehetjiik, hogy ez egy erésebb becslés lesz,
mint a fent latott L(\) fiiggvény, hiszen eggyel kevesebb feltételt relaxaltunk.
A feladatunk nyilvan a minél jobb alsé becslés megtaldlasa, amit a kovet-
kezoképpen tudunk megfogalmazni:

L . =max {1FA(C’) —2) A€ R”}

veV
Erre fogjuk hasznélni az un. szubgradiens moddszert, ami lényegében sza-
kaszonként linedris, konkav fiigggvéyek maximum keresésésével foglalkozik.
Hasonléan megfogalmazhaté konvex esetben is, de nekiink most erre lesz
sziitkségiink. Lathatd, hogy L'()\) is ilyen. Konkdv, mert A-ban linedris
fliggvények minimuma és mivel a linearis fliggvények konkavak, ezeknek mi-
nimuma is az. Raadasul mivel a feszitofdk, az élek és a csicsok szama véges,
igy véges sok ilyen linearis fiiggvénynek a minimuma, tehat szakaszonként
linedris.

3.3. A szubgradiens moédszer

A modszer ismertetése elott kicsit foglalkozunk a szubgradiensek elméletével.
A szubgradiens lényege az lesz, hogy kiterjesztjiilk az analizisbol jol ismert
derivalt fogalmat nem differencidlhaté fuggvényekre is. Az f fiiggvény de-
rivaltja szemléletesen gy értelmezheto egy f : R™ — R adott zy pontjaban,
mint a fliggvény xg pontjaba hizott érintd, ami egy olyan linearis leképezés,
amely legjobban kozeliti f-t xo-ban. Konkév fliggvények esetében(ez az eset,
amivel foglalkoznunk kell) a szubgradiens szintén érinti f-t az xo pontban, és
minden mas pontban nagyobb értéket vesz fel, mint f. Mivel egy adott pont-
ban tobb ilyen is 1étezhet, ezért ezeknek halmazat nevezziik szubgradiensnek.
A formalis definicié a kovetkezo:
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3.3.1. Definicié:. Vegyiink egy f : R™ — R konkdv fiigguényt. Ekkor f-nek
az xog pontban vett szubgradiense:

Of(xo) ={veR": f(z) < f(zo) + (v, —x9) VreR"}

Most emlitsiik meg par nagyon fontos tulajdonsagat a szubgradiensnek.
Ezeket most bizonyitas nélkiil kozoljik.

3.3.2. Allitas. A kivetkezbek teljesiilnek:
1. Minden konkdv fuggvénynek létezik szubgradiense.

2. A fugguény differencidlhato az xo a pontban, akkor és csak akkor, ha a
szubgradiens egyelemi és ez az elem f'(xg).

3. A 0 pontosan akkor szubgradiens, ha f-nek xqg-ban mazimumhelye van.

A szubgradiensre gondolhatunk gy mint egy javité irdnyra. Ha a Held-
Karp becslés soran egy v csics fokszama til nagy, akkor a hozzatartozd A,-t
noveljik, ezéaltal a hozzakapcsolodo élek koltsége is no, igy a kovetkezo 1-Fa
becslésiink mar kevesebb élét hasznélja. Ugyanez elmondhaté, ha egy v cstcs
fokszama 1, akkor \,-t prébaljuk minél kevésbé novelni, hogy a becslésiink
minél inkdbb hasznalja a csicsot.

Most mar beszélhetiink magarol a mddszerrol, amit nem fogunk teljes
lényegében megvizsgalni csak az alapgondolataval foglalkozunk.

Szubgradiens médszer

A médszer soran lényegében mindig egy adott pontbdl indulunk, majd
a pontbeli szubgradiens irdnyaba ellépve bizonyos lépéshosszal eljutunk a
kovetkezd pontukba, ahol a fliggvény értéke mar nagyobb lesz. A kérdés,
hogy el tudunk-e jutni a maximumbhelyhez. Kicsit precizebben:

g =2 o' (3.10)

Itt ' € R™ egy adott pont, v' € Jf(z') és 6" € R az i-edik iteraciéhoz
tartozo 1épéshossz. A problémas része a mdédszernek a megfeleld 1épéshossz
megvalasztdsa. Most erre néziink egy lehetséges eljarast, ami a jelenlegi
Held-Karp becslésiink soran lesz hasznos.
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Ha tudndnk elére L . értékét, akkor adott z* pontbdl addig lépnénk a

szubgradiens irdnydba, ameddig elérjiik L/  -ot, {gy érkezve az '™ pontba.
Ezt a 1épést, igy tudjuk megfogalmazni:
L;nax = f(xl) + (:CiJrl - xi)vi
A (3.10) 1épést hasznalva a 1épéshossz ekkor kifejezhetd:
) L/ o )

[[o]]?

Természetesen altalaban nem vagyunk tisztaban a maximumértékkel, igy
ezt egy az egyben nem tudjuk felhasznalni. Vegyiik észre, hogy a Held-
Karp becslés egy felsé becslését kapjuk, ha egy tetszoleges Hamilton-kor
koltségét vessziik. Az eljarasunk, tehat az lesz, hogy a becslésiink kiszamitasa
utdn mohoén keresiink egy Hamilton-kort és annak a koltségét hasznaljuk a
l1épéshossz meghatarozdsahoz. Legyen H' az i-edik iteraciéban taldlt Hamil-
ton kor-koltsége. Ekkor a lépéshosszunk:

H' — f(a')

o]

6" = (3.12)

Elofordulhat az a kedvezétlen eset, hogy tullépiink a maximumbhelyen,
ezért érdemes valamilyen ' konstansokkal szabélyozni az ellépés nagysagat.
Ezeket gy érdemes megvalasztani, hogy az algoritmus elején legyenek vi-
szonylag nagyok (pl. legyen ° = 2), aztdn ha egy id6 utdn nem javitunk a
modszer soran, kezdjiink el kicsiket visszafelé 1épegetni. Ha tjra el kezdiink
javitani, akkor maradjunk ugyanazon S értéknél. Bevezethetiink egy leallasi
feltételt is olyan értelemben, hogy az aktualis § mar egy elére megadott €
korlat ala esik, akkor alljunk meg.

Az algoritmus konvergenciajardl altalaban semmit nem tudunk, mégis a
gyakorlati haszna nagyon jelentos.
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4. A PCSTP és a PTSP probléma

Ebben a fejezetben a fent emlitett PCSTP és PTSP probléméakat matema-
tikailag is megfogalmazzuk, illetve ismertetjiikk a Goemans-Williamson altal
megalkotott 1ényegében 2-approximéacios algoritmust, amelyet majd a PTSP
esetében kicsit médositunk. A fejezet soran elsésorban az [5] cikk gondo-
latmenetét fogjuk kévetni néhdny helyen kiegészitve a [6] cikkben taldlhatd
otletekkel.

4.1. A problémak leirasa

4.1.1. Definicié: (PCSTP probléma). Adott eqy G = (V, E) irdnyitatlan
grdaf az élein eqy ¢ : E — Q7 koltségfiigguénnyel, illetve a csicsain eqy
7wV = QF dgynevezett ,,biintetésfiigguénnyel”. A csicsok kozott van eqy
kitintetett r € 'V, amelyet gyokérnek nevezink. A feladatunk taldlni egy
olyan T = (Vp, E) fat, amely tartalmazza r-et és minimalizdlja a kévetkezd

kifejezést:
oT) = Z cle) + Z 7(v)

ecEr UEV\VT

4.1.2. Definicié: (PTSP probléma). Adott eqy G = (V, E) irdnyitatlan
grdf az élein eqy ¢ : E — QV koltségfigguénnyel, amely teljesiti a hdromszog-
egyenlbtlenséget, illetve a csicsain eqym : V — Q% 4n. ,,bintetésfigguénnyel”.
A csicsok kézott van egy kituntetett r € V', amelyet gyokérnek neveziink. A
feladatunk taldlni egy olyan T = (Vr, Er) tirdt, amely tartalmazza r-et és
minimalizdlja a kovetkezo kifejezést:

o(T) = Z cle) + Z 7(v)

ecEp veV\Vr

4.2. Goemans-Williamson primal-dual algoritmusa

Most ratériink a Goemans-Willamson algoritmus ismertetésére, amire késobb
majd csak GW-algoritmusként hivatkozunk. A PCSTP esetével kezdiink,
ahol a feladatunk egy olyan Steiner-fat taldlni, amely tartalmazza a gyokérnek
kinevezett csicsot, illetve minimalizalja éleinek Osszkoltségét, plusz a meg
nem latogatott, azaz az altala ki nem feszitett csucsokért fizetett biintetést.

El6szor is megfogalmazzuk a problémankat IP-feladatként. Minden élhez
tartozni fog egy x. bindaris valtozo, amire x, = 1 pontosan akkor, ha az
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adott e élet belevessziik a megoldas Steiner-faba. Legyen F a gyokértol
kiilénboz6 csicsoknak a hatvanyhalmaza.(Tehdt a V'\ {r} csicshalmaz 6sszes
részhalmazabdl &ll6 halmazrendszer.) Az egészértékii programozasi feladat-
ban minden F-ben 1évé U halmazhoz felvesziink egy xy valtozét. Minden
ilyen halmaznak lesz egy biintetés szerinti koltsége: ¢ (U) = >, ., m(v). Le-
gyen §(U) azon élek halmaza, amelyeknek pontosan egyik végpontja van egy
adott U € F halmazban, illetve legyen T a PCSTP megoldasunk élhalmaza.
Legvégiil legyen A azon U halmazok unidja, amelyek részhalmazai egy olyan
U’ halmaznak, amelyre xy» = 1. Az ilyen U’ halmazok olyanok lesznek, ame-
lyekbe nem 1ép bele T-beli él. Vegyiik észre, hogy minden U € F halmaz
esetében a kovetkezd két &llitas kozil valamelyik teljestl: [6(U)NT| > 1
vagy U C A, vagyis minden gyokeret nem tartalmazé csicshalmazba belép
egy T-beli él, ha viszont nem, akkor része egy olyannak, amibe nem. Ezek
ismeretében tekintsiik a kovetkezo IP-programot:

er+ Z xp>1 YU e F (4.1)

ecé(U) uucu’

min Z cle)z. + Z cr(U)zy (4.2)

eckE UeF
Te, vy €{0,1} Vee E, VYU e F

Az 1P-program részében azt ellendrizziik, hogy minden gyokért nem
tartalmazé csucshalmaz teljesiti-e a fent emlitett tulajdonsdgot, tehat vagy
része egy olyan U’ halmaznak, amire zy» = 1, vagy van olyan él, amire
x. = 1 (tehat T-beli), és belép a halmazba. Megfigyelhets, hogy ez elég
ahhoz, hogy egy altalunk kivant megoldast kapjunk, mert egyébként 7" nem
lenne osszefliiggd vagy nem tartalmazna r-t, illetve a minimalizalds miatt a
megoldas nem tartalmazhat kort, mert ekkor feleslegesen fizetnénk egy élért.

Most megkonstrualjuk az IP-programunk LP-relaxaltjanak a dudl prog-
ramjat. Ehhez felvesziink egy yy véltozot minden U € F-hez. Most két
feltételiink is lesz. Az egyik minden él esetében azon U halmazok dudl értékeit
korlatozza c-vel, amelyeknél az adott e élre e € 6(U). A masik pedig minden
U halmaz részhalmazainak dual értékeit korldtozza c,-vel.

A dual feladat:

Y w<cle) VeeE (4.3)
UeF:ecs(U)
S <) WeF (4.4)
U.U'cu

15



max Z YU (4.5)

UeF
yo >0 YU e F

Most mar ratérhetiink az algoritmus ismertetésére. Az alapotlet az lesz,
hogy kiindulunk a primal feladat egy nem megengedett megoldasabdl, il-
letve a dual feladat egy megengedett megoldasabdl. Az algoritmus soran
megprobaljuk a primélt minél | megengedettebbé” tenni, a dudl értékeket
pedig addig noveljik majd, amig lehetséges. Akkor lesziink készen, ha a
dudl értékeket mar nem tudjuk novelni vagy megsértése nélkiil.
Ezt most precizebben is leirjuk.

Az egészre gy tekintiink, mint egy ido alatt lejatszodo folyamat, vagyis
x” és y" alatt azt fogjuk érteni, hogy egy adott 7 > 0 id6pontban éppen
mi az aktualis primal illetve dudl megoldasunk. Kezdetben, tehat 7 = 0
esetén legyen 2° = 0 és y° = 0 minden primdl/dudl véltozéjaban. Egy
e € E élet feszesnek nevezziink a 7 idépontban, ha —t egyenloséggel
teljesiti, azaz y"a. = c(e), ahol a, az e élhez tartoz6 oszlop az IP métrixos
felirasaban. Ugyanez U € F halmazokra is megfogalmazhaté csak ekkor a
teljesiil egyenléséggel, azaz y ay = ¢ (U). Legyen F azon élek halmaza
27-ra vonatkozélag, amelyek feszesek a 7 idépontban. Kezdetben F© {ires.
Hasonloképpen legyen F7 a feszes halmazok csaladja a 7 idépontban z”-ra
vonatkozolag.

Tegyiik fel, hogy 7 nem megengedett kiilonben készen vagyunk. Legyen
egy U € F aktiv, ha a kovetkezo harom tulajdonsdgot teljesiti:

e U nem feszes
e U ki van feszitve F'™ valamelyik komponense altal
e nincs olyan e € 6(U) él, ami feszes

Az aktiv halmazok esetében lényegében olyan Osszefiiggé komponenseket fo-
gunk érteni, amelyek még nem tartalmazzdk a gyokeret. Legyen az aktiv
halmazok csalddja a 7 idépontban A7. Léthaté, hogy A° elemei kezdetben
minden csics, hiszen ezek onmagukban egy 0Osszefiigeé komponenst alkot-
nak. A GW algoritmus minden 7 > 0 idépontban megnoveli a dudl értékeket
egységesen minden U € A™ halmazra. Ez az LP-relaxéltat vizsgalva a kovet-
kez6képpen torténik. Szeretnénk y7-bdl y"Tl-be lépni. A dudl szimplex
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modszerhez hasonléan fogunk eljarni. Vessziikk a 7 idopontbeli aktiv hal-
mazok indikatorvektorat, tehat az aktiv halmazok koordinataiban 1-es sze-
repel a tobbinél 0. Legyen ez i,. Ekkor a 1épésiink a kovetkezoképpen néz
ki: y™"! = y” + €, valami € > O-ra. Az e értékét kell mar csak meg-
hataroznunk, mégpedig tgy, hogy a dual feltételek ne sériiljenek. Tehat
y"ta, < cle) Ve € E és y"lay < ¢:(U) YU € F. Ezen feltételekbe
behelyettesitve y™ -t a kovetkezbt kapjuk:

cle) —yTa . < er(U) —yTay

e < , , <
1 Qe

: Vec B, YUEF
1-ay

A legjobb € vélasztas a kovetkezo lesz:

. ( . <C(e)—y7ae> . (cﬂ(U)—yTaU))
e=mmymm|{ — mm |\ ——
e€l 10 UeF 1Ay

Ha megtortént a novelo 1épés, akkor két esemény kovetkezhet be y
vonatkozolag:

T+1_re

e Els6 esetben egy e € 0(U) él feszessé valik valamilyen U € A™-ra. Ek-
kor a hozzdtartozé x. véaltozét l-re allitjuk és hozzavessziik e-t F7+i-
hez. Ekkor lényegében az torténik, hogy két Osszefiiggé komponent
osszekotiink egy éllel és a legkozelebbi iteracidban mar egy kompo-
nensként gondolunk rajuk. Ha a két komponens aktiv volt, akkor a
keletkezo is az lesz, ha legalabb az egyik deaktivalt, olyan értelemben,
hogy tartalmazza r-t, akkor a keletkezo is deaktivalodik. Megemlitendo,
hogy két deaktivalt komponenst nem hiuzunk Ossze éllel, mert felesle-
gesen fizetnénk érte.

e Masodik esetben valamelyik U € A™ valik feszessé. Ekkor a hozzatartozé
x, valtozot allitjuk be 1-re. Ekkor az U halmaz deaktivalédik olyan
értelemben, hogy a megoldasunk kihagyja az elemeit, mert jobban
megéri biintetést fizetni értitkk. Ekkor az algoritmus U minden csicsét
megjeloli mégpedig a komponens nevével.

A két esemény egyébként egy iteraciéban is megtorténhet. Mindkét esetben
frissitjik az aktiv halmazokat és folytatjuk a dudl valtozok novelését addig,
amig tudjuk. Ez akkor kovetkezik be, ha A = 0, ami azt is jelenti, hogy mar
nincsen aktiv halmaz. Ezutan megkeressiik azon U halmazokat, amelyekre
ry = 1, és minden csicsa elérheté a gyokérbdl feszes éleken keresztiil az
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aktualis megoldasunkban. Ekkor z;-t O-ra allitjuk ezen halmazok esetében,
hiszen 6ket nem fogja kihagyni a megoldasunk, igy nem is kell értiik biintetést
fizetni.

Az algoritmus azzal zarul, hogy el kezdiink mohon éleket tordlni a grafbdl
ugy, hogy két feltételt megorizziink. Eloszor is minden meg nem jelolt csicsot
el tudjunk érni a gyokérbol, hiszen ezek nem voltak benne deaktivalt kompo-
nensben az algoritmus soran és az algoritmus sosem volt hajlandé biintetést
fizetni értiikk. Masodszor, ha egy C-vel jelolt cstics elérheto a gyokérbol, akkor
minden olyan cstcs is, aminek a jelolése C' és C' C C" Ezzel megkapunk egy
r-t tartalmazé T fat illetve a kihagyott csicsok unidjaként el6allé A halmazt.

Ekkor a megoldasunk kéltsége: cow (T, A) = > . cpcle) + 3 ,ca (V)

4.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a GW algoritmus outputjként megkapunk eqy
T fdt, illetve eqgy A csicshalmazt és eqy {yu }ver megengedett dudl megolddst.
Ekkor a kovetkezdek teljesiilnek: a (T, A) pdros megengedett primdl megoldds

€s
1 1
cew(T,A) < (2 — m) Z yu < (2 — m) Copt

UeF
itt copr @ PCSTP optimuma.

Azaz a GW-algoritmus 2 — % approximacios, tehat kisebb csucsszam

esetén egyre jobb kozelitést kapunk.

Bizonyitds. A bizonyitast a [6] cikk alapjan fogjuk kozolni. A mésodik
egyenlotlenség nyilvan a gyenge dualitas-tétel miatt teljesiil, tehat a tétel
ezen része trivialsinak mondhato.

Eloszor is kezdejiik azzal, hogy a GW algoritmus tényleg megendedett
megoldast szolgdltat. Ez nyilvanvald, hiszen minden halmaz deaktivalt a
végen, ami azt jelenti, hogy vagy van a belépé élei kozott T-beli él is (ekkor
r-bél elérhetd) vagy egyik csicsa sem érhetd el r-bél. Ez pontosan az a
feltétel, amit az elején megkoveteltiink, igy a megolddsunk megengedett.

Most térjiink ra az approximacié bizonyitasara. Minden T altal le nem
fedett csics az algoritmus soran deaktivalt komponensek valamelyikében fek-
szik. Raadasul, ha egy csics egy C' deaktivalt komponensben volt, akkor C'
tobbi csicsat sem érhetjik el T altal. Ez kovetkezik abbdl a feltételbol,
amit az élek torlésénél feltettiink. Ezek fényében az A csicshalmaz fel-
bonthato C,. ..} diszjunkt deaktivalt komponensekre. Ezek a halmazok
maximalisak azon halmazok koziil, amellyel megjeloltiink egy csticsot az al-
goritmus sordn. Mivel minden C; egy deaktivalt komponens, azon beliil is
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feszes, ezért ZUng YU = Zuecj 7(v). Felhasznalva ezt a bizonyitandé allitas

atirhato a kovetkez6 alakra: Y c(e)+)_; ZUCC v < (2--5) Y rerv.
Minden e € T él feszes, tehat egyenloseggel teljesul a hozzajuk tartozo

feltétel: >y e Yu = cle). A kovetkezét kell bizonyftanunk:

> yU+ZZyU (2——)Zya

e€T U:eed(U Jj UCCj UeF

Ez atirhato a kovetkezoképpen:

S yls@nT+> >y < (2——) >

UeF j UCCj UeF

A tételt T szerinti indukciéval fogjuk bizonyitani, azaz a f6 ciklus szerint.
Vegyiink egy tetszéleges iteraciot. Ehhez megalkotjuk a kovetkezé H (V') E')
grafot: a csicsok legyenek a 7 idépontbeli aktiv és deaktivalt komponensek,
az élek pedig minden C' aktiv komponens esetében legyenek olyanok, amelyek
szerepelnek a T megoldasunkban és belépnek az adott C' komponensiinkbe,
tehat formalisan E' := {e € E': e € §(C) N T}, ahol C egy aktiv komponens
a 7 idépontban. Az izolalt, inaktiv csicsokat elhagyhatjuk, ezekre nem lesz
sziikségiink. Legyen N, az aktiv csucsok, N; pedig az inaktiv csicsok hal-
maza. Végil legyen N, azon aktiv csicsok halmaza, amelyek az algoritmus
soran egyszer deaktivalodnak olyan értelemben, hogy a csicsait megjeloljiik a
komponens nevével. Jél lathato, hogy ezek a csucsok H-ban izolaltak, hiszen
az algoritmus végén minden bemend élét toroljiikk egy ilyen komponensnek,
mivel a feltételeket ezzel nem sértjilk meg. Az iterécio’ban torténd novelés
utan a bizonyitando egyenlotlenség jobb oldala e (2 — ) | N, |-val véltozik,
illetve a bal oldala pedig € (3°,cy. d(v) + | Ngl)-vel, ahol d(v) a v cstcs H-
ban 1év6 fokszamat jeloli. Ezek a valtozasok egyszertien kévetkeznek abbol,
hogy hogyan 1épiink y7-bdl, y™1-be. Az indukcié miatt elég beldtnunk azt,
hogy Y, cn., d(v) + [Ng| < (2 = -25) [ Na|, hiszen ekkor az egyenldtlenség az
algoritmus soran végig fennall. Mivel minden Ng-ben levo csics foka 0, ezért
a kovetkezo Osszefiiggést elég lesz belatnunk:

1
> d(v) <2 - —) IN, — Ny| (4.6)
vENg,—Nyg n
Ez egy erdsebb allitas mint az el6z6, de a k-MST esetében pont ezt fogjuk

kihasznalni.
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Sziikséglink lesz arra, hogy H egy fa minden 7 idopontban leszamitva az
aktiv izolalt csicsokat. Ez persze 7 = 0 esetén nyilvanvald, hiszen akkor H
csucsai pontosan az eredeti csucsok, az élek pedig T élei, azaz H azonos a
megoldasfaval. Nézziik meg mi torténhet H-val egy adott 7 és 7+ 1 idépont
kozott. Ha az algoritmusban egy T-beli élt vesziink fel két Gsszefiiggd kom-
ponens kozott, akkor azt az élet H-ban Osszehtizzuk vagyis a két végpontja
helyett felvesziink egy 1j csticsot, amit a két végpont Osszes szomszédjaval
osszekotiink. Egy ilyen miivelet a fatulajdonsagot nem rontja el. Ha egy
nem T-beli élet vesziink fel, akkor azt fogjuk latni, hogy ez H-n lényegében
nem valtoztat. Az ilyen élek a végén torlésre keriilnek, azaz olyan kom-
ponenseket kapcsolnak ossze, amelyeknél legalabb eg y esetében kitoroljiik
az Osszes €lét. Ezek H-ban vagy két izolalt csicshoz tartozé komponenst
kotnének Ossze (ezek lehetnek aktivak és inaktivak is), vagy a H-beli fa egy
csucsat kotné ossze egy izolalt csicesal. Az él felvétele utan vagy eltiinik
egy izoldlt csucs vagy kettd helyett egy ujat vesziink fel. Nyilvan H-nak a
fatulajdonsagan ezek nem véltoztatnak. Egy komponens deaktivaldsa pedig
nem valtozat H-n, hiszen a masik végpontja még aktiv. Akkor lehetne baj ha
esetleg egy H-beli él két végpontjat deaktivalnak egymas utéan, de ez megold-
haté dgy, hogy a hozzdjuk tartozé két komponensbdl el6szor csindlunk egy
nagyobbat az adott él felvételével, majd utana deaktivaljuk a nagyobb kom-
ponenst. Osszefoglalva barmilyen dtalakitdst végziink, H egy fa lesz minden
7 idépontban.

Most belatjuk, hogy H-ban legfeljebb egy deaktivalt komponenshez tar-
tozo levél lehet, azaz minden més levele H-nak aktiv csics. Tegyik fel,
hogy van H-nak egy olyan deaktivalt v csticsa, ami egy megjelolt C, kom-
ponenshez tartozik és az egyetlen kimeno éle e, tehat C, nem csatlakozik a
gyokérhez, igy minden csiicsa meg van jelolve C,-vel. Tovabbd mivel v levél,
ezért 6t nem hasznalhatjuk fel meg nem jelolt cstics elérésére, azaz nem lehet
egy olyan tton rajta, ami a gyokérbol indul és egy jeloletlen csticsba tart.
A T megoldasunk szerkesztésébdl pedig az kovetkezik, hogy e ¢ T, ami el-
lentmondéas. A H grafunk maximum egy inaktiv levelet tartalmazhat, ami a
gyokeret tartalmazo komponensre utal.

20



Ezek utan:

Yoodwy< Y dw) =) d)

’UENa—Nd ’L)E(Na—Nd)UNi vEN;
< 2(|(Ny, — Ng) UN;| — 1) — (2| V;] — 1)
—9IN, — Ny| — 1

AR

Az els6 egyenldtlenség esetében felhasznaljuk, hogy minden H-ban kifeszitett
dekativalt cstcsnak legalabb 2 a foka egy kivételével. Az utolsé egyenl6tlenség
esetében pedig azt hasznaljuk ki, hogy az aktiv csticsok szama legfeljebb n—1.
Ezzel a tételt be is lattuk O]

A GW algoritmust hasznahatjuk a PTSP probléma megolddséara is egy
kis moédositassal. Eloszor lefutattjuk az algoritmust a grafon, viszont a
biintetéseket elfelezziik minden csicsra. Legyen 7' := § az 1j biintetés-
fiiggvény. Az algoritmus outputjaként kapott fabdl ugy csindlunk tuarat, hogy
megduplazunk minden élt a faban ugyanazon élkoltséggel. Ekkor talalunk
egy Euler-korsétat a fa csicsain (minden csics foka péros). Ha a séta fo-
lyaman ismétlodo csticshoz érkeziink, hagyjuk el és a sorban kévetkezd csticsot
kosstik hozza az el6z6hoz, ha az még nem szerepelt. A minimalitason ez nem
valtoztat a haromszog-egyenldtlenség miatt. Az algoritmus 2 — ﬁ appro-
ximacios tulajdonsagahoz sziikségiink arra, hogy IP-feladatként is megfogal-

mazzuk a problémat:

Y we+ Y ap>=2 VWEF (4.7)

es(U) Uucy’

min Z cle)xe + Z e (U)xy (4.8)

eckE UeF
r. € {0,1} Vee E, xzy€{0,2} VYUeF

A feltétel foglalkozik azzal, hogy a kivalasztott élhalmazunk egy tirat
alkosson, ami a kihagyott csicsokat nem érinti. Ez akkor lehetséges, ha min-
den csiicshalmazt legalabb kétszer érint a tira vagy teljesen kihagy és ekkor
minden cstcsaért biintetést fizetiink. Mivel a kihagyott halmazok esetében

xy=2éscu(U) = C”( U)oy az eredeti biintetést fizetjitk minden halmazon.
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Most tekintsiik a primal feladat LP-relaxaltjanak a dual feladatét:

Y yw<cle) VecE (4.9)
UeF:ecd(U)
Y oy <enU) VUEF (4.10)
UU'cu

max 2 - ZyU (4.11)

yo >0 VYU eF
Ezekbol mar megfogalmazhatunk egy tételt.

4.2.2. Tétel. Ezen mddositisa a GW-algoritmusnak 2 — ﬁ-appmm’mcicio/s,
azaz:

1
CGW(Ou A) S <2 - n— 1> . Copt7
ahol C az algoritmus dltal adott tiura és cop a PTSP feladat optimuma.

Bizonyitds.

e (C, A) < 2o (T, A) < (2 - nil)-(z ZyU) < (2— nil)fom

UeF

Itt T a GW-algoritmus &ltal adott Steiner-fa. Az els6 egyenlGtlenség azért
teljesiil, mert a kapott Euler-korsétaban még javitunk, igy a tura koltsége
nem nohet. A masodik az el6z6 tételbdl kovetkezik. A harmadik meg azért,
mert most a dudl optimumunk a 2-) ", ~ yr, ami a gyenge dualitds tétel miatt
becsiilhet6 barmilyen primal megoldas koltségével, igy az egész optimummal
is. [
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5. A k-MST és a k-TSP probléma

Ebben a fejezetben a fent mar emlitett k-MST és k-TSP problémékkal fog-
lalkozunk. Leirjuk cket a matematika nyelvén majd ismertetjiik Garg 5-
approximécios algoritmusat. Ez a rész lényegében a [7] cikk gondolatmenetét
koveti, de néhany helyen (pl. jelolések sordn), azért hasznaljuk a [5] cikket
is.

5.1. A problémak megfogalmazasa és modellezése

5.1.1. Definici6: (k-MST). Adott eqy G = (V, E) irdnyitatlan graf az élein
eqy ¢ : E — Q7 koltségfiigguény, ami teljesiti a hdromszog-egyenlbtlenséget,
illetve eqy k pozitiv egész szam. A feladatunk taldlni eqy olyan fdt, ami pon-
tosan k csiucsot feszit ki, illetve ezen beliil az éleinek osszkoltsége minimalis.
Ha az elején adott eqy v € V' gyokércsiucs, akkor olyan fat kell taldalni, amsi
tartalmazza r-t.

5.1.2. Definicié: (k-TSP). Adott eqgy G = (V, E) irdanyitatlan grdf az élein
eqy ¢ : E — Q% koltségfiigguény, ami teljesiti a hdromszog-eqyenlétlenséget,
illetve eqy k pozitiv egész szam. A feladatunk taldlni egy olyan turdt, ami
pontosan k csiucsot tartalmaz, illetve ezen belil az éleinek Osszkoltsége mi-
nimdlis. Ha az elején adott eqgy r € V' gyokércsics, akkor olyan turdt kell
taldlni, ami tartalmazza r-t.

El6szor természetesen a k-MST problémaval foglalkozunk. Most tekintsiik
a kovetkezo IP-programot, ami a feladatunkat irja le abban az esetben, ami-
kor adott egy r gyokércsucs is:

Y wet+ Y a1 VWEF (5.1)

ecd(U) Uucu’
> aylUl <n—k (5.2)
UeF
min Z cle)z. (5.3)
eck

zre,xy €{0,1} VYee E, VU € F

A jeldlések ugyanazok mint az elézé feladat esetében. Nyilvan n = |V].
Az x. binéris véltozé (hasonléan az el6z6hoz) 1, ha az adott e él bekeriil
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a megoldasunkba kiilonben legyen 0. Az xy bindris valtozé pedig akkor
1, ha az adott U halmazba nem 1ép T-beli él és nincs egy ugyanilyen tu-
lajdonsagi halmaz, ami 6t tartalmazza, kiilonben 0. A —ben szerepld
feltétel ugyanazt koveteli meg, mint, amit a PCSTP esetében lattunk. A
plusz feltételiink a feltétel, ami arrol gondoskodik, hogy a megoldasunk
legaldbb k cstucsot tartalmazzon. Természetesen ennek az LP-relaxaltjat fog-
juk hasznalni els6sorban, ahol nem koveteljiik meg a vatozoktol, hogy egészek
legyenek. Most tekintsiink a Lagrange-relaxaltjat a probléméanak, mégpedig
ugy, hogy a feltételt relaxaljuk. Az igy kapott IP-programunk nagyon
hasonlit a PCSTP esetében targyalt IP-programhoz, széval az otletiink majd
az lesz, hogy a fent targyalt GW-algoritmust fogjuk majd meghivni szubru-
tinként. Tekintsiik az igy kapott IP-programot:

er+ Z zypr>1 YU e F

ecs(U) Uucu’
min Y c(e)ze + A (Z zy|U| = (n — k:)) (5.4)
eeE UeF

Te, oy >0 Vee E, VU eF

Itt természetesen A > 0, hiszen az eredeti feltételben egyenlétlenség szerepelt.
A minimalizdsban a -A(n — k)-s tag kiilon vehetd, ugyanis ez nem fiigg a
primal megoldastol. Az igy megmaradt minimalizalando résziink:

Zc(e)xe + A Z zy|U|

ecE UeF

Lathat6, hogy az igy kapott IP-program a PCSTP egyik véltozata, ahol
7m(v) = X\ minden v cstcsra. A Lagrange-relaxalt tulajdonsagaibdl kovetke-
zik, hogy barmilyen megengedett megoldasat vessziik a k-MST probléméanak
az megengedett megoldésa lesz a Lagrange-relaxaltjanak, illetve a k-MST
probléma optimumét alulrél becsli ([5.4)).

Miel6tt még ratériink Garg algoritmusara sziikségiink lesz egy kis el6készii-
letre, illetve a GW algoritmus felelevenitésére. A PCSTP problémat meg-
old6 GW algoritmus outputjaként megkapunk egy T fat, ami tartalmazza
r-t, illetve egy A halmazt, ami azon csicsokbdl all, amelyeket 7" nem fed le.
Az algoritmus létrehoz egy y megengedett dual megoldast. Nézziikk most a
kovetkezd tételt ezekkel kapcsolatban, amire majd késébb sziikségiink lesz.
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5.1.3. Tétel. Legyen (T,A) a GW algoritmus outputja, illetve y az dltala
alkotott dudl megengedett megoldas. FEkkor:

Zc<e>+(2—ni1)2w(v)s (2—ni1)ZyU

ecT veA UeF

Bizonyitds. Emlékezziink vissza a GW algoritmus 2 — ﬁ kozelitésének bi-
zonyitasara. Ott lényegében atalakitottuk az egyenldtlenségiinket, majd
megnéztiik, hogy egy iteracido utan hogy valtozik meg a két oldal. Ehhez
belattuk a egyenlotlenséget, ami egy erdsebb allitas volt mint, amit ak-
kor bizonitani akartunk. Ezt a plusz informaciét felhasznalhatjuk ezen tétel
bizonyitasara. Lényegében ugyantugy kell eljarnunk mint az el6z6 bizonyitas
soran. Ennek dtgondolasat az olvaséra bizzuk. O]

Sziikséglink lesz a tétel egy kovetkezményére, ami egyszeri atalakitasokkal
jon Ki.

5.1.4. Kovetkezmény. Ha w(v) = A valamilyen A\ > 0-ra, akkor:

Y cle) +2MA <2 w

ecT UeF

Tekintstik most a dudaljat a k-MST LP Lagrange-relaxaltjanak:

Y wr<cle) VeekE (5.5)
UeF:ees(V)
ST oy <UIN VUeF (5.6)
Uu'cu
max Z yu — A(n — k) (5.7)
UeF

yu =0 YU eF

Most a kovetkezmény mindkét oldaldbdl vonjuk ki 2A(n — k)-t. Ekkor
a kovetkezo egyenltlenség sorozat teljesiil:

> cle) + 2M(JA| = (n — k) <2 (Z yu — A(n — k)) <2 (5.8)

ecT UeF
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Itt cop @ k-MST probléma optimumat jeloli. A maésodik egyenl6tlenség,
abbdl kovetkezik, hogy a zardjelben szerepld tagunk az pont a dudl Lagrange-
relaxalt optimuma, ami a gyenge dualitas-tétel miatt becsiilheté a primél
Lagrange-optimummal, ami pedig alsé becslése a primal LP-relaxalt opti-
mumanak, ami meg persze alsé becslése a k-MST probléma optimumanak.

Ebbdl az egyenétlenségbdl azt kapjuk meg, hogy ha w(v) = A Yo € V
mellett futtatjuk a GW-algoritmust, és a végén |A| = n — k, akkor az igy ka-
pott outputunk koltége nem lehet nagyobb az optimum kétszeresénél, tehat
ekkor 2-approximaciot ériink el. Persze ez egy nagyon szerencsés helyzet,
igy a tobbi esetet mashogy kell kezelniink. Ha példaul tobb cstcsot hagy
ki a GW-algoritmus mint n — k, akkor a megoldasunk rdadasul nem is
megengedett, ellenkez6 esetben pedig semmit nem tudunk az approximaco
nagysagarol. Megfelelo \ valasztéasaval, viszont elkeriilhetéek ezek a problé-
mak. Sajnos az approximécids szamot egy kicsit meg kell majd novelniink.
Garg algoritmusa a megfelel6 A megtalalasara fog torekedni, amit a kovetkezo
részben részletesebben targyalunk.

5.2. Garg 5-approximacios algoritmusa

Mielott ratériink az algoritmus ismertetésére sziikségiink lesz két feltevésre,
amit az algoritmus soran felhasznalunk majd. Eldszor legyen cy < cop, ahol
co a legkisebb nemnegativ él koltségét jelenti. Ezt nyilvan feltehetjiik, mert
ellenkez6 esetben c,, = 0. Ez ellendrizhetd az el6késziileteknél, hiszen csak
azt kell megnézniik, hogy van-e csak 0-koltségii élekbdl all6 és r-t tartalmazo
k méretli fa. Masodszor barmely cstics tavolsaga a gyokértol feliil becsiilhetd
az optimum koltéségével. Ezt azért tehetjiik fel, mert, ha egy cstcs tavolabb
van a gyokértol, mint az optimum, akkor ¢ nyilvdn nem keriilhet bele a
megoldasunkba, igy ezeket elhagyhatjuk a grafbdl.

Az algoritmus tgy épiil fel, hogy meghivja a GW-algoritmust szubru-
tinként adott A esetén, majd annak fényében valtozatja az aktualis A értékét.
Vegyiik észre, hogy A = 0 esetében futtatva a GW-algoritmust az outputunk
csak a gyokércsicsbdl all, hiszen ekkor nem fizetiink biintetést a kihagyott
csticsokért. Azt is megfigyelhetjiik, ha A = )~ __, c(e) esetében tessziik, akkor
outputként egy Osszes csucsot kifeszito fat kapunk, hiszen ekkor lesz a leheto
legkisebb koltségli a megoldasunk, ha minden halmazt kifeszitiink. Ezekbol
megallapithato, hogy a lehetséges A értékeket a [0, .5 c(e)] intervallumbdl

vessziik. Garg algoritmusa lényegében egy binaris keresést végez. Altaldnos
lépésben vessziik a [A1, Ao intervallumot adott Aj, Ay értékek esetén. Kez-
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detben Ay = 0 és Ay = Y _.pc(e). Minden lépésben legyen A\ = % majd
ezzel a A-val futtatjuk a GW-algoritmust. Ha az igy kapott fank kevesebb,
mint k csicsbol all, akkor frissitsiik A;-t A-val. Ha tobb csticsunk van mint
k értelemszeriien \o-t frissitjilk A-val. Egyébként ha szerencsések vagyunk
egy megengedett megoldast kapunk, ami nem rosszabb, mint az optimum
kétszerese, ilyenkor megallhatunk. A keresést addig folytatjuk, ameddig a
kovetkezo két feltétel egyszerre nem teljesiil A1, Ao-re:

1. A=A <

—2 ) (co-t a fejezet elején mar definialtuk)

2. 1 = 1,2 esetében futtatva az algoritmust A = \; valasztassal kapunk
egy (T;, A;) primdl megoldast, ami k; csticsot feszit ki és egy y@ dudl
megoldast és k1 < k < ko

Ezzekel garantaljuk a szubrutin hivasok szaménak végességét, amit becsiilni
is tudunk.

5.2.1. Allitas. Garg algoritmusa O (log M) szubrutin hivdst haszndl.

Bizonyitds. Legyen N a hivasok szama. Lényegében az a kérdés, hogy hanyszor
felezhetd el a A1, A9 intervallum gy, hogy az elso feltétel még ne teljesiiljon.
Tehat mivel kezdetben Ay =0 és Ay = >, c(e):

Co < EEGE C(@)
2n(2n+1) — 2N
Atalakitva:
N < log 2n(2n +1) Y cpcle)
Co
Ebb6l mar jol latszik az allités. O]

Innentdl fogva feltessziik, hogy nem sikeriilt & csicsu fat taldlnunk. Az al-
goritmusunk ezen szakaszdban megprobéljuk a megkapott (75, A;) @ = 1,2
primal megoldasokbdl kihozni a megoldasunkat, ami mar k csicsot tartal-
maz. El6tte viszont sziikségiink lesz a tétel egy kovetkezményére, amit
egyszeri atrendezésekkel kapunk.

5.2.2. Kévetkezmény A bindris keresés utdn kapotti = 1,2 esetén (T;, A;)
primdl és y© dudl megolddsokra az aldbbiak teljesiilnek:

> cle) < (2 - —) (Z uy - |A1|A1> (5.9)

ecTy UeF
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> cle) < ( ) (Z uy — |A2|>\2> (5.10)

ecTh UeF

Most szeretnénk ezen két egyenldtlenségnek a konvex kombinaciéjat ven-
ni, amibdl egy becslést kaphatunk 77 és Ts koltségére az optimum fliggvényé-
ben. Ehhez keresiink oy és ay értékeket a kovetkezo tulajdonsagokkal:

e aj,a; >0
[ O[1+()é2:1

L Oz1|A1| + CYQ|A2| =n—=k

Legyen még minden U € F esetén yy = Ozly,(]) + ozgyU A feltételekbdl egy

egyenletrendszer megoldasaval belathato, hogy:
— 4 A= (=)
5 =
| Ar| — Ay |A1] — | Ao

] =

Most mar kimondhatunk egy lemmaét, amit majd késébb felhasznalunk az
approximacié bizonyitasahoz.

5.2.3. Lemma.
0 e+ 00 Y efe) < 2
ecT ecTs
Bizonyitas.
> ele) < (2 1) (Zy — AL (M 4 Ao — )\2)>
0 U
ecT UeF

3IH

<(2-}) (Zy 'AIW) (20) moy

1 (1) Co
2 — — E — AL\
<< n)( Yu ‘ ll 2>+2n+1
UeF

Itt a (5.9) egyenlStlenségbe becsempésztiink egy Ao-t, majd hasznédltuk a
ledllési feltételiinket. A konvex kombindciéra alkalmazva a (5.10|) egyenl6tlenséget
és az eddigi becsléstinket:

aq Z cle) + ay Z cle) <

ecTy ecTy
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1) ( (1) Q1 Co
- — [ArA2 ) +
( n) \ i 2n+1
1
n UeF

1 Q16
= (2 ﬁ) ( (041,%(]) + aQy( )) (aa|Ag| + Ot1|A1|))\2> + 2nl_|_01
1 1Cp
=(2-—— —(n—Kk)X 5.11
( n) ((;W (n = k) 2>+2n+1 (5.11)
1 a1Co
<|(2——=)e¢, 5.12
- ( n) ot + 2n+1 ( )
1 1
( ﬁ) opt + 27’1/—_'_]_Copt (513)
2 opt

A (5.11)-es egyenl6ség aq, ay tulajdonsagaibdl kovetkezik. (5.12)-nél hasznéljuk
a fent emlitett egyenl6tlenséget. Végil (5.13) esetében a feltevésiinket
alkalmazzuk a legkisebb koltségli nemnegativ élre vonatkozdlag és azt, hogy
(05] S 1. ]

Ettol a ponttdl kezdve Garg algoritmusa két iranyba mehet. Els6 esetben
tegytk fel, hogy ay > % Ekkor mivel T; megengedett megoldéds (hiszen
tobb mint & csicsot tartalmaz), valasszuk To-t a megolddsunknak. A
lemma segitségével belathato, hogy ekkor az optimum négyszeresénél nem
kaphatunk rosszabb megoldast.

Z ) < 20 Z cle) < 4copt

e€Ty ecTy

Ekkor persze nyugodtan elhagyhatunk leveleket T5-bdl, hogy pontosan k
csucsu fank legyen, hiszen kozben a 4-approximaciéo megmarad. Masik eset-
ben tegyiik fel, hogy as < % Most 1gy fogunk megoldast csindlni, hogy
fogjuk Ti-et és kipétoljuk Th-beli cstucsokkal igy egy k cstcsu fahoz jutunk.
El6szor is vegyiik azon csucsokat, amelyek nincsenek benne Tj-ben, de T5-
ben igen. Legyen ezek szama [ > ks — k1. A PTSP-hez hasonléan meg-

duplazzuk T5 éleit és az igy kapott Euler-sétat nemcsak csicsismétlodés
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esetén roviditjiik hanem, ha olyan csicshoz jutunk, amelyik benne van 77-
ben. Ezek utan egy [ hosszu turat kapunk 7T5-ben. Ebben a turaban keressiik
meg a legrovidebb k —k; csicesbdl 4116 utat. Ezek mind mennek O(n) id6ben.
Végil ezt a k — k; hosszu utat kell hozzadkapcsolnunk a gyokérhez valame-
lyik éllel (természetesen érdemes a legkisebb koltésgiivel) és ekkor kész a
megoldasunk. Most mar csak az approximéacié bizonyitasa van hatra. Sze-
retnénk a gyokérhez kapcsolandd utunk koltségét feliilrol becsiilni. Ehhez
adjuk Ossze a lehetséges k — ky hosszu utak koltségeit. Legyen ez az Osszeg
S, amiben lényegében minden Ty \ T3-beli él koltsége k — kj-szer szerepel,
hiszen egy ¢l ennyi utban szerepelhet. Ekkor a kovetkezo teljestil:

(b = k1)emin < S =(k—ki)-2 > cle) < (k—ki)-2)  cle)

e€To\T1 e€Ty

Az els6 egyenlStlenségnél c,,;,-nel, azaz a legrovidebb k—Fk; hosszi ut koltségé-
vel becstiliink alul minden lehetséges utat, amikbol persze ky — ki darab
van. A masik egyenlGtlenség, azért teljesiil, mert hozzavesszilk még azon
élek koltségét is, amelyek T-beliek is. A 2-es szorzd pedig az élek duplazasa
miatt indokolt. Ebbdl kapunk egy felsé becslést:

k-
" <2

ecTy

Annak az élnek a koltsége, amivel hozzakapcsoljuk az utunkat a gyokérhez
legfeljebb ¢, a fejezet elején taldlhaté masodik feltételezéstink szerint. Egy
észrevételre van mar csak sziikségiink és készen allunk az approximacié bi-
zonyitasara.

k—Fk k—(m—A) A (n—k)

— — =

ky =k (n—Aaof) = (n—JAi])  [Ai] —[Ay]

Most az eddigieket felhasznalva:

Z cle) + 2aq Z +Copt < 2 (Z c(e) + 2aq Z c(e)) + Copt

ecTy ecTy ecT) ecTs
< 4Copt + Copt = 5Copt

Itt kihasznaltuk, hogy as < % miatt a; > % illetve hasznaltuk a lemmat
a masodik egyenl6tlenségnél.
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Osszefoglalva Garg algoritmusa legrosszabb esetben 5-approximdcics, de
ha szerencsések vagyunk elérhetiink 4 esetleg 2-approximaciot is.

Még foglalkoznunk kell a k-TSP-vel is, amit az eddigiek alapjan prébdlunk
megoldani. Garg algoritmusa ugyantgy alkalmazhaté csak a szubrutin hivasai-
nal a PTSP-nél latottak szerint jarunk el, azaz minden v csicsra legyen
m(v) = %, majd ezzel a bilintetésfiiggvénnyel hivjuk meg a GW-algoritmust.
A kapott Steiner-fa éleit megduplazzuk, és az igy kapott Euler-sétat pedig
leroviditjitkk. A kozelitési szamok ugyanazok maradnak.
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6. A Quota-TSP és a PCTSP probléma

Nagyon sok esetben ezt a két feladatot ugyanazon problémaként tekintik, hi-
szen a lényeg mindkét esetben az, hogy egy bizonyos mennyiségti kvotat kell
Osszegyijteni a tura soran. A PCTSP esetében most még azt is hozzatessziik,
hogy biintetést is kell fizetniink, ami egy kicsit megneheziti a dolgunkat,
igy ezzel a probléméval csak keveset foglalkozunk. A Quota-TSP soran, vi-
szont megprébalunk egy jo approximacios algoritmust adni Garg-algoritmusa
segitségével felhasznalva a Quota-MST problémat. Végiil ismertetiink két
moho algoritmust is és megvizsgédljuk a hatékonysagukat.

6.1. A Quota-TSP megoldasa approximacios eljarassal

Ez a rész nagy mértékben felhasznélja az el6z6 fejezetben elhangzottakat, igy
megirdasahoz a [7] cikk is fontos szerepet toltott be. Emellett a [I0] cikket is
hasznaltam a gondolatmenetem ellendrzése céljabol. Eloszor is definidljuk a
problémaékat.

6.1.1. Definicié: (Quota-MST). Adott eqy G = (V, E) irdnyitatlan grdf
az élein eqy ¢ : E — QT koltségfigguénnyel, ami teljesiti a hdromszog-
eqyenlbtlenséget, a csicsain eqyw : V — Z silyfiigguvénnyel, eqy kivdlasztott
r gyokércsiucssal és adott eqy Q) egész szam is. A feladatunk olyan r-t tar-
talmazo F fat taldlni, amire Y .- w(v) > Q és ezen belil minimdlis koltégi
c-re nézve.

6.1.2. Definicié: (Quota-TSP). Adott eqy G = (V, E) irdnyitatlan grdf
az élein eqy ¢ : E — QT koltségfigguénnyel, ami teljesiti a hdromszog-
egyenlbtlenséget, a csiucsain eqy w : 'V — Z7T silyfiigguénnyel, eqy kivdlasztott
r gyokércsicssal és adott eqy Q) egész szam is. A feladatunk olyan r-t tartal-
maz6 T tirdt taldlni, amire ), . w(v) > Q és ezen belil minimdlis koltégi
c-re nézve.

frjuk fel a Quota-MST-t IP-programként. Hasonléan leirhaté, mint a
E-MST esetében:

er+ Z xp>1 YU €eF (6.1)

ecs(U) Uucu’
D apd ww) <> wv) - Q (6.2)
UeF velU veV
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min Z cle)z, (6.3)

zre,xy €4{0,1} VYee E, VU € F

Egyetlen valtozds tortént mégpedig a feltételben, ami garantalja, hogy
a bejart cstcsok sulyainak Osszege legalabb (). Hasonlban relaxaljuk a (6.2])-
beli feltételt valamilyen A > 0-val. Az igy keresendd Lagrange-primal opti-
mum a kovetkezoképpen néz ki:

minz cle)re + A (Z Ty Z w(v) — (Z w(v) — Q)) (6.4)

ecE UeF vel veV

Ebbdl visszatudjuk vezetni a feladatot a PCSTP feladatra mégpedig gy,
hogy a 7(v) biintetésfiiggvényt definidljuk gy, hogy 7(v) := A -w(v) minden
v csucsra.

Ez alapjan felirva a Lagrange-dual optimumot nagyon hasonléhoz jutunk,
mint a k-MST esetében:

e 302 (St o)

UeF veV
)\ Z anU Z 0

Most hasonldéan alkalmazzuk a kovetkezményt és annak mindkét ol-
dalabol kivonunk 2X (3, ., w(v) — Q)-t.

> _cle) +2) <Q‘ - (Zw(v)—@)) <2 (ZyU—A (Zw(v) —Q))

ecT veV UeF veV
S 2Copt

Itt @~ a kihagyott cstucsok sulyainak 6sszege. Ha a GW algoritmust futatjuk
egy rogzitett A € R esetén és azt kapjuk, hogy @~ = > ., w(v) — @, akkor
szerencsések vagyunk és ugyanigy 2-approximaciot ériink el. Egyébként pe-
dig Garg-algoritmusahoz hasonldéan keressiik a megfelel6 lambdat. A két
feltevésiink, amit a k-MST esetében tettiink itt is fennall. A szubrutin
hivasok végén megkapjuk a két lambdahoz tartozé6 PCSTP megoldast, igy
egy (T1,Q7) és (Ty, Q5 ) parost, ahol Q); az i-edik fa &ltal kihagyott csticsok
osszsulya. Legyen tovabba @); az i-edik fa altal 0sszegytijtott kvéta. A leallasi
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feltételbol tudjuk, hogy ekkor @)1 < @ < )2. Ezutan vessziik a T;-k konvex
kombinaciéjat. A konvex kombinacio egyiitthatoit hasonléan szamoljuk ki.
Ezek a kovetkezoek lesznek:

W-Q-@  _Q-W-0
O - QO — @

Itt W =23 o w(v),illetve Q; az i-edik fa altal kihagyott csticsok stlyainak
Osszege. Ezutén a fenti lemma ilyen formaban is beldthat6. Ha ay > %,
akkor hasonléan lathaté a 4-approximéacié. Ellenkezo esetben, viszont ki-
csit valtoztatni kell a modszeriinkon. Itt is azt fogjuk csinalni, hogy T}-et
kipotoljuk csicsokkal T5-bol gy, hogy a megfelelé kvétat elérjiik. Ehhez
vessziik azon csucsokat, amelyek Th-ben szerepelnek, de Ti-ben nem. Ezek
Osszsulya legyen QQ; > (Qo— Q1. Megduplazzuk T, éleit, majd csinalunk egy @,
osszsulyu 1) tarat a fent emlitett médon. Ebben kell majd megkeresniink egy
minimélis koltségli, () — Q)1 Osszulyd utat, amelyet majd hozzakapcsolhatunk
Ti-hez. A k-MST soran latott algoritmus egy az egyben nem hasznalhato
ebben az esetben, egy kicsit triikkozniink kell. Csinaljuk meg 7;-bol T}-t
a kovetkezé médon. Minden Tj-beli v csicsnak feleltessiink meg w(v) da-
rab, 1 silyu csticsot (ez megtehetd, mert w(v) pozitiv egész), amelyeket 0
koltségu élekkel kapcsoljunk egymashoz gy, hogy egy utat kapjunk. Az 1t
két végpontjahoz pedig kapcsoljuk azon éleket, amelyek a turaban az adott v
csucshoz kapcesolodtak és legyen ugyanaz az élkoltségiik mint 7;-ben. Ekkor
T/ egy olyan @), cstcst graf, aminek az Osszsilya és az Osszkoltsége meg-
egyezik Tj-ével. Megfigyelhetd, hogy egy Tj-beli utnak megfeleltethetd egy
ugyanolyan koltségti T;-beli 1t, amely legaldbb annyi kvétat gyujt ossze. A
feladatunk tehat T/-ben egy minimalis koltségli Q) — @y csticsbdl all6 1t ke-
resése. Ennek az ttnak a koltségére mar alkalmazhaté a fent latott becslés,
igy egy ilyen ttnak a koltségére, c,,;,-re fendall a kovetkezo:

Q-Q
Cmin < QFQi GGZTZ c(e)

a1 =

Innentdl kezdve mar minden ugyaniugy miikodik. Az igy kapott utat hozzakap-
csoljuk egy éllel T1-hez. Eszrevehetjiik, hogy 52__%11 = ap, majd a feltevésiink
és a fo lemma hasznalataval belathatd, hogy az igy kapott fa koltsége nem
lehet rosszabb mint az optimum 5-szorose, igy ez az algoritmus is 5-kozelito.
Az el6z6 fejezetben latott gondolatmenettel tudunk 5-approximaéciés algorit-

must adni a Quota-TSP megoldasara is.
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6.2. Moho algoritmusok a Quota-TSP megoldasara

A kovetkezoekben két mohé algoritmust ismertetiink a Quota-TSP meg-
oldasara, amelyek egyszertinek tiinhetnek, de sokszor elég jo eredményt ad-
nak. A végén majd a két algoritmust hatékonysdgi szempontbdl is 6sszeha-
sonlitjuk. A Quota-TSP-nek azt a valtozatat tekintjiik, amelyben el6re adott
egy r gyokércsucs is. Ez felteheto, mert kiilonben futtatjuk az algoritmust
az Osszes lehetséges gyokércsics valasztassal, és az igy kapott eredményekbol
a legkisebb koltségii megoldast valasztjuk. Ebben a részben az algoritmuso-
kat a [§] cikk alapjan ismertetjik. A kiszamitott eredményeket, viszont egy
altalam készitett program alapjan fogom kozolni.

Algoritmus 1

Ez az algoritmus lényegében azt csindlja, hogy kiindul a gyokérbol és ha
egy adott csucsban van, akkor kivalasztja a legnagyobb stilyd még meg nem
latogatott szomszédjat és arra 1ép tovabb. Ez addig megy, amig a sulyok
Osszege mar nem kisebb, mint a megkovetelt kvota. A végen kapunk egy
gyokérbol induld utat, majd ehhez hozzavessziik azt az élt az outputunkhoz,
amelyik a gyokeret koti Ossze azzal a csiccsal, ahol megalltunk, igy kapva
egy turat. Most lassuk ezt precizebben.

Input: egy G(V, E) irdnyitatlan teljes gréaf, egy r € V' gyokércstics és egy
Q) egész szam.

Output: egy T tura, aminek koltsége C' és a sulya P

Jelolések:

e T az épild it csicssorrenddel megadva, ami kezdetben iires
e 5 az a csucs, ahol az algoritmus éppen jar

e u az a csucs, ahova az algoritmus lépni fog

U azon halmaz, ami a még meg nem latogatott csiucsokat tartalmazza

C az eddig megtalalt tura koltsége
e P az eddig megtalalt tura silya
Nézziik most az algoritmus pszeudokodjat:

1. C,P:=0, T:=0, s:=r, U:=V\{r} (inicializal4s)
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[\]

. while (P < Q)

3. w:=argmax,ep w(v)

4. U:=U\{u}, T=TU{u}
5. C=C+c(su), P=P+wu)

6. s=u

8. C'=CH+c(sr)
9. RETURN(T, C, P)

Most lassunk egy olyan algoritmust, ami az el6z6h6z nagyon hasonld, de jéval
hatékonyabb, amirdl késébb meg is gyézodhetiink.

Algoritmus 2

Sokban nem fog kiilonbozni az el6zotol, csak a tovabblépést kicsit ligye-
sebben valasztjuk meg. Felhasznaljuk az élek koltségét is a maximalizaldshoz.
A célunk az, hogy minél nagyobb silyu csticsot vegyiink be az épiilé utunk-
ba, de az odavezeto él koltsége se legyen olyan nagy. Ezt a kovetkezoképpen
tesszilk meg: azt a csucsot vélasztjuk az 1t folytatasaként, amely maxi-
malizdlja a sulyanak és az odavezetd él koltségének hanyadosat. Késobb
megfigyeljiik, hogy ilyen kis valtoztatas milyen mértékl eltérést okozhat a
két algoritmus futdsanal. Ekkor pont egy szamunkra idedlis csticshoz ju-
tunk. Ha esetleg 0 koltségti éllel is taladlkozunk az algoritmus soran, akkor
természetesen hasznaljuk azt. Persze a gyakorlatban ez nem sokszor fordul
elo. A pszeudokédunk egy sorban médosul mégpedig a 3. sor esetében:

w(v)

u 1= argmax (50)
A két algoritmus MATLAB kédjat a fiiggelékben megtalalhatjuk, ha kivancsi-
ak vagyunk a szamitogépes implementalasukra is.

A fejezet zarasaként osszehasoniltjuk a két algorimtust két szempontbdl
is. Adott csiucsszam és adott kvota esetén megvizsgaljuk, hogy az algo-
ritmusaink altal adott turdk koltsége és silya hogy viszonyul egyméshoz.
Az élkoltségekhez és a kvotakhoz véletlentl generalunk 1 és 10 kozti egész
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szamokat. A kovetkezé tdblazat azt mutatja, hogy adott csiicsszam és kvita
mellett milyen koltségii megolddst ad a két algoritmus. Ertelemszerfien az
adatparok els6 tagjai az egyszerti moho algoritmusra vonatkoznak, a masodik
tagjai pedig a javitottra.

VINQ | 120 130 140 150 160
40 | [86,37] | [100,45] | [121,49] | [112,28] | [124,52]
50 | [81,18] | [96,43] | [86,31] | [114,55] | [131,60]
60 | [83,36] | [112,58] | [36,55] | [88,36] | [101,33]
70 | [78,45] | [83,22] | [96,26] | [99,23] | [101,28]
80 | [79,32] | [114,40] | [113,23] | [97,37] | [113,24]

1. tablazat. A megoldasok koltségeinek valtozasa a két algoritmus sordan

Megfigyelhet6, hogy mindegyik esetben a javitott algoritmusunk ad jobb
megoldast, s6t a csticsszam és a kvota novekedésével a koltségek kozti kiilonb-
ség is egyre nagyobb lesz atlagosan, igy nagy csucsszam vagy kvéta esetén
sokkal jobban megéri a javitott verziot hasznalni. Most nézziikk meg mi a
helyzet a kvétakkal. Ennek eredményeit a kovetkezo tablazat mutatja.

VINQ [ 120 130 140 150 160
40 | [120,122] | [133,131] | [142,140] | [153,155] | [161,162]
50 | [126,122] | [133,137] | [144,142] | [151,152] | [165,168]
60 | [124,121] | [130,131] | [141,142] | [153,153] | [165,162]
70 | [126,124] | [136,132] | [145,145] | [150,152] | [168,160]
80 | [126,121] | [136,132] | [142,144] | [152,157] | [167,165]

2. tablazat. A megoldasok sulyainak véltozasa a két algoritmus soran

Jol lathato, hogy a két algoritmus nagyon hasonld eredményeket ad, ame-
lyek a sziikséges kvotahoz viszonylag kozel vannak.

6.3. A PCTSP probléma

A PCTSP probléma lényegében egy kozos valtozata a PTSP és a Quota-
TSP problémaknak, éppen ezért nagyon nehéz ra jo kozelité algoritmust
adni. Az dtletet a probléma megoldasara a [5] cikk alapjén kozoljiik. Léssuk
a probléma lefrasat:
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6.3.1. Definicié:. Adott eqy G = (V, E) irdnyitatlan grdif az éleken egy
c: E — QF koltségfiigguénnyel, ami teljesiti a hdromszog-eqyenlétlenséget,
a csicsain eqy m : V — Q7 4in. biintetésfigguénnyel” illetve eqy w : V
77" sulyfugguénnyel. A csicsok kozott van egy kitintetett r € 'V, amelyet
gyokérnek neveziink. Adott még eqy Q) egész szdm is. A feladatunk taldlni
egy olyan legalabb Q sulyu T = (Vp, Er) turdt, amely tartalmazza r-et és
minimalizdlja a kovetkezd kifejezést:

oT) = Z cle) + Z 7(v)

ecEr UEV\VT

A probléma megolddsara csak egy otletet mondunk, ami a [5] cikkben is
olvashaté. Az alapotlet 1ényegében annyi, hogy a grafunkon lefutattunk egy
a-approximacios algoritmust a PTSP megoldaséara ugy, hogy a sulyokkal nem
foglalkozunk, majd lefutattunk egy [-approximéciés algoritmust a Quota-
TSP megoldasara mikozben eltekintiink a biintetésektdl. Az igy kapott két
megoldasbdl 1étrehozhaté egy PCTSP megoldas, amely a+ 3 approximacios.
A szakdolgozatban targyalt algoritmusok alapjan kijelenthetd, hogy létezik
T-approximaciés algoritmus a probléma megoldasara.
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7. Fuggelék

A tesztel6 fliggvényiink illetve a moho algoritmusok kodja:

function T = testtable()
T = {5,5};
for i=1:5
for j=1:5
T{i,j} = greedy(30 + 10%1,1,110 + 18*]);
end
end
end

function W = greedy(n,r,Q) %Adott a csicszam, a gyokér és a kvota
A = ones(n)-diag(ones(n,1));
G = graph{A~=8); %Megcsinadljuk a teljes grafot az adjancenciamatrixabsol
for:1=1n

for j=i:n

if a3 =g
A(i,j) = randi(10,1,1); %Véletleniil valasztunk élkdltségeket
A(7,1) = A(i,]j); %Szimmetrikussa tesszik A-t
end

end
end
w = randi(1@,n,1); %Véletleniil valasztunk sulyokat
S=-w(r);
for i=1:n

5 =5+ w(i);
end
ifSsS<Q

W = "No solution!'; %lLeellendrizzilk, hogy megoldhato-e a feladat
else
P=0;
C=20;
s = r; %Inicializalunk
p = zeros{l,numnodes(G)); % p lesz a latottsagi szamokat tartalmaza tomb
p(r) = 1; %Kezdetben a gyokér mar latott csics
T = zeros(1,numnodes(G)); %Ez a tomb adja meg az utunkat csicssorenddel

(5]
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j=1;
T(j) = s; %A kezdo csics a gyokér
while P<Q
J=i+1;
N = neighbors(G,s); %Kigylijtjik s szomszédjait
max = @;
argmax = 0;
for i=1:length(N)
if p(N(i)) ==
if w(N(i)) > max %Algoritmus2 soranm: w{N(i))/A(s,N{(i)} > max
max = w(N(i));
argmax = N(i);
end
end
end %Kivalasztjuk azt a csicsot, amelyikbe az algoritmus soréan lépniink kell
p(argmax) = 1;
P =P + max;
C=C + A(s,argmax);
5 = argmax;
T(j) = s; %Tovabblépiink a megfeleld csicsra és belevesszilk az utba
end
C=C+ A(r,s); %Felvessziik a megfelels élet, hogy egy turat kapjunk
W [T,C,P]; % Az output
end
end
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