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Koszonetnyilvanitas

Szeretném kifejezni halamat témavezetémnek, Dr. Fekete Imrének, hogy megismertette
velem a numerikus analizis vilagat. Az elGadasaitol kezdve a személyes konzultaciokig,
mindig érezhettem motivalé hozzaallasat, ami a sok szakmai segitség mellett nagyban

hozzajarult ahhoz, hogy lelkes szivvel tekintsek a feladatra.

Tovabbé szeretném megkdszonni csalddomnak a rengeteg tdmogatast, amit az elmilt évek
soran kaptam télilk. Nem feledkezhetek meg baratnémrél sem, aki mindvégig ott volt
mellettem és szazadjara is kikérhettem véleményét, akar ugyanarrol a bekezdésrél is. Illetve
minden baratomat is koszonet illeti, nélkiiliik feleekkora élmény sem lett volna a BSc

képzés.



I. Bevezetés

Folytonosan véltozo jelenségekkel vilagunk minden teriiletén talalkozhatunk, ezen folya-
matok modellezésére sziiletett a differencidlegyenletek egyre b6viils eszkoztéara. Ilyen, ma-
tematikailag megfoghat6é modellek a fizika mellett a biologiatol kezdve a kdzgazdaségtanig
szamtalan tudomanyag megértésében kulcsfontossigi szerepet toltenek be.

A differencidlegyenletek (roviden DE) és megoldasaik vizsgalataban a legnagyobb aka-
daly, hogy pontos megoldast zart alakban a felbukkand problémék csak nagyon specialis
osztalyaira tudunk adni. Emiatt sziiletett az igény, hogy a megoldast egy numerikus mod-
szer segitségével kozelitsiik. Az elmélet és a technologia jelentds fejlédésének koszonhetGen
egyre ‘nehezebb” probléméakra tudunk egyre “jobb” kozelité megoldast adni. Ugyanakkor
tovabbra is fennallnak nehézségek, melyek hatékony orvoslasa napjainkban is kutatasok

targya.

Dolgozatom célja, hogy bemutassa a standard modszerek felépitését és ezek bizonyos ne-
hézségeit merev feladatok esetén, majd betekintést nytjtson egy 1j, alternativ modszer-
vilagba, az ugynevezett nemstandard véges differencia (angolul NonStandard Finite Dif-
ference - NSFD) metodikaba, mely segitségével képesek lesziink athidalni a megismert
akadélyokat.

A 2. fejezet [16] és [12,13] konyvek megfelels részeit kovetve a kozonséges differenci-
alegyenletek (KDE) egylépéses modszereinek standard elméletérdl szol. Ebben a részben
ismertetem az alapfogalmakat és tételeket, majd az explicit Euler tovabbfejlesztésével ka-
pott Runge-Kutta (RK) modszer-csaladot. Példakon keresztiil megismerkedhetiink merev
feladatok nehézségeivel, majd bevezetésre keriilnek fontos stabilitési fogalmak is.

A 3. fejezet a téma jeles uttordjének, Mickens monografidjanak KDE részét dolgozza fel
[19]. Numerikus instabilitasok kiilénb6z6 forrasait fogom bemutatni. Majd konkrét felada-
tokon keresztiil példat lathatunk, hogyan orvosolhatoak a tapasztalt problémék megfelel
NSFD séma alkalmazasaval.

Végiil a 4. fejezetben az ismertetett metodika elemeit felhasznalva a [15] szakcikk ered-
ményét vezetem le és hasonlitom ssze més megoldéasokkal. Igy végeredményiil egy olyan
explicit NSFD séma-csalddot kapunk, mely rendelkezik a megismert stabilitasi tulajdon-

sagokkal, igy képes hatékonyan megoldani merev feladatokat.



II. Standard véges differencia

modszerek

Mint a bevezetGben is emlitettem, a kozonséges differencidlegyenletek klasszikus, avagy
standard numerikus moédszereivel fogunk foglalkozni. Itt két f6 kategoriat kiilonboztet-
hetiink meg: azokat, melyek minden lépés sordn csupan egy kezdéértéket hasznalnak fel
(ezeket nevezziik egylépéses modszereknek) és azokat, melyek tobb, a megel6z6 1épésekben
kiszamolt adatpontot is felhasznalnak (t6bblépéses modszerek). Emlitésre mélto Bashforth
és Adams 1883-as cikke [1], melyben tobbek kozott a sok mai alkalmazés szempontjabol
is fontos, tobblépéses Adams-Bashforth modszert irtdk le. Tovabba Runge 1895-6s pub-
likacioja [26], melyre a modern egylépéses modszerek kiindulopontjaként tekintiink [4].
Munkamban az utébbi, egylépéses modszerek elméletével fogok foglalkozni. Ugyan a de-
finiciok altalanos formaban keriilnek kimondasra, a konnyebb atlathatosig kedvéért a

levezetések a skalar esetet fogjak targyalni.
Miel6tt numerikus modszereket szerkesztenénk, tisztézzuk az alapfeladatot:

2.1. Definicié Legyen G C R x R? tartomdny (azaz dsszefiiggd és nyilt halmaz),
(to, ug) € G egy adott pont, f: G — Re egy folytonos leképezés. A

du
= Fltul) o)
’U,(to) = U

feladatot Cauchy-feladatnak, avagy kezdetiérték-feladatnak nevezziik és CF-el jeloljiik.

2.2. Definicié Az olyan w : I — R? (I nyit intervallum) folytonasan differencidlhato
fiigguényt, amelyre

o {(t,u(t)):tel} CQ@q,
o U/ (t) = f(t,u(t)) mindent € I,
° to el és 'U,(to) = U

teljesiil, a (2.1) CF megoldasanak nevezziik.



Valos problémat modellezd feladatndl alapvetd elvaras, hogy létezzen egyértelmd meg-
oldas. Ezt a Picard-Lindelof tétel garantalja [13], amennyiben f teljesiti a kovetkezd,

mdsodik vdltozobeli Lipschitz tulajdonsagot:
AL > 0: ||f(t,wr) — fF(t,ug)|| < Li|luy —us|| V(£ u1), (t,us) € G. (2.2)

Emiatt a masodik véltozobeli Lipschitz tualjdonsidgot mindig fel fogjuk tenni. Emellett,
hogy a jelolések atlathatoak maradjanak, az I intervallumot [0, T]-nek valasztjuk és a

jeloléseket a skalar esethez igazitjuk.

I1.1. Egylépéses modszerek alapjai

El6szor is bevezetiink egy racshéalot, amivel a dolgozat tovabbi részében dolgozni fogunk.

2.3. Definicié A [0, T iddintervallum aldbbi
wp == {t,=nh:n=0,1,2,...,N; h=T/N}
egyenletes felosztdsdt ekvidisztans racshalonak nevezziik.

Ezen t, pontokban allitjuk el u(t,) — a pontos megoldas — kozelitését, melyet y,-el je-
16liink. Idézziik fel az elsG, talan legegyszertibb numerikus modszert, melyet Euler Insti-
tutiones Calculi Integralis cimd 1768-as konyvében publikalt [10]. Tekintsiik a (2.1) bal
oldalén szerepls derivalt egyik lehetséges

w:f@n,yn), n=01,... ,N-1, (2.3)

diszkretizaciojat, a haladd véges differencia sémat. Az ebbdl atrendezéssel nyert

yn+1:yn+hf(tnayn)a nzo,l,...,N—l

véges differencia modszert yo = ug természetes megvalasztasa mellett explicit Fuler (ro-
viden EE) modszernek nevezziik. Az y,, numerikus megoldas [0, T]-n valé konvergenciaja
(akar valtozo lépéskoz mellett, egy nem ekvidisztéans racshéalon is) bizonyithato [16], és
mint kideriil, a hiba Ch-val feliilr6l becsiilhets, ahol C' egy h-tol fliggetlen konstans.
Ez [13] II. fejezetének példajaval élve azt jelenti, hogyha egy adott feladatra N lépéssel
a modszer hibdja egy, mig a kivant pontossidg hét tizedesjegyti, akkor 106N lépést kell

tenniink, hogy ezt garantalni tudjuk.



Ez igencsak motivalja a kérdést, hogy tudunk-e hatékonyabb moédszereket konstrualni.
Ennek megvélaszolédsidhoz sziikségiink lesz az alabbi fogalmakra, melyeket a kovetkezd @

altalanos egylépéses numerikus modszerre fogalmazunk meg:
Yni1 = Yn +h®(h, tn, Yn, Yns1), n=0,1,..., N —1. (2.4)

2.4. Definicié Azokat a mddszereket, amelyekre ® = ®(h,t,,y,,) (tehdt a ¢ figgvény
nem fiigg yn+1-t6l) explicit mddszernek nevezziik. Amennyiben ® y,.1-tdl is figg, akkor a

maodszert implicitnek nevezziik.

2.5. Definicid Az ey(t.) = yn — u(ty), (ahol nh = t,) figgvényt a ® numerikus mddszer
t, pontbeli globalis diszkretizacios hibafiiggvényének nevezziik. Azt mondjuk, hogy a P

numertkus modszer konvergens a t, pontban, ha

lim ey, (t,) = 0. (2.5)

h—0
Ha a © numerikus mddszer konvergens [0,T] minden pontjiban, akkor konvergens mod-
szernek nevezziik. A (2.5) konvergencidjanak rendjét pedig a ®-mddszer konvergenciarend-

jének nevezzik.

Mivel a globdlis hibat sokszor nem konnyt kiszdmitani, érdemes a lokalis hibat vizsgélni.

Ehhez vezessiik be az alabbi

gn(h) = —u(tps1) + u(ty) + h®(h, ty, u(ty), u(tni1)) (2.6)

fiiggvényt, mely a pontos megoldasboél inditott numerikus lépés és pontos lépés eltérését

mutatja.

2.6. Definicio A (2.6) gn(h) figgvényt a (2.4) alaki ® numerikus mddszer t,, € wy, pont-
beli képlethibajanak (mds szdval lokélis approximécios hibafiiggvényének ) nevezzik. Azt

mondjuk, hogy a ® numerikus modszer p-edrendben konzisztens, ha
gn(h) = O(h"*)
valamely p > 0 dllandéval minden t,, € wy, rdcspontban.

Végiil a két hibafogalmat 0sszekots elvet, a numerikus analizis alaptételét mondjuk ki, mi-
szerint egy numerikus modszer stabilitdsa® mellett, p-edrend konzisztenciabol p-edrendii

konvergencia kovetkezik.

LA fogalom a numerikus moédszer bemend adatoktol valé folytonos fiiggését, pontosabban a hiba kor-

latos valtozasat fejezi ki.



2.7. Tétel [16, 3.24] Tegyiik fel, hogy a (2.4) képlettel definidlt ® numerikus mddszer
e p-edrendben konzisztens;

e a ® figguény folytonos, a harmadik és negyedik vdltozojdban egyardnt kielégiti a
Lipschitz feltételt®.

Ekkor a mddszer p-edrendben konvergens a [0, T] intervallumon.

Ezen fogalmak ismeretében, az explicit Euler egy 1épését Gsszehasonlitva a pontos meg-
oldéas t,-korili Taylor-soraval lathato, hogy a modszer valoban elsérendben konzisztens
és f Lipschitz tulajdonsaganak koszonhetSen konvergens is. Ez a [13,16]-ban részletesen
is kifejtett szdmolas egy standard technikdnak mondhato, igy dolgozatomban nem fogom

targyalni.

A tovabbiakban magasabbrendd modszerek szerkesztésével fogunk foglalkozni. Ez nem
kiilonosebben nehéz abban az esetben, amikor f csupan ¢ fiiggvénye, ilyenkor a (2.1) CF

az alabbi
u'(t) = f(t), w(0)=mug

interpolacios feladatra egyszertisodik, melynek megoldasa
t
u(t) = ug +/ f(s)ds.
0
Ha az integralt a kozépponti
u<tn+1)%u(tn)+hf<tn+h/2)v n:O717--'7N_1
kvadraturaval kozelitjiik, akkor az alabbi

Yns1 =Yn + hf(tn +h/2), n=0,1,....N—1,
Yo = Ug

numerikus modszert nyerjiik. Mivel az alkalmazott kvadratira rendje ketts, a kapott koze-
lités hibaja O(h?), ami az el6z6 példa feltevéseivel élve, a kivant 7 tizedesjegyt pontossag

eléréshez csupan 102N 1épést kovetel meg. Ez ezerszer kevesebb 1épés, mint az explicit

2Azaz léteznek Lz, L, > 0 allandok, amelyek mellett tetszoleges si, sz, p1 és ps szamok esetén

|®(h,tn,p1,51) — P(h, tn, p2,52)| < L3|p1 — p2| + La|s1 — s2| teljesiil.



Euler alkalmazasaval. Most probaljuk meg kiterjeszteni a fenti otletet az altalanos (2.1)

feladat megoldasara. Ekkor az alabbi

Yn+1 = Yn + hf(tn + h/27 y<tn + h/2))

formulat kapjuk az n-edik lépésre. Ebben a képletben az y(t,,+h/2) ismeretlen kiszamitéasa
egy nemlinéris egyenlet megoldésat kovetelné, viszont egy h/2 hosszi EE 1épéssel explicit

modon kozelithetjiik. Ez pedig a kovetkezs

k1= f(tn yn)
ko= f(tn+h/2,yn +h/2- k) (2.7)
Ynt+1 = Yn + hko
explicit, masodrendd modszerhez vezet, melyet ezért javitott Fuler mddszernek neveziink

és a JE szimbolummal jeloljiik. Az eddigi két modszer Gsszehasonlitédsat mutatja be a 2.1.

és 2.2. abra.

t?l tﬂ—'_ h/2 t?l—'_ h tn tﬂ+ h/2 t7l+ h

2.1. abra. Az explicit Euler (bal) és a javitott Euler (jobb) egy lépése.

h=0.5 h =0.25 h=0.1
y ||— pontos Y Y
* EE 7 /
JE / // k3
6 6 * 6 p*

*
S
*
\\
* N
®s

0 05 1 1.5 ¢t 0 05 1 1.5 ¢ 0 05 1 1.5 ¢

2.2. abra. Az eddigi modszerek az u/(t) = u(t), u(0) = 1 feladaton finomodoé lépéskoz mellett.



I1.2. Explicit Runge-Kutta médszerek

Megfigyelhettiik, hogy mig az EE egy lépése soran csupan egyszer keriil kiértékelésre a
jobb oldali f fiiggvény, a JE egy lépésében kétszer is, ezt ky és ko formajaban lathatjuk
a modszert definialo (2.7) képletben. Ezeket Ilépcsdknek hivjuk, igy az EE egylépcsds,
mig a JE kétlépcsds egylépéses modszer. Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogy tobb
lépess felvételével tudunk-e magasabbrendd modszereket szerkeszteni. Igy hat keressiik a

modszeriinket (2.7) altalanositasaként a kovetkezs formaban:

2.8. Definicié Legyen s € N adott és a;;, b;, ¢; € R (4,5 = 1,2,..., ) rigzitett egyiitt-
hatok. Ekkor
ki = f(tn + cih,yn)

kQ - f(tn + Cgh, Yn + hCLQlkl)
ks = f(tn + csh, yn + h(asiki + aszks))

ks = f(tn + csh> Yn + h(aslkl + -+ as7s—1ks—1))
Yni1 = Yn + h(b1ky + - - + bsks)
egy s-lépesds explicit Runge-Kutta tipust modszer (roviden ERK).
Megfigyelhets, hogy s = 1 esetén az EE-t kapjuk, mig s = 2 esetén a paraméterek megfe-
lels valasztasaval a JE-t, igy ez a definicié valoban altalanositja az eddigi modszereinket?.

Bevezetésként tekintsiik az s=2 esetet és keressiink egy masik mésodrendd modszert.

Ekkor egy altalanos lépés az

Yn+1 = Yn + blhf(tna yn) + bth(tn + coh, Yy + haZlf(tm yn))

alakot Olti. A pontos megoldast behelyettesitve, majd Taylor-sorba fejtve és h egyiitthatoit

csoportositva az alabbi egyenlGséget kapjuk:
u(ty + h) = u(ty) + bih(f + c2hOr f + anhOa fOo f) + O(R?)
= u(tn) + (bl + bg)hf + h2 (c2b201f + bQCLQlfan) + O(h3)

Igy a masodrendd konzisztencidhoz az alabbi sziikséges és elégséges feltételek adhatok:

bl -+ bg = 1, Cng = 1/2, a2162 = 1/2 (29)

3Erdemes azt is megfigyelni, hogy amennyiben f teljesiti a (2.2)-es tulajdonsagot L Lipschitz-
allandoval, akkor az s-1épcsés ERK-t leiro @ fliggvény kielégiti a 2.7. Tétel masodik pontjat Ls = L

egy s-edfokt polinomjaval.
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Az egyenletrendszer altalanos megoldésa a kovetkezd b # 0 paraméterrel irhato fel:

bgzb, blzl—b, Co = Q91 = —.

2b

Felmeriilhet a kérdés, hogy a paraméterek iigyesebb megvalasztasaval vajon kaphatunk-e
harmadrendii modszert. A valasz nemleges és konnyen ellendrizhets az f(y,t) = y linearis
egyenlettel [16, 4.1 fejezet]. A mésodrend feltételét, (2.9)-et behelyettesitve megkapjuk,
hogy a hibatagban h? egyiitthat6ja minden mastol fiiggetleniil 1/6.

Nagyobb s értékekre a paraméterek mennyisége miatt nehezen atlathatéova valhat a defi-

niciéban szereplé jelolés. Ezt orvosolandé J. C. Butcher az alabbi

&
Co | A21

C3 | as1 Aas2

konnyen attekinthetd felirasi modot vezette be [3], melyet az adott ERK modszer Butcher-
tablojanak nevezziik. Az igy kapott szigori als6 haromszogmatrixot, két vektort és az

altaluk alkotott Butcher-tablot roviden a kovetkezSképp jeloljiik:

[0 0 0 ... 0] ¢ ] (b, ]
0 O b
a21 & 2 cl A
A= a3y Qs 0 0 s C=|C3]|, b = b3 s .
bT
_asl Qg2 ... Qss5-1 0_ _Cs_ _bs_

11



A lenti 2.1. tablazatban az eddigi moédszerek mellett Runge és Kutta klasszikus har-
madrendd modszereinek Butcher-tablojara lathatunk példat. Ezekben a modszerekben
minden ¢; éppen az A egyiitthatomatrix i-edik sordsszegével egyenls, azaz Ae = c. Ez
feltétele annak, hogy minden pont, ahol f-et kiértékeljiik a pontos megoldas egy elsérend
kozelitése legyen. Ugyan kettd és harom 1épcsénél ezen feltétel elhagyasaval névekedni fog
a paraméterek szabadsagi foka (méasod-, avagy harmadrend feltételeire nézve), negyed-
és magasabbrendti modszerek szerkesztésében mar hatranyt jelent [22]. Igy ez egy — mar

Kuttanal is megjelent — alapfeltevés, amibél ¢; = 0 kovetkezik.

0
1/2 | 1/2 0
0 1o 1 1/3 [ 1/3
0lo 121/ 1o o 1 2/3| 0 2/3
B 01 1/6 2/3 0 1/6 1/4 0 4/3

2.1. tablazat. EE, JE, harmadrendt Runge és harmadrendi Kutta modszerek Butcher-tabléja.

11.2.1. Rendfeltételek

“The reader is now asked to take a deep breath, take five sheets of
reversed computer paper, remember the basic rules of differential calculus,

2

and begin the following computations: ...
(E. Hairer, G. Wanner, S. P. Norsett [13, 11.2])

Mint az az ERK modszereket definialé képletekbdl is sejthetd, magasabb rend ellenérzése
egyre hosszabb Taylor-sorba fejtéssel jar, ami elméletben egyszert, de a lépcsék szama-
ban igencsak gyorsan névekvé mennyiségii szamolést igényel, mely a direkt megkdzelitést
ellehetetleniti. Erre egy lehetséges megoldas a (2.9)-es egyenletekhez hasonlo rendfeltéte-
lek szerkesztése, melyek gyorsan kiértékelhets egyenletek és adott s 1épcsGszam esetén,
amennyiben teljesiilnek, garantaljak a kivant rendi konzisztenciat. Habar ilyen rendfel-
tételek megalkotasa korantsem egyszeri feladat, bizonyos cimkézett gyokeres-fak segit-
ségével a formulak kidolgozasa kezelhetébbé valik [12, I1.2]. Dolgozatom szempontjabol
a leveztések kevésbé fontosak, igy az eredmények targyalasa lesz fokuszban. El&szor is

vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

=k, e, ..., T, C=diag(ci,co,. .., ) € RS

»s

12



Igy az Ae = c feltételt kihasznalva az alabbi kompakt modon tudjuk kimondani a rend-
feltételeket:

Rend: p Feltételek
1 ble=1
2 b'c=1/2
3 b'c?2=1/3, b'Ac=1/6
4 b'c3=1/4, b'CAc=1/8, b'Ac’=1/12, b'A%c=1/24

b'ct=1/5, b'(CT)2Ac=1/10, bT(AC)?=1/20,
5 b'CAc?=1/15, bTAc®=1/20, b CA%c=1/30,
b"ACAc =1/40, bTA%c?=1/60, b'A3c=1/120

2.2. tablazat. Runge-Kutta tipusi modszerek rendfeltételei p = 5-ig.

Tehat egy (2.8) alaka modszer, mely teljesiti az egytdl p-ig terjedd egyenleteket, egy leg-

alabb p-edrendben konzisztens explicit Runge-Kutta tipusi modszer.

Ilyen numerikus eljarasok egyik lehetséges szerkesztési modja kvadrattura formulakon alap-
szik?. Talan az egyik leghiresebb — RK4 nevet visel6 — ERK modszer is levezethetd ily
mo6don. Ehhez tekintsiik a Simpson-formulat a pontos megoldésra alkalmazva a (¢, t,11)

intervallumon:

h/6 - [f(tn, u(tn)) +4f(tn +h/2,u(ty +h/2) + f(tni1, ultni1))]

A zardjelben 1évs els6 tag explicit kiszamithato, a tobbi ismeretlen tagot kiilonb6z6 EE

lépésekkel kozelitve a kdvetkezs négylépesés ERK modszerhez jutunk:

ki = f(tn, yn) 0

ko= f(t,+1/2-h,y, +h/2 ki) 1/2]1/2

ks = f(tn+1/2-h,y, +h/2 ko) /21 0 1/2

ky = f(tn + b, yn + hks) 1|0 o0 1

Yn+1 = Yn + h/6 - (k1 + 2k + 2k3 + k) 1/6 1/3 1/3 1/6

2.3. tablazat. A Simpson formulabdl levezetett RK4 és Butcher-tabloja.

4Emellett sok més technika létezik |13, I1.1], melyet dolgozatomban nem térgyalok.
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Felmeriilhet a logikus kérdés: minden s-re létezik olyan s-1épcsés ERK, melynek rendje
legalabb s? A véalasz erre a kérdésre nemleges. Ennek magyarazata pedig a kielégitendd
feltételek és szabad valtozok kapcsolatdban rejlik. Hogy ezt megértsiik, elGszor tekintsiik
a 2.4. tablazatot.

Rend: p |12345678 9 10

Feltételek szama | 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205

2.4. tablazat. Runge-Kutta modszerek rendfeltételeinek szama.

Azaz adott rend eléréséhez ismert a kielégitends feltételek szama. Igy amit vizsgalnunk
kell, az a paraméterek megvalasztasanak szabadséigi foka. Az Ae = c feltevést figyelembe
véve a (2.8)-es definici6 alapjan kapjuk, hogy az s-lépcsés ERK szabad valtozoinak szama
s(s+1) . o . . SR P o P 5 vy e

—5—. Ami s = 5-re csupan 15, mig a kielégitendd egyenletek szama 17. Igy 6tédrend
eléréséhez egy legalabb hatlépcsés modszert kell konstrudlnunk. A kovetkezs tablazatban

s = 10-ig lathatjuk az adott lépcsGszammal elérheté maximalis konzisztenciarendet:

1 23 45 6 7 8 9 10

LépcsGszam: s

Elérhet()’rend:p|1 2 3 4 4 5 6 6 7 7

2.5. tablazat. ERK modszerek maximalis elérhetd rendje.

Mikor egy KDE feladat megoldasara numerikus eljarast szeretnénk alkalmazni, nem egy-
szerd eldonteni, hogy melyik az optimalis. Figyelembe véve, hogy a 1épcstk kiszamitasaban
az [ fiiggvény kiértékelése olykor iddigényes lehet, a 2.5. tablazat alapjan a négylépcsGs
negyedrendd ERK tipust modszerek tiinhetnek “optimalisnak”. Ugyanakkor bizonyos fel-
adatoknal lehetséges, hogy egy negyedrendii modszer csak olyan kis 1épéskodz mellett képes
garantalni az elvart pontossagot, hogy annak szamitogépes kivitelezése tulzottan koltsé-
gessé valik. Igy az, hogy melyik modszer “optimalis”, mindig az adott feladattol és a

kozelitd megoldasra tett elvarasainktol fiigg.
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I1.2.2. A lépéskoz megvalasztasa

Ezen alfejezet tartalma alkalmazasok szempontjabol elengedhetetlen fontossagu, ennek
érzékeltetésére szolgal a bekezdés. Konnyt elképzelni olyan valds folyamatokat, melyek a
szamunkra fontos idGintervallum egy révid részén gyorsan, a tobbin pedig lassan, vagy
akar egyaltalan nem valtoznak. Ekkor, hogy a gyors valtozast visszaadja a numerikus
kozelités, “kis” lépéskozt kell valasztanunk, viszont ezen esetben a lassan valtozo részen
sokkal t6bb szdmolést végziink, mint az “sziikséges lenne”. Ilyen feladatoknal el6ny6s lenne
olyan eljarast alkalmazni, melynek lépéskoze képes id6ben dinamikusan valtozni. Tovabba
valos alkalmazasokban elég a numerikus kozelitést egy adott hibahataron beliil keresni. Ez
motivélja a feladatot, hogy a lokalis hibdban, mely egy p-edrendd modszer esetén, kellGen
kis h-ra ChP*! alaki, ne csak a kitevst, hanem az egyiitthatot, azaz a fentiekben C-
vel jelolt, gynevezett hibakonstanst is ismerjiik. Amennyiben ezt megbizhatéan becsiilni

tudjuk, lehetdségiink nyilik adaptiv numerikus eljarasokat konstruélni.

Két nevezetes hibabecslési eljarast fogok ismertetni [16, 4.2.3], az els6 — a Richardson
extrapolacié — tetsz6leges ERK modszerre alkalmazhato. A kulesotlet, hogy t,-b6l két
kiilénb6z6 moédon 1épiink ¢,,,1-be. Elgszor az ERK egy h hosszu 1épését, majd két egymast
kovets h/2 hosszi lépését szamitjuk ki, ezeket rendre jeloljik y, és y,-el. Az igy nyert két
kozelité megoldas kiilonbségébdl p-edrendd konzisztenciat feltételezve a
|Yn — Yn|
C~ ———
(1 —2-P)ppt!

becslést adhatjuk a hibakonstansra. Az 6tlet hibabecslés mellett egy 1j, eggyel magasabb-
rendid modszer elGallitdsdhoz is hasznalhato. Ehhez vegyiik azt észre, hogy a két kozelits
megoldés tigyes

o~ Yn — Ul

kombinaldsaval kiejthets C, a lokalis hiba ChP*! egyiitthatoja. Igy v lokélis hibaja
O(hP*?), azaz az 0j modszer konzisztenciarendje eggyel magasabb, mint az eredeti. To-

vabba, adott € hibakorlat fiiggvényében az alabbi

A

explicit moédon ki tudjuk fejezni a sziikséges 1épéshosszt, mely garantalja a kivant pontos-

sagot.
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A maésodik technika két kiilonb6z6 modszer altal adott eredményt fog felhasznalni a hiba,
illetve az optimélis lépéskdz megtalaldsara. Ehhez két ERK 1épést fogunk tenni, melyek
rendje tipikusan p, illetve p + 1°. Igy a magasabbrendd modszer segitségével képesek le-
sziink becsiilni az alacsonyabb rend modszer megoldasanak hibajat. Hogyha olyan mod-
szereket valasztunk, melyek A egyilitthatométrixa megegyezik, minimalizalni tudjuk a

szamitasi munkat. Ilyen esetben a két ERK modszert célszeri egy

c| A
bT
BT

kibévitett Butcher-tabloban reprezentélni, ahol b a p-edrendd, b pedig a (p + 1)-edrendi
modszerhez tartozo sulyokat tartalmazo vektor. Ilyenkor a két modszert egyiitt bedgyazott
Runge-Kutta tipusi mddszerpdrnak nevezziik®. Szokas gy is mondani, hogy az alacso-
nyabb rendid bedgyazott mddszere a magasabb rendtinek. Most a hibat a két kozelité

megoldas eltérésével becsiiljiik, melyet a b — b vektorral az alabbi
i=1

alakban is felithatunk. Igy az alabbi

1

£ p+1
hoj = heesi - | —
€n

kompakt képlet adhato az 4j 1épéskozre. Ezen otlet alapjan adaptiv modszereket tudunk
szerkeszteni, melyek képesek a lépéskozt dinamikusan valtoztatni a hibabecslés alapjan.
Erdemes megjegyezni, hogy valtozo lépéskozt modszerek optimalis implementalasa a leg-
egyszertibb esetben sem trivialis, igy nem csoda, hogy o6riasi elmélet épiil ennek kutata-
sara 13, IL.5] [12, IV.2]. Az alfejezetet egy gyakorlatban kimondottan népszert adaptiv
Runge-Kutta tipust modszer, a Dormand—Prince 9] (réviden DOPRI vagy DOPRI5,

2.6. tablazat) ismertetésével és egy alkalmazésaval zarom.

A két megoldas rendje 4, illetve 5, emellett az 6todrendd megoldas paraméterei gy lettek

megvalasztva, hogy hibajaban h® egyiitthatojat minimalizaljik. Vegyiik észre, hogy az A

SEzen leggyakoribb valasztas mellett mas, példdul p, illetve (p — 1) rendekkel is szokas dolgozni.
6Gyakran csak “moédszer’-nek nevezziik a moédszerpart.
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0

1 1

5 5

3 3 9

10 40 10

4| a4 _56 32

5 45 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2187 6561 729

1| 91T 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656

1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
35 0 500 125 _ 2187 11
384 1113 192 6784 84

2.6. tablazat. Dormand—Prince moédszer kibgvitett Butcher-tabloja.

egyiitthatomatrix utolsé sora megegyezik a b vektorral, igy a kovetkezd 1épésben f egyik
kiértékelését tjrahasznalhatjuk, azaz a 7 1épcsé ellenére csupan 6 fliggvény-kiértékelés
sziikséges egy 1épéshez. Ezen tulajdonsidgoknak koszonhetGen igen jol alkalmazhato valos
feladatok megoldasédban. A 1épéskoz adaptivitasanak hasznossigat jol mutatja a 2.3. Abran

lathato Brusselator egyenlet (Appendix A) numerikus megoldasa a DOPRI modszerrel.

lépések

o X

—o—y

2.3. abra. Brusselator megoldasa DOPRI médszerrel € = 10~° tolerancia mellett.

Mint az a fenti abrabol is lathato, a megoldas révid, gyorsan valtozo részeket tartalmaz,
és ezt a hibabecslésnek koszonhetSen a 1épéskoz mérete megfelelGen koveti. Az elmult
évtizedek soran hatalmas fejlédés ment végbe a lépéskoz-megvalasztés elméletében 29,30,

32|, viszont dolgozatom terjedelmére valo tekintettel a modern elméletet nem targyalom.
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I1.3. Implicit Runge—Kutta médszerek

Az eddigiekben a Runge-Kutta tipust modszerek koziil csak explicit modszerekkel foglal-
koztunk. Ezeket egy A € R**® szigoru alsdé haromszogmatrix és ¢, b € R® vektorok altal
alkotott Butcher-tabloval tudjuk definialni. Egy altalanos Runge-Kutta tipust modszer
(RK) annyiban béviti az ERK fogalméat, hogy az A egyiitthatométrixra nem helyez szi-
goru als6 haromszog megkotést. Egy olyan RK modszert, melyre A nem szigoru also
haromszogmatrix implicit Runge-Kutta tipust modszernek (IRK) nevezziik. Mint azt a
I1.2. fejezetben lattuk, az Ae = c feltevés nem jelent kimondott megkotést, igy ezt ezentul

“, e,

a RK tipust modszerek definiciojanak részeként fogjuk tekinteni.

Az IRK egy 1épése soran definici6 szerint lesz olyan lépcss, amiben a k; érték egy imp-
licit egyenlettel lesz megadva, igy ennek kiszdmitasat nem lehet az ERK modszerekhez
hasonloan egymés utén, lépcsénként meghatérozni, hanem egy (altalaban nemlinearis)
egyenletrendszert kell megoldanunk. Ehhez az implementéacié soran valamilyen (tipikusan

Newton-féle) iteraciot kell alkalmazni.

J. C. Butcher “Implicit Runge—Kutta processes” cimii cikkének eredeti verziojat [2| vissza-
kiildték a szerkeszték, mivel nem volt vilagos, hogy az IRK egy lépését definialo egyenlet-
rendszernek létezik-e egyértelmt megoldasa’. Mint kideriilt [13, I1.7], ehhez f Lipschitz-
folytonossagan kiviil h-ra is bizonyos megkotésnek kell teljesiilnie. A fejezet hatralévs
részére a megoldas létezését és egyértelmiiségét mindig fel fogom tenni. Ennek realitasét
és kovetkezményeit [12, IV.8, IV.14| részletesen targyalja, viszont dolgozatomban nem

térek ki ra.

Bevezetésként tekintsiik a talan els§ IRK modszert, melyet Cauchy irt le 1824-ben [5].
Ehhez vegyiik a (2.1) feladatot az alabbi

tn+1
W(tna1) = ulty) +/ f(s,u(s))ds
tn
integral alakban. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint valamely 6;, 0, € (0, 1)-re

U(tny1) = u(tn) + hf (tn + O1h, u(tn) + O2(u(tnsr) — u(tyn)))

egyenl@ség teljesiil. Ekkor a 6 = 0y = 6 paramétervalasztas az

Yn+1 = Yn + hf (tn + Hh, Yn + e(yn-H - yn))

“Ennek feloldasat a publikacioé appendixe tartalmazza.
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numerikus modszerhez vezet, melyet 6-maodszernek nevezziik. Megfigyelhets, hogy mig a

0 = 0 eset az EE modszer, a 6 = 1 valasztas az eddigiektdl eltérs

ki = f(tna ynJrl)
Ynt1 = Yn + hkl
implicit modszert eredményezi. Sorbafejtéssel belathato, hogy az igy kapott, igynevezett

implicit Euler (roviden IE) is els6rendd. Most tekintsiink két érdekes IRK modszert, az

els6 a f-modszer egy specilis esete (0 = 1/2), az implicit kézépponti szabdly:

kl = f(tn+h/2ayn+h/2yn+l)
Ynt1 = Yn + hky.

A masodik egy kétlépcsds

kl - f(tmyn)
ko= f(tn +2h/3,yn + /3 (k1 + k2)))
Ynt1l = Yn + h/4 . (kl + 3k2)

modszer Hammer és Hollingsworth-t61 [14]. Megleps modon az els6 modszer a rendfelté-
teleket masodrendig, mig a masodik harmadrendig teljesiti, igy a lépcsészamok ellenére
a konzisztenciarendjeik 2, illetve 3. Ez azzal magyarazhato, hogy az A egyiitthatoméatrix
és b silyvektor paramétereinek szabadsagi foka IRK moddszereknél jelentGsen nagyobb,
mint ERK modszerek esetén. Az eddigi modszerek és még egy, a trapézszabélyon alapuld

modszer Butcher-tablojat mutatja be a 2.7. tablazat.

0] 0 0 0] 0 0
1‘1 1/2‘1/2 2/311/3 1/3 1]1/2 1/2
‘1 0 ‘ 1 1/4 4/3 1/2 1/2

2.7. tablazat. Balrdl jobbra az IE, implicit kbzépponti szabély, Hammer—Hollingsworth és az
implicit trapéz-moédszer Butcher-tabldja.

Kuntzmann és Butcher felfedezték, hogy minden s-re létezik olyan IRK tipusti modszer,
melynek konzisztenciarendje 2s [2], ezeket mazimdlis rendé IRK modszereknek nevezziik.
Egylépcs6sre mar lattunk példat, az implicit kozépponti szabalyt. Magasabb 1épcsGszéma,
maximalis rendd modszereket pedig a 2.8. tdblazat tartalmaz. Megfigyelhets, hogy ezen

modszerek ¢; értékei egy nagyon specialis médon lettek megvalasztva, éppen a Gauss- vagy
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Gauss-Legendre-kvadratira alappontjainak felelnek meg. Eppen ezért szokas az ilyen IRK

modszereket Gauss—Legendre modszereknek is nevezni (roviden Gaussp, ahol p a modszer

rendje).
1 _ V15 5 2_ V15 5 _ V15
2 10 36 9 5 36 30
1_ V3 1 1 _ V3 1 5 _ V15 2 1_ v15
2776 1 176 2 36 24 9 17 10
1, V3|1, V3 1 1, v15 | 5 _ v15 2, v15 5
5t % | 11T % 1 5t 0 |36 30 o1 15 36
1 1 5 4 5
2 2 18 9 18

2.8. tablazat. Negyedrendi Gaussd és hatodrendd Gauss6 modszerek Butcher-tabloja.

Ilyen és ehhez hasonl6 sok masik IRK meghatarozhato egy, polinom interpolacion alapuld
numerikus integralashoz hasonld, tgynevezett kollokdcios modszer segitségével. Az igy
kapott numerikus eljarast szintén kollokaciés modszernek nevezziik. Nevezetes kollokacios
modszer-csalad, a Lobatto: melyben a Gauss-féle ¢; alappontok tugy keriilnek médositasra,
hogy az els6 és utols6 alappont az intervallum végpontjaival essen egybe, vagyis ¢; = 0
és cs = 1, ezek rendje 2s — 2. Masik hasonléan népszert modszer-csalad a Radau, ahol
csak az els¢ (Radau IA) vagy az utols6 (Radau ITA) alappont keriil a lépés szélére, ezek
rendje 2s — 1. Felmeriilhet a kérdés, hogy miért is van sziikség implicit moédszerekre, mikor
a nemlineéris egyenletek minden 1épésben valé megoldasa oridsi mértékben megnoveli a

szamitasi munkat. Erre a kérdésre a kovetkezd alfejezetben vélaszt adunk.

I1.3.1. Stabilitas és merevség

Most megvizsgalunk a mar emlitett “bizonyos” feladatok koziil néhanyat, minek soran
fény deriil IRK tipusi modszerek olyan kedvezd tulajdonsagaira, melyek ERK tipusi

modszereknél nem elvarhatoak. Elgszor tekintsiik a Dahlquist-féle lineéris tesztegyenletet:
u'(t) = du(t), te€[0,T], u(0)=1, X<0 (2.10)

Majd oldjuk meg az EE és IE modszerekkel a [0, 1] intervallumon, kilénbozé A és h érté-
kek mellett is. Az u(t) = e pontos megoldas ismeretében konnyen kiszdmolhat6 a hiba

is, melyet a 2.9. tablazatban lathatunk. Figyeljiik meg, hogy A = —9 paraméterrel a hiba

8Gyakorlatban sokszor tébbdimenziés CF-ot kell megoldanunk, és az ekkor megjelend sajatértékekrsl

nem minden esetben feltehets, hogy valosak. Igy altalanos esetben a Re()\) < 0 feltétellel dolgozunk.
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A=-9 A=-99 A= —-999
h EE IE EE IE EE IE
0.1 3.07e — 01 | 1.20e — 01 | 3.12e + 09 | 9.17e — 02 | 8.95¢ + 19 | 9.93e — 03
0.01 1.72e — 02 | 1.60e — 02 | 3.62e — 01 | 1.31e — 01 | 2.38¢ + 95 | 9.09e — 02
0.001 |1.71e =03 | 1.60e — 03 | 1.90e — 02 | 1.75¢ — 02 | 3.67e — 01 | 1.32e — 01
0.0001 | 1.66e — 04 | 1.65e — 04 | 1.78¢ — 03 | 1.68e — 03 | 1.92e — 02 | 1.76e — 02
0.00001 | 1.66e — 05 | 1.66e — 05 | 1.82¢ — 04 | 1.18¢ — 04 | 1.83e — 03 | 1.83e — 03

2.9. tablazat. Hiba maximumnormaéaban, kiilénb6z6 A\ értékekekre.

pontosan a vartnak megfelelGen alakul. Viszont a tobbi A értékre az EE csak megfelelGen

kis h-ra ad hasznalhaté eredményt, mig az IE tovabbra is megfelelGen miikodik. Ez a gya-

korlati alkalmazésok szempontjabol gondot jelenthet, hiszen kis h mellett sok 1épést kell

végrehajtani, ami a szamitasok idejének megnovekedése mellett a gépi hibak felhalmozo-

dasanak lehet&ségét eredményezi. Mint azt a 2.4. 4bra mutatja, ez a jelenség nem az EE

modszer sajatos tulajdonsaga, minden explicit és szamos implicit RK modszernél is jelen

van. Viszont az IE a fenti tdblazatnak megfelelGen viselkedik minden adott paraméterre.

h=0.5

h =0.25

h=0.1
1.5 5 1.5 5 1.5 4
- - - pontos
—JE
0=1/4
1 ¢ 1 * RK4
\ IE
0.5 | 0.5 1
| *
\\ \\\ *
* X
0 ~-_L_X __o----¢ O,, = - 8- & H—R=—R——8—
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 0 0.5 1

2.4. abra. A A\ = —9 paraméterd tesztfeladat megoldésa kiilonbo6z§ 1épéskozok mellett.
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Ezen jelenség megértéséhez elGszor vizsgaljuk meg kozelebbrsl az EE és IE egy altaldnos
lépését a (2.10) tesztfeladaton:

EE: Y1 =0+hNy,, n=0,1,..., N—1 yo=1,
1

IE:  ypp1 = mym

n=01,....N—1 yg=1.
Ezt altalanosan egy modszertdl fiiggs R(hA), ugynevezett stabilitdsi fiigguénnyel

Ynt1 = R(hN)y, (2.11)

forméban irhatjuk le?. Bevezetve a z = h\ jelolést, majd a (2.11) egyenletet iteralva a
modszerek n-edik pontban vett megoldasat elsallithatjuk R(z)"y, alakban. Igy konnyen
lathato, hogy a numerikus modszer megoldasanak korlatossdga megfogalmazhatd R(z)
fiiggvényében is, ami azért fontos, mert a tesztfeladat pontos megoldasa a Re(\) < 0
feltétel kovetkeztében mindig korlatos, igy csak olyan numerikus megoldas kozelitheti
megfelelGen, amely szintén hasonlé tulajdonsagu, azaz R(z) < 1. Ez valos, negativ A
esetén az EE, illetve IE modszerekre a kovetkezd feltételeket eredményezi:

Res(z)| <1 = h<

|Rig(2)| <1 <= h>0.

Mivel A minden esetben pozitiv, az I[E mindig korlatos megoldéast fog eredményezni, mig

az EE csak megfelelGen kis h-ra. Ez pedig 6sszhangban all a 2.9. tablazattal.

Mivel egy numerikus modszer konvergenciaja csupan a h — 0 melletti viselkedését jellem-
7i, egy rogzitett racshalon valdo miikodésérsl nem ad informéaciot. Emiatt van kiemelkedd
szerepe azon modszereknek, melyek tetszéleges racshéalon is visszaadjak a pontos megoldas

fontosabb tulajdonsagait, specialisan a korlatossagot.

2.9. Definici6 Azon z € C szamok halmazdt amelyre az
IR(=) < 1

feltétel teljesiil, a numerikus modszer stabilitasi tartoméanyanak nevezzik. Azt mondjuk,
hogy egy numerikus modszer A-stabil, ha a stabilitdsi tartomdnya tartalmazza a bal oldali
C~ ={2€ C:Re(z) <0} C C komplex félsikot.

9A két fenti esetben ez Rpgp(h)\) = 1+ hA és Rip(hA) = 1/(1 — hA)-t jelenti.
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Vagyis az A-stabil modszerek pont azok, melyek egy linearis differencidlegyenletre min-
den h > 0 lépéskozzel korlatos megoldast adnak, hogyha a pontos megoldés korlatos. A
definici6 Germund Dahlquisttol szarmazik, aki elGszor 1963-ban tobblépéses modszerek-
re fogalmazta meg ezt a stabilitasi tulajdonsagot, azzal a kis eltéréssel, hogy Re(z) < 0
esetén a numerikus megoldas 0-hoz valé konvergencidjat kovetelte meg!® [8]. A stabilitési
fiiggvények ismeretében konnyti ellendrizni, hogy az IE A-stabil, mig az EE a valos tenge-
lyen sem teljesiti a tulajdonsagot. Hogy mas RK tipusti modszerek stabilitési tartoméanyat

is meg tudjuk vizsgalni, elGszor azok stabilitasi fiiggvényét kell kiszamolnunk.

2.10. Tétel |16, 4.14] Egy Runge—Kutta mddszer R(z) stabilitasi fiigguénye't

_det(I—zA+ze-b')
B det(I — zA)

Figyeljiik meg, hogy amennyiben A egy szigori alsé haromszogmatrix, azaz a modszer

R(z)

explicit, a nevezs azonosan 1. Azaz R(z) z egy polinomja, tehat a modszer stabilitasi

tartomanya mindig korlatos. Igy kapjuk a mér korabban emlitett fontos eredményt:
2.11. Tétel Az explicit Runge—Kutta tipusi modszerek nem A-stabilak.

Altalanos RK tipust modszerek esetén a 2.10. Tétel alapjan R(z) egy racionélis tort-
fiiggvény, ahol a nevezGben szereplé polinom implicit modszerekre legalabb els6foka. A

tesztfeladat pontos megoldasat 6sszehasonlitva egy p-edrendd numerikus megoldéassal az
e* — R(z) = O(hP™) = O(2P1)

Osszefiiggést kapjuk. Tehat a stabilitéasi fiiggvényrdl kideriil, hogy e* egy p-edrendid Padé

tipust kozelitése. Igy az s-lépcesds, s-edrendii ERK modszerek stabilitasi fiiggvénye az
22 z°
R(z):1+z+§+--~+§

alakot olti. Most tekintsiik a 8-modszer

1+ (1—-6)z
R(z) = ————
(2) 1 -0z
stabilitasi fiiggvényét, mely 0 = 0 és 1 valasztéassal Rgg, illetve Rig, mig 0 = 1/2 az
1+1/2-z
k&) =130

fliggvényt eredményezi, ami éppen megegyezik a trapéz-modszer stabilitasi fiiggvényével.

Az igy kiszamithato stabilitasi tartoméanyokat mutatja be a 2.5. abra.

10Ey7 a stabilitasi fiiggvénnyel megfogalmazva az R(z) < 1 feltételt jelenti.
1Az e-b' kifejezés a két vektor diadikus szorzata, azaz e - bT € R9X5,
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2.5. abra. Bal oldalon s-lépcsés s-edrendi ERK médszerek stabilitasi tartomanya, jobb oldalon
a f-modszer stabilitasi tartomanya kiilonbézs 0 értékekre.

Mint lathato, az ERK modszerek mindegyike és a 6-modszer 6 < 1/2 értékekre korlatos
stabilitasi tartomannyal rendelkezik. Viszont 6 = 1/2-re a §-modszer (az implicit kozép-
ponti szabély) stabilitasi tartoménya éppen egybeesik a bal oldali komplex félsikkal, mig
0 > 1/2-re a bal oldali komplex félsikon tul a jobb oldali félsik nagy részét lefedi. Tehat
a trapéz-modszer, 6 > 1/2-re a 0-modszer és igy az IE is A-stabil. Mint azt lathattuk, az
A-stabil RK modszerek akkor elényosek a tesztfeladaton explicit modszerekkel szemben,
amikor Re()\) < 0. Ebben az esetben a pontos megoldas egy révid, gyorsan valtozo — agy-
nevezett tranziens — szakasz utan szinte allando. Ez a jelentGs eltérés a pontos megoldas
kiilonboz6 idéskalai kozott nagyban jellemez sok, természettudoményokban felbukkand

folyamatot. Ennek koszonhetGen az A-stabilitas egy valoban fontos fogalomma valt.

Alkalmazasokban gyakran el6fordulnak olyan kezdetiérték feladatok, melyek numerikus
megoldasa soran stabilitasi tulajdonsagok jelentik a fébb akadalyt. Igy az, hogy milyen
modszert valasztunk, egy kritikus fontossagu kérdéssé valhat. (Erre egy példa a fenti teszt-
feladat megfelel paraméterekkel.) Ugyanakkor annak eldéntése, hogy melyik CF kivan
kiilonos figyelmet korantsem egyszerti. A merev feladatok egy hatalmas ilyen, specialis bé-

nasmodot igényls csalddot alkotnak. Annak ellenére, hogy szamtalan tertileten bukkannak
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fel és elméletiik mara hatalmasra nétt, nagyon sokéiig nem sziiletett kielégits definiciojuk.
Az els6 megfogalmazas Curtishez és Hirschfelderhez kéthets [7], mely Hairer és Wan-
ner [12, IV.1] merev feladatokat bevezets fejezetét is nyitja, mely magyarul az alabbi
modon hangzik: “merev feladatok azok, melyeken explicit modszerek nem mikodnek.” Az-

114

Ota szdmos vetélkedd definicio sziiletett, ezt jol leirja Gustaf Soderlind 2015-6s “. .. Sizty
years in search of a definition” publikdci6janak cime is, azaz mar t6bb mint 60 éve fog-
lalkoztatja a matematikus kozosséget ez a fogalom [31]. Ebben a publikacioban a fogalom
torténelmének osszefoglaldsa mellett, egy funkcionalanalitikus megkozelitést definiciot is
kaphatunk. A tovabbi fogalmak tekintetében, inkabb a merevségre jellemzé tulajdonsagok

lesznek fontosak, igy a dolgozatom a definiciét nem fogja targyalni.

Sok merev feladat lassan valtozé megoldésédban jelen vannak tranziens szakaszok!?. Te-

kintsiik erre példaként az alabbi, kémiai reakciot leird egyenletrendszert:

ui(t) = — 0.04uy (t) + 10%uy(t)us(t), (lasst)
up(t) = 0.04uy(t) — 10%ug(t)us(t) — 3 - 107u3(t), (nagyon gyors) (2.12)
us(t) = 3 107u3(t), (gyors)

ahol a kezdeti feltétel u;(0) = 1, uz(0) = 0, uz(0) = 0. Ennek megoldasahoz hérom
kiilénbo6z6 adaptiv numerikus eljarast fogok alkalmazni, koordindtanként implementalva.
Az els6 a MATLAB beépitett ode45 differencidlegyenlet-megolddjal. A masodik, a mar
korabban ismertetett DOPRI egy egyszert 1épéskoz-megvalaszto eljarassal, és végiil az
implicit kézépponti modszer, avagy Gauss2 a Richardson extrapolécion alapuld 1épéskoz
véalasztassal. A numerikus eredmények a 2.6. dbran lathatok. Vegytiik észre, hogy mind-
hérom ERK tipustt modszerrel tett probalkozéas tobb, mint 100 1épést igényelt és erdsen
“zajos” kozelité megoldast adott. Mig az A-stabil Gauss2 minddssze 13 1épést igényelt és
a megoldésa sima. Emellett érdemes azt is megfigyelni, hogy a toleranciaérték csokkenése
nem eredményezte a 1épéskoz jelentds véaltozasat!.

A fentiek alapjan konnyen juthatnank arra a kovetkeztetésre, hogy merev feladatokat

A-stabil modszerekkel mindig zokkendmentesen tudunk kezelni. A kévetkezo

u'(t) = —999(u(t) — cos(t)), wu(0)=0 (2.13)

12Ugyanakkor ez a feltétel se nem sziikséges, se nem elégséges.
BDormand-Prince moédszeren alapul egy szofisztikalt 1épéskoz-megvalasztési technikat alkalmazva.
4Ez egy, a dolgozatom terjedelmén tulmutatd szamitasmatematikai stabilitassal hozhat6 osszefiiggésbe.
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Y2 4

——ode4b
3.65 | —— DOPRI
—— DOPRI pontos

26 | Gauss2
3.55 |
3.5 1
3.45 |

3.4

0
h .

1074+ : : :

0 0.05 0.1 0.15 0.2 ¢

2.6. abra. A (2.12) CF numerikus megoldasa a hozza tartozo lépéshosszakkal e, ATol, RTol =
1076, illetve “DOPRI pontos” esetében € = 2- 1077 toleranciaértékek mellett.

egyszeri differencidlegyenlet erre ad ellenpéldat, melynek pontos megoldésa egy révid
tranziens szakasz utan ~ cos(t). Most pedig tekintsiik meg az implicit kézépponti modszer

és az IE modszer kozelité megoldésat a 2.7. abréan.

2,,

—o— Gauss2 30 lépés
—o— Gauss2 60 1épés
IE 30 lépés

2.7. abra. A (2.13) CF numerikus megoldasa kiilénboz6 A-stabil modszerekkel.
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A 2.7. abra szerint az implicit k6zépponti szabaly ugyan idében tart a pontos megoldashoz,
az oszcillalas mértéke nagyobb lépéskoz mellett hasznalhatatlanné teszi az eredményt, mig
az [E egyaltalan nem mutat oszcillaciot. Ez a jelenség azzal magyarazhato, hogy a modszer
RGauss2(RA) stabilitasi fiiggvénye Re(\) < 0 esetben ugyan kisebb, mint 1, de nagyon
kozel van hozza. Ez azt eredményezi, hogy a cos(t)-t6l vett eltérés exponencialis modon,
de lassan cseng le. Tehat azon merev feladatok, melyek perturbacioi kiilondsen gyorsan
kertilnek csillapitasra, olyan modszerrel kezelhetdk jol, melyek R stabilitasi fiiggvénye nem

rendelkezik a fenti probléméval.
2.12. Definicié Egy numerikus mddszert L-stabilnak neveziink, amennyiben A-stabil és

lim R(z) =0. (2.14)

2300
Konnyen lathato, hogy az IE esetében a fenti hatarérték valoban 0, és mivel A-stabil, igy
L-stabil is. Hasonlo moédon ellenérizhetd, hogy a Gauss2 modszer nem L-stabil’®. Vagyis
sikeriilt megoldani a fenti, nemkivanatos jelenséget azon az aron, hogy egy szigoribb
stabilitasi fogalmat vezettiink be. Ezzel is j6l mutatva, hogy a merev feladatok megoldasat

tobbnyire stabilitas vezérli.

A fejezetet egy olyan jelenséggel zarom, mely — az eddigiekkel ellentétben — nem kivan
tranziens szakaszt a pontos megoldasban. Ez a jelenség a rendcsokkenés, ami implicit
modszerek merev feladatokra vald alkalmazasaban az elmélet szerinti és az adott feladaton

valoban megfigyelt konvergenciarend eltérését jelenti. Tekintsiik a kovetkezs

1

uy(t) = —(p+ 2w () + pu3(t),  ua(0)
uy(t) = ua(t) — ua(t) — (1), us(0)

valos p-vel paraméterezett KDE rendszert a [0, 1] intervallumon, melynek pontos megol-

)

(2.15)

1

désa

ur(t) = e és wuy(t) =e .
Ebben a példdban a megoldas nem fligg a 1 paramétertdl. Viszont a CF merevsége igen,
pontosabban, nagyobb paraméter merevebb feladatot fog jelenteni [27]. Most oldjuk meg
a (2.15) feladatot kiilonb6z6 IRK tipust modszerekkel. Jelolje a megfigyelt rendet p és

becsiiljiik a I1.2.2. fejezetben bemutatott extrapolacios technika atalakitaséaval kapott

5 =1g(e(0.1)/e(0.01)) (2.16)

150lyan modszerekrsl, melyek stabilitasi tartomanya éppen egybeesik a bal oldali komplex félsikkal,

belathato, hogy a (2.14) hatarérték mindig 1, igy ezek nem L-stabiliak.
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eljarassal, ahol e(h) a lépések soran vett legnagyobb hibat jeloli h lépéskoz mellett'S. Most

pedig vessiik Ossze az igy kiszamithato rend becslését kiillonboz6 p paraméterekkel.

i
—— Gauss4
41 —— RadaullA
RadaulA
—— LobattolIID
IE
3 i
2 iR
1 i
1071 100 10! 102 103 104 10° K

2.8. abra. A (2.16)-os p rend becslések a p paraméterti (2.15) CF fiiggvényében.

Figyeljiik meg, hogy amennyiben p nagysagrendileg kozel all a 1épéskozhoz (nem merev
eset), a megfigyelt rend jo becslése az elmélet szerinti rendnek. Viszont nagysagrendileg
magasabb p értékekre (merev eset) a konvergenciarend t6bb modszernél is csokken és azt
nem mindegyik nyeri vissza. Ezt a jelenséget elGszor Prothero és Robinson magyarazta

meg egy (2.10) altalanositasaként kapott

u'(t) = Au(t) — o(t) + ¢'(t), te€[0,T]

tesztegyenlet segitségével [24]. Ekkor, ezen a A-val paraméterezett egyenletcsaladon két
eltérd konvergenciarendrdl is beszélhetiink. Az elsd a klasszikus rend, mely a modszer hiba-
janak viselkedését irja le h — 0, hA — 0 esetben. A maésik, egy merev feladatok jellemzése
soran felmeriils h — 0, hA — oo, Ggynevezett merev-hatdrérték mentén megjelend kon-
vergenciarend [17]. Az utobbi eset kezelésére 1j fogalmakat kell bevezetni (lasd [17,27]).
Dolgozatomban nem térek ki ezek targyalasara, csupan megemlitem, hogy lehetséges olyan
feltételeket szerkeszteni, melyek garantalni fogjék a rend visszanyerését. Tovabbéa léteznek
tgynevezett merev-pontos modszerek is (implicit trapéz, vagy az abran IE), melyek teljes

mértékben ellendllnak a rendcsokkenésnek.

16Ttt a hiba a kétkomponenst eltérés euklideszi normaja.
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ITI. Nemstandard véges differencia

modszerek

A fejezet Ronald E. Mickens “Nonstandard Finite Difference Schemes” és “Advances in the
Applications of Nonstandard Finite Difference Schemes” cimii konyveinek relevans részeit
dolgozza fel'. A cél, hogy betekintést nyerjiink kozonséges differencidlegyenletek egy, a
standard elmélettdl eltérd megoldasi modjaba. Az NSEFD metodika egy altalanos szemlé-
letmod arra vonatkozoan, hogy hogyan is kell véges differencia modszereket szerkeszteni.
A szemlélet egyik kulcsfontossagi része az, hogy minden egyes differencidlegyenletet més
modon kell megkdzeliteniink, annak fiiggvényében, hogy maguk az egyenletek mit model-

leznek, és hogy milyen célt szolgal ezek megoldasa.

Mivel a standard elmélet nem egy adott DE megoldasara nytjt megoldé6 modszert, fenn
all a kérdés: ha egyaltalan létezik, akkor melyik modszer a legjobb egy adott probléma
kezelésére? Fzen egyértelmiiség hianyat probélja kikiiszobolni az NSFD metodika egy

extra megkdtéseket nyujto elv, a dinamikus konzisztencia segitségével.

A modszerek szerkesztését vezérls elv bevezetése érdekében tekintsiik az alabbi

du
i flu,t,N),  u(0) = ug (3.1)

kozonséges differencidlegyenletet, ahol A € R™ az egyenletet meghatarozé paraméter.

Tovabba legyen (3.1) egy véges differencia reprezentécioja

Yn+1 = F(ym Ynt1s bns B, )‘)7 tn = nh, (32)
ahol h a lépéskoz és y, éppen u(t,) kozelitése.

3.1. Definicié Legyen a (3.1) alaki DE és/vagy ennek megolddsai P tulajdonsdgiak. Azt
mondjuk, hogy (3.2) dinamikusan konzisztens P tekintetében (3.1)-el, amennyiben (3.2)

és/vagy ennek megolddsai szintén rendelkeznek a P tulajdonsdggal.

LAhogy azt az irodalomban megfigyelni véltem, az NSFD vilagban sokkal gyakrabban hasznalt a
“séma”, mint a “modszer” kifejezés, mikor véges numerikus eljarasokrol esik szo. Igy ezt dolgozatom is

tlikrozni fogja azzal, hogy nemstandard elemeket tartalmazoé eljarasokra sémaként fogok hivatkozni.
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Vagyis minél tobb P tulajdonsag tekintetében dinamikusan konzisztens (réviden DK) egy
véges differencia egyenlet, megoldasa annél “jobb” kozelitése a DE megoldasanak. Ez akkor
nagyon hasznos, amikor elvaras, hogy a numerikus kozelités a pontos megoldas bizonyos
kvalitativ tulajdonsagait megdérizze. Emlékezziink vissza, hogy a I1.3.1. fejezetben is egy
kvalitativ tulajdonsag vizsgalata vezetett az A-stabilitdshoz. Gyakran elgfordulo, fontos
P tulajdonsagok lehetnek [6,11,23]:

e A megoldas korlatossaga.

A megoldas monotonitasa (specidlisan oszcillaciok kizarasa).

A megoldas nemnegativitasa.

e Az egyensulyi pontok szama és stabilitasuk.

Megmaradasi torvények (példaul energiamegmaradas).

e Periodikus és mas specialis megoldasok.
Bevezets példaként tekintsiik az

u'(t) = Au(t), u(0)=ug, A<O0 (3.3)

tesztfeladatot. Figyeljiik meg, hogy a pontos megoldas ismerete nélkiil is rogzithetiink
bizonyos tulajdonsagokat, amit egy "jo" kozelitéstdl elvarnank:

e P u(t) =0 egy egyensulyi pont;

e P,: u(t) abszolut értéke szigortian monoton tart a nullahoz;

e Ps: feltéve, hogy ug # 0 minden ¢ > 0-ra ug - u(t) > 0 .

Az )
t nJn
U(t):u<)% YnYn+1
u(t)  (Yn + Yns1)/2
kozelitést hasznalva, majd az EE modszert alkamazva adodik az

n - Yn 2nn
Yn+1 ?J:A YnYn+1 (3'4)

h Yn + Yn+1

séma, melynek a nemnegativ megoldasa?

Uit = hAUn + yn VT + REAZ = <\/1 yESC hA) Yo (3.5)

2 Atrendezve y,,41-ben masodfoki, igy explicit megadhato.
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Szémolassal belathato, hogy minden A > 0, A < 0 értékre
0<V1+h2\2+h\ <1,

azaz a (3.5) altal megadott (yo = ug) explicit numerikus modszer Py, P, és P tulajdonsag
tekintetében is DK a (3.3) tesztfeladattal. Vagyis a modszer altal adott kozelité megoldas
a (3.1) feladatra minden lépéskoz mellett korlatos. Ezen eredményt érdemes sszevetni
a 2.11. Tétel allitdsaval, miszerint explicit RK modszerek nem lehetnek A-stabilak, en-
nek kovetkezménye, hogy csak implicit RK modszerek tudjak garantdlni a tesztfeladatra
adott kozelitd megoldas korlatossagat tetszdleges 1épéskoz mellett. Tehat egy olyan mod-
szert szerkesztettiink, mely explicitsége ellenére implicit RK modszerek tulajdonsagaval
rendelkezik. Ezt az elényos tulajdonsagot az NSFD metodika nyelvén tgy fogalmaznénk
meg, hogy a (3.3) DE (3.4) diszkrét modellje numerikus instabilitds mentes, vagyis a
diszkrét modellnek nincs olyan megoldasa, ami nem feleltetheté meg a DE egy megol-
dasaval sem. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy egy DE diszkrét modellje numerikus
instabilitdssal rendelkezik, hogyha létezik olyan megoldésa, mely a DE egy lehetséges

megoldasanak sem feleltetheté meg kvalitativ modon?®.

A DK elv bevezetésének az egyik f6 célja tobbek kozott az, hogy numerikus instabilita-
soktol mentes, vagy ezeket gyorsan csillapité diszkretizacid szerkesztését tegye lehetévé.
Ehhez pedig sziikséges a feladat alapos ismerete, hogy a numerikus instabilitdsokat oko-
z6 kvalitativ tulajdonsdgban valod eltéréseket felismerjiik. A I1.3.1. fejezetben oszcillalo,
vagy nem korldtos megoldasok formajaban mar lattunk példat numerikus instabilitasok-
ra. Ezek megjelenésének alapvetd oka az, hogy a véges differencia modellek paramétertere
mindig bévebb lesz, mint altala modellezett DE. Ennek j6 szemléltetsje az altalanos (3.1)-
(3.2) egyenletpéar. Mig a differencidlegyenletnek m paramétere van, a differenciaegyenlet

a lépéskoznek koszonheten m + 1 szabad paraméterrel rendelkezik.

II1.1. Pontos véges differrencia sémak

Fontos megjegyezni, hogy az alfejezet annyiban rendhagyo, hogy bizonyos KDE-k anali-
tikus megoldasat fel fogja hasznalni az 6ket megold6 véges differencia sémak szerkesztése
soran. Ennek célja az, hogy az igy nyert séméak strukturajabol olyan tanulsagokra tehes-

siink szert, melyeket a késébbiekben valodi alkalmazasok soran fel tudunk hasznalni.

3A fogalom jobban kifejthets [19], viszont a jelen cél szempontjabol a fenti “definicio” kielégitd.
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3.2. Definiciéo A (3.1) és (3.2) alaki egyenletekrdl azt mondjuk, hogy ugyanazzal az &l-

talanos megoldéssal rendelkeznek, amennyiben minden h > 0 lépéskizre
Vi, € wp o u(ty) = yn
teljesiil, ahol wy, a h lépéskozi ekvidisztans rdcshdlo a kitdzott iddintervallumon.

3.3. Definicié FEgy differencia sémdt pontosnak neveziink, amennyiben ugyanaz az dlta-

lanos megolddsa, mint az dltala modellezett differencidlegyenletnek.

s stz

mivel minden megoldasuk egyértelmiien megfeleltethets a hozzatartozé DE megoldasénak.
Az analitikus megoldasok ismeretében Mickens technikajat [19, 3.2] fogjuk alkalmazni.

Ehhez tekintsiik a

du
E - ('U,,t, )‘)a ’u’(tO) = Uy

m dimenziés CF-t. Ekkor a hozzéatartozoé pontos differencia sémat az
(

u(t) — Y,

t— tn-i—l

[ to — tn
helyettesitésekkel kaphatjuk meg.

3.4. Példa Elsdnek tekintsik a mar jol ismert (3.1) tesztfeladatot, melynek megolddsa
—A(t—to)

u(t) = uge :

A (3.6) helyettesitést kovetve kapjuk az

—Ah
Yn4+1 = Ynt .

differencia sémat, melyet atrendezve az

B B L . _ 1— €—>\h
Yn+1 Yn = (6 )yn - /\ Yn,

egyenletet kapjuk, amit végiil
Ynt+1 — Yn

1—e—Ah __/\yn
(=)

alakba hozhatunk. Igy a pontos differencia séma a bal oldali nevezd kivételével nagyban

hasonlit az (2.3) standard diszkretizaciora.
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3.5. Példa Masodik példinak vegyiik az
u'(t) = Mu(t) — Xa(u(t)?,  u(ty) = uo

dltalanos logisztikus differencidlegyenletet, ahol a CF analitikus megolddsa

Ao

t) = . 3.7
U( ) ()\1 — U())\Q)@_)‘l(t_to) + Aoug ( )
A (3.6) behelyettesitést a (3.7) egyenletre alkalmazva az
)\lyn
] = 3.8
Yot (A1 = Agyn) e P + Aoy, (38)
differencia séméat kapjuk. Az el6z6hoz hasonlo atrendezések utan (3.8) az aldbbi
Yre+1 — Yk
(e;h——l) = MUk — A2Yr—1Yk
alakra hozhato, ami szintén a halad6 differencia séma diszkretizéciora emlékeztetd.
3.6. Példa Végiil tekintsiik az
u(t) +wu(t) =0, ulty) =ug, u'(to) = uj
mdsodrendd DE-t, a harmonikus oszcilldtort, melyet felirhatunk
w(t) = v(t), u(ty) = u
(0 = () (t0) = o)

V() = —wu(t), v(to) = vo
alakban, igy eqy linedris DE-rendszer, melynek megolddsa pontosan megadhato.
A (3.9) rendszer megoldasabol helyettesités utan az

Ynt1 = cos(wh)y,, + sin(wh)z,

Znt1 = sin(wh)y, + cos(wh)z,
differencia egyenletrendszert kapjuk, ahol z, kiejthetd, igy kapjuk az

n -2 n + Yn—
Y +14 ' fg Why 1 4 w2
w2 S (?)

ynzo

masodrendd differenciaegyenletet. Figyeljiik meg, hogy az igy kapott formula a méasod-
rendd centralis differencia séméval szerkeszthets diszkretizaciora hasonlit a nevezdbeli

eltérést figyelmen kiviil hagyva.

33



I11.2. Az NSFD metodika els6¢ eszkozel

ElGszor is gytjtsiik Ossze az el6z6 fejezet pontos differrencia sémaiban felfedezhetd sza-

balyszertiségeket.

e A pontos differencia séméaban szerepld derivalt kozelités mindig hasonlit egy, a DE

rendjével megegyez6 véges differencia kozelitésre.

e Az emlitett véges differencia kozelitésekben a nevezében szerepld fliggvény Osszetet-

tebb, mint a standard kozelités nevezdje.

e A 3.5. Példdban szereplé nemlinedris u? tag a (3.7) pontos differencia séméban nem

lokdlisan, azaz nem egy racspontbeli érték fliggvényeként szerepelt, vagyis
UQ(t) — Yn+1Yn-

Vegyiik észre, hogy a hatarérték

lim 1Yn = lim 2 — u2(t
e Yn+1Yn P Yn ( )7
nh=t fix nh=t fix

de véges értékekre a nemlinearis tag két reprezentéacioja eltérd értéket jelenthet. Tovabba
azt is megfigyelhetjiik, hogy a méasodik pontban szereplé NSFD derivalt kozelités egy (3.1)

alaktt DE esetében megfogalmazhato

du Ynt1 — Un
& ol

formaban is. Igy lathatova valik, hogy a standard derivalt kozelitésének egy altalanositasat
kaptuk®. Belathato, hogy az altalanositott derivalt kozelités rogzitett \ értékre h — 0

hatarértékben meg is egyezik a valodi derivalt értékkel, amennyiben a ¢ nevezdfiigguény
#(h,\) = h+ O(h?), masodik derivalt esetén h* + O(h?) (3.10)

alaku. A fenti példdkban éppen ilyen tulajdonsagi nevezdfiiggvényeket kaptunk, tovabbi

lehetséges valasztasok els6 derivalt esetén:

1— —Ah
d(h,\) € {h, sin(h), e" =1, 1 —e™", Te }

A kovetkezd részben megvizsgaljuk, hogy hogyan alkalmazhatoak a megfigyeléseink.

1A ¢(h,\) = h valasztas éppen a véges halado differencia kozelitést eredményezi.
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3.7. Példa Egqy kiemelkedd szerept egyenlet a nemlinedris oszcilldacios jelenségek vizsgd-

lataban a Duffing egyenlet [28]. Ennek az
u”(t) + w?u(t) + M(t) = 0 (3.11)
specidlis esetét fogjuk meguizsgdlni [20)].

Az egyenlet els§ integralja

(W"(t)?  wBP(t)  Iut(t)
2 + 2 + 4

=F,

ahol E az energia, ami id6ben konstans, amennyiben A nemnegativ. Mikor az egyenletrsl
ismert, hogy megtartja az energiat, érdemes olyan modszerrel megoldani, ami szintén

hasonlé tulajdonsaggal rendelkezik. El6szor is tekintsiik (3.11)

Yn+1 — 2yn + Yn—1
h2

egyik lehetséges standard differencia modelljét. Mindkét oldalt szorozva az

+ Wy, + AyE =0 (3.12)

(ynJrl - yn) + (yn - yn*1> = Yn+1 = Yn-1

kifejezéssel, majd atrendezve megkapjuk az

2 2
(—y”“h y”) + W 1Y + M1y = (%) + WYnYn-1 + A1y (3.13)

egyenletet. Hogyha (3.13) meg6rzi az energiat, a bal oldali n — (n + 1) csere a két
oldal megegyezését kell, hogy eredményezze. Viszont az utolsé tagra ez nem teljesiil, igy
a (3.12) differenciaegyenlet nem 6rzi meg az energiat. Most tehéat alkalmazzuk az NSFD
modellezési megfigyeléseinket. A diszkrét derivalt rendje megegyezik a DE rendjével, igy

modositsuk a nevezstiiggvényt és a nemlinearis tagot az alabbi

W — o(hw, N, Y — ¥} (%)

modon ugy, hogy ¢ teljesitse a (3.10) tulajdonséagot. Igy a fenti szamolast elvégezve az

(oss = 9)* | @Ynsatn | Misan _ G = 90)” | s Mot
20 2 4 20 2 4

egyenletet kapjuk, mely jobb oldala az n — (n+1) csere kovetkeztében a bal oldallal lesz
egyenls a ¢ fiiggvény pontos alakjatol fiiggetleniil. Ez azt jelenti, hogy n-tdl fiiggetleniil

mindig teljesiilni fog az eredeti egyenlet energiamegérzé tulajdonséga.
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II1.2.1. Autoném egyenletek sémai

Ebben a fejezetben bemutatasra keriil egy specidlis nevezéfiiggvényeken alapuld elja-
ras, aminek segitségével olyan NSFD sémat lesziink képesek szerkeszteni, mely pontosan
visszaadja egy skalar DE egyensitilyi pontjainak linearis stabilitasi tulajdonsagait. Ehhez

tekintsiik az

u'(t) = flu(t)) (3.14)
autoném DE azon esetét, amikor f olyan, hogy az

flu) =0

egyenletnek csupan egyszeres gyokei vannak. Jelolje

L1,T9y...,T )\
a (3.14) egyenlet egyensilyi pontjait. Tovabba legyen

R = f'(z;), i=1,2,....M és R :=max{|R]:i=1,2,...,M}.

Ekkor az u(t) = x; egyensulyi pont R; > 0 esetben instabil, R; < 0 esetben pedig stabil.
Most tekintsiik az

Yn+1 — Un
LI £y, 3.15
[d)(hR*)} f(yn) (3.15)
R*
NSFD sémét, ahol ¢ az alabbi

z—=0: ¢(2) =h+O(h?),

(3.16)
z2>0: 0<o(z) <1

tulajdonsagokkal rendelkezik.

3.8. Tétel A (3.15) véges differencia séma egyensilyi pontjai pontosan azzal a linedris

stabilitdsi tulajdonsdggal rendelkeznek, mint a hozzdtartozo

DE egyensilyi pontjai minden h > 0-ra.
Bizonyitas Az i-edik egyensulyi pont koriili perturbaciot felirhatjuk
Yn = T; + €k
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formaban. Majd x; koriili linearizalas utan az

En+l —En

[¢><hR*>]
R*

= [y&n

hiba egyenletet kapjuk e,-re, melyet atrendezve az

- {1 + (%) ¢(hR*)} S {1 + (%) ¢(hR*)r

képletet kapjuk az egyensilyi ponttol vett eltérésre. Most ¢ (3.16) tulajdonsagait kihasz-

nalva leellendrizhetjiik, hogy amennyiben

e R, >0: 1+ (%) o(hR*) > 1, h >0, azazy, = z; instabil;

R;
e R;<0: 0<1-— (‘R—J) o(hR*) <1, h >0, azazy, = z; stabil.
Vagyis a (3.15) véges differencia séma egyensulyi pontjainak linearis stabilitasa valoban

megegyezik a tételben szereplé DE egyensulyi pontjainak linearis stabilitdséval. 0

3.9. Példa Vegyiik a talan legegyszeribb hdrom egyensily: ponttal rendelkezd 3.8. Tétel
feltételeinek megfeleld

u'(t) = u(t)(1 - u?(t))
autonom differencidlegyenletet. Ebben az esetben
flw)=u(l—-u?), ;=0 xz9=1, x53=—1,
Ri=1, Ry=R3=-2, R"'=2.
A példa megoldasara alkalmazzuk a (3.15) sémat ¢(h) = 1 — e~ vélasztassal. Ekkor
Yn+1 — Yn

@ = yn(1 - yi)

2

(3.17)

a kapott NSFD séma. A numerikus eredményeket a 3.2. dbran lathatjuk, melyeket Gssze-
vethetiink a 3.1. 4ban lathato pontos megoldasokkal. Erdemes megjegyezni, hogy csupan
a nevezdfiiggvény tér el egy standard diszkretizaciotol, mégis tetszéleges 1épéskoz mellett

megtartja az egyensilyi pontok stabilitasi tulajdonsagat.
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3.2. abra. A (3.17) NSFD-bdl szarmaz6 numerikus megoldasok kiilonb6z6 1épéskozok mellett.

Hogyha a
1—e &h
R*

nevezdfiiggvény normalizalas mellett nemlokalis moédon reprezentéljuk a nemlinearis tagot,

h —
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tovabbi javulést tudunk elérni. Egy maximaélis szimmetridval rendelkez& lehetséges eljarés:

u(l —u?) = u(l +u)(1 —u)

i
yn+1(1 + yn)(l - yn) + Yn (1 + yn—i—l)(l - yn)
2 2
+yn(1 + Y1) (1 = Yns1) . Yn(1 4+ yn) (1 — yn)
2 2 .

Ezzel a modositassal a (3.17) differencia séma megoldasa nemcsak lokalisan adja vissza
az egyensulyi pontok stabilitdsat, hanem pontosan az eredeti egyenletnek megfelelé pon-

tokhoz fog tartani tetszéleges 1épéskoz mellett [18].

II1.3. NSFD modellezési eljaras

Mickens azon diszkrét modelleket legjobb véges differencia sémdnak nevezi, melyek az

alabbi szabalyok szerint keriiltek megalkotasra:

1. A diszkrét derivaltak rendje egyezzen meg a DE-ben szerepld derivalt rendjével.

2. A diszkrét derivaltban szereplé nevezofiiggvény altalanossagban osszetettebb fiigg-

vénye legyen a lépéskdznek, mint standard modellek esetén.
3. A nemlinearis tagok altalaban legyenek nemlokalis médon reprezentalva a racshélon.

4. A DE specialis megoldéasainak egyben a véges differencia séma speciélis (diszkrét)

megoldasanak is kell lenniiik.

5. A véges differencia séméanak ne legyen olyan megoldéasa, mely nem felel meg a DE

egyetlen lehetséges megoldasanak sem.

Az 6t szabaly alkalmazasa nem minden esetben eredményez egy egyértelmi, vagy pon-
tos differencia sémat, viszont az &altaluk nyert legjobb véges differencia sémak szamos

kivanatos tulajdonsidggal rendelkezhetnek.

A fejezet zarasaként érdemesnek tartom megemliteni, hogy a bemutatott altalanos el-
jarasok, otletek és szabalyok kiterjeszthetSk parcialis differencidlegyenletek kezelésére is.
Erdeklsds Olvasok figyelmébe ajanlom az emlitett irodalom [19] 5-11. fejezetét, melyben
a dolgozatomban bemutatott alapok tovabbfejlesztéseképpen szamos Osszegytjtott példat

és alkalmazast taldlhatunk.
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IV. Egy altalanos NSFD séma-csalad

merev feladatokra

“It is obuvious that explicit methods for stiff problems of ordinary

)

differential equations have to be nonlinear in some sense.’
(Olavi Nevanlinna és Aarne H. Sipila [21])

Dolgozatom utolso fejezetében az egyik legtijabb eredményeket tartalmazo, merev felada-

tokat nemstandard modon kezel§ cikket [15] fogom feldolgozni.

Mint azt a [1.3.1. fejezetben is tapasztalhattuk, merev feladatok megbizhaté megoldasat
A- és L-stabilitashoz hasonlo, kivételes stabilitasi tulajdonséggal rendelkezd modszerekkel
tudjuk biztositani. A 2.11. Tételben mar lattuk, hogy az explicit RK tipust modszerek
nem lehetnek A-stabilak, igy L-stabilak sem. Sajnos explicit esetben ez az eredmény
egy sokkal altalanosabb “linearis” modszer osztalyra is kiterjeszthetd, mely tébbek kozott
tartalmazza a linedris tobblépéses és prediktor-korrektor (avagy “joslo-javité”) modszere-
ket [21]. Implicit modszerek ugyan lehetnek A- és L-stabilak, ugyanakkor a nemlinearis
egyenletrendszer megoldésa minden egyes lépés soran komoly hatranyt jelent ezen modsze-
rek alkalmazasakor. Igy tobb alternativ otlet is sziiletett explicit megoldasokra, melyekben

a pontos megoldas valamilyen nemlinearis fiiggvénnyel valo kozelitése szerepel.

IV.1. Masodrend és A-stabilitas

Niekerk 1987-es inverz-polinomszerii otlete [33] alapjan Ramos 2007-ben az alabbi

ha!(t,,)
¥ (h) + ultn)

alaku explicit kozelitést javasolta a (2.1) CF pontos megoldéaséara, ahol 1 (h) egy megfelels-

u(t, +h) ~ u(t,) +

en sima, még nem ismert fiiggvény |25]. Taylor-sorbafejtés segitségével 1) meghatarozhatod

oly modon, hogy a kapott

2h f?

Yot = Yo+ 57— (4.1)
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explicit séma masodrendben legyen konvergens, ahol

Jn = f(tmyn)7 fr/L 1= 01 f(tn, yn) + 0o f (tn, yn) * fo-

A (2.10) Dahlquist-féle tesztegyenlet segitségével az

24z

R(z)_Z—z

stabilitasi fliggvény is meghatarozhato, melyet megvizsgélva kideriil, hogy a numerikus
séma, A-stabil, de nem L-stabil. Ugyan nem az NSFD metodika szabélyai szerint épitet-
tiik fel a sémét, de nemlinearis jellegébdl lathatd, hogy mennyire nemstandard 1épéseket
kaptunk. Erdemes megemliteni, hogy a modszer explicit, de alkalmazésahoz (mint impli-
cit modszerek esetén a Newton-iteraciohoz) sziikséges az f jobb oldali fliggvény parcialis

derivaltjainak ismerete.

1V.2. Az L-stabil séma-csalad

A kiindulépont Ramos (4.1) explicit séméja lesz. Ezt a modszert fogjuk altalanositani két
extra fliggvény hozzaadéasaval, melyek a sziikséges szabadsagi fokot fogjak nyujtani. A bal

oldali derivaltnak vegyiik a standard haladé

Yn+1 — Un
u(t) v 22
(1) = Lt

diszkretizaciojat. Majd a jobb oldalt irjuk fel az alabbi

[t ultn)) = f(tn u(tn)) + [—ultn) + ultn)] Alta, u(tn))
= fltn,uty)) + [—utn) A, u(tn)) + u(tn) A(ta, u(t,))]

formaban. Ezutan az NSFD metodika szerint modelleziik a 0-fiiggvényt nemlokalisan:
0= Yo+ Y0 — ~Yn + Yns1-
Ezt a 0 kozelitést, két a, f € R paramétert és egy
B(t,y): R? =R, 0= BhB(t,, u(t,)) (4.2)
fiiggvényt bevezetve felirhatjuk a jobb oldal

(o, yn) = [(tn, Yn) — 0YnA(tn, yn) + Y1 A(tn, Yn) + BRB(tn, yn)
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nemstandard kozelitését, amivel dolgozni fogunk. Ekkor a véges differencia sémat az

Yn — Yn
% = f(tm yn) - aynA(tna yn) + ayn—l-lA(tm yn) + ﬁhB@m yn) (4'3>

alakban kereshetjiik. Kihasznalva a (4.2) tulajdonsagot, atrendezés segitségével az alabbi

Il = T haA, — 2B, " T 1= haA, — h28B,

(4.4)
explicit médon adhatjuk meg a (4.3) sémat, ahol
fo = Ftasyn), Ani= Altn,yn), Bu = B(tn, yn).
Vegyiik észre, hogy megfelelGen kis h-ra
|1 — had, — h*BB,| >0,
azaz (4.4) értelmes.

4.1. Tétel A (4.4) egylépéses numerikus eljards mdasodrendben konzisztens, azaz a lokdlis

approzimdcids hibdja O(h?), pontosan akkor, ha
28Yn B + 20 A, fo = fr,  ahol fi, = Ovf (tn, yn) + Oaf (tn, yn) - fu- (4.5)
4.2. Bizonyitas El&szor is irjuk fel a pontos megoldas
h? 3
utn +h) = uta) + hf(te, u(tn)) + 5 f(ta, ulta)) + O(R7) (4.6)

Taylor-sorat. Majd a konnyebb atlathatosag kedvéért vezessiik be az alabbi

hf(t,y) + h*ByB(t,y)
1 — haA(t,y) — h2BB(t,y)

fD(t7y7 h’) =Y +
egyszerisitd jelolést (4.4) jobb oldalara. Ekkor

fD(t7yaO> =Y anD(tay70) :f<t7y)7
35 fo(t,y,0) = 2aA(t,y) f(t.y) + 28y B(t.y),

igy a numerikus megoldas Taylor-sora:

h2
Yot = Yo+ hf (tas ) + 5 [2@A(tn,yn) Ftmsyn) + 28y Btn, ) | +OR?). (A7)

Tehét (4.6) és (4.7) alapjan 4,1 — u(tny1) = O(h?) pontosan akkor, ha (4.5) teljesiil. O
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Szamolassal az is belathato, hogy a (2.4) egylépéses modszerhez tartozo ® fiiggvény loka-
lisan Lipschitzes a megfelel§ valtozoban, vagyis a 2.7. Tétel szerint konvergens is masod-

rendben.

Vegyiik észre, hogy amennyiben g = 0, a (4.5) feltétel csupan

/!

A — n

ami éppen a (4.1) sémat eredményezi, igy nem lehet L-stabil, tehat foglalkozzunk a 8 # 0
esettel. Ha ezentul feltessziik azt is, hogy o # 0, (4.5) kovetkeztében

[ —20A,f,
" 26Yyn

Most az A(t,y) fuggvényt kell iigyesen megvalasztani. Tekintsiik az

. Yn # 0.

valasztast. Ekkor a (4.4) séméat ismeretlen fiiggvények nélkiil, teljesen explicit alakban

o 2y121 + 2hynfn - 2hay72Lfy:”
I 2y — 2y fym — B2 T 2R3y f

fyn = Altn,yn) = 02 f(tn, yn)  (4.8)
modon is felirhatjuk.
4.3. Tétel A (4.8) dltal meghatdrozott nemlinedris, mdsodrendi véges differencia séma
o o> 1/2 értékekre A-stabil;
e a > 1/2 értékekre L-stabil.

4.4. Bizonyitas Alkalmazzuk a séméat a (2.10) tesztegyenletre, ekkor
f”:Aym f1,120+)‘2ym fy,n:)\y Z:h)‘a

majd ezeket felhasznalva

B 2y2 + 2hA\y? — 2hay? A B 242z —2az
Ynt1 = 2 — 2hay, A — h2X2y, + 2h2\ 20y, I o0z + 2022 — 22

Vagyis az egylépéses eljaras stabilitasi fiiggvénye

2+ (2—-2a)z

k(=) = 2 — 20z + (2a — 1)22
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Egy-két lépésnyi szamolassal belathato, hogy |R(z)| < 1 pontosan akkor, ha

(16a — 8)(Re(N))” + (2a — 1)*[(Re(N)* + (Im(X))*)] — 4a(2a — 1)(Re(N))? (19)
+8Re(N) + (4a — 8a?) Re(\)(Im(N))? + 2(2a — 1)*(Re(N))*(Re()\))* > 0. '
Mivel av > 1/2, ezért a kovetkezd
160 —8 >0, 4a(2a—1)>0 & (4a—8a%) <0

egyenlStlenségek allnak fent, ami azt jelenti, hogy Re(\) < 0 esetben (4.9) teljesiil, azaz
|R(z)| <1, vagyis a séma valoban A-stabil o > 1/2 paraméterrel. Ezenkiviil a stabilitasi

fiiggvényrsl konnyen lathato, hogy

1, a=1/2,
lim R(z) =
e 0, a#1/2
Vagyis a (4.8) numerikus eljaras a > 1/2 paraméterrel L-stabil. O

Tehat egy olyan masodrendii « valés szdmmal paraméterezett egylépéses véges differen-
cia séma-csaladot sikeriilt szerkeszteniink, amely amellett, hogy explicit, még L-stabilitasi
tulajdonsaggal is rendelkezik. Ezen remek tulajdonsagok jelentGségét a kovetkezo alfejezet-
ben fogom bemutatni, de ezel6tt még vegyiik szamba milyen dron értiik el ezt eredményt

(avagy mi a “trade-off”):

e A séma bal oldalan szerepls szamlalé minden tagjaban szerepel az vy, érték, vagyis

0-bol inditva mindig végig 0 eredményt kapunk fiiggetleniil a feladattol.

e Minden egyes lépéshez sziikséges f parcialis derivaltjainak ismerete. Mivel ez nincs
minden esetben megadva, numerikusan kell kozelitiink, ami pedig a szamitasi koltség

novelését jelenti.

A masodik pont nehézsége minden valamilyen Newton-iteraciot alkalmazoé modszernél
jelen van, még Ramos (4.1) explicit séméjaban is. Az elsé pontbeli probléméat az értékek
kis perturbalasaval probalhatjuk meg kezelni. Emellett érdemes azt is megjegyezni, hogy
az « paraméter fiiggvényében nagyban valtozik a séma stabilitasi tartomanya (lasd 4.1
abra). Igy az, hogy egy adott feladatot milyen o valasztéssal oldunk meg, nem egy trivialis

kérdés.
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4.1. abra. A (4.8) differencia séma stabilitasi tartomanya kiilonb6z6 o paraméterekre.

IV.3. Numerikus eredmények

A most kovetkezd példakban az 1j séma-csalad teljesitményét fogom Gsszehasonlitani a
kiindulopontnak tekintett (4.1) NSFD séméaval és implicit modszerekkel kiilonboz6 me-
rev feladatokon. Az egyszertibb hivatkozas kedvéért vezessiik be a méasodrendd L-stabil
explicit nemlinearis modszert leir6 (4.8) séméara az LENM2 jelolést, mig Ramos (4.1)

masodrendd A-stabil explicit nemlinearis modszert ad6 séméjara az AENM2 jelolést.
4.5. Példa Tekintsik az aldbbi

u'(t) = u?(t) — e 2% — 100271 — 1 4(0) =2
merev feladatot, melynek pontos megolddsa u(t) = e 19 + 1, azaz egy gyors tranziens
szakasz taldlhatd a megoldds elsé szakaszdban [15].

A CF megoldésara alkalmazzuk most a két masodrendd NSFD sémat kiilonb6z6 1épés-
kozok mellett. A 4.1. tablazat a végpontban vett kozelité megoldas és pontos megoldas

eltérése (eyege) mellett az intervallumon vett legnagyobb hibat (emax) is tartalmazza.
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LENM2 (v = 0.55)

h €max Evége €max Evége
1071 0.96078 0.96078 0.96078 0.96078
1072 0.74705 0.74705 0.74747 0.74747
1073 3.4546e — 2 9.687e — 3 6.6065e — 2 6.6065e — 2
10~4 2.3756e — 4 1.5504e — 4 9.6796e — 4 9.6796e — 4
107° 2.2889%¢ — 6 1.6204e — 6 1.0117e — 5 1.0117e — 5
106 2.2804e — 8 1.6276e — 8 1.0163e — 7 1.0163e — 7

4.1. tablazat. Hibak a 4.5. Példara a [0, 0.1] intervallumon.

Ezekbdl az adatokbol lathatod, hogy a két séma megfelelGen kis h 1épéskoz mellett valo-
ban masodrendben konvergal, viszont a LENM2 séma a nemlokélis kozelitésbél szarmazo
altalanositas kovetkeztében jobban ellenéll a merevségnek, mint az AENM2 séma ezen a

feladaton.

4.6. Példa Végsd példanak veqyiik az

u'(t) = =999 - u*(t), w(0)=1, te€][0,0.5]

1
Vv1—2-999¢

Ezen feladat megoldasra alkalmazzuk a LENM2 sémat o = 0.6 paraméterrel és egy A-

feladatot, melynek pontos megolddsa u(t) =

stabil masodrendd RK moédszert, a Gauss2 numerikus eljarast. Megfigyelve a 4.2. abrat és
4.2. tablazatot lathatjuk, hogy ezen feladat megoldasdban mennyire hatasosnak bizonyul
az explicit séma stabilitasi tulajdonsaga. A LENM2 séma még akkor is jobb kozelitést
eredményezett, amikor az egyenlet idgskalajahoz képest nagy 1épéskozt hasznaltunk, igy

ebben az esetben sikeriilt dthidalnunk az explicit médszerek egyik jelentés nehézségét.
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—— LENM2, oo = 0.6
—o— Gauss2

Pontos
¢ *
0 O.b5 Ojl ‘ 0j2 0.55 0.}3 0.235 Oi4 0.215
4.2. dbra. Numerikus megoldasok a 4.6. Példara h = 0.05 lépéskozzel.
LENM2 (o = 0.6) Gauss2
h Emax Evege Emax Evege
5-1071 0.026334 0.026334 0.73083 0.73083
5-1072 0.050757 4.0849e — 3 0.49298 3.497e — 2
5-1073 0.015771 1.6778e — 5 0.18081 8.7419¢ — 4
5-1074 1.7515e — 3 3.4669e — 7 1.167e — 2 2.0286e — 6
5-107° 2.3075e — 5 3.9314e — 9 1.1597e — 4 1.9711e — 8

4.2. tablazat. Hibak a 4.6. Példara a [0, 0.5] intervallumon.
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Appendix

A. Brusselator

A Brusselator egy autokatalitikus reakci6 elméleti modelljét leir6 differencidlegyenlet, mely

a,b > 0 rogzitett paraméterekkel az

X'(t)=1—(b+1)X(t)+aX*)Y(t)
Y'(t) = bX (t) — aX?(t)Y (t)

altalanos alakban irhato le. A dolgozatban csak az a = 1, b = 3 esetet tekintettiik.

B. MATLAB ko6dok

A dolgozatom megirasahoz készitett MATLAB® kodok mind megtalalhatok a
https://github.com/mate-oro/BSc_Thesis_code.git GitHub oldalon, melyek segitsé-

gével a bemutatott numerikus eredmények reprodukalhatok.
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