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Budapest, 2023
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Bevezetés

Az Erdős-Ko-Rado tétel (későbbiekben csak EKR) az extremális halmazelmélet egyik
legfontosabb tétele. Halmazokra és halmazrendszerekre bevezetünk egy metszés fo-
galmat és a tétel megválaszolja azt a kérdést, hogy bizonyos feltételek mellett mi a
maximális metsző halmazrendszer mérete n darab elemen.

A tételnek számos bizonýıtása van, ezek közül nézünk át néhányat, illetve a bizonýıtásban
használt módszereket is átnézzük. Megnézzük például a ciklikus permutációs módszert,
amit Katonának köszönhetünk. Ez a legelterjedtebb bizonýıtási módja a tételnek,
melynél ügyesen számolunk ciklikus permutációkat. Átbeszélünk még balra tolást, il-
letve árnyékokat használó módszereket is. Balra tolással be is bizonýıtjuk a tételt úgy,
ahogy eredetileg kimondták Erdősék Sperner-rendszerekben.

Nemcsak halmazrendszerekre, hanem permutációkra is meg lehet fogalmazni egy metszés
defińıciót. Így érkezünk meg egy Erdős-Ko-Rado féle tételhez, mely azt mondja, hogy
az n-edfokú szimmetrikus csoport metsző részhalmazainak méretét korlátozza egy pont
stabilizátorának rendje és a maximális méretű metsző halmazok egy pont stabilizátorának
mellékosztályai. A tétel bizonýıtásához bevezetünk egy úgynevezett rögźıtés operációt,
melynek megvizsgáljuk néhány tulajdonságát, amik seǵıtségével be tudunk bizonýıtani
egy EKR-féle tételt.

Végül áttérünk a szimmetrikus csoport részcsoportjaira, azaz a permutációcsoportokra.
Egy permutációcsoportot EKR-tulajdonságúnak nevezünk, ha pontok stabilizátorai
maximális metsző halmazok. Bevezetjük a metszési sűrűség fogalmát, ami egy maxiális
metsző halmaz mérete osztva egy pont stabilizátorának méretével. Ennek a seǵıtségével
mutatjuk be, hogy bizonyos permutációcsoportok milyen távol vannak attól, hogy EKR-
tulajdonságúak legyenek.
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1 Alapfogalmak

1.1 Alapfogalmak és tételek

Ebben a fejezetben bevezetjük a szükséges alapfogalmakat, valamint az Erdős-Ko-Rado
tételhez kapcsolódó tételeket [1] és [2] alapján. Végezetül bebizonýıtjuk a tételt az ere-
deti formájában.

1.1.1. Defińıció Egy V = {1, ..., n} halmaz feletti F = {A1, ..., Am} halmazrendsz-
eren a V részhalmazainak egy olyan halmazát értjük, melyre ∀i = 1...m Ai részhalmaza
V -nek.
Azaz F részhalmaza V hatványhalmazának.

1.1.2. Defińıció Legyen F = {A1, ..., Am} egy V = {1, ..., n} feletti halmazrendszer,
k ∈ N, k ≤ n. Ha ∀i = 1...m, |Ai| = k akkor F -et k-reguláris halmazrendszernek

h́ıvjuk. Használni fogjuk erre az F ∈
(
V

k

)
jelölést is.

1.1.3. Defińıció Legyen F halmazrendszer, illetve t ≥ 1 egész szám. F -et t-metszőnek
nevezzük, ha ∀Ai, Aj ∈ F - re |Ai ∩ Aj| ≥ t.

Példa Egy egyszerű példa egy metsző halmazrendszerre egy alaphalmazon, az az egy
adott közös elemet tartalmazó halmazok részhalmazok halmaza. Az ilyen metsző hal-
mazrendszereket triviálisan metszőknek nevezzük.

1.1.4. Álĺıtás Legyen F = {A1, ..., Am} egy V = {1, ..., n} feletti halmazrendszer,
amire ∀Ai, Aj ∈ F - re Ai ∩ Aj ̸= ∅. Ekkor |F | ≤ 2n−1.

Bizonýıtás Legyen A ⊂ V . A skatulyaelv alapján álĺıtsuk párba az (A, V \A)-kat.
Ezek diszjunktak, tehát a 2n−1 pár valamennyiéből legfeljebb egy darab lehet eleme
F -nek, amiből |F | ≤ 2n−1. ■

1.1.5. Álĺıtás Legyen F = {A1, ..., Am} m < 2n−1 metsző halmazrendszer V =
{1, ..., n} felett. Ekkor kiegésźıthetjük F -et V részhalmazaival, oly módon, hogy |F | =
2n−1.

Bizonýıtás Legyen F metsző halmazrendszer. Az előző álĺıtás bizonýıtása alapján,
alkossuk meg ∀A ⊂ V halmazokra az (A, V \A) párokat. Az Ai i = 1...m halmazok m
darab különböző párban jelennek meg.

Legyen (A, V \A) olyan, hogy A ̸= Ai illetve V \A ̸= Ai i = 1...m. Ha A metszi F min-
den elemét, akkor A-t F -hez hozzávéve tudjuk F -et bőv́ıteni. Ha nem metszi, akkor
∃i : Ai∩A ̸= ∅, ekkor Ai ⊆ V \A. Így V \A-t bevéve bőv́ıthetjük F -et. Ezt a folyamatot
addig ismételhetjük, amı́g |F | = 2n−1. ■

Az itt bemutatott ötletekkel be tudjuk bizonýıtani az Erdős-Ko-Rado tétel egy speciális
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esetét.

1.1.6. Tétel (Erdős-Ko-Rado, k = n
2
) Legyen n, k ∈ N, k = n

2
F = {A1, ..., Am} egy

k-uniform, metsző halmazrendszer V felett, |V | = n. Ekkor |F | ≤
(
n− 1

k − 1

)
.

Bizonýıtás n = 2-re könnyű számolással kijön.

Nézzük most az n ≥ 3 esetet. Adott F = {A1, ..., Am}. Alkossuk meg az (Ai, V \Ai)

párokat, ekkor V \Ai /∈ F . Ez most

(
n

k

)
darab pár, tehát |F | ≤ 1

2

(
n

k

)
. Ebből

átalaḱıtásokkal megkapjuk a ḱıvánt eredményt.

1

2

(
n

k

)
=

n

2k

(n− 1)!

(k − 1)!(n− 1− k + 1)!
=

n

2k

(
n− 1

k − 1

)
=

(
n− 1

k − 1

)
Az utolsó egyenlőségnél használtuk fel a k = n

2
feltételt. Összevetve az egyenlőségeket

kapjuk, hogy |F | ≤
(
n− 1

k − 1

)
■

Most lássuk be az Erdős-Ko-Rado tétel egyik legismertebb alakját.

1.1.7. Tétel (Erdős-Ko-Rado) Legyen n, k ∈ N, k ≤ n
2
F = {A1, ..., Am} egy k-

uniform, metsző halmazrendszer V felett, |V | = n. Ekkor |F | ≤
(
n− 1

k − 1

)
.

Bizonýıtás (Katona) Legyen πi olyan halmaz, melyben V elemeinek az olyan ciklikus
permutációi vannak, amiben Ai elemei egymás mellett vannak. Minden Ai-re k!(n−k)!
darab ilyen permutáció van, mivel Ai elemeit k! féleképpen tudjuk sorba helyezni, a
maradék elemeket pedin (n− k)! féleképpen, tehát |πi| = k!(n− k)!. Az összes ciklikus
permutációk száma pedig (n− 1)!.

Adott π ciklikus permutáció legjeljebb k darab halmazban jelenhet meg a π1...πm hal-
mazok között, mivel ha benne van néhányban, akkor létezik olyan Ai, amelyben az
összes többi Aj kezdőelemének benne kell lennie. Ebből

m∑
i=1

|πi| ≤ k(n− 1)!

Azt kaptuk, hogy
m∑
i=1

|πi| = mk! (n− k)! ≤ k (n− 1)! amiből

m ≤ k (n− 1)!

k! (n− k)!
=

(
n− 1

k − 1

)
■
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Mostantól az Erdős-Ko-Rado tételre EKR-ként fogunk hivatkozni.

1.1.8. Következmény Legyen n, k ∈ N, k < n
2
F = {A1, ..., Am} metsző halmazrend-

szer V felett, amire ∀A ∈ F : |A| ≤ k, |V | = n. Ekkor |F | ≤
(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k − 2

)
+

...+

(
n− 1

0

)
.

Bizonýıtás Bontsuk fel F -et részhalmazai elemszáma szerint, azaz F = F1∪F2∪...∪Fk.

Ekkor az Fi halmazokra alkalmazható az EKR, tehát ∀i = 1...k: |Fi| ≤
(
n− 1

i− 1

)
.

Ezeket összeadva kapjuk, hogy

|F | ≤
(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k − 2

)
+ ...+

(
n− 1

0

)
■

1.2 Balra tolás

Az EKR eredeti bizonýıtása ezzel az eszközzel történt. Ezen ḱıvül erős eszköz az ex-
tremális halmazelméletben. Ebben a fejezetben akt́ıvan felhasználjuk [1]-et és [2]-t.

1.2.1. Defińıció Egy F ⊂ 2V halmazrendszerre 1 ≤ i < j ≤ n, definiáljuk Sij(F ) =
{Sij(A) : A ∈ F}-et, ahol

Sij(A) =

{
A′ = (A\{j}) ∪ {i} ha j ∈ A i /∈ A és A′ /∈ F

A, különben
(1)

Ekkor Sij-t balra tolásnak nevezzük. Sij(F ) = {Sij(A) : A ∈ F}.

Nézzük meg a balra tolás néhány tulajdonságát.

1.2.2. Álĺıtás

1. |Sij(A)| = |A|,

2. |Sij(F )| = |F |,

3. ha F metsző, akkor Sij(F ) is,

4. ha F k-uniform, akkor Sij(F ) is,

5. ha F t-metsző, akkor Sij(F ) is.
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Bizonýıtás 1., 2. és 4. következik a defińıcióból.

Ahhoz, hogy 3-at bebizonýıtsuk, tegyük fel, hogy léteznek A,B ∈ F , amikre Sij(A) ∩
Sij(B) = ∅. Abból, hogy A ∩ B ̸= ∅ a feltételek miatt, valamint az egyetlen elem amit
törlünk az a j, következik, hogy A ∩ B = {j}. Ha A-t és B-t is megváltoztattuk volna
a balra tolás alatt, akkor ebből Sij(A) ∩ Sij(B) = {i} következne, ami ellentmond a
feltevésünknek. Emiatt, feltehetjük, hogy Sij(A) = A és Sij(B) = (B\{j}) ∪ {i}.

Ha feltesszük, hogy i ∈ A, akkor azt kapjuk, hogy Sij(A)∩Sij(B) = {i}, ami megint el-
lentmondás. Az egyetlen lehetőség, ami maradt az az, hogy A-t azért nem változtattuk
meg, mert a balra tolt változata már benne volt F-ben: A′ = (A\{j})∪{i} ∈ F . Ekkor
viszont A′ ∩B = A∩ Sij(B) = Sij(A)∩ Sij(B) = ∅, ami ellentmondás, mivel F metsző
halmazrendszer. ■

Ahhoz, hogy 6-ot bebizonýıtsuk, legyen A1, A2 ∈ Sij(F ) tetszőleges, valamint legyen
B1, B2 ∈ F olyan, hogy Sij(B1) = A1 és Sij(B2) = A2. Mivel |A1 ∩ A2| ≥ |B1 ∩ B2|-
ből következne az, hogy |A1 ∩ A2| ≥ t az F t-metszőségéből, ezért feltehetjük, hogy
|A1 ∩ A2| < |B1 ∩B2|.

Ekkor j ∈ B1 ∩ B2, mivel az egyetlen elem amit eltávoĺıthatunk a halmazból az a
j. A B1, B2 halmazok közül pontosan az egyiket tolhatjuk csak el, tehát i nem lehet
mindkettőnek eleme, ebből {i, j} ∩ A1 ∩ A2 = ∅. Tegyük fel, hogy j /∈ A1. Ekkor
A1 = Sij(B1) = (B1\{j}) ∪ {i} és A2 = B2. Tudjuk, hogy j ∈ B2 és i /∈ B2, viszont
nem toltuk el, ami csak azért lehet ha B3 = (B2\{j}) ∪ {i} ∈ F , amiből

|A1 ∩ A2| = |B1 ∩B3| ≥ t

■

1.2.3. Defińıció Ha Sij(F ) = F ∀1 ≤ i < j ≤ n-re, akkor F -et balra tolt, vagy stabil
halmazrendszernek nevezzük.

Könnyű látni, hogy ha elég tolást csinálunk, akkor egy idő után stabil halmazrendszer-
hez jutunk.

1.2.4. Álĺıtás Legyen F ⊂ 2V egy k-uniform, t-metsző, balra tolt halmazrendszer.
Ekkor ∀A1, A2 ∈ F

|A1 ∩ A2 ∩ {1, ..., 2k − t}| ≥ t

Bizonýıtás Lengyenek A1, A2 ∈ F olyanok, melyekre |A1 ∩ {1, ...2k − t}| maximális,
de |A1 ∩A2 ∩{1, ...2k− t}| > t. Mivel F t-metsző, ezért ∃j ∈ A1 ∩A2, hogy j > 2k− t,
különben teljesülne az eredeti álĺıtás, tehát F1∪A2 ̸⊂ {1, ..., 2k−t}. Ekkor ∃i ∈ A1∪A2

amire i ≥ 2k − t, különben {1, ...2k − t = A1 ∪ A2, mivel feltettük F -ről, hogy k-
uniform és t-metsző. Ekkor elvégezhetjük az Sij balra tolást, mellyel az A1 helyett
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az (A1\{j}) ∪ {i} ∈ F , mivel F balra tolt. Ez ellentmondásban van azzal, hogy
|F1 ∩ {1, ..., 2k − t}| maximális, ezzel az álĺıtást beláttuk. ■

A fenti álĺıtás kritikus szerepet fog játszani az EKR következő bizonýıtásában.

Új bizonýıtás az EKR-re balra tolással

Bizonýıtás Bizonýıtsuk k-szerinti indukcióval. Legyen n ≥ 2k és bontsuk szét az
álĺıtást alesetekre:

(i) k = 1: Az álĺıtás triviális.

(ii) k = 2n: Az álĺıtást már a korábbiakban beláttuk.

(iii) n > 2k: A balra tolás tulajdonságai miatt feltehetjük, hogy F balra tolt. Legyen
Fi = {A ∩ {1, ..., 2k} : A ∈ F, |A ∩ {1, ..., 2k}| = i}.

Az 1.2.4.-es álĺıtás alapján Fi metsző t = 1-re. Az indukció miatt tegyük fel, hogy

|Fi| ≤
(
2k − 1

i− 1

)
i = 0, .., k − 1-re, i = k-ra pedig az EKR n = k

2
. Adott G ∈ Fi-hez

legfeljebb

(
n− 2k

k − i

)
darab olyan A ∈ F elem lehet, melyre A∩ {1, ..., 2k} = G, mert a

maradék n− 2k elem közül választunk ki k − i elemet, az A i darab eleméhez. Ebből

|F | ≤
∑
1≤i≤k

|Fi|
(
n− 2k

k − i

)
≤
∑
1≤i≤k

(
2k − 1

i− 1

)(
n− 2k

k − i

)

felismerhetjük, hogy ∑
1≤i≤k

(
2k − 1

i− 1

)(
n− 2k

k − i

)
=

(
n− 1

k − 1

)

amivel az álĺıtást beláttuk. ■

Tudunk balra tolással egy másik bizonýıtást is adni az EKR-re.

Bizonýıtás Ugyanúgy indukciós a bizonýıtás, azonban most n szerint. Bontsuk megint
esetekre

(i) n = 2k: ezt az esetet már láttuk
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(ii) n > 2k: Legyen F0 = F , Fi = Sin(Fi−1), i = 1, ..., n − 1. A balra tolás tulaj-
donságaiból tudjuk, hogy |F | = |Fn−1|, és Fn−1 k-uniform és metsző halmazrendszer.

Legyen G = {A ∈ Fn−1 : n /∈ A}, H = {A\{n} : n ∈ A ∈ F}. Ekkor, |F | = |G| + |H|,

G ⊂ H, valamint az indukció miatt |G| ≤
(
n− 2

k − 1

)
. Ebből következően elég, ha |H| ≤(

n− 2

k − 2

)
-et belátni, hogy megmutassuk, hogy |F | ≤

(
n− 2

k − 1

)
+

(
n− 2

k − 2

)
=

(
n− 1

k − 1

)
.

A H halmazról tudjuk, hogy (k − 1)-uniform {1, ..., n − 1} felett, tehát az indukciós
álĺıtásból következik a ḱıvánt felső korlát, ha bebizonýıtjuk, hogy H metsző. ■

1.2.5. Álĺıtás H metsző.

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy nem az, azaz létezik H1, H2 ∈ H diszjunkt halmaz. Mivel
|H1 ∪ H2| = 2(k − 1) < n − 1, ezért létezik 1 ≤ i < n, amire i /∈ H1 ∪ H2. Defińıció
szerint, az A = H1 ∪ {n} ∈ Fn−1. Mivel n ∈ A ezért A ∈ F , amiből kapjuk, hogy ∀i :
1 ≤ i ≤ n−1-re A ∈ Fi−1 fennáll. Ez azt jelenti, hogy Sin(A) = A, azaz A-t nem toltuk
el az Sin balra tolásnál. Ez csak akkor lehetséges, ha (A\{n})∪{i} = (H1∪{i}) ∈ Fi−1,
amiből (H1 ∪ {i}) ∈ Fn−1-et kapjuk. Ebből (H1 ∪ {i}) ∩ (H2 ∪ {n}) = ∅, ami ellent-
mondás, mert mindkettő eleme Fn−1-nek, mégsem metszik egymást. ■

1.3 Az eredeti Erdős-Ko-Rado tétel

Eredetileg az Erdős-Ko-Rado tétel Sperner-rendszerekre lett kimondva, ebben a fe-
jezetben kimondjuk és bebizonýıtjuk e rendszerekre a tételt. Ezen fejezet főleg [3]
alapján készült.

1.3.1. Defińıció Legyen F halmazrendszer. Ha ∀A,B ∈ F , A ̸= B-re A ̸⊂ B és
B ̸⊂ A, akkor F -et Sperner-rendszernek nevezzük.

1.3.2. Tétel (EKR) Legyen {A1, ..., Am} Sperner rendszer egy V , |V | = n halmaz

felett, hogy ∀i : |Ai| ≤ k, 1 ≤ k ≤ n
2
és ∀i, j : |Ai ∩Aj| ≥ 1. Ekkor m ≤

(
n− 1

k − 1

)
és ha

∃i : |Ai| < k, akkor m <

(
n− 1

k − 1

)
.

Bizonýıtás Bontsuk szét két esetre:

1. eset: Legyen ∀i : |Ai| = k.

A k = n
2
-es esetet láttuk már az 1.1.6. tételnél. A k < n

2
-es esetet bontsuk két további

esetre:

(i) Tegyük fel, hogy ∀i : ∀λ ∈ V \Ai-re, n ∈ Ai ∈ F esetén Ai\{n} ∪ {λ} ∈ F . Ez azt

9



jelenti, hogy Sλn(Ai) = Ai. Alkalmazzunk indukciót n szerint. Rendezzük úgy az Ai

halmazokat, hogy valami m0 < m, i ≤ m0 esetén n ∈ Ai, m0 < i ≤ m esetén pedig
n /∈ Ai.

Definiáljunk Bi = Ai\{n} halmazokat, ha i ≤ m0. Mivel j < i < m0-ra |Aj ∪ Ai| <
2k < n, ezért létezik λ ∈ (V \Ai)∩ (V \Aj). Mivel a feltétel szerint Bj ∪ {λ} ∈ F , ezért
tetszőleges i, j-re Bi ∩ Bj = (Bj ∪ {λ}) ∩ Bi = (Bj ∪ {λ}) ∩ Ai. Mivel a metszetben
nincs benne se λ, se n, ezért Bi ∩ Bj = (Bj ∪ {λ}) ∩ Ai ̸= ∅, mert ezek F -beli elemek
metszetei, tehát azt kaptuk, hogy {B1, ..., Bm0} is metsző halmazrendszer V \{n} felett.
Vegyük észre, hogy |Bi| = |Ai| − 1. |Bi| = k − 1 < n

2
− 1, 2(k − 1) < n − 2 < n − 1,

tehát tudjuk alkalmazni az indukcós feltevést:

m0 ≤
(
n− 2

k − 2

)
=

(
(n− 1)− 1

(k − 1)− 1

)
Amikor m0 < i ≤ m, akkor hasonlóan {Am0 , ..., Am} lesz metsző halmazrendszer

V \{n} felett. Itt |V \{n}| = n− 1, ∀Ai : |Ai| = k, tehát m−m0 ≤
(
n− 2

k − 1

)
. Ebből

m = m0 + (m−m0) ≤
(
n− 2

k − 2

)
+

(
n− 2

k − 1

)
=

(
n− 1

k − 1

)
azaz teljesül az álĺıtás.

(ii) Ebben a részben be akarjuk látni, hogy ha (i) nem telljesül, akkor ellentmondást
kapunk.

Legyen k, n,m rögźıtett és definiáljuk az f(A1, ..., Am) függvényt, mely a minimuma az
s1 + ...+ sm-nek, ahol si az a hozzátartozó Ai elemeinek az összege.

Tegyük fel, hogy ∃Ai ∈ F , hogy ∃λ ∈ V \Ai, λ < n, hogy n ∈ Ai és ((Ai\{n})∪ {λ}) /∈
F . Legyen 1 ≤ m0 ≤ m1 ≤ m2 ≤ m felosztás olyan, hogy:

• m2 ≤ i ≤ m: n /∈ Ai, ekkor Bi := Ai,

• m1 ≤ i ≤ m2: n ∈ Ai, λ ∈ Ai ekkor Bi := Ai,

• m0 ≤ i ≤ m1: ekkor Sλn(Ai) ̸= Ai, n ∈ Ai, λ /∈ Ai ekkor Bi := Ai és Ci :=
((Ai\{n}) ∪ {λ}) ∈ F

• i ≤ m0: ekkor Sλn(Ai) ̸= Ai, n ∈ Ai, λ /∈ Ai, tehát Bi := ((Ai\{n}) ∪ {λ}) /∈ F

Így a {B1, ..., Bm} halmazrendszerről kell megmutatnunk, hogy metsző ahhoz, hogy el-
lentmondásra jussunk, ehhez az kell, hogy ∀i ̸= j : Bi ∩Bj ̸= ∅.
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Ha j < i < m0, akkor Bi ∩Bj = {λ}.

Ha m0 ≤ j < i, akkor Ai = Bi ∈ F , Aj = Bj ∈ F , tehát ekkor is teljesül Bi ∩Bj ̸= ∅.

Ha j < m0 ≤ i, akkor lehet:

• m0 ≤ i < m1, ekkor Aj, Ci ∈ F , tehát Aj ∩ Ci ̸= ∅, ı́gy létezik µ közös elemük:
µ ∈ Aj, Ci. Ekkor µ ̸= n és µ ̸= λ, mert az egyik Aj-ben, a másik Ci-ben van
benne. Ebből µ ∈ Ai = Bi, tehát µ ∈ Bi ∩Bj ̸= ∅.

• m1 ≤ i < m2: ekkor λ ∈ Bj, λ ∈ Ai, amiből λ ∈ Bj, tehát Bi ∩Bj ̸= ∅

• m2 ≤ i < m, ez hasonló az m0 < i ≤ m1 esethez.

Beláttuk tehát, hogy {B1, ..., Bm} halmazrendszer metsző, ezek alapján

f(B1, ..., Bm)− f(A1, ..., Am) = m0(−n+ λ) < 0

amivel ellentmondásra jutottunk, hiszen feltettük, hogy f(A1, ..., Am) a minimum.

2. eset: Ekkor {A1, ..., Am} nem k-uniform.

Legyen k0 = min|Ai|, i = 1, ..., n, hogy |Ai| = k0 < k. Ezt teljes indukcióval
fogjuk bizonýıtani k − k0-ra. Feltehető, hogy |Ai| = k0, ha i ≤ m0 és |Ai| > k0,
ha 1 ≤ m0 ≤ i ≤ m. Definiáljuk a H1, ..., Hs halmazokat, amikre létezik i: i ≤ m0,
Ai ⊂ Hj ⊂ V , |Hj| = k0 + 1. A folytatáshoz szükségünk lesz egy lemmára.

1.3.3 Lemma (Sperner) Vegyük az {A1, ..., Am0}-at és legyen i ≤ m0, ı́gy a felntiek
miatt |Ai| = k0. Ekkor legfeljebb m0(n− k0)(k0 + 1)−1 darab ilyen Hi halmaz létezik.

BizonýıtásVegyünkm5 darab a feltételeknek megfelelőHj halmazt, melyek ı́gy Sperner-
rendszert alkotnak. Számoljuk össze az (i,Hj) párokat kétféleképpen és megkapjuk,
hogy m0(n − k0)(k0 + 1)−1. Minden i-hez tartozik egy Ai halmaz, amiből m0 darab
van és ehhez keresünk egy darab Ai-n ḱıvüli elemet, hogy Hj-t kapjunk, ı́gy kapjuk
meg a bal oldalát az egyenlőltenségnek. A jobb oldalon a Hj-hez számoljuk a párokat,
feltettük, hogy ezekbőkm5 darab van. Ebből |Hj| = |Ai|+1 darab eleméből kell kivenni
k0 + 1 darabot, tehát:

m0(n− k0)(k0 + 1)−1

■

Folytathatjuk a 2. eset bizonýıtását. Ekkor k < n
2
miatt (k0 + 1) − (n − k0) ≤

2(k− 1)− (n− 1) ≤ 0. A lemma nyomán m0 ≤ m5, {Am0 , ..., Am, H1, ..., Hm5} Sperner-
rendszer, ahol a legkisebb halmaz {Am0 , ..., Am}-ben k0 + 1 elemű. Az indukció miatt

m5 + (m−m0) ≤
(
n− 1

k − 1

)
11



és mivel m0 ≤ m5, ezért
m ≤ m5 + (m−m0)

■

1.4 Történelmi és technikai áttekintés

Ebben a részben összefoglaljuk az EKR bizonýıtásaiban használt módszereinket, illetve
vázlatosan ismertetünk egy új bizonýıtást is, rövid történeti ismertetéssel egybefűzve.
Az eredeti EKR tételt 1938-ban bizonýıtották Erdősék, a bizonýıtást azonban csak
1961-ben [15] publikálták, mert eleinte nem tudták, hogy mennyire szignifikáns tételt
fedeztek fel. Ez annak is köszönhető volt, hogy akkoriban nem volt nagy érdeklődés a
téma iránt.

A bizonýıtásban használták a balra tolás technikáját, amit már láttunk hogy működik.
Ahogy a név is sugallja, azért h́ıvják balra tolásnak, mert azt csináljuk, hogy kicserélünk
egy elemet egy tőle ”balra” levő elemmel, amennyiben az ı́gy keletkezett halmaz nincs
még benne a halmazrendszerben. Érdemes megnézni miért volt hasznos használni.

Akár Sperner-rendszerekről beszélünk, akár metsző halmazrendszerekről, nehéz elképzelni,
hogy hogyan néznek ki ezek a halmazok. A balra tolás arra ad lehetőséget, hogy legyen
struktúránk ahhoz, hogy ezeket kezeljük. Ezt mutatja az 1.2.2. álĺıtás, melyik azt
mondja, hogy a balra tolás megőriz számunkra fontos tulajdonságokat, például hogy
nem változik a halmazok elemszáma, illetve a metszőséget is tartja.

Továbbá, a balra tolást tudjuk iterálni és véges lépésben eljuthatunk egy balra tolt
halmazrendszerhez, ami szintén tartja a számunkra fontos tulajdonságokat. Az 1.2.4.
tétel az ilyen balra tolt, t-metsző és k-uniform halmazrendszereknek ı́rja le azt a tulaj-
donságát, hogy bármely két halmaz metszete az első 2k − t elem között található. Ezt
fel is használtuk a tétel alatt levő bizonýıtásban.

Más módszer is a rendelkezésünkre áll a bizonýıtáshoz. Katona 1972-ben publikálta
az EKR tétel legismertebb bizonýıtását. Ez a bizonýıtás azért ennyire elterjedt, mert
egyszerű és elegáns. Ciklikus permutációk felhasználásával számolunk permutációkat
és ezzel jutunk el a felső korláthoz. Azok a ciklikus permutációk érdekelnek minket,
melyeknél valamelyik Ai elemei egymás mellett vannak. Mivel metsző a halmazrend-
szer, ezért ha másik Aj halmaz elemei is egymás mellett vannak ebben a permutációban,
akkor nem lehet távol az Ai-től, hiszen metszenie kell nekik egymást. Ez azt jelenti,
hogy egy adott ciklikus permutációban legfeljebb k darab Ai-nak lesznek egymás mellett
az elemei, ez a lényege a bizonýıtásnak, innentől csak megszámoljuk a permutációkat.

Ennél többet is tud az EKR. Ha elhagyjuk most a halmazrendszereket, és tekintünk egy
családot, akkor erre is mondhatunk ki egy EKR tételt. Egy család annyiban különbözik
egy halmazrendszertől, hogy ugyanaz az elem többször is szerepelhet benne. Ugyanúgy
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definiáljuk metszőséget illetve az uniformságot. Egy V = {1, ..., n} alaphalmaz felett
egy {A1, ..., Am} családot felfoghatunk egy hipergráfnak is (a halmazrendszereket pedig
egyszerű hipergráfoknak, hiszen nincsenek megengedve a párhuzamos és hurokélek). Az
ilyen k-uniform, metsző családokat nevezzük k-gráfnak is.

Ekkor az Erdős-Ko-Rado tételt le tudjuk vezetni a Kruskal-Katona [1] tételből árnyékok
seǵıtségével. Legyen F egy k-gráf és legyen adott l, 1 ≤ l ≤ k egész szám. Ekkor az F
l-árnyéka a következő:

σl(F) = {G : |G| = l, úgy, hogy létezik F ∈ F, melyre G ⊂ F}.

Azaz a család egy elemeinek az l-uniform részhalmazai vannak benne az árnyékban.

Egy elemnek

(
k

l

)
darab ilyen részhalmaza van, amiből kapunk egy felsőkorlátot σl(F)-

re: |σl(F)| ≤
(
k

l

)
|F|. A Kruskal-Katona tétel, amit Kruskal és Katona egymástól

függetlenül bizonýıtottak be 1963-ban [16] illetve 1968-ban [17], pedig egy alsó korlátot
ad erre.

A tétel azt mondja ki, hogy adott egy F k-gráf, amire |F| ≥
(
x

k

)
, ahol x egy valós

szám (a binomiális együtthatót ki lehet terjeszteni egészekre például a Gamma függvény
seǵıtségével). Ekkor

|σl(F)| ≥
(
x

l

)
fennáll minden 0 ≤ l ≤ k-ra.

Tegyük fel, hogy F k-uniform metsző, n ≥ 2k, viszont nem teljesül az EKR, tehát

|F| >
(
n− 1

k − 1

)
. A fő ötlete a bizonýıtásnak az, hogy definiáljuk a G = {V \F : F ∈ F}

halmazt, mely n− k uniform, mivel F k-uniform. Ekkor, a Kruskal-Katona tétel miatt

G k-árnyékára igaz, hogy |σk(G)| ≥
(
n− 1

k

)
, a defińıcióból pedig tudjuk azt is, hogy

ez egy k-uniform halmaz, melyből egy n-elemű alaphalmazon lehet összesen

(
n

k

)
. Most

ha összeadjuk F és σl(G) elemszámát, akkor ennél többet kapunk:

|F|+ |σl(G)| >
(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n

k

)
,

tehát van közös elemük. Ez vezet ellentmondásra azzal, hogy F metsző. A részletes
bizonýıtás megtalálható [2]-ben.

Az EKR-t be lehet bizonýıtani Kneser-gráfok seǵıtségével is. A K(n, k) Kneser-gráf egy
olyan gráf, melynek a csúcsai megfelelnek egy n elemű halmaz k elemű részhalmazainak,
ahol két csúcs össze van kötve, ha a csúcsokhoz tartozó halmazok diszjunktak. Egy
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K(n, k) Kneser-gráfban minden csúcsnak pontosan

(
n− k

k

)
darab szomszédja van,

tehát reguláris. Ekkor egy metsző halmazrendszer független ponthalmazként jelenik
meg ebben a gráfban. A maximum független ponthalmaz elemszámára kaphatunk
felsőkorlátot a gráf adjacencia mátrix sajátértékeit felhasználva.

Hoffman felső korlátját [18] fogjuk használni. Egy n-csúcsú G = (V,E) gráf A = (aij)
adjacencia mátrixa az egy olyan mátrix, melyben az oszlopok illetve a sorok indexei
megfelelnek egy-egy csúcsnak a gráfban, és aij = 1, ha az ij csúcsok között megy él,
különben az érték nulla. Mivel A összes értéke valós, valamint szimmetrikus mátrix,
ezért az összes sajátértéke valós. Emiatt RV -n (V feletti valós értékű függvények
vektortere) bármilyen skaláris szorzatot adunk meg, tudunk majd találni ortonormált
bázist, amelyik A sajátvektoraiból áll. Legyen λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn = λmin a sajátértékei
A-nak. Ha A d-reguláris gráf, akkor a csupa 1-esekből állő 1 vektor a d-hez tartozó

sajátvektora A-nak. Ekkor λ1 = d. Mivel minden G gráfra
n∑

i=1

λi = Trace(A) = 0,

ezért λmin ≤ 0.

Kimondhatjuk ı́gy már Hoffman tételét. Legyen G = (V,E) egy n csúcsú d-reguláris
gráf, aminke az adjacencia mátrixa A. Ha S ⊂ V független csúcshalmaz, akkor

|S|
n

≤ −λmin

d− λmin
.

Ha egyenlőség áll fent, akkor S-nek az fS karakterisztikus függvényére igaz, hogy

fS − |S|
n
1 ∈ Ker(A− λminI).

Az eddigiek alapján tudunk adni egy vázlatot a bizonýıtásra. Legyen RV -n a skaláris
szorzat a következő:

⟨f , g⟩ = 1

n

∑
x∈V

f(x)g(x).

Legyen ∥f∥2 =
√
⟨f , f⟩. Legyen {1 = v1, v2, ..., vn} egy ortonormált bázis azAmátrixhoz

tartozó sajátvektorokból, amikhez tartoznak a d = λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn sajátértékek.
Legyen S ⊂ V független csúcshalmaz, ehhez tartozzon az f = fS karakterisztikus
függvény. Legyen α = ∥f∥2 = |S|

n
. Az f függvényt ı́rjuk fel a sajátvektorok lineáris kom-

binációiként: f =
n∑

i=1

aivi. Ekkor a1 = ⟨f , v1⟩ = ⟨f , 1⟩ = α és
n∑

i=1

a2i = ∥f∥2 = α.

Ezekből

0 = ⟨f , Af⟩ =
n∑

i=1

λia
2
i ≥ λ1a

2
1 + λmin

n∑
i=2

a2i = λ1α
2 + (α− α)2λmin,
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amiből átrendezéssel kapjuk a tétel első részét. Ha egyenlőség teljesül, akkor ai ̸= 0,
amiből kapjuk, hogy i = 1 vagy λi = λmin. ■

Lovász 1979-ben megmutatta [19], hogy ha r ≤ n
2
, akkor az AK(n,r)-hez tartozó legkisebb

sajátérték az −
(
n−r−1
r−1

)
. Fehasználva Hoffman tételét azt kapjuk, hogy

|S|
(
n

r

)
≤
(
n− r − 1

r − 1

)−1/((
n− r

r

)
+

(
n− r − 1

r − 1

))
=
r

n
,

amiből kapjuk, hogy |S| ≤
(
n− 1

r − 1

)
.

Az Erdős-Ko-Rado tételnek léteznek természetesen általánośıtásai is. A legtermészetesebb
amire gondolhatunk az az, hogy mi történik ha megköveteljük a halmazrendszerünkről,
hogy t-metsző legyen. Erdősék már az eredeti 1961-es cikkükben foglalkoztak ezzel.
Itt a Sperner-rendszer nem k-uniform, hanem az egyes halmazok legfeljebb k eleműek

lehettek, a többi feltétel pedig a szokásos. Megmutatták, hogy ha n ≥ t+ (k − t)

(
k

t

)3

,

akkor m ≤
(
n− t

k − t

)
[15]. Később Frankl [14], egy 1978-as cikkjében megmutatta, hogy

ez ugyanúgy fennáll, ha n ≥ (t+ 1)(k − t+ 1), illetve azt is belátta, hogy ennél kisebb
n-ekre nem igaz a tétel.
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2 Metsző permutációk halmazai

Eddig a metsző halmazrendszerek témakörét tárgyaltuk, ebben a fejezetben rátérünk a
metsző permutációkra [4] nyomán.

2.1 Előzetes eredmények

2.1.1. Defińıció EgyX halmazt önmagára képező kölcsönösen egyértelmű leképzéseket,
azaz bijekciókat, az X halmaz transzformációinak nevezzük, ezek halmazát SX-szel
jelöljük.

2.1.2. Defińıció LegyenX tetszőleges halmaz. Az SX csoportot a kompoźıció műveletére
nézve az X halmazon ható szimmetrikus csoportnak h́ıvjuk. Az SX egységelemét idX
(vagy id, vagy 1) jelöli, ez minden elemet önmagába visz. A szimmetriacsoportok egy
X alakzat bizonyos transzformációiból állnak, ezek általában megőrzik X valamilyen
tulajdonságát.

2.1.3. Defińıció Az X véges halmazt önmagára képző bijekciókat az X halmaz per-
mutációinak nevezzük. Ha |X| = n, akkor az SX csoportot a kompoźıció műveletére
nézve n-edfokú szimmetrikus csoportnak nevezzük. Ha X = {1, ..., n}, akkor SX helyett
Sn-et ı́runk.

2.1.4. Defińıció Legyen Sn a szimmetrikus csoport az X = {1, ..., n} halmaz felett.
Egy S ⊂ Sn halmazt metszőnek nevezünk, ha bármely g, h ∈ S permutációra g(x) =
h(x) valamilyen x-re.

2.1.5. Defińıció Ha X és Y tetszőleges részhalmazai egy G csoportnak, akkor

XY = {xy : x ∈ X, y ∈ Y }

az X és Y komplexus-szorzata, és

X−1 = {x−1 : x ∈ X}

az X komplexus-inverze. Ha X = {a} egyelemű, akkor ezt aY -al illetve Y a-val jelöljük.

2.1.6. Defińıció Legyen G csoport, H ≤ G és g ∈ G. A gH halmazt (a H részhalmaz)
bal oldali mellékosztályának nevezzük. Ugyańıgy aHg halmaz jobb oldali mellékosztály.

2.1.7. Defińıció Legyen X halmaz. Az SX szimmetrikus csoport részcsoportjait
transzformációcsoportoknak, illetve permutációcsoportoknak nevezzük. Az X halmaz
elemeit néha pontoknak is nevezzük.

2.1.8. Defińıció Legyen G transzformációcsoport az X halmazon. Ha x ∈ X, akkor
tekinsük azokat a g ∈ G elemeket, melyek x-et fixen hagyják, azaz g(x) = x. Ezek
nyilván részcsoportot alkotnak G-ben, melynek neve az x pont G-beli stabilizátora, jele
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Gx. Ha g(x) = x, akkor mondjuk azt is, hogy x fixpontja g-nek. A g fixpontjainak
halmazát Fix(g) = {x ∈ X : g(x) = x}-vel jelöljük. Valamint ha S ⊂ Sn, akkor
Fix(S) = {Fix(g) : g ∈ S} egy X feletti halmazrendszer.

2.1.9. Tétel Legyen S metsző permutációk halmaz {1, ..., n} felett. Ekkor |S| ≤
(n− 1)!.

Fejezetünk fő eredménye a következő:
2.1.10. Tétel Legyen n ≥ 2 és S ⊂ Sn metsző permutációk halmaza, hogy |S| =
(n− 1)!. Ekkor S mellékosztálya egy pont stabilizátorának.

Ehhez tudunk az EKR-hez analóg dolgot megfogalmazni. Ha a metsző halmazrend-
szer olyan, hogy mindegyik tartalmaz egy közös elemet, akkor triviálisan metszőnek
nevezzük. Az EKR tételben egyenlőség csak az ilyen triviálisan metsző halmazrendsz-
ereknél lehetséges. Hasonlóan itt is, metsző permutációk egy halmazára mindig fennáll
|S| ≤ (n − 1)! és az előző tétel azt mondja ki, hogy ha egyenlőség teljesül, akkor S
mellékosztálya egy pont stabilizátorának.

Tegyük fel, hogy egy S halmaz teljeśıti a 2.1.10. tétel feltételeit és nem tartalmazza az
Id identitást. Ekkor, ha vesszük a g ∈ G, S ′ = g−1S = {g−1h : h ∈ S} permutációt,
akkor ez már tartalmazza Id-t és szintén eleget tesz a feltételeknek. Tehát feltehetjük,
hogy Id ∈ S, ekkor elég megmutatni, hogy S egy pont stabilizátora.

Legyen x ∈ X, g ∈ Sn. Legyen az x pont rögźıtését g szerint az a gx ∈ Sn permutáció,
melyre
(i) Ha g(x) = x, akkor gx = g, (ii) Ha g(x) ̸= x, akkor

gx(y) =


x ha y = x

g(x) ha y = g−1(x)

g(y) ha y ̸= x, y ̸= g−1(x)

(2)

Indukt́ıvan mondjuk azt, hogy legyen a gx1,...,xq az xq rögźıtése gx1,...,xq−1-el, ekkor
gx1,...,xq -nek az {x1, ..., xq} pontok mind fixpontjai. Azt mondjuk, hogy permutációk
egy S halmaza zárt rögźıtésre, ha
minden x ∈ X-re és g ∈ S, gx ∈ S. GAP[6] használatával meg lehet mutatni, hogy a
2.2.10. tétel igaz, ha n ≤ 5, tehát feltehetjük, hogy n ≥ 6. A továbbiakban szükségünk
lesz még a következőkre:

Egy G = (V,E) gráf csúcstranzit́ıv, ha minden u, v ∈ V csúcspárra létezik olyan
f : V → V gráfautomorfizmus, melyre f(u) = v. Egy gráf részgráfját klikknek
nevezzük, ha bármely két csúcsa szomszédos. Ha egy részgráfban semelyik két csúcs
nem szomszédos, akkor független csúcshalmaznak nevezzük őket.

2.1.11. Tétel Legyen Γ egy n csúcsú, csúcstranzit́ıv gráf. Legyen T a csúcsok egy
részhalmaza és legyen a T -beli legnagyobb klikk mérete |T |

m
. Ekkor minden Γ-ban levő
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S klikkre teljesül, hogy |S| ≤ n
m
. Egyenlőségből |S ∩ T | = |T |

m
következik.

Bizonýıtás Számoljuk a (v, g) párokat, ahol v ∈ S, g ∈ Aut(Γ). Minden w ∈ T -

re van |Aut(Γ)|
n

darab választásunk olyan g-re, hogy g(v) = w. Tehát a párok száma
|S||Aut(Γ)|

n
|T |. Minden g automorfizmusra fennáll, hogy |g(S) ∩ T | ≤ |T |

m
, mivel g(S) ∩ T

egy klikk T -ben. Tehát a párok száma legfeljebb |T |
m
|Aut(Γ)|, ebből

|S||Aut(Γ)|
n

|T | ≤ |T |
m

|Aut(Γ)|,

tehát
|S| ≤ n

m
.

Ha egyenlőség áll fent, akkor |g(S) ∩ T | = |T |
m

áll fent minden g ∈ Aut(Γ)-ra. Legyen
g = Id, amiből az álĺıtás következik. ■

Ha T független csúcshalmaz, akkor a legnagyobb klikk, amit tartalmaz az 1 méretű,
ekkor a tétel fennáll m = |T |-vel, amiből a következőt kapjuk:

2.1.12. Következmény Legyen C klikk és A egy független csúcshalmaz, egy n csúcsú,
csúcstranzit́ıv gráfban. Ekkor |C||A| ≤ n, egyenlőség esetén |C ∩ A| = 1 áll fent.

2.1.13. Tétel Legyen S ⊂ Sn metsző permutációk halmaza. Ekkor |S| ≤ (n − 1)!.
Ha egyenlőség áll fent, akkor S pontosan egy sort tartalmaz minden n-edrendű latin-
négyzetből.

Bizonýıtás Alkossunk gráfot az Sn csúcshalmazból úgy, hogy összekötjük g-t és h-t,
ha létezik i pont, hogy g(i) = h(i). A balról szorzás Sn elemeivel nyilvánvalóan gráf
automorfizmus, tehát a gráf csúcstranzit́ıv. Legyen L egy latin négyzet sorainak hal-
maza. Mivel S metsző, ezért a gráfban minden S-beli csúcs szomszédos, tehát klikket
alkotnak és L független csúcshalmaz, mivel a latin-négyzetben szereplő permutációk
nem metszhetik egymást és |L| = n. Tehát a 2.1.11. tétel alapján |S| ≤ n!

n
= (n− 1)!,

valamint ha egyenlőség áll fent, akkor |S ∩ L| = 1. ■

A következő álĺıtás előtt szükségünk van még egy defińıcióra. Legyen g egy permutáció
Sn-ben, ekkor legyen

D(g) = {w ∈ Sn : w(i) ̸= g(i) ∀i = 1, ..., n}

tehát, ez a halmaz azokat a permutációkat tartalmazza, amik g-vel egy helyen sem
egyeznek meg.

2.1.14. Álĺıtás Legyen n ≥ 2k. Ekkor minden g1, ...gk ∈ Sn-re fennáll, hogy D(g1) ∩
... ∩D(gk) ̸= ∅.
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Bizonýıtás Egy h ∈ Sn permutáció akkor és csak akkor van benne a D(g1)∩ ...∩D(gk),
ha elemei reprezentánsai az A1, ..., An halmazoknak, ahol

Ai = {x : x ̸= g1(i), ..., x ̸= gk(i)}.

Ekkor |Ai| ≥ n− k.

Ellenőriznünk kell a Hall-tétel feltételeit. Legyen A(J) =
⋃

j∈J Aj, ahol J ⊆ {1, ..., n}.
Azt kell megmutatnunk, hogy |A(J)| ≥ |J | minden J-re. Ha J ≤ n − k, akkor ez
egyértelműen teljesül, tehát tegyük fel, hogy J ≥ n− k + 1.

Legyen x ∈ {1, ..., n}. Ekkor x /∈ A(J) akkor és csak akkor, ha minden j ∈ J-re
létezik i ∈ {1, ..., k}, hogy x = gi(j). Azonban legfeljebb k darab (i, j) pár létezik,
amire x = gi(j), mivel i adott, ezért j értéke meg van határozva, hiszen j = g−1

i (x).
Mivel |J | ≤ n − k + 1 ≤ k + 1, ezért ez nem állhat fent minden j ∈ J-re, amiből
A(j) = {1, ..., n} és |A(J)| = n ≥ |J |. Teljesül tehát a Hall-feltétel, amiből tudjuk,
hogy létezik h reprezentánsa az Ai halmazrendszernek.■

Ezzel a tétellel azt láttuk be, hogy ha a feltételek teljesülnek, akkor bárhogy veszünk k
darab permutációt Sn-ből, létezik olyan permutáció, amelyik ezen k permutáció közül,
nem egyezik meg egyik helyen sem, ez fontos lesz amikor bizonýıtjuk, hogy a rögźıtés
operáció zárt.

Megjegyzés Ha a g1, ..., gk permutációk páronként nem metszik egymást, akkor a
feltétel gyenǵıthető n ≥ 2k-ról n ≥ k + 1-re. Tehát minden k × n latin téglalap
(páronként nem metsző permutációk halmaza) kiegésźıthető latin négyzetté.
Legyen g1, ..., gk egy k-adrendű latin négyzet sorai, kiegésźıtve, hogy rögźıtsék a k +
1, ..., n pontokat. Minden D(g1) ∩ ... ∩D(gk)-beli permutációnak az 1, ..., k poźıcióban
kelltartalmaznia a szimbólumokat a halmaz k + 1, ..., n-es poźıcióiból, tehát, ha n ≤
2k − 1, akkor nem létezhet ilyen permutáció.

2.1.15. Álĺıtás (Hall, 1945) Minden k × n-es latin téglalap kiegésźıthető egy n× n-es
latin négyzetté.

2.2 A rögźıtés operáció zárt

Ebben az alfejezetben be fogjuk bizonýıtani, hogy bizonyos feltételek mellett egy S ⊂ Sn

metsző permutációk halmaza zárt a korábban definiált rögźıtés operációra.

Legyen g ∈ Sn és A ⊆ X. Ha g(A) = A, akkor azt mondjuk, hogy a g permutáció
korlátozva van A-ra, ezt g|A-val jelöljük. Ez egy bijekció A-ból saját magába, tehát
eleme a Sym(A)-nak. Általában g|A, egy bijekció X-nek |A| méretű halmazai között,
tehát ez egy részleges permutáció.
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2.2.1. Tétel Legyen S ⊆ Sn metsző permutációk halmaza, olyan, hogy Id ∈ S,
|S| = (n− 1)!, ahol n ≥ 6. Ekkor S zárt a rögźıtés operációra.

Id : · · · x · · · u · · · y · · ·

g : · · · y · · · au · · · x · · ·

Īd : · · · ■ · · · u · · · ■ · · ·

ḡ : · · · ■ · · · au · · · ■ · · ·

h̄ : · · · ■ · · · bu · · · ■ · · ·

h : · · · y · · · bu · · · x · · ·

gx : · · · x · · · au · · · y · · ·

Ábra 1

Bizonýıtás Tegyük fel, hogy S nem zárt a rögźıtés operációra. Ekkor létezik x ∈ X és
g ∈ S olyan, hogy g(x) ̸= x és gx /∈ S. Legyen g = a1a2...ax...ay...an olyan, hogy ax ̸= x
és ay = x, tehát

gx = a1a2...ax−1ayax+1...ay−1axay+1...an.

Nézzük meg a következő eseteket:

(i) ax = y
Legyen X\{x, y} = A. Ekkor Īd = Id|A és ḡ = g|A = gx|A elemei Sym(A)-nak. A
2.1.14. álĺıtás alapján, létezik h̄ ∈ D(Īd) ∩D(ḡ), mivel n − 2 ≥ 4. Így alkossunk meg
egy h permutációt X-en a következő módon:

h(i) =


h̄(i) ha i ∈ A

y ha i = x

x ha i = y

(3)

Ekkor gx és h egy 2 × n-es latin téglalapot alkotnak. A 2.1.15. álĺıtás alapján, ekkor
létezik egy n × n-es latin négyzet, mely tartalmazza mind gx-et, mind h-t. Vegyük
észre, hogy ezen latin négyzet bármely gx és h-n ḱıvüli r sorára fent kell állnia, hogy
r ∈ D(gx) ∩D(h), amiből r ∈ D(g), tehát r és g nem egyeznek meg X egyik pontján
sem. Ebből kapjuk, hogy r /∈ S, mivel g ∈ S és S metsző. Továbbá, h és Id sem
egyeznek meg X egyik pontján sem, tehát h /∈ S, mivel Id ∈ S és S metsző. Feltevés
miatt tudjuk, hogy gx /∈ S. Azt kaptuk, hogy a latin négyzet egyik sora sem eleme
S-nek, azonban ez ellentmond a 2.1.13. tételnek.
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Az ábráról könnyen leolvasható, hogy melye permutációk nem egyeznek sehol sem. Az
oszlopok mutatják meg, hogy melyik permutáció mit képez az x, az A = X\{x, y},
valamint y helyekre.

(ii) ax = z ̸= y.
Legyen A = X\{x, z}. Tehát Īd = IdA az identitás Sym(A)-ban. Definiáljuk a ḡ
permutációt A-n a következő módon:

ḡ(i) =

{
g(i) ha i ̸= y

g(z) ha i = y
(4)

Azonban |A| = n − 2 ≥ 4, tehát a 2.1.15. álĺıtás alapján létezik h̄ ∈ D(Īd) ∩ D(ḡ) ⊆
Sym(A). Most egy h∗ permutációt definiálunk X-en a következő módon:

h∗(i) =


h̄(i) ha i ∈ A

y ha i = x

x ha i = z

(5)

Id : · · · x · · · u · · · y · · · z · · ·

g : · · · z · · · au · · · x · · · az · · ·

Īd : · · · ■ · · · u · · · y · · · ■ · · ·

ḡ : · · · ■ · · · au · · · az · · · ■ · · ·

h̄ : · · · ■ · · · bu · · · by · · · ■ · · ·

h∗ : · · · z · · · bu · · · by · · · x · · ·

h : · · · z · · · bu · · · x · · · by · · ·

gx : · · · x · · · au · · · z · · · az · · ·

Ábra 2

Továbbá definiálunk még egy h permutációt X-en a következő módon:

h(i) =


h∗(i) ha i ̸= y, z

h∗(z) = x ha i = y

h∗(y) ha i = z

(6)

Azt álĺıtjuk, hogy gx és h alkotnak egy 2× n-es latin négyzetet. Látható, hogy egyedül
azt kell ellenőriznünk, hogy gx és h megegyeznek-e a z pontban, mivel X semelyik
másik pontján nem egyezhetnek meg, viszont h(z) = h∗(y) = h̄(y) és h̄ ∈ D(ḡ), tehát
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h(z) ̸= ḡ(y) = g(z) = gx(z). Ezzel beláttuk, amit kellett, a 2.1.15. álĺıtás alapján
létezik n× n-es latin négyzet. mely tartalmazza gx-et és h-t.

Vegyük észre, hogy a latin négyzet bármely r sorára gx-en és h-n ḱıvül fennáll, hogy
nem egyeznek meg egy X-beli ponton sem g-vel, valamint feltevésünk miatt gx /∈ S.
Az maradt hátra, hogy leellenőrizzük, hogy h eleme-e S-nek. Abból adódóan, ahogy
a permutációkat definiáltuk, tudjuk, hogy ha h és Īd megegyeznének valami i ponton,
akkor i ̸= x, y, z. Azonban ebből következne, hogy h̄ és Īd megegyeznek egy ponton.
Ez egyellentmondás, mivel h̄ ∈ D(Īd), (lásd: ábra 2), tehát h /∈ S. Ez azonban azt mu-
tatja, hogy ennek a latin négyzetnek egyik sora sincs S-ben, mely ellentmond a 2.1.13.
tételnek. ■

2.3 Fix(S) metsző halmazrendszer

2.3.1. Lemma Legyen g, h ∈ Sn olyan, hogy g(x) = h(x) és g(y) ̸= h(y). Ekkor
gx(y) ̸= h(y).

Bizonýıtás Ha g(y) = x, akkor gx(y) = g(x) = h(x) ̸= h(y). Ha g(y) ̸= x, akkor
gx(y) = g(y) ̸= h(y). ■

2.3.2. tétel Legyen S ⊆ Sn metsző permutációk halmaza zárt a rögźıtés operációra.
Ekkor Fix(S) metsző halmazrendszer.

Bizonýıtás Azt álĺıtjuk, hogy ha g, h ∈ Sn olyan, hogy g(x) = h(x) és g(y) ̸= h(y),
akkor gx(y) ̸= h(y) és gx ∈ S. Ez következik a 2.3.1. lemmából és abból, hogy S zárt a
rögźıtés operációra.

Tegyük fel, hogy Fix(S) nem metsző. Ekkor létezik g ̸= h ∈ S olyan, hogy Fix(g) ∩
Fix(h) = ∅. LegyenB = {x ∈ X : g(x) = h(x)}. Mivel S metsző, ezértB = {x1, ..., xk}
valamilyen pozit́ıv egész k-ra.

Legyen w = gx1,...,xk
. Az első bekezdés nyomán, w(y) ̸= h(y) minden y ∈ X\B-re, és

w ∈ S. Ha létezne olyan i, amire w(xi) egyenlő lenne h(xi)-vel, akkor azt kapnánk,
hogy xi = w(xi) = h(xi) = g(xi), ahol az utolsó egyenlőséget xi ∈ B-ből kaptuk. Ekkor
Fix(g) ∩ Fix(h) ̸= ∅, ami ellentmondás. Tehát, w(x) ̸= h(x) minden x ∈ X-re. Azon-
ban ez is ellentmondás w, h ∈ S miatt. ■

2.4 2.1.10. tétel bizonýıtása

Szükségünk lesz néhány ismert tételre az extremális halmazelméletből [7].

2.4.1. Álĺıtás (LYM-egyenlőtlenség) LegyenA antilánc az n eleműX halmaz részhalmazain.
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Ekkor ∑
A∈A

|A|!(n− |A|)! ≤ n!.

2.4.2. Álĺıtás (EKR) Legyen n, k ∈ N, k < n
2
F = {A1, ..., Am} egy k-uniform, metsző

halmazrendszer V felett, |V | = n. Ekkor

|F | ≤
(
n− 1

k − 1

)
.

2.4.3. Lemma Ha A egy n elemű X halmaz részhalmazaiból álló antilánc, amire
|A| ≥ k, minden A ∈ A-ra, akkor∑

A∈A

(n− |A|)! ≤ n!

k!
.

Bizonýıtás A LYM-egyenlőtlenség alkalmazásával kapjuk, hogy∑
A∈A

(n− |A|)! ≤
∑
A∈A

|A|!
k!

(n− |A|)! ≤ n!

k!
.

■

Néhány dolgot megfigyelhetünk.

Legyen Y ⊆ X és G = Sym(X) = Sn. Legyen G(Y ) azon g ∈ Sn permutációk halmaza,
melyre g(y) = y minden y ∈ Y -ra. Ekkor G{x} az x pont stabilizátora, valamint
|G(Y )| = (n − |Y |)!. Ha g egy olyan S-beli permutáció, melyre Fix(g) = F , akkor
g ∈ G(F ). Ebből következik, hogy

|S| ≤
∑

F∈Fix(S)

|G(F )| =
∑

F∈Fix(S)

(n− |F |)!.

Ennét többet is tudunk álĺıtani. Vegyük észre, hogy ha A ⊆ B valamilyen A,B ∈
Fix(S)-re, akkor G(B) ⊆ G(A).

Tehát ha

F = {F ∈ Fix(S) : F minimális eleme a (Fix(S),⊆) részbenrendezett halmaznak},
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akkor kapjuk, hogy

|S| ≤
∑
F∈F

(n− |F |)!.

A 2.1.10. tétel bizonýıtása

Tegyük fel, hogy Id ∈ S, azt akarjuk megmutatni, hogy S stabilizátora egy pontnak.
Először megjegyezzük azt, hogy a tétel igaz, ha n ≤ 5, ezt be lehet bizonýıtani kézzel
vagy számı́tógéppel GAP [6] használatával. (Klikkeket keresünk a 2.1.13. tételben
használt gráfban, melyet GAP-pal tehetünk meg.) Legyen n ≥ 6. A 2.2.1. tétel, illetve
a 2.3.2. tétel alapján feltehetjük, hogy Fix(S) metsző. Legyen F Fix(S) részhalmaza
olyan, mint ahogy fentebb definiáltuk. Ekkor F az X halmaz részhalmazain metsző
antiláncot alkot és nem üres halmaz.

Mivel F metsző, ezért ∅ /∈ F . Továbbá vegyük észre, hogy ha egy g permutáció
több, mint n− 2 pontot rögźıt, akkor szükségképpen az identitásnak kell lennie, tehát
|Fix(g)| ≠ n−1 minden g ∈ S-re, ami azt is jelenti, hogy |F | ≠ n−1 minden F ∈ F -re.
Mivel F antilánc, ezért X /∈ F . Összefoglalva kaptuk, hogy 1 ≤ |F | ≤ n − 2 minden
F ∈ F .

Tegyük fel, hogy Fix(S) tartalmaz egy 1 számosságú {x} elemet. Ekkor Fix(S)
metszősége miatt minden permutációnak rögźıtenie kell az x pontot. Mivel |S| =
(n − 1)!, ezért S-nek az x pont stabilizátorának kell lennie. A továbbiakban felte-
hetjük, hogy |Fix(g)| ≥ 2 minden g ∈ S-re, tehát |F | ≥ 2 minden F ∈ F -re.

F defińıciója miatt, ha
⋂
F∈F

F ̸= ∅, akkor minden S-beli permutáció egy közös pon-

tot rögźıt, amiből következik az álĺıtás, tehát feltehetjük, hogy
⋂
F∈F

F = ∅. Ezeket

az egyszerűśıtéseket elvégezve az a célunk, hogy ellentmondásra jussunk úgy, hogy
belátjuk, hogy |S| < (n−1)!. Ahhoz, hogy ezt elérjük, bontsuk fel a következő esetekre
az álĺıtást:

(i) |F | ≥ 3 minden F ∈ F -re, tehát F -nek nincs kételemű eleme, amiből

|S| ≤
∑
F∈F

(n− |F |)! =

=
∑
F∈F

3≤|F |≤[n2 ]

(n− |F |)! +
∑
F∈F

|F |≥[n2 ]+1

(n− |F |)! ≤

≤
[n2 ]∑
k=3

ak(n− k)! +
n!

([n2 ] + 1)!
,
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a 2.4.3. lemmát felhasználva, és ak az F -beli k elemszámú elemek száma.

Ekkor

|S| ≤
[n2 ]∑
k=3

(
n− 1

k − 1

)
(n− k)! +

n!

([n2 ] + 1)!

mivel a kettébontás miatt teljesülnek az EKR feltételei, tehát

|S| ≤ (n− 1)!

[n2 ]∑
k=3

1

(k − 1)!
+

n!

([n2 ] + 1)!
≤

≤ (n− 1)!
4

5
+

n!

([n2 ] + 1)!
,

mivel

[n
2
]∑

k=3

1

(k − 1)!
< e− 2 <

4

5
.

Tehát elég megmutatnunk, hogy
n!

([n
2
] + 1)!

<
(n− 1)!

5
. Azonban ez igaz minden n ≥ 8-

ra. Ha n = 6, 7, akkor abból, hogy |S| ≤ (n− 1)!
4

5
+

n!

([n
2
] + 1)!

kapjuk, hogy |S| <

(n− 1)! azaz, ha F -nek nincsenek kételemű elemei, akkor |S| < (n− 1)! minden n ≥ 6-
ra.

(ii) F -nek van kételemű eleme.

Legyen F2 = {F ∈ F : |F | = 2}.

(ii) aleset (a):
⋂

F∈F2

F = ∅

Az általánosság megszoŕıtása nélkül feltehetjük, hogy {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} ∈ F2 a metsző
tulajdonság miatt. Legyen F ∈ F\{{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}.
Mivel F ∩ {2, 3} ̸= ∅ fennáll, ezért vagy 2 ∈ F , vagy 3 ∈ F . Ez azt mutatja, hogy
1 /∈ F , különben az állna fent, hogy {1, 2} ⊆ F vagy {1, 3} ⊆ F , ami ellentmondana
az F antilánc tulajdonságának. Most {1, 2} ∩ F ̸= ∅ és {1, 3} ∩ F ̸= ∅, amiből kapjuk,
hogy {2, 3} ⊆ F , ami ellentmond annak, hogy F antilánc. Tehát F = F2, |F2| = 3,
amiből kapjuk, hogy

|S| ≤
∑
F∈F

(n− |F |)! =
∑
F∈F2

(n− |F |)! = 3(n− 2)! < (n− 1)!

minden n ≥ 6-ra.
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(ii) aleset (b):
⋂

F∈F2

F ̸= ∅

Az általánosság megszoŕıtása nélkül feltehetjük, hogy F2 = {{1, i}|2 ≤ i ≤ c} valami-
lyen c ∈ {2, 3, ..., n}-re. Legyen

D = {F ∈ F\F2 : 1 /∈ F}

E = {F ∈ F\F2 : 1 ∈ F}.

Ha g egy permutáció, aminek fixpontjainak halmaza Fix(g) olyan, hogy tartalmaz egy
F ∈ D halmazt, akkor Fix(g) tartalmazza {2, 3, ..., c}-t is, hiszen F metsző. Tehát
g ∈ G({2,3,...,c}). Tegyük fel most egy ideig, hogy c = n. Ekkor D üres halmaz, mivel
különben, ha létezne F ∈ D, hogy {2, 3, ..., n} ⊆ F , akkor ebből következne, hogy
|F | > n− 2, ami ellentmondás. Tehát, F = F2 ∪ E és ekkor minden F ∈ F halmaznak

tartalmaznia kell az 1-et, amiből következik, hogy
⋂
F∈F

F ̸= ∅, azonban ez ellentmondás,

tehát c ≤ n− 1.

Ha F ∈ E , akkor {1, x, y} ⊆ F valamilyen x, y /∈ {2, 3, ..., c}-re, mivel F antilánc. Tehát,

legfeljebb

(
n− c

2

)
darab választási lehetőségünk van az {x, y} rendezetlen párra. Ha g

egy permutáció, aminek fixpontjainak halmaza Fix(g) olyan, hogy tartalmaz egy F ∈ E
halmazt, akkor g ∈ G({1,x,y}). Ebből, azt kapjuk, hogy

|S| ≤
∑
F∈F

(n− |F |)! + |G({2,3,...,c})|+

+
∑

B∈(X\{1,2,...,c}
2 )

|G({1}∪B)| ≤

≤ (c− 1)(n− 2)! + (n− c+ 1)! +

(
n− c

2

)
(n− 3)!.

Feltéve, hogy 3 ≤ c ≤ n− 2, azt kapjuk, hogy |S| ≤ f(c), ahol

f(c) = c(n− 2)! +

(
n− c

2

)
(n− 3)!, azonban

n− c

2
< n− 2, tehát

(n− c)(n− c− 1)

2
< (n− 2)(n− c− 1),

mivel n− c− 1 > 0. Tehát(
n− c

2

)
(n− 3)! < (n− 2)!(n− c− 1),
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f(c) < (n− 1)!,

amiből kapjuk, hogy |S| < (n− 1)! minden n ≥ 6-ra.

Ha c = n− 1, akkor

|S| ≤
∑
F∈F2

(n− |F |)! + |G({2,3,...,c})| = (n− 2)(n− 2)! + 2 < (n− 1)!,

minden n ≥ 6-ra.

Most feltehetjük, hogy c = 2 azaz, F2 = {{1, 2}} minden n ≥ 6-ra. Ekkor F =
F2 ∪ B1 ∪ B2, ahol

B1 = {F ∈ F\F2 : 1 ∈ F}

B1 = {F ∈ F\F2 : 2 ∈ F}.

Vegyük észre, hogy B1∩B2 = ∅, az F antilánc tulajdonsága miatt. Továbbá, ha F ∈ Bi

i = 1, 2, akkor F tartalmazza az {i, a, b} halmazt, ahol a, b ∈ X\{1, 2}. Tehát,

|S| ≤
∑
F∈F2

(n− |F |)! +
∑

{a,b}∈(X\{1,2,...,c}
2 )

|G({1,a,b})|+

+
∑

{a,b}∈(X\{1,2,...,c}
2 )

|G({2,a,b})| ≤

≤ (n− 2)! + 2

(
n− 2

2

)
(n− 3)! ≤

≤ (n− 2)(n− 2)! < (n− 1)!.

Tehát azt kaptuk, hogy, ha F tartalmaz kételemű elemet, ahhor |S| < (n− 1)! minden
n ≥ 6-ra, amivel az álĺıtást beláttuk.■
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3 Metszési sűrűség

Ebben a fejezetben bevezetjük a metszési sűrűség fogalmát és ez alapján vizsgálunk per-
mutációcsoportokat. Ez a fejezet főleg [8] és [13] alapján készült, kivéve, ahol másképp
fel van tüntetve.

3.1. Defińıció Azt mondjuk, hogy a G csoport az Ω halmazon hat, ha minden g ∈ G
és ω ∈ Ω esetén értelmezve van a g ∗ ω ∈ Ω elem úgy, hogy bármely g, h ∈ G és ω ∈ Ω
esetén

g ∗ (h ∗ ω) = (g ∗ h) ∗ ω

tehát G elemeinek szorzatai kompoźıcióként hatnak.

3.2. Defińıció Legyen G az Ω-en ható csoport, ekkor ω ∈ Ω pályája a g ∗ ω alakú
pontokból áll, azaz azokból, ahová ω-et el lehet vinni G elemeivel. Jele: G(ω).

3.3. Defińıció G hatása Ω-en tranzit́ıv, ha csak egyetlen pályálya van, azaz Ω bármely
két eleme egymásba vihető a G egy elemével.

3.4. Defińıció Legyen G egy Ω-en ható csoport. Az Ω egy ekvivalencia relációját
(part́ıcióját) G kongrueniájának nevezzük, ha tetszőleges x ∼ y és g ∈ G esetén
g ∗ x ∼ g ∗ y. Bármi is legyen az Ω és a G, mindig létezik két triviális kongruencia. Az
egyik, amikor az összes Ω-beli elem egyedül, egy elemű osztályban van, a másik, amikor
az Ω halmaz egésze egy osztályt alkot.

3.5. Defińıció A G csoport primit́ıvan hat az Ω halmazon, ha tranzit́ıv és az Ω hal-
maznak pontosan két kongruenciája van: a triviálisok.

Az előző fejezetben megmutattuk, hogy minden S ⊆ Sn metsző permutációk halmazára
igaz, hogy felső korlátja egy pont stabilizátorának elemszáma, valamint azt, hogy a
maximális elemszámú S metsző permutációk halmazai, azok egy pont stabilizátorának
mellékosztályai. Ebben a fejezetben, a szimmetrikus csoport primit́ıv részcsoportjaival,
azaz primit́ıv permutációcsoportokkal fogunk foglalkozni.

3.6. Defińıció Egy Ω-án ható G permutációcsoportról azt mondjuk, hogy EKR-
tulajdonságú, ha a pontok stabilizátorai maximális metsző halmazok. Továbbá azt
mondjuk, hogy a csoport szigorúan EKR-tulajdonságú, ha kizárólag pontok stabi-
lizátorainak mellékosztályai a maximális metsző halmazok G-ben.

Be fogjuk látni, hogy a tranzit́ıv permutációcsoportok “távol” vannak attól, hogy EKR-
tulajdonságúak legyenek. Ahhoz, hogy ezt a távolságot mérjük, vezessük be a következő
mérőszámot:

3.7. Defińıció Legyen G egy Ω-án ható tranzit́ıv permutációcsoport. Jelöljük ρ(G,Ω)-

val az
|S|
|Gω|

hányadost, ahol S maximális metsző halmaz és ω ∈ Ω.

28



Mivel Gω metsző halmaz, ezért ρ(G,Ω) ≥ 1. Egy G csoport akkor és csak akkor EKR-
tulajdonságú, ha ρ(G,Ω) = 1. Megmutatjuk, hogy ρ(G,Ω) tetszőlegesen nagy lehet
általános permutációcsoportok esetén.

3.8. Defińıció Legyen T egy test és n ≥ 1 egész. Ekkor a T test fölötti n × n-es
invertálható mátrixok csoportját a szorzásra általános lineáris csoportnak nevezzük,
és GL(n, T )-vel jelöljük. Azok a mátrixok, melyeknek determinánsa 1, részcsoportot
alkotnak GL(n, T )-ben. Ezt a csoportot speciális lineáris csoportnak nevezzük, jele:
SL(n, T ).

3.9. Defińıció Legyen T test, n ≥ 1 egész, és tekintsük az

AGL(n, T ) = {v →Mv + b : b ∈ T n,M ∈ GL(n, T )}

leképzéseket a T n halmazon. Ezek csoportját a kompoźıcióra affin csoportnak h́ıvjuk,
elemeik az affin transzformációk.

Példa A śık és a tér egybevágósági transzformációi az AGL(n,R) csoport elemeinek
tekinthetők, ha n = 2 vagy n = 3.

3.10. Defińıció Legyen G csoport és H részcsoportja G-nek. A különböző H szerinti
mellékosztályok számát a H részcsoport G-beli indexének nevezzük, jele: |G : H|.

Bármely két H-szerinti bal oldali mellékosztály vagy megegyezik, vagy diszjunkt, és a
bal oldali mellékosztályok uniója G. Ugyanez igaz a jobboldali mellékosztályokra is. Ha
G véges, akkor |G| = |H||G : H|.

3.11. Defińıció Legyen G csoport, és g ∈ G. Ekkor a g elem egész kitevőjű hatványaiból
álló részcsoportot a g elem által generált részcsoportnak nevezzük, és

〈
g
〉
-vel jelöljük.

3.12. Defińıció Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre. Azt
mondjuk, hogy egy ψ : G → H leképzés csoport-homomorfizmus, ha művelettartó,
vagyis ha tetszőleges a, b ∈ G esetén

ψ(a ∗ b) = ψ(a) • ψ(b).

Ha ψ kölcsönösen egyértelmű is a G és H halmazok között, akkor ψ izomorfizmus. A
G és H csoportok izomorf csoportok, ha létezik közöttük izomorfizmus. Jele G ∼= H.

3.13. Defińıció Ha ψ : G→ H egy csoport-homomorfizmus, akkor legyen

Im(ψ) = {ψ(a)|a ∈ G} ⊆ H

a ψ képe, vagyis az értékkészlete.
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3.14. Defińıció Ha ψ : G→ H egy csoport-homomorfizmus, akkor legyen

Ker(ψ) = {a ∈ G : ψ(a) = 1H} ⊆ G

a ψ magja, ahol 1H a H csoport egységeleme.

3.15. DefińıcióAG csoport egyN részcsoportját akkor nevezzük normális részcsoportnak,
vagy normálosztónak. ha egy aklalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak a magja.
Jelölés: N ◁G.

Legyen G csoport és N részcsoportja G-nek, melyre gN = Ng minden g ∈ G-re. Álljon
a K halmaz az N szerinti mellékosztályokból, és vezessük be rajta a szorzást a

(g1N)(g2N) = g1g2N

képlettel. Ekkor K csoport lesz, melynek egységeleme az N = 1 ∗ N mellékosztály, a
gN inverze pedig g−1N . Az a ψ : G→ K leképzés, ami g-hez gN -et rendeli, homomor-
fizmus lesz, melynek magja N .

3.16. Defińıció Legyen N normálosztó a G csoportban. A fent definiált K csoportot
a G csoport N szerinti faktorcsoportjának nevezzük, jele G/N . A ψ : g → gN leképzés
neve természetes homomorfizmus.

3.17. Defińıció Legyenek N,H csoportok, és ψ : H → Aut(N) tetszőleges ho-
momorfizmus. Definiáljuk a G csoportot úgy, hogy elemei az (n, h) rendezett párok
(n ∈ N, h ∈ H), a szorzás pedig

(n1, h1)(n2, h2) = (n1(ψ(h1))(n2), h1h2).

A kapott csoportot N és H szemidirekt szorzatának nevezzük, és N ⋊H-val jelöljük.

3.18. Defińıció Legyen A csoport és legyen H egy Ω-án ható csoport. Legyen AΩ

az A halmaz önmagával vett direkt szorzata, megindexelve Ω-val. Ekkor az A és H
halmazok koszorúszorzatát úgy definiáljuk, hogy

A ≀H = AΩ ⋊H = (A× A× ...× A)⋊H.

Példa [9] Az általánośıtott szimmetrikus csoportot koszorúszorzattal definiáljuk: S(m,n) =
Zm ≀Sn, azaz az m-edrendű ciklikus csoport valamint az n-edfokú szimmetrikus csoport
szorzata. Ha m = 1, akkor visszakapjuk Sn-et.

Példa [10] Az alábbi fa automorfizmusai is kifejezhetők koszorúszorzatként. A legalsó
szinten az egyes ágakban levő levelek permutációi alkotják az S3 csoportot, illetve a
gráf középső szintjének permutációi adják az S2 csoportot. Azt látjuk, hogy a gráf
automorfizmusainak csoposrtja:

(S3 × S3)⋊ S2 = S3 ≀ S2.
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Egy G csoportban felcserélhetőnek nevezzük a g, h ∈ G elemeket, ha g ∗ h = h ∗ g.
Azokat az x ∈ G elemek halmazát melyek G minden elemével felcserélhetők a G cen-
trumának nevezzük. Jele: Z(G).

Minden permutációcsoportot két különböző kategóriába tudunk elhelyezni. Egy G ≤
Sym(Ω) permutációcsoportról azt mondjuk, hogy van szorzat felbontása, ha léteznek
H ≤ Sym(∆) és K ≤ Sym(Θ) permutációcsoportok úgy, hogy G ekvivalens H ≀K ≤
Sym(∆Θ)-val.

Egy G permutációcsoportot regulárisnak nevezünk, ha tranzit́ıv, és minden minden
pont stabilizátora az egyelemű részcsoport.

3.19. Lemma Legyen G egy tranzit́ıv permutációcsoport Ω-án egy ω ∈ Ω fixponttal.
Ekkor, minden S < G részcsoportra, az alábbi álĺıtások ekvivalensek:

1. S az egy metsző részhalmaz,

2. S minden eleme rögźıti Ω valamelyik pontját,

3. S minden eleme konjugáltja egy Ω-beli elemnek.

Bizonýıtás Először megmutatjuk, hogy 1-ből következik 2. Mivel S metsző halmaz,
ezért adott h ∈ S-re he−1 = h rögźıti Ω egy pontját.

Legyen h ∈ G olyan, hogy rögźıt valamilyen α ∈ Ω pontot, tehát h ∈ Gα. Mivel G
hatása tranzit́ıv, ezért Gα és Gω konjugáltak, tehát h Gω valamelyik elemének a kon-
jugáltja. Ez mutatja, hogy 2-ből következik 3.
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Legyen h, x ∈ G olyan, hogy x−1hx ∈ Gω. Ebből látszik, hogy h rögźıti ωx-et. Ez
mutatja, hogy 3-ból következik 1.■

Ezen lemma alapján tudunk konstruálni nagy metsző halmazokat.

Példa Legyen p egy páratlan pŕım, V = Zd
p és G = AGL(d, p) = V : GL(d, p) az affin

csoport. Vegyünk egy x involúciót (másodrendű elemet) GL(d, p) centrumából és egy
másik y involúciót (V :

〈
x
〉
)\
〈
x
〉
-ből. Ekkor, Gω :=

〈
x, y
〉 ∼= D2p. Figyeljük meg G

hatását [G : Gω]-án.

Mivel GL(d, p) tranzit́ıvan hat a nemnulla vektorokon, láthatjuk, hogy S = V :
〈
x
〉

minden eleme konjugált Gω valamelyik eleméhez. Tehát, a 3.19. lemmából következik,
hogy S metsző halmaz. Láthatjuk, hogy

|S| = 2pd , illetve |Gω| = 2p.

tehát |S| tetszőlegesen nagyobb lehet |Gω|-nál, d-től függően.

Ezt a példát alapul véve, be tudjuk bizonýıtani, hogy a metszési sűrűség ρ(G,Ω)
tetszőlegesen nagy lehet.

3.20. Tétel AdottM > 0, ekkor létezik egy tranzit́ıv permutációcsoport G ≤ Sym(Ω)
és egy metsző halmaz S ⊆ G oly módon, hogy |S| > M |Gω|, ahol Gω az ω ∈ Ω pont
stabilizátora.

Bizonýıtás Ezen bizonýıtás során konstruálunk permutációcsopokat nagy metsző hal-
mazokkal.

Legyen p pŕım, q = pd. Legyenek E = (Fq,+) és F = (Fq2 ,+) rendre a pd és p2d elemű
véges testek addit́ıv csoportjai. Legyenek E× és F× rendre a pd és p2d elemű véges
testek multiplikat́ıv csoportjai. Tekintsük az affin csoport G = AGL(1, p2d) = F : F×

hatását Ω = [G : H]-án, ahol H = E : E×. Ekkor G egy Ω-án tranzit́ıvan ható per-
mutációcsoport. Válasszuk a metsző halmaznak az S = F : E× részcsoportot. ■

3.21. Tétel Adott M > 0 és ϵ ∈ (0, 1), ekkor létezik egy permutációcsoport G ≤
Sym(Ω) melynek nincsen szorzatfelbontása olyan, hogy ρ(G,Ω) > M és (1 − ϵ)

√
Ω <

ρ(G,Ω) <
√
Ω.

Mielőtt bizonýıtjuk ezt a tételt, kimondunk egy lemmát, ami hasznos lesz számunkra.
A lemma bizonýıtása ekvivalens a 2.2. következménnyel [12]-ben.

Egy C permutációcsoport egy G ≤ Sym(Ω) részcsoportját élesen tranzit́ıvnak h́ıvjuk,
ha bármely (α, β) ∈ Ω × Ω-ra létezik pontosan egy c ∈ C, oly módon hogy αc = β.
Megjegyezzük, hogy egy reguláris részcsoport élesen tranzit́ıv. A következő lemma azt
mondja ki, hogy az élesen tranzit́ıv csoportot tartalmazó permutációcsoportok EKR-
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tulajdonságúak.

3.22. Lemma Legyen G véges permutációcsoport Ω-án, ω ∈ Ω. Ha G tartalmaz egy
élesen tranzit́ıv C részhalmazt, akkor a következő álĺıtások igazak:

1. Ha S ⊂ G metsző, akkor létezik egy {Hc|c ∈ K} H részhalmazainak páronként
diszjunkt halmazainak halmaza (azaz Hc ⊂ H és Hc∩Hd = ∅ minden c, d ∈ K-ra,

hogy c ̸= d) oly módon, hogy S =
⋃
c∈K

Hcc,

2. G EKR-tulajdonságú.

Bizonýıtás (3.21. Tétel) A tétel bizonýıtásához seǵıtségül h́ıvunk egy lemmát.

3.23. Lemma Legyen G,H,Ω, és S olyanok, ahogy 3.20. tételnél definiáltuk őket.
Ekkor a következő álĺıtások igazak:

1. S maximum metsző,

2. |S| <
√

|Ω||H|,

3. lim
q→∞

|S|√
|Ω||H|

= 1.

Bizonýıtás Legyen x ∈ F× and y ∈ E×, és tekintsük az (x, y) ∈ S elemet. Ekkor
(0, x−1)(x, y)(0, x) = (1, y) ∈ E : E× = H. Tehát S minden eleme H valamelyik
elemének a konjugáltja. A 3.19. lemma alapján láthatjuk, hogy S metsző részhalmaz.
Mivel H ≤ S, ezért H minden eleme konjugáltja egy S-beli elemnek. Tehát egy g ∈ G
konjugáltja H egy elemének akkor és csak akkor, ha konjugáltja S egy elemének. Azt
kaptuk, hogy g ∈ G rögźıt egy pontot [G : S]-ben akkor és csak akkor, ha g konjugáltja
S egy elemének. Ennek eredményeképpen egy X részhalmaz metsző G hatását tekintve
Ω = [G : H]-án akkor és csak akkor, ha metsző G hatását tekintve [G : S]-en.

Így F×-nek a q + 1 elemű ciklikus részcsoportja reguláris részcsoport G hatását tek-
intve [G : S]-en. A 3.22. lemma alapján minden reguláris részcsoportot tartalmazó per-
mutációcsoportnak EKR-tulajdonságúnak kell lennie, hiszen élesen tranzit́ıvak. Ennélfogva,
S maximum metsző G hatását nézve [G : S]-en, amiből kapjuk, hogy G Ω-ra vett
hatását tekintve is az.

Ω elemszámát tekintve kapjuk, hogy:

|Ω| = |G|
|H|

=
q2(q2 − 1)

q(q − 1)
= q(q + 1).

Továbbá az is igaz, hogy

|S|
|H|

=
q2(q − 1)

q(q − 1)
= q =

√
q2 <

√
q(q + 1) =

√
|Ω|.
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Észrevehetjük, hogy lim
q→∞

|S|√
|Ω||H|

= 1. ■

A 3.21. tétel bizonýıtásához már csak annira van szükségünk, hogy megmutassuk, hogy
G-nek nincs szorzat felbontása. A G permutációcsoport rendje q(q+1), ami nem nm-es
alakban van, tehát G-nek nincs szorzatfelbontása. Ezzel befejeztük a 3.21. tétel bi-
zonýıtását. ■

Most nézzük meg hogy lehet konstruálni egy permutációcsoportot a koszorúszorzattal.
Legyen p pŕım. Tekintsük a Zl csoportot és egy X halmazt. Jelöljük XZl-el az X
értékű függvényeket Zl-en. A Zl csoportnak van egy természetes hatása XZl-en, ami
megadható (m · π)(j) = π(j −m)-el minden m ∈ Zl, π ∈ XZl , és j ∈ Zl-re.

Legyen G ≤ Sym(Ω) egy permutációcsoport. Ekkor a GZl halmaz tekintheő egy
ΩZl-en ható csoportnak a következőképpen: (fπ)(j) = f(j)π(j), minden f ∈ GZl ,
π ∈ XZl , és j ∈ Zl-re. Vegyük észre, hogy Zl normalizálja GZl-t Aut(XZl)-ban, mivel
mfm−1 = m · f , amiből GZl : Zl ≤ Sym(ΩΓ). Az (f,m) ∈ GZl : Zl elem hat π ∈ ΩΓ-
án a következőképpen: ((f ;m)π)(i) = f(i − m)π(i − m). Ezt a permutációcsoportot
G ≀ Zl ≤ Sym(ΩΓ)-val jelöljük. A következő lemma seǵıt megérteni az összefüggést
ρ(G,Ω) és ρ(G ≀ Zl,Ω

Zl) között.

3.24. Lemma Ha S metsző részcsoportja G ≤ Sym(Ω)-nak, akkor S = S ≀ Zl metsző
részcsoportja G ≀ Zl ≤ Sym(ΩZl)-nek.

Bizonýıtás Nézzük f ∈ SZl és m ̸= 0 ∈ Zl-t. Megmutatjuk, hogy (f ;m) ∈ S ≀ Zl

rögźıti ΩZl egy pontját. A 3.19. lemma alapján S minden eleme rögźıt egy pontot Ω-

ban. Kiválaszthatunk egy x−m ∈ Ω pontot, amit rögźıtünk

(
l−1∏
j=0

f((l − j − 2)m)

)
-el.

Minden 0 ≤ i ≤ l − 2-re, legyen(
l−1∏

j=i+1

f(jm)

)
x−m.

Ebből kapjuk, hogy f((i− 1)m)x(i−1)m = xim. Tehát

{im| − 1 ≤ i ≤ l − 2} = Zl.

Legyen π ∈ ΩZl olyan, hogy π(im) = xim minden−1 ≤ i ≤ l−2-re, ekkor (f ;m)π(im) =
f((i− 1)m)π((i− 1)m) = π(im), amiből kapjuk, hogy (f ;m) rögźıti π-t, tehát a 3.19.
lemma alapján S metsző részcsoport. ■

Ezzel készen állunk bebizonýıtani a következő tételt.

3.25. Tétel Végtelen sok olyan G ≤ Sym(Ω) permutációcsoport van, melynek létezik
szorzat felbontása és ρ(G,Ω) >

√
|Ω|.
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Bizonýıtás Legyen P ≤ Sym(∆) permutációcsoport, melynek S egy maximum metsző
részcsoportja. Ekkor a 3.24. lemma alapján S = S ≀Zl ≤ Sym(ΩZl) metsző részcsoportja
P ≀Zl ≤ Sym(ΩZl)-nek, ahol l pŕım. Adott δ ∈ ∆, a P Zl

δ : Zl csoport a P ≀Zl ≤ Sym(ΩZl)
permutációcsoport egy pontjának a stabilizátora. Ebből kapjuk, hogy

ρ(P ≀ Zl,Ω
Zl) ≥ |S|

|PZl

δ : Zl|
=

(
|S|
|Pδ|

)l

.

Tehát, ha találunk egy P ≤ Sym(∆) permutációcsoportot, aminek van egy metsző

S < P részcsoportja, melyre
|S|
|Pδ|

>
√
|∆|, akkor beláttuk a 3.25. tételt. Ilyen csopor-

tra található példa [11]-ben az 5.1. tételnél.
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