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1. fejezet

Bevezetés

Parlamenti valasztasok sordn két partnak mikor kell egyesiilnie mindenképp ahhoz, hogy
gyGzelemre jussanak? Ezt kévetSen a nyereségen hogyan osztozzanak meg? Vagy éppen
egy piaci adéas-vételi helyzet soran az eladonak melyik vevével éri meg leginkabb egyiitt-
miikddnie?

A hétkoznapi élet sok teriiletén, példaul gazdasigban, politikiban gyakran sziikséges an-
nak realis felmérése, hogy a tobbi szereplével érdemes-e egyezkedni, kdzos megallapodésra
jutni, és ha igen, akkor ez az ugynevezett kooperacié mennyire hasznos. A kooperativ ja-
tékelmélet az ilyen helyzetek matematikai lefrasat adja meg, a résztveviket jatékosoknak,
a lehetségesen kialakulo, egyméssal egyiittmiikod6 csoportosulasokat pedig koalicionak
nevezi, és ezekhez értékeket rendel, attol fiiggGen hogy mennyi hasznot képesek egyiitt el-
érni. Foglalkozik tovabba azzal, hogy az elért hasznot a koaliciok tagjai hogyan oszthatjak
fel egymas kozt, ez mikor lesz igazsdgos, vagy éppen minden koalicié szaméara megfeleld,
és mikor nem.

Feltessziik, hogy a résztvevdk racionalisan gondolkodnak, tehat nem hoznak olyan dénté-
seket amikkel csokkentenék a hasznukat, valamint, hogy a fizetGeszkoz mindenki szamara
ugyanazt jelenti. Természetesen ez nem mindig kovetkezik be a valo életben, példaul két
politikai part sok esetben nem egyesiil személyes ellentétek miatt akkor sem, ha megérné
nekik, de a modellezést jelentGsen megkonnyiti a feltételezés.

A szakdolgozat elsé felében altalanosan vizsgaljuk az ilyen jatékokat példakon keresztiil;
kategoridkba oszthatjuk a jatékokat aszerint, hogy altalanosan megéri-e két koalicionak
egyesiilnie, vagy a koalicios fiiggvény tulajdonsagai szerint. Foglalkozunk kifizetésekkel,
ezek jellegzetességeivel, bevezetjik a mag, és az altalanosabb C'S-mag definicidjat. To-
vabba az ugynevezett Shapley-érték és Bahnzaf-index segitségével igazsagos kifizetéseket
keresiink.

A masodik nagy részben a megismert fogalmakat silyozott szavazési jatékokban elemez-
zik. A szavazasi jatékok a kooperativ jatékok egy csoportjat alkotjak, ilyenkor a szerepl6k-
nek ahhoz, hogy csoportosan egy adott javaslat elfogadasarol vagy elutasitésarol hozzanak
dontést, egy bizonyos limitet kell elérniiik. Stlyozott szavazasi jatékoknal a szereplSk kii-
16nb6z6 fontossaguak (sulytiak) lehetnek, ezért tobbféle helyzet is modellezhetd veliik,
példaul egy parlamenti valasztas soran egy part stilyat megadhatjuk az altala birtokolt
mandatumok szaméval, és ez alapjan vizsgalhatjuk mely partoknak érdemes egyesiilnie.



2. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben Solymosi Tamés jatékelmélet jegyzetét [4] alapul véve bemutatjuk
a kooperativ jatékelmélet targyalasdhoz sziikséges alapvetd fogalmakat, formalizaljuk a
jatékok egyes fajtait, a nyereség felosztasanak modjait, vagyis a kifizetéseket, és vizsgaljuk
ezek jellemzgit. Késébb sz6 esik a magrol, amely kulcsfontossagu fogalom, valamint az
igazsagos kifizetések kapcsédn a Shapley-értékrél és Bahnzaf-indexral.

1. Definicié. Legyen n > 2 és N a jdtékosok halmaza. Az S C N halmazt koalicionak
nevezziik, N' -t pedig a koaliciok halmazdnak. Az iires halmaz mint koalicié az tires
koalicio, N pedig mint a teljes halmaz a nagykoalicid.

2. Definici6é. A koalicios fiiggvény eqy, a koaliciok halmazdn értelmezett valdsértéki
figguény; v : N —= R, v() = 0.

3. Definicido. FEgy n-személyes kifizetéses kooperativ jaték két dsszetevdje:

e a jatékosok halmaza: N = {1,....n};

e a koalicids figguény: N — R, amire v(() = 0;
Eqy kooperativ jatékot az (N,v) pdros egyértelmiien meghatdroz.

Tekintslink meg néhany nevezetes kooperativ jatékot:

1. Példa. Kesztytjaték: A jaték szereplSi aranyasok egy kocsméaban, akik koziil min-
denkinek van egy darab kesztytije, ami jobb- vagy balkezes, értéke viszont csak egy par
kesztytinek van, egy tiveg whisky. A jatékot tehat a kovetkezdképpen formalizalhatjuk:
N = J U B, ahol J és B értelemszertien a jobb- illetve a balkezes kesztytit birtoklok
halmaza, a koaliciés fliggvény pedig a kovetkezd:

v(S) = min{|J N S|,|BN S|}

v(S)-et az S csoportosulas altal elérhetd 6sszhaszonnak, nyereségnek nevezziik.

2. Példa. Lovasar: A helyzetleiras szerint 3 szereplénk van: A B és C. A-nak van egy
lova, amit el szeretne adni, legalabb 200 peng&ért. B és C is megvasarolna a lovat, B
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280, mig C 300 pengdt hajlandé adni érte, de ezeket az informécidkat az alkudozés soran
nem osztjak meg egymassal. A fizetGeszkoz, vagyis 1 pengd mindegyikiiknek ugyanakkor
értéket képvisel, haszon csak abbol szarmazhat, hogy a 16 értéke mindharom vevé szamara
mas.

Kezdeti allapotban v(A) = 200; v(B) = 280; v(C') = 300; mivel feltételezhetd, hogy B-nél
és C-nél nincs tobb pénz mint amennyit elkdltenének. Ha A és B meg tud egyezni, hogy
a 16 gazdat cserél valamilyen 200 < p < 280 6sszeg fejében, akkor az egytittmiikodésiik
eredménye: v(AB) = p+ (280 —p) +280 = 560 pengd, mivel A megkapja a p pénzosszeget,
B szaméara a 16 280 pengét ér, ezen kiviill marad 280 — p pengGje. Ugyanigy A és C
kooperaciojabol v(AC) = p+ (300 — p) 4+ 300 = 600 nyereség szarmazhat. A és B egymas
kozt csak pénz adhatnak at, amibdl mérhetd elény nem szarmazik, ezért v(BC') = 280 +
300 = 580. A nagykoalicio létrejottével az Gsszes nyereség v(ABC) = 880 lesz, ilyenkor a
16 A és C kozt cserélt gazdat, B kozremiikodni csak a sajat 280 pengdjével tud.

Egyszertsitsiik le a jaték modelljét, minden jatékos és koalicio esetén vegyiik a kezdeti
vagyoni helyzetiiket kiindulasi pontnak, az egylittmikodések nyereségét pedig ehhez mérve
szamoljuk. Igy a lovaséar jaték koalicios fiiggvénye a kovetkezSképpen adhaté meg:

S [A[B|C|AB]|AC]|BC | ABC
v(S) [0 [0 [0 [8 |100]0 |100

Példaul AB nyerségét a kovetkezSképpen szamoltuk: 280+-280-(200-+280)=80.

3. Példa. Jégkrémjaték: [2]| A szereplSk harom gyerek, akik a zsebpénziikon jégkrémet
szeretnének venni: Charlie(C), Marcie(M), és Pattie(P). Vagyonuk legyen rendre ¢, m és
p dollar, és a jégkrém harom kiilonb6z6 méretben kaphato: 500¢g, ennek ara 7 dollar, 750¢
ami 9 dollarba keriil és 1000g, ami 11 dollarba. A gyermekek valutaja a fagylalt legyen,
a pénz ne képviseljen szamukra értéket. Tehat egy koalici6 nyereségét az hatarozza meg,
hogy mennyi fagylaltot tudnak egyiitt vasarolni.

Ez a szituacié meghataroz egy kooperativ jatékot, ha c-nek, m-nek és p-nek konkrét értéket
adunk.

Legyen példaul ¢ = 3, m = 4, és p = 5. Ilyenkor a karakterisztikus fliggvény a kovetkezs-
képpen alakul:

S [C|M|P|[CM]|[CP|MP]|CMP
u(S) 500 | 500 | 750 | 1000

e}
e
e}

Vagy ha ¢ =8,m = 8,p =1, akkor:

S ¢ 'M |P|CM |CP|MP|CMP
v(S) | 500 | 500 | 0 | 1250 | 750 | 750 | 1250

4. Példa. Egyszertii tobbségi szavazasi jaték:

A szavazok (jatékosok) N halmazénak egy adott javaslatot el kell fogadnia vagy el kell
utasitania. Az elfogadéshoz a szavazatok tobb mint felének elfogadénak kell lennie, ezt



egyszertd tobbségi elvnek nevezziik. Jeloljiik 1-gyel a javaslat elfogadasat, 0-val az eluta-
sitasat. Ertelemszertien igy egy koalici6 ,értéke™

1, h N|/2
o) {1 IS > N1/
0, halS|<|N|/2.

1. Megjegyzés. A tovabbiakban a fenti jatékot egyszert tobbségi jatéknak fogjuk ne-
vezni.

Ha a szavazast nem az egyszert t6bbségi elv alapjan biraljuk el, illetve a szavazok nem
azonos stllyal rendelkeznek, akkor sziikség van egy modositott, altalanosabb modellre:

5. Példa. Stulyozott szavazasi jaték: Az el6z6hoz hasonloan itt is egy elfogadjuk /elutasitjuk
jellegii dontést kell hozni egy javaslatrol. Legyen az ¢ € N jatékos sulya w;. A ja-
vaslat elfogadésahoz legalabb ¢ Osszsulyu elfogadd szavazatnak kell Osszegytilnie, ahol
0<q< > ien w; az elfogadasi kvota. Jeloljiik 1-gyel a javaslat elfogadasat és O-val az el
nem fogadasat. Igy a koalicios fiiggvény a kiévetkezSképpen adhatéd meg:

0, ha}  qw<gq

U(S): {17 ha ZieswiZQ’

A v fiiggvény egyértelmiien meghatarozza a stlyozott tobbségi szavazasi jatékot. Ertelem-
szertien a silyozott szavazési jaték altalanos esete az egyszert tObbségi szavazasi jaték,
ilyenkor ¢ = |N|/2 és w; = 1 minden i € N.

A fenti két jatékot a szakdolgozat masodik fejezetében még részletesen targyalni fogjuk.

2.1. Szuperadditiv jatékok

Alapvetd kérdés, hogy egy adott jatékban két koalicionak mikor éri meg egyesiilni, illetve,
hogy a nagykoalici6 1étrejon-e. Ennek vizsgalatahoz sziikségesek az alabbi definiciok:

4. Definici6é. Egy adott (N, v) jaték:

e additiv, ha v(S) = ) ,.sv({i}),
o szubadditiv, ha v(S)+v(T) > v(SUT) tetszdleges S, T € 2V -re amelyre SNT = 0,

o szuperadditiv, ha v(S)+v(T) < v(SUT) tetszbleges S, T € N -re amelyre SNT = ().
szigoruan szuperadditiv, ha szigori egyenldtlenség teljestiil.

Additiv jatékokkal olyan helyzetek modellezhetSk, amelyekben a szereplék semmiféle
egylttmiikodésébdl sem szarmazik mérhetd elény. Ilyenkor a koalicios fliggvényt egyértel-
miien meghatéarozza az egyszemélyes koaliciokon felvett értéke, azaz a (v({1}),...,v({n})) €
RY vektor. Forditva, tetszéleges x € RY vektor general egy additiv jatékot: az S € A
koalicié értéke x(S) = 3, ¢ @i, és persze x(0)) = 0.



[4]A szubadditiv jatékok a legkevésbé realisztikusak, ilyenkor a szereplék barmilyen cso-
portosulasabol csak veszteség szarmazhat. Ebbdl kévetkezik, hogy minden résztvevének a
legjobban egyediil maradni éri meg.

A szuperadditiv jatékokkal modellezhetd dontési helyzetekben barmely két, kozos jatékost
nem tartalmazo koalicid egyesiilésébdl csak elény szérmazhat.

Késébb a stlyozott szavazasi jatékoknal latni fogjuk, hogy tipikusan nem szuperadditivek.

2.2. Monoton, szimmetrikus, egyszeri jatékok

Bizonyos esetekben el6fordul, hogy egy koalicio értékét csak a tagjainak szama befolyasol-
ja, kilétiik nem, tehat a jatékosok felcserélheték egymassal. Ezt a tulajdonsagot ragadja
meg a szimmetria fogalma:

5. Definicio. Egy (N, v) jdték szimmetrikus, ha |S| = |T| = v(S) = v(T) minden S, T €
N.

6. Példa. Legyen (N, v) a kovetkezs jatek: |[N| > 3, és:

10, h =3;
U(S):{o, a |S|=3;

0, kilonben.

Ez a jaték természetesen szimmetrikus.

Néhany tovabbi fontos tulajdonség:
6. Definicio. Egy (N,v) jaték :

e 0-normalizdlt, ha v(i) = 0 minden i € N;

e (0,1)-normalizdlt, ha 0-normalizdlt, és v(N) =1;
lényeges, ha v(N) > >,y v({i}).

egyszerd, ha v(N) =1 ésv(S) € {0,1} minden S C N,

e monoton, ha minden S, T : S CT = v(S) <v(T),

0-monoton, ha 0-normalizdlt és monoton.

Egy jaték O-normalizélt, ha a szerepl6k egyediil nem képesek hasznot elérni, és (0,1)-
normalizalt, ha emellett a nagykoalicio nyeresége 1. A szavazasi jatékok tipikusan ilyenek,
ha nem létezik egyszemélyes nyertes koalicio. Lényegesség esetén a nagykoaliciénak job-
ban megéri megalakulni, mint a szereplknek egyediil maradni. A kesztytjaték példaul
lényeges, és 0-normalizalt, de nem feltétlen (0, 1)-normalizalt.

Az egyszertiség fogalma egyértelmi, a monotonitas azt fejezi ki, hogy egy koalici6 értéke 1j
tag csatlakozasa esetén nem csokkenhet. A 6. Példaban definialt jaték se nem monoton,
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se nem egyszert, viszont lényeges. Szimmetrikus, egyszerti, monoton jatékra példa az
egyszerd tobbségi jaték, ilyenkor a jatékosok egyenld szavazati joggal rendelkeznek, csak
az a fontos, hogy minél tobb résztvevs tamogasson egy adott dontést.

Egyszert jatékok esetén néhéany fontos fogalmat vezethetiink be 2] alapjan:

7. Definici6. Nevezziink eqy eqyszertd jatékban eqy koaliciot nyerdnek, ha értéke 1, vesz-
tonek, ha értéke 0.

1. Allitas. Az egyszert tobbségi jaték 0-monoton (tehét monotonak is), egyszert és szim-
metrikus.

Bizonyitds. Az egyszertiség nyilvanvalo, még a sulyozott esetben is.

A monotonitas is konnyen lathato, nagyobb koalicionak mindig legaldbb akkora az értéke
mint a kisebbnek (ha a definici6 szerint a nagyobb tartalmazza a kisebbet) Olyan eset
nem fordulhat el6, hogy a kisebb koalicié nyers, a nagyobb pedig veszts. Ez sulyozott
szavazasi jatékoknal akkor igaz, ha megkoveteljiik a w; sulyok nemnegativitasat (amit
altalaban megtesziink). n > 2 esetben az egyszeri szavazési jaték 0-normalizéalt (vagyis
v({i}) = 0, ezért 0-monoton is.

A szimmetria egyszert esetben szintén nyilvanvalo, a jatékosok ,kiléte” nem fontos, hiszen
mindannyian azonos sillyal rendelkeznek. O

Megyjegyezziik, hogy silyozott esetben a szimmetria nem feltétleniil teljesiil:
7. Példa. Legyen N = {1,2,3,4}, w = (2,1,1,1), és ¢ = 2.

Ha S = {1,2} és T = {3,4}, akkor |S| = |T| igaz, viszont v(S) =1 és v(T) = 0, igy a
szimmetria definici6ja nem teljestil.

Fontos kiemelni két jatékostipust, akik meghatarozo szerepet jatszanak egyszerd jatékok-
ban:

8. Definicié. Az i € N wvéto-jdtékos, ha minden nyerd koaliciocban benne van, vagyis :
minden S C N\ {i} : ha v(SUi) =1 akkor v(S) = 0.

9. Definicié. Az i € N dummy-jdtékos, ha minden S C N \ {i} koaliciora teljesiil,
hogy v(S Ui) = v(95).

2. Megjegyzés. A két tipus elnevezése beszédes: a ,yétdjog” vagy a ,megvétoz” kifejezések
utalnak az illet§ fontossidgara, nyeréshez nélkiilozhetetlen szerepére. Az angol ,dummy”
jelz6t hasznaljuk magyarul is, szokas még ,sallang” vagy ,lényegtelen” jatékosként hivat-
kozni ré, mivel egyik koalicio értékét sem képes névelni a jelenléte.

8. Példa. Az egyszerd tobbségi jatékban nincsen sem véto- sem dummy-jatékos. Egy su-
lyozott tobbségi jatékban, ha létezik olyan ¢ € N szerepld, akire: w; > ¢, akkor ¢ véto-, az
Osszes tobbi jatékos pedig dummy-jatékos. Ebbdl kovetkezik, hogy a vétd- és dummyjaté-
kosok halmaza nem komplementerei egyméasnak (eléfordul, hogy igen, de tipikusan nem),
viszont természetesen egymaést kizard fogalmak.
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2.3. Kifizetések

[4] A kifizetések definialasahoz els6ként tegyiik fel, hogy az adott (N, v) jatékban a nagyko-
alicio létrejon. Ennek értéke értelemszertien v(N). Felmertl a kérdés, hogy ezt az Gsszeget
a koalici6 tagjai (vagyis a jatékosok) egymaéas kozt hogyan osztjak fel. Az az els6dleges
cél, hogy a nagykoalici6 egyaltalan meg tudjon alakulni, ez azt jelenti, hogy a jatékosok-
nak legalabb annyira megérje az N-hez csatlakozni, mint egyediil maradni, vagy kisebb
koaliciokba tomoriilni. Méasodlagosan mindenki a sajat hasznat szeretné maximalizalni.

10. Definicié. Az z = (21, ...,x,) € R™ vektort kifizetés-vektornak nevezziik az (N, v)
jatékban, ha az x; koordindta az i. jdtékosnak kifizetett dsszeget adja meg. Egyszeriség
kedvéért az x;-t az i. jdtékos kifizetésének nevezziik. Eqy koalicié kifizetésén a benne
szerepld jatékok kifizetéseinek Osszegét értjik, azaz x(S) = . .q it jeldli egy adott S C
N -re.

11. Definicié. Az x kifizetés-vektor érvényes/hatékony kifizetés, ha x(N) = v(N)
teljestil.

3. Megjegyzés. A fenti definicional feltételeztiik, hogy megalakul a nagykoalici6. Amennyi-
ben ez nem torténik meg, a kifizetés-vektor mellett megadjuk a koalicio-strukturat is. Ez
egy particidja az N-nek, vagyis diszjunkt jatékoshalmazok, amik Osszességében lefedik
az N-et. Ilyen esetben a kifizetésvektornak nem kell hatékonynak lennie a nagykoaliciéra
nézve

9. Példa. A Lovasar jatékban az = = (80,0, 20) kifizetés egy hatékony kifizetés.

Tovabbi vizsgalodasokhoz sziikséges megadni egy kifizetés-vektor lehetséges tulajdonsa-
gait.

12. Definici6. Egy (N,v) jatékban az x = (x4, ..., x,) kifizetés-vektor:

e elérhetd az S koalicio szdmdra, ha ), g x; < v(5);

e elfogadhaté az S koalicio szamdra, ha ), g x; > v(S);

c stz

Az elérhetgség definiciojanak megértéséhez fel kell idézni, hogy v(S) az a legnagyobb
Osszeg, amit az S koalicid a tébbiek viselkedésétdl fiiggetleniil meg tud szerezni. Ha
Y ics Ti < v(9), akkor a koalici6 ki tudja fizetni a tagjait ebbdl az értékbol.

Az x kifizetés akkor elfogadhatdé S szémara, ha a tagjainak Osszesen kifizetett Gsszeg
legalabb akkora, mint amennyit 6nallé koalicioként is meg tudnanak szerezni, azaz a
nagykoaliciohoz csatlakozni nem veszteséges szamukra.

13. Definicié. Egy (N,v) jatékban azx = (1, ..., xy) kifizetés-vektor elosztds, hay .\ v; =
v(N) ésxz; > v({i}) mindeni € N -re, azaz olyan hatékony kifizetés, amelyik minden egy-
személyes koalicio (vagyis jatékos) szamdra elfogadhatd;

2. Allitas.

1. Tetszdleges (N,v) jatékban a hatékony kifizetések halmaza egy hipersik, tehdt sosem
Ures.

11



2. Az elosztasok halmaza pontosan akkor nemiires, ha v(N) > 3. v v({i}).

3. Az elosztdsok poliedrikus halmazt alkotnak.

Bizonyitds. 1. A hipersik definicié szerint ax = b alakban irhatoé fel, ahol o # 0 vektor és
b konstans. & = 1 és b = v(NN) esetben hatékony kifizetést kapunk. Az, hogy a hatékony
kifizetések halmaza nemiires, trivialis, hiszen példaul az x = (1/v(N),...,1/v(N)) vagy az
z = (v(N),0,..,0) kifizetések mindig szétosztasok.

2. Tegyiik fel, hogy az elosztasok halmaza nemiires, azaz létezik x elosztéas. Ekkor: v(N) =
ZieN Ti 2> Zz‘eN U({Z})

Megforditva, tegyiik fel, hogy v(N) > >°._yv({i}). Legyen z = (v({1}),...,v({n}). llyen-
kor > .o xi = ..y v({i}) < v(N), és v({i}) < @ is teljesiil minden 7 € N esetén.

3. Az elosztésok halmaza egyenlGtlenség-rendszer alakt, ahol minden egyenlGtlenség egy
félteret definal, a rendszer megoldésai ezeknek a féltereknek a metszetében vannak, ami
definici6 szerint egy poliéder. O]

10. Példa. Az elébb megadott x = (80,0, 20) kifizetés a Lovasar jatékban szétosztés és
elosztéas is.

2.4. A mag

c sz

a probléma, hogy létezik olyan S koalicid, melynek jobban megéri kiilonvalnia a nagykoa-
liciotol, mert igy nagyobb haszonra tehet szert. A jatékosokat tugy kellene kifizetni, hogy
ilyen kivalasok ne fordulhassanak els. A fogalmat Solymosi Taméas jegyzete [4] valamint
Edith Elkind 3] cikke, és Chalkiadakis [2| konyve alapjan értelmezziik.

14. Definicié. Egy (N,v) jaték magja azoknak az x kifizetéseknek a halmaza, amelyekre,
teljestil, hogy:

Zmi =v(N), és
iEN
in > v(S) minden S C N — re.

€S

A mag-beli eloszlasok az elsg feltétel szerint hatékonyak /érvényesek a nagykoaliciora néz-
ve, a masodik feltétel pedig azt jelenti, hogy elfogadhatdéak minden koalicié szamaéra.

3. Allitas. Tetszdleges (N,v) jatékban a mag-elosztdsok poliedrikus halmazt alkotnak.

Bizonyitds. A mag-elosztasok halmaza szintén egyenlétlenség-rendszer alakban van felirva
(az elosztasok poliéderén beliil), ezért poliedrikus. O

c stz

A mag nemiirességének eldontése bonyolultabb feladat. Nézziik meg a mag definicidjat a
3-személyes egyszerd szavazasi jaték esetében.
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11. Példa. 3-személyes egyszert tobbségi jaték:

N ={1,2,3}, és a koalicios fligvény:

1, h > 2
0, ha |S| < 1.

Legyen « = (x1, x9, x3) egy kifizetés. Ez a kifizetés a definicio szerint akkor lesz a magban,
ha az Osszes koalicié szamara elfogadhato. Az egyszemélyes koaliciok egyenként 0 hasznot
képesek elérni, tehat érdemben nem kell vizsgalni Gket.

A kétszemeélyes koaliciok az Sio = {1,2},S13 = {1, 3}, és az So3 = {2, 3} csoportosulasok,
ezekre a kovetkezs feltételeket irhatjuk fel:

T1+x2 > 1
I1+.T3Zl
To+w3>1

kell, hogy teljesiiljon. Ezeket Gsszeadva és 2-vel leosztva a

3
$1+$2+l’32§

Osszefiiggést kapjuk, azaz a harom jatékos altal elérni sziikséges kifizetés nagyobb mint a
nagykoalicié altal elérheté legnagyobb haszon. Itt tehat nem létezik mag-elosztas. Ennek
az az oka, hogy a nagykoalicié értéke nem elég nagy a tébbi koalicioéhoz képest.

12. Példa. Modositsuk az el6z6 példat stulyozassal, legyen w = (1,1,2) és ¢ = 3. Ilyen-
kor az Si3 és az Spz koalicidk nyerdk, valamint a nagykoalicié.Ilyenkor mar létezik mag-
elosztas, példaul a (0,0, 1) kifizetés. Késsbb latni fogjuk, hogy ez azért lehetséges mert
létezik véto-jatékos.

2.4.1. Egyszerii jaték magja

A kovetkezs harom fejezetet 2] alapjan targyaljuk.

A mag definidlasahoz sziikséges a feltételezés, hogy a nagykoalicio megalakul. Ezért most
egyszert jatékoknal is tegyiik meg ezt, akkor is ha a jaték nem szuperadditiv. Igy konnyen
karakterizalhatjuk a magba tartozo kimeneteleket, és adhatunk egy kénnyen ellenérizhe-
t6 feltételt annak eldontésére, hogy a jaték magja iires-e. Legyen egy x vektor a jaték
kifizetés-vektora, feltételezve, hogy N megalakult. A kovetkezs tétellel megmutatjuk, hogy
egyediil tgy érhetjk el a stabilitast egyszerd jatékok esetén ha az egész nyereséget, vala-
milyen modon a vétojatékosok kozt osztjuk fel (mér ha léteznek).

1. Tétel. Eqy egyszeri jaték magja akkor és csak akkor mem tires, ha létezik legaldbb egy
véto-jatékos.

Bizonyitds. Az oda irdnyhoz feltételeztiik, hogy a jatékban megalakul a nagykoalicio,
amire v(N) = 1, tehat ha vesziink egy x kifizetést, amire x; = 1 és x; = 0 minden
i # j esetben, akkor x a magban van, mivel a kiovetkez§ feltételeket teljesiti: egyrészt,
1 =v(N) = x(N) a definiciobol, masrészt x(S) > v(S) minden S koaliciora, mert ha:
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e i c S, akkor z(S) = 1> v(S), mert v(S) = 0, vagy v(S) =0,

e i ¢S, akkor v(S) = z(S) =0.

A masik irdanyhoz legyen egy x # 0 vektor a magban. Ilyenkor létezik ¢ € N, hogy
z; #0. (N) =1 miatt (N \ {i}) < 1 tehat N \ {i} vesztd, mig N nyerd csoportosulas,
kovetkezésképpen i véto-jatékos. O

13. Példa. A 3-személyes egyszerti tobbségi jatékban kordbban belattuk, hogy a mag tires.
A tétel szerint ilyenkor nincs véto-jatékos. Ez valoban igaz, mivel barmely kétszemélyes
koalicié nyertes, tehat egyik szerepls tagsaga sem okvetleniil sziikséges a gy6zelemhez.

Az els6 jatékos értékét noveljilk 2-re, a kvotat pedig 3-ra. Ilyenkor lathato, hogy az el-
sG jatékos véto-jatékos, tehat a mag nem lehet tires. Az (1,0,0) kifizetés eleget tesz a
feltételeknek, eleme a magnak.

2.4.2. ('S-mag

Mint azt korabban is emlitettiik, altalaban, s6t, még szuperadditiv jatékoknal sem feltéte-
lezhetjiik, hogy megalakult a nagykoalicio, igy a mag definidlasa is problémaéakba iitkozik.
Ennek kivédésére bevezetjiik a magnal gyengébb, altalanosabb konstrukciot, a C'S-magot.
A nevében a ,,C'S” mint 'Coalition-strukture’ utal arra, hogy itt ebben esetben koalici-
0k rendszere fog megalakulni. Az elemzéshez Edith Elkin [3] cikkét hasznaljuk, melyet
Chalkiadakis és tarsai is feldolgoztak [2]-ben.

15. Definicio. A CS = {C1, .., Cy} halmazt koalicio-struktirdnak nevezzik, ha C'S az
N egy particidgja diszjunkt halmazokra, vagyis C;NC; = () minden i # j és C1U...UCy, = N.

Hasznéljuk a koévetkezd jeloléseket:

o v(CS) =3 cecgv(C), a koalicio-struktira altal elérheté dsszes haszon.
e 2(C) : A C koalici6 teljes kifizetése = szerint.

16. Definici6. (C'S,x) egy jdték kimenetele, a koalicio-struktira és a kifizetés-vektor
eqyiitt. Az x kifizetés megengedett a C'S koalicio-struktirdra nézve, ha:

z(C;) < v(C;) minden C; € CS koaliciora
és hatékony, ha ez eqyenldséggel teljesiil.

17. Definicié. Legyen adott eqy (N,v) jaték, mely rendelkezik C'S koalicio-struktirdval.
Az olyan egyénileg elfogadhato, a koalicio-struktira szamdra hatékony kifizetések halma-
zdt, amik minden T°C N koalicid szdmdra elfogadhatoak, az (N,v) jaték C'S-magjinak
nevezzik. Formdlisan, a C'S-mag azokat az x vektorokat tartalmazza, amelyekre:

z(C;) = v(C;) minden C; € CS koaliciora,

xz(T) > v(T) minden T C Nkoalicidra.

4. Megjegyzés. A definiciobol kiolvashatd, hogy amennyiben a koalicio-struktira a nagy-
koaliciobol all, akkor a jaték C'S-magja egyenls a magjaval.
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5. Megjegyzés. A ,yalo életben” sok szituacidban nem alakul meg a nagykoalicio, még
akkor sem ha a jaték szuperadditiv. Példaul egy egyszert tobbségi szavazast tekintve
lehetséges, hogy a szavazok 3/4-e igennel szavaz, a maradék nemmel, ilyenkor van egy
nyers és egy veszté csoportosulas. Azonban nem téves ilyenkor az a feltételezés, hogy N
mégis megalakul, és ha kifizetést is meg akarunk adni, akkor a vesztes koalicié tagjai 0-t
kapnak.

14. Példa. Tekintsiik a kovetkezd (N, v) jatékot: |[N| = 4, és

h 2
U(S):{O’ a |5 <

2, kiilonben.

(N, v) nem szuperadditiv: ha példaul az {1,2} és a {3,4} koalicick megalakultak, akkor
nekik nem éri meg egyesiilni, hiszen gy azonos hasznot kétszer annyi személy kozt kellene
felosztaniuk.

Koénnyen lathato, hogy ({ N}, z) alaka kimenetelek nem lehetnek a magban, mert ha az x
hatékony az N-re nézve, akkor legalabb egy kétszemélyes koalicionak érdeke lenne kivalni
a nagykoaliciobol, mivel a kifizetésiik nem lenne elfogadhato. Tehat a jaték magja iires.

A CS-magban ugyanakkor szerepelnek olyan (C'S,z) alaka kimenetelek, ahol C'S olyan
koalicio-struktira, ami két kétszemélyes csoportosulast tartalmaz, és = = (1,1,1,1).

2.4.3. A szuperadditiv jaték magja

“ e,

A mag definiciojaban feltételeztiik, hogy a nagykoalicié megalakul. Ugyanakkor, érdemes
megvizsgalnunk, hogy szuperadditiv jatékok esetén eléfordulhat-e, hogy egy ilyen jaték
magja tartalmaz olyan kimenetelt, ahol a nagykoalici6 nem alakul meg.

Ha egy jaték szigoruan szuperadditiv, azaz v(IN) > v(CS), barmely olyan C'S-re amely
legalabb két koaliciobol all, akkor a vélasz nyilvanvaléan nem lesz. Ha v(N) = v(CYS),
akkor valamilyen C'S koalicié-strukturara, akkor a mag tartalmazhat (C'S, z) alaku kime-
neteleket, azonban az ilyen z-ekre érvényes, hogy:

z(N) = Z in: Z v(C) = v(N),

ceCs ieC ceCs

azaz ({N},x) is a magban van. Ez azt jelenti, hogy nem veszitiink az altalanossagbol,
ha feltételezziik a nagykoalicio megalakulasat, mivel minden (C'S, z) alakt kimenetelhez
létezik egy lényegében egyenértékd kimenetel, aminél megalakul.

15. Példa. Tekintsiik a kovetkezd O-normalizalt jatékot:
|N| = 4, a koalicios fliggvény pedig a kovetkezd:

U(S) = 0, ha |S| =1, U({LQ}) = U({lvg}) = U({273}) =1 ’U({l,4}) = U({274}) =
v({3,4}) =0, v(S) =1, ha |[S| =3, és v(IN) = 2.

Konnyen lathato, hogy a jaték szuperadditiv, hiszen barmely két koalicio egyesiilésébsl
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csak el6ny szarmazhat. A mag-beli x kifizetések a kévetkezSképpen irhatoak fel:

x; > 0 minden 7;
x; +x; > 1 minden i # j # 4;
x; +x; > 0 minden ¢ # j = 4;
x; + x; + 2 > 1 minden ¢, j, k;
T1+ T+ a3+ x4 = 2.

Ennek a jatéknak a magja nem iires, példaul a kovetkezs kifizetés-vektorok megoldasai a
fenti egyenlStlenség-rendszernek: (1,1,0,0);(1,0,1,0);(1/2,1/2,1/2,1/2).

2.4.4. Mag és kiegyensiilyozottsag

[4] Mivel a mag egy poliedrikus halmaz(tehat megadhato extrementéalis pontjainak konvex
burkaként), poliéderes eszkozokkel megmutathato, hogy iires-e. Ehhez felirjuk a magot LP
feladatként.

18. Definicié. Az e® € {0; 1} vektort az S C N koalicid tagsdgi vektordnak nevezziik,
ha e =1, minden i € S-re, és 0 kiilonben.

19. Definicié. Egy adott (N,v) jatékban mag-LP-nek hivjuk a kovetkezd linedris prog-
ramozdsi feladatot:

min ez

e’z > v(S) minden S C N, S # 0,
r e RY.

A mag-LP-ben a feltételek szama exponencidlis | N|-ben. A nagykoaliciora vonatkozo felté-
tel szerint eV > v(N), tehat a célfiiggvény lathatéan korlatos alulrél. Az L P-nek nyilvan
van megoldésa, és a korlatozas miatt optimalis megoldasa is. Fontos megjegyezni, hogy a
mag-LP megoldhatosaga nem ekvivalens a mag nemiirességével. A mag-LLP-ben ugyanis a
nagykoaliciora az ez > v(N) feltételt kotottiik ki, amely atirva y .,y 2; > v(N), a mag
definicidja pedig itt egyenlGséget kivetel meg. Kovetkezésképpen ha az optimum értéke
v(N), akkor a mag nem fires.

20. Definicioé. A mag-LP dudlisa a dudl-magLP, azaz a kévetkezd eqyenldtienség-rendszer:
max Z As v(S)
Z Age® = eV,

SeEN
Ag > 0 minden S € N.

Lathato, hogy a dudl-maglP csak a jatékosok szamatol fiigg (v-t6l nem). Itt \g egy
salyprofil, mely minden S koalicibhoz egy 0 és 1 kozti szamot rendel.
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21. Definici6. Jeldlje A(N) az |N| személyes jdatékban a dudl-magLP lehetséges megol-
ddsainak halmazdt. Legyen eqy R € 2N egy koaliciorendszer. Azt mondjuk hogy R egy
kiegyensilyozott koaliciorendszer az N alaphalmazon, ha létezik olyan A\g € A(N)
sulyprofil (azaz megolddsa a dudl-magLP-nek), aminek pont R a tartdja, azaz R = {S €
2N|\s > 0}. Egy minimdlis kiegyensilyozott koaliciérendszer egy olyan koalicio-
rendszer, aminek semelyik valodi része nem kiegyensilyozott.

4. Allitas.

1. Az N halmazon kiegyensilyozott minimdlis koaliciorendszerek pontosan a A(N) po-
liéder extremdlis pontjainak tartoi; ezek kézdott vannak az N particioi, amiknek a
suly-profiljai pontosan a A(N) poliéder 0 — 1 koordindtdji (csics)pontjai.

2. Minden kiegyensilyozott koaliciorendszer a benne lévd minimdlis kiegyensilyozott
koaliciorendszerek unidgja, mivel A(N') minden eleme az extremdlis pontjainak konvex
kombindcioja.

16. Példa. Egyszerd 3-személyes tobbségi jaték:
Korabban mar lattuk, hogy a (primél) magL.P-nek v(N) = 1 esetén nincs megoldasa.

A duélist tekintve az extrementalis sulyvektorok ismeretében meghatarozhaté az egyetlen
optimélis megoldas, ez az egyetlen nem particidhoz tartozoé silyprofil: a kétf6s koalicidkat
1/2 stllyal szamoljuk (a tobbit 0-val). Igy az optimumeérték 3/2, ami nagyobb mint v(N),
tehét ilyenkor a mag iires.

6. Megjegyzés. Ebbdl sejthets, hogy a mag akkor lesz nem tires az (N, v) jatékban, ha
nem létezik olyan (extremalis) stlyprofil, amivel a koaliciok értékét kombinalva v(N)-nél
nagyobb értéket kapunk.

A kovetkezd definicié formalizalja ezt a tulajdonségot:

22. Definici6é. Az (N,v) jaték kiegyensilyozott, ha a dudl-magLP optimumértéke leg-
feljebb a nagykoalicio értéke. Ez természetesen felvétetik az { N} koalicidhoz tartozd \y =
1,As = 0 minden S # N sulyprofillal.

Az eddigiekbdl és az erés dualitéas tételbdl kovetkezik:

2. Tétel. Bondareva-Shapley-tétel: Egy kooperativ jaték magja pontosan akkor nem dres
ha a jdték kiegyensilyozott.

2.5. Shapley-érték

Most tekintsiink egy masféle megkozelitést, mint a mag-beli kifizetések esetében. Mig ko-
rabban az volt a cél, hogy egy jatékos se akarjon mas koalicibhoz csatlakozni a jelenlegi
helyett, most az igazsagossagra helyezziik a hangsilyt. Az Osszes lehetséges n-személyes
jatékra szeretnénk érvényes kifizetést talalni, amely bizonyos, jogosan elvarhato tulaj-
donségokat teljesit. Nevezziink egy ilyen érvényes kifizetést sémanak. Megmutatjuk, hogy
ilyen sémaboél pontosan egy létezik, és ez az tgynevezett Shapley érték. A leirdas Végh és
tarsai jatékelmélet jegyzete alapjan késziilt [5].
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Legyen ¢,(i) a v jatékhoz tartozo kifizetés-vektor. Azt varjuk el egy igazsagos kifizetés
esetén, hogy teljesitse a kovetkezs axiomékat:

e szimmetria: ha (N, v) jatékban i, j-re teljesiil, hogy v(SU{:}) = v(SU{j}) minden S C

NAA{i, j}-

e lényegtelenek elhanyagolasa/sallangmentesség: ha adott i jatékosra v(S U
{i}) —v(9) = v({i}) minden S C N \ {i}, akkor ¢, (i) = v({i}).

e additivitas: tetsz6leges v; és vy érték-fiiggvényre és tetszéleges i jatékosra vy, 14, (1) =
Pu, (1) + o, (4) -

A szimmetria és a lényegtelenek elhanyagolésa természetes tulajdonsagok, azt jelentik,
hogyha két jatékos barmely koalici6 nyereségéhez ugyanannyival jarulna hozza (tehat a
jaték szempontjabol ugyantugy viselkednek), akkor a kifizetésiik is egyezzen meg, vala-
mint ha az i. jatékos mindegyik koalicio hasznét csak a sajat v({i}) hasznossagaval tudja
novelni, akkor § lényegtelen (sallang) jatékos, igy a kifizetése v({i}) kell legyen.

Az additivitas ebben az esetben azt a tulajdonsagot fejezi ki, hogy mindegy, hogy ketts
jatékot egymaés utan jatszunk le vagy egy jatéknak tekintjiik.

3. Tétel. A fenti axiomdkat kizdrdlag eqy kifizetési séma elégiti ki, mégpedig a kdvetkezd-
képpen definidlt Shapley-érték:

oiy= 3 Bl ‘n!|5| ~ D (s Ui - 0(S)).

Sc2N /{i}

7. Megjegyzés. A Shapley-érték pontosabb megnevezése Shapley-értékvektor, mivel egy
kifizetés-vektort ad meg.

Bizonyitds. Elsének tekintsiik at a Shapley-érték szemléletes jelentését. Legyen adott egy
(N, v) n-szereplds jaték. A jatékosok egy véletlen sorrendben érkeznek egy szobaba. Ha
az 1. jatékos a szobéaba lép, akkor a szobaban 1évG jatékosok Osszértéke valamennyivel
megvaltozik. A jatékos Shapley-értéke ennek a valtozasnak a varhato értéke.

Ahogy a képletbdl is kiolvashato, egy jatékos Shapley-értéke a hatarhozzajarulasainak
konvex kombinacidja. Tehat annak a valoszintségét, hogy az i. jatékos j.-nek érkezik,
szorozzuk a megfelels hatarhozzajarulassal, és minden j-re Osszegezziik.

Els6nek bizonyitsuk be, hogy a tétel teljesiil karakterisztikus/egyetértési jatékokra.

23. Definicié. Adott a jdtékosok N halmaza, és U C 2. Az aldbbi koalicids fiigguénnyel
megadott jdtékot egyetértési jatéknak nevezzik:

v(S) =

a, halUCS,
0  kilonben.

Tehat egy koalicié nyerd, ha tartalmazza az U jatékoshalmazt, és o az értéke, és veszté
minden mas esetben.

18



Ilyenkor az U-beli jatékosok egymaéssal felcserélhetek, a tobbi jatékos pedig lényegtelen,
tehat az egyetlen érvényes kifizetés ami teljesiti az axiomakat, a kdvetkezs:

(i) = af/lU|, haiel,
o= 0 kiilonben,

és ez tényleg a Shapley-érték.

Most megmutatjuk, hogy tetszdleges v koalicios fiiggvény elall karakterisztikus érték-
fiiggvények linearis kombinaciojaként. Definialjuk rekurzivan az «(S) értéket a kovetke-
z6képpen:

a({i}) =v({i}) minden i € N,
a(S) =v(S) = Y o(T).

TCS

A képletbdl lathato, hogy v-t megkaphatjuk tgy, ha 6sszegezziik minden S-re az S-hez és
a(S)-hez tartozo karakterisztikus értékfiiggvényeket. gy az additivitas axiomabol kovet-
kezik, hogy a Shapley-érték csak a karakterisztikus jatékokhoz tartozo kifizetés-vektorok
Osszege lehet, tehat tényleg egyértelmd. O]

8. Megjegyzés. A Shapley-értéknél az 6sszegben exponencialisan sok tag szerepel, ezért
nem szamolhato ki hatékonyan (nem létezik ra polinomialis futéasidejd algoritmus). St-
lyozott szavazasi jatékok esetén dinamikus programozassal azonban pszeudopolinomiélis
algoritmus adhato ré, ezt a kés6bbiekben megmutatjuk.

17. Példa. Vegyiik a jégkrémjaték azon esetét, amikor ¢ = 3, m = 4 és p = 5. Szamoljuk ki
Marcie Shapley-értékét! Ha a jatékosok szobéba érkezési sorrendje szerint gondolkodunk,
akkor 6-féle permutacioé lehetséges: M PC, MCP,CMP, PMC,PCM,CPM.

Marcie 1/3 valoszintiséggel érkezik elss, masodik vagy harmadikként a szobaba. Ha els6nek
jon, akkor mindkét esetben 0-t tesz hozza az addigi haszonhoz. Ha mésodiknak, akkor ha
Charlie utan érkezett, akkor O-rél 500-ra, ha Pattie utdn akkor 0-r6l 750-re ndvelte a
koalici6 addigi értékét. Ha harmadik helyen van, akkor mindkét esetben 500-r6l 1000-re
valtozik a nyereség.

Tehét: ¢, (M) = (0 + 0+ 500 + 750 4+ 500 + 500) = 220 = 375.

2.6. Bahnzaf-index

Ezuttal ismét Chalkiadakis és tarsainak konyvét vessziik alapul [2]. A Bahnzaf-index egy,
a Shapley-értékhez hasonld konstrukcio, amely egy igazsagos kifizetést ad meg, szintén
hatarhozzéajarulas-vektorok kombinécidjaként. Pontosabban, a Bahnzaf-index annak a va-
loszintiségét adja meg, hogy az i jatékos egy vesztes koaliciot gyGztessé tesz, vagyis hogy
sarkalatos-e egy csoportosulés szamara.

24. Definicid. Legyen adott eqy (N, v) kooperativ jaték, ahol |[N| = n és tetszdleges i € N
jatékos. Az i Bahnzaf-indexét [(i)-vel jeloljik, és a kovetkezd képlettel adjuk meg:

Bv(i):an_l S (S Ui) = u(S)).

SCN/{i}

19



Ahogy a definici6bol lathato, a Bahnzaf-index atlagot szamol, vagyis a Shapley-értékkel
ellentétben a koaliciok méretével nem foglalkozik.

Konnyen lathato, hogy ez a kifizetés szintén teljesiti a szimmetria, additivitas tulajdon-
sagat, valamint a dummy-jatékosok kifizetését ugyanugy O-ra allitja be. Ugyanakkor az
nem igaz, hogy a nagykoalicié szaméara elfogadhato és elérhetd is lenne.

18. Példa. Egyhangu jaték: Legyen (N,v) egy kooperativ jaték, ahol:

1, h =N
oG =] b heS=N
0 kiulonben.

Legyen i € N egy rogzitett jatékos. Ekkor v(S Ui) —v(S) =1, ha S = N/{i} és v(S U
i) —v(S) =0, az N/{i} minden valodi S részhalmazara. Ilyenkor minden i € N jatékosra
igaz a kovetkezd: (,(1) = 1/2"71. Eszerint a kifizetés szerint Y. 3,(i) = n/2""!, ami
természetesen nem egyenls v(N) = 1-gyel.

25. Definicid. Adott (N,v) jaték esetén azi € N jdtékos normalizdlt Bahnzaf-indexe
a kovetkezd:

N
1) == 50

A hatékonységi tulajdonsag a Bahnzaf-index normalizalasaval visszanyerhetd, viszont eb-
ben az esetben az additivitéas fog sériilni. Ugyanis két kiilonbo6zd (N, vy) és (N, vy) jatékra
a normalizalt Bahnzaf-indexek a kovetkezdk:

N BI—(Z) és (1) = /82—@)
m{e) = > ien Bi(d) () > ien Ba(i)

Ezek 6sszege adott i-re nem egyenld

B1(i) + Ba (i)
ZieN 61 (Z) + ZieN 62 (Z)

-vel.
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3. fejezet

Stlyozott szavazasi jatékok

A korabban is megemlitett szavazasi jatékok egy fontos részhalmazat képezik a kooperativ
jatékelméletnek, az alapfogalmakat ezeken keresztiil fogjuk szemléltetni, ismét Chalkiada-
kis konyveét [2] és Elkind cikkét [3] hasznélva.

Ezeknek a jatékoknak szadmos gyakorlati alkalmazasuk van gazdasidgban, kézéletben, gon-
doljunk csak egy éaltalanos orszaggytilési szavazéasra. Sok esetben az egyszerii tobbség elve
érvényesiil, vagyis a kvota értéke w(N)/2, maskor a ¢ = 2w(N)/3, vagy éppen az egész
testiilet (jatékoshalmaz) egyetértésére sziikség van, vagyis ¢ = w(N).

Egy masik példat tekintve egy munkahelyen N szdmu alkalmazott van, akiknek egy pro-
jektet meg kell oldaniuk. A w; sulyok jelentsék azoknak a munkaoraknak a szamat, ame-
lyeket bele tudnak fektetni a munkaba. A kvota jeloli, hogy a projekt elkészitése hany orat
vesz igénybe. Ilyenkor az alkalmazottak egy C csoportosulasa nyerd, ha egyiitt el tudjak
végezni az 0sszes munkat a projekten, veszts, hogyha nem.

Tekintsiik a kdvetkezs jeloléseket:

w(C) = Zwi egy adott C' koaliciora,
ieC
Wmax — Max w;.
ieN
Tegyiik fel, hogy a w; stlyok és a ¢ nemnegativak, valamint, hogy ¢ < w(NV). Ez implikélja
azokat a természetes feltételeket, hogy az iires koalicié vesztd, a nagykoalicié pedig nyer6.

A silyozott szavazasi jatékok természetesen egyszert jatékok, ezért itt is beszélhetiink a
kordbban definialt véto- és dummy-jatékos fogalmarol. Természetesen adodik a kérdés,
hogy egy jatékosrol hogyan donthetd el hogy véto-, vagy dummy-jatékos, valamint, hogy
minden esetben eldonthets-e polinom idében. Ehhez formalizaljuk a két problémét:

NEV: VETO

INPUT: egy (N, v) stlyozott szavazési jaték és egy i € N jatékos.
KERDES: i véto-jatékos?

NEV: DuMMY

INPUT: egy (N,v) jaték és egy i € N jatékos.

KERDES: i dummy-jéatékos?
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5. Allitas. A VETO eldinthetd polinom iddben.

Bizonyitds. Elég megvizsgalni, hogy az v(N \ {i}) értéke 0 vagy 1. Ha a valasz 1, akkor
© nem véto-jatékos, mert létezik olyan koalicio, ami a jelenléte nélkiil is nyers. Ha 0
akkor a szavazasi jatékok monotonitdsa miatt vétojatékos. A v(N \ {i}) kiszamolhato
| N|-ben polinomiélis id6ben, hiszen |N| — 1 tagot 0sszegziink, majd hasonlitunk 6ssze a
kvotéaval. O

A dummy-jatékosok azonositasa joval nehezebb feladat. Ezzel kapcsolatban idézziik fel a
jol ismert NP-teljes PARTITION problémat:

NEV: PARTITION
INPUT: aq, ..., ai, K pozitiv egészek, amikre Zle a; = 2K.
KERDES: Létezik-e olyan J indexhalmaz, amikre Y, a; = K?

4. Tétel. A DumMMY coNP-teljes.

Bizonyitds. A bizonyitashoz meg kell mutatnunk, hogy a probléma coNP-ben van, vala-
mint a visszavezetését egy NP-teljes problémara.

Ahhoz, hogy megmutassuk egy adott ¢ € N-r6l, hogy nem vétojatékos, mutatni kell egy
S C N\ {i} koaliciot, amire igaz, hogy w(S) < ¢, de w(S Ui) > ¢. Tehat a Dummy
tényleg coNP-ben van, mert arra létezik hatékony tanu, hogy mikor nem lényegtelen az
adott jatékos.

Ezutan PARTITION problémat vissza fogjuk vezetni a DUMMY probléméra, olyan moédon,
hogy a DuMMY-ra egy ,JGEN” vilasz a PARTITION-ra adott ,NEM” valasznak feleljen
meg, és forditva.

A megfeleltetés a kovetkezd legyen: az (ay,...,ar, K) PARTITION probléméahoz legyen
G = (N,w,q) a kovetkezs sulyozott szavazasi jatek: N = {1,... k,k+ 1}, w; = 2a; (i =
L... k), wpyr =1, s g =2K + 1.

Lathato, hogy ezekkel a feltételekkel ha adott egy I halmaz, amire teljesiil, hogy > ., w; =
2K +1, akkor a k+ 1. jatékos nem dummy, mivel létezik olyan koalicid, ami a tagsagaval
nyerd, anélkiil viszont veszt§ lenne.

Masik irany szerint, ha a k+ 1. jatékos dummy, akkor nem létezhet olyan J indexhalmaz,
amire w(J) = 2K, hiszen ekkor a k + 1. jatékos a J-hez csatlakozva nyer6vé tenné a
koaliciot. Ekkor a .J halmazra teljesiilne, hogy » .., w; = 2K, azaz ) . ;a; = K, ami
az eredeti PARTITION probléma. Tehat egy JGEN” valasz a DUMMY-ra megfelel egy
,NEM” vilasznak a PARTITION-ra. O

9. Megjegyzés. Természetesen a dummy- és a véto-jatékosok egy adott jatékban nem
komplementer-halmazai egymasnak. Vagyis lehet olyan jatékos amely se nem dummy, se
nem veéto.

19. Példa. Példa: vegyiik a 3-személyes egyszerti tobbségi jatékot. Ilyenkor barmely ja-
tékosra igaz, hogy létezik olyan csoportosulas, amely az & tagsdga nélkiil is nyerd, viszont
egy masik egyszemélyes koaliciohoz csatlakozva képes magukat nyerésre vinni.
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3.1. Szuperadditivitas

A szavazasi jatékok tipikusan nem szuperadditivek mar egyszerd esetben sem, mivel le-
hetséges tobb diszjunkt nyeré koalicié is, melyeknek nem éri meg Osszecsatlakozni, tehéat
a nagykoalicié sem jon létre a legtobb esetben. Ezt kovetkezds allitas formalizélja:

6. Allitds. Egy (N,w,q) silyozott szavazdsi jiték akkor és csak akkor szuperadditiv, ha
q>w(N)/2.

Bizonyitds. = ha (N,w, q) szuperadditiv, akkor v(S) + v(T) < v(SUT) teljesiil minden
S, T diszjunkt csoportosulasra. Ez egyszerii jatékoknal azt jelenti, hogy nem fordulhat elg,

hogy S, T és SUT is nyerd. Ez pontosan akkor nem fordulhat el semmilyen w;-k esetén,
ha ¢ > w(N)/2.

< ha g > w(N)/2 akkor csak az olyan S koaliciok lehetnek nyerGek, amelyekre w(S) >
w(N)/2 tehat ilyenkor a N/S-en beliill méar nem létezhet masik nyerd csoportosulas. Te-
hat barmely koalicio-strukturaban csak egy nyers koalicié lehet, igy a szuperadditivitas
definicidja valoban teljesiil. ]

3.2. Erd

Az er6 témakort Chalkiadakis [2] konyvének 4.2.1. fejezete alapjan targyaljuk. Egy st-
lyozott szavazasi jatékban egy jatékos erejét a Shapley-értékével, vagy Bahnzaf-indexével
mérjik.

7. Allitas. Sulyozott szavazdsi jatékok esetén a Shapley-érték monoton a sily szerint.
Vagyis minden (N, w,q) sulyozott szavazdsi jatékra és barmely i,j € N-ra (i) < ¢(j)
akkor és csak akkor, ha w; < w;.

Ebbdl lathato, hogy egy jatékos Shapley-értéke szorosan Osszefiigg a silyaval.

c stz

Bizonyitds. Az éllitas egybdl kovetkezik a Shapley érték definiciojabol. A szummaban
minden tagban a v(S U i) \ v(S) értéke nagyobb valoszintiséggel 1, ha az adott jatékos
silya nagyobb. O]

10. Megjegyzés. Bar a fenti allitas helytallo, olyan eset létezhet, hogy két résztvevd
azonos erével rendelkezik egy jatékban, holott silyuk jelent&sen eltér. Ezt szemlélteti a
kovetkezd, valo életbdl vett példa:

20. Példa. 2] Az Egyesiilt Kiralysagban a 2010. majusi valasztasok utan a Konzervativ
Péart 307 mandatummal rendelkezett, a Munkéspart 258 mandédtummal, a Liberalis De-
mokratak (LibDem) 57 mandatummal, az Gsszes tobbi part pedig a fennmaradé 28 mandé-
tumon osztozott (a legerésebb part 8 mandatumot kapott). Kénnyen belathato hogy ebben
a stlyozott szavazasi jatékban két kétparti koalicio van (Konzervativok-+Munkaspart és
Konzervativok-+LibDem), amely a mandatumok tobbségét megszerezheti. Raadasul, ha a
Munkaspart vagy a LibDem-ek akarnak olyan szévetséget akarnak kotni, amelyben nem
vesznek részt a konzervativok, akkor sziikségiik van egymasra (valamint néhany kisebb
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partra). Igy a Munkéaspart és a LibDems ugyanolyan Shapley-értékkel rendelkezik, annak
ellenére, hogy jelentGsen kiilonbozik a méretiik, mivel a jatékban azonos szerepet toltottek
be (felcserélhetdek).

8. Allitas. Egy (N, w,q) jdtékban az i € N jdtékos akkor és csak akkor dummy, ha a
Shapley-értéke 0.

Bizonyitds. = Ha az i dummy, akkor minden S koaliciora v(S U i) — v(S) = 0, tehat az
Osszeg csak 0-kat tartalmaz.

< Ha (i) = 0, akkor minden tag 0. Egy adott tag esetén az W értéke sosem

lehet 0, igy a hatarhozzajarulés lenne 0, ami viszont ha minden koaliciora teljestil, akkor
a jatékos dummy. O]

3.2.1. A kvoéta szerepe

Nyilvanvaloan egy (IV,w, q) jatékban az egyes Shapley-értékek jelentGsen fiiggnek a kvo-
tatol (is), ahogy azt Chalkiadakis jegyzetének [2]| 4.2.fejezete alapjan vizsgaljuk. Nézziink
egy példat:

Legyen (N,w, q) egy jaték, ahol N = 4, w = (1,1,4,4) és g = 10. Itt az egyetlen nyerd
kolici6 a nagykoalicio, tehat minden jatékos szerepe egyforma (mindenki vétojatékos).

Modositsunk a jatékon, legyen ¢ = 8. Ilyenkor az elsé két jatdkos dummy, a masodik ketté
véto. Az egyetlen nyerd koalicio az {3,4}, az 6 Shapley-értékiik 1/2, a masik két jatékosé
0.

Még egy eset, ¢ = 5-re. Ebben az esetben a nyer6 koaliciok: {1,3}; {1,4};{2,3};{2,4};{3,4};{1,2,3,4}.
Lathato, hogy nincs sem dummy, sem véto-jatékos, igy egyik Shapley-érték sem 0. Mi-

vel az 1,2 valamint a 3,4 jatékosok sulya megegyezik, ezért a Shapley értékeik is, amik:
1/6;1/6;1/3;1/3.

Tehat példaul ¢ = 1-re:

6, ha ¢ =5,
p(1)=4q 0, hag=38,
%, ha ¢ =10.

Ugy latszik, hogy egy jatékos Shapley-értékeit a kvota fiiggvényében vizsgalva nem fedez-
hetiink fel linearis vagy egyéb egyszeriibb Osszefiiggést. Ugyanakkor egy altalanos tulaj-
donség, az ugynevezett szelf-dualitas igazolhatd a kvotaval kapcsolatban:

5. Tétel. Legyen (N, w,q) egy sulyozott szavazdsi jaték, és (N, w,w(N)+1—q) egy mdasik.
FEkkor az i. jatékos Shapley-értéke a két jatékban megegyezik.

Bizonyitds. El6szor sziikségiink van a kovetkezs definiciora:

26. Definicié. Az (N,w,q) jatékban az i déntd vagy sarkalatos egy S koalicio szd-
mdra, ha w(S) < q, de w(S U{i}) > q. i dontd egy m permutdicic szimdra, ha a w-ben
1 eldtt allo jatékosok dltal alkotott koalicio vesztes, de i csatlakozdsdval gydztessé wvailik,
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azaz w(S;(1)) < q és w(Sy(i) U{i}) > q, ahol S;(i) a m permutdcid szerint i elétt dllo
gatékosokbol dllo koaliciot jeldls.

Tegyiik fel, hogy i az els6 jatékban sarkalatos a m permutacio szamara, azaz w(S; (7)) < q
és w(Sy (i) U{i} > q. Legyen 7’ az els6 jatékban a m megforditasaval kapott permutécio.
Ekkor:

w(Sx(1)) = w(N) —w(Sx(i)) —wi Sw(N) —¢ <w(N) —q+1,
w(Sw (1) Ui) = w(N) —w(Sx(i)) >w(N)—qg>w(N)—q+ 1.

Kovetkezik, hogy i a méasodik jatékban a 7’ szamara dontd, ezért a szimmetria miatt az els6
jatékban ¢ a m szaméara donts. Ez alapjan létrehozhato egy bijekcio a két jatékban, azon
permutaciok kozt, amelyekre ¢ az elsé jatékban sarkalatos, és azok kozt, amelyekre pedig
a masodik jatékban. Kovetkezik, hogy ¢ Shapley értéke a két jatékban megegyezik. [

11. Megjegyzés. Tovabbi érdekes tulajdonsig, hogy adott jatékosra a Shapley-érték
oszcilldloan valtozik a kvota fliggvényében. S6t, az is belathato, hogy az ¢ jatékos Shapley-
értékének maximuma a ¢ = wy;, illetve a szimmetria miatt a ¢ = w(N) + 1 — w; kvota
esetén vétetik fel. Ezt Zick és tarsai targyaljak részletesen [6]-ban, a bizonyitasuk az el6z6
tételhez hasonlo elven alapszik.

3.2.2. Sulyozott szavazasi jaték Shapley-értéke és Bahnzaf-indexe

6. Tétel. Eqgy (N, w,q) jaték és eqyi € N esetén a @' (i) Shapley-értéke és Bahnzaf-indexe
kiszamithato O(n3woee) valamint O(n*woe,) idében.

Bizonyitds. Ha sziikséges, a jatékosok ujraszamozasaval tegyiik fel, hogy ¢ = n. A legutolso
szereplé Shapley-értékét szeretnénk megéllapitani. Feltehetjiik, hogy w, > 0, mert ha
w, = 0 teljestilne, akkor ¢, (i) = 0 lenne (a w, < 0 eset pedig nem realisztikus).

Els6ként vezessiik be a kovetkezd jelolést minden s = 0,..,n — 1-re: N legyen az N \ {n}
s-elemii részhalmazainak a szama, amelyek stlya: W € {q — w,,...,q — 1}. Valoban, ha
i dont6 a C koalicio szamara, amire |C| = s + 1, akkor i d6nté minden olyan permutécio
szamara, amiben az elsé s helyen C'\ {i} tagjai allnak, i pedig az s + 1. poziciéban. Ilyen
permutéciobol pontosan s!(n—s—1)! van (a 0!=1 definiciot hasznalva), igy a Shapley-érték
felirhato a kovetkezs forméaban:

—_

1 n—
) = — In—s—1)!
©o(i) o sl(n —s —1)!INy

s

Il
o

Az N kiszamitasahoz dinamikus programozast hasznalunk. Ehhez definialjuk X [j, W, s]-
t: legyen a {1,...,j} W silyq, s-elemii részhalmazainak szama, ahol j = 1,...,n — 1,
s=0,....,n—1&W=0,...,w(N).

Az inicializacié a kovetkezs: ha s =0, és j =1,...,n — 1, akkor:
1 haW=0
X[ 0) =4
0 kiilonben.
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Ezenkiviil, ha j = 1;s =1,...,n — 1, akkor:

1 ha W =w éss=1
X[L,W,s)=q 0 ST

0 kiilénben.
Most, hogy az X[j/, W', '] érték ismert minden j° < j, minden W’ = 0,...,w(N), és
minden s’ = 0,...,s — 1 esetén, kiszamolhatjuk az X[j, W, s] értéket W = 0,..,w(N) és
s=1,...,n— 1 esetekben a kiévetkez&képpen:

X[jW,s|=X[j—1L,W,s]+X[j — 1L, W —w,,s —1].

Az egyenlGség jobb oldalan az els§ tag azoknak az s-méretd részhalmazoknak a szamét
adja meg, amelyek stulya W, és nem tartalmazzak j-t, a masodik pedig az ugyanilyen stulytu
és méretid részhalmazok szamat, amelyek tartalmazzék j-t. Ezzel az esetszétvalasztassal
az Osszeg egyenld az Osszes ilyen részhalmazok szaméval.

Igy meghatarozhaté X[n — 1, W, s] minden W = 0, ...,w(N) és az dsszes s = 0,...,n — 1
esetre. Az X értékek segitségével N, a kovetkezSképp széamolhatd s =0,...,n — 1-re:

Ny=Xn—-1,q—w,,s|+...+ X[n—1,g—1,s].
Ezt az eredményt visszahelyettesitve megkapjuk az n. jatékos Shapley-értékét.

A futési id6 szempontjabol az X [j, W, s] tablazat kitoltésére forditott id6 a lényeges. Ennek
a tablanak a mérete feliilrél becsiilheté n X nw,,.. X n-nel, és minden érték konstans
idében szamolhato, igy a futasi id6 ténylegesen megfelel a tételben megadottnak.

A Bahnzaf-index esetében a tablazatbol kihagyhato az s érték, igy a dinamikus program
leegyszertisodik, a szamitashoz csak annyi infroméciora van sziikség, hogy N \ {n}-nek
hény olyan részhalmaza van, aminek sulya legaldbb ¢ — w,, és legfeljebb ¢ — 1. Ez lehet6vé
teszi, hogy a futasi id6t O(n*w,..)-ra csokkentsiik. O

3.3. Sulyozott szavazasi jaték C'S-magja

Szavazasi jatékok esetében kiilonosen fontos azzal a problémaval foglalkozni, hogy egy
jatékban nem feltétleniil alakul meg a a nagykoalicio, mivel altalanossagban ezek a jaté-
kok nem szuperadditivek, a mag eredeti definici6janal azonban a nagykoalici6 1étrejottét
feltételeztiik.

Mivel a sulyozott szavazési jatékok specialisak, és jellemzGen nem szuperadditivek, az
altalanos definicié alapjan felirhatjuk a C'S-mag meghatarozasat az ilyen jatékokra:

27. Definicid. Legyen (N, w,q) egy stlyozott szavazdsi jaték CS koalicid-struktirdval. A
stlyozott szavazdsi jaték CS-magja az olyan (CS,x) kimenetelek halmaza, amelyekre
x hatékony CS-re nézve, és

minden S C N : w(S) > ¢ = x(S5) > 1.

Intuitivan a C'S-mag olyan kimenetelek (koalicio-struktira és kifizetés-vektor) halmazat
jelenti, ahol egy koalicionak sem érdeke, hogy a koalicio-strukturat megtorje, modositsa.
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Ahogy azt korabban belattuk, egy stlyozott szavazési jaték magja pontosan akkor nem-
iires, ha létezik legalabb egy véto-jatékos, és egy hatékony kifizetés akkor és csak akkor van
a magban, ha a hasznot valamilyen mdédon a véto-jatékosok kozt osztja fel. Ennek segit-
ségével egy példaval bizonyitjuk, hogy létezhet olyan silyozott szavazési jaték, amelynek
a magja lires, de a C'S-magja nem.

21. Példa. Legyen (N, w, q) egy sulyozott szavazasi jaték, ahol |N| =3, w = (2,1,1) és
q = 2. Kénnyen lathato, hogy nincs vétojatékos, ezért a mag tires.

Két diszjunkt nyerd szovetség is létezik: S; = {1} és So3 = {2,3}, azaz C'S = {{1},{2,3}}.
Az (1,1/2,1/2) C'S-re nézve hatékony kifizetéssel egy olyan kimenetelt kapunk, amely a
C'S-magban van, tehit az nem tires. Valoban, az 1-es szereplé megkapja az 1 nyereségét,
ennél tébbet nem tudna szerezni mas moédon sem. A 2 és 3 jatékosoknak nem érdeke sem
egyiitt sem kiilon mas csoportosulédshoz csatlakozni, mivel minden mas esetben dummy-k
lennének.

A kovetkez§ tétel altalanosan igaz tetszéleges jatékra, de a stlyozott szavazasi jatékokkal
kapcsolatos relevanciaja miatt ebbe a fejezetbe keriilt.

9. Allitas. A mag a CS-mag része minden jdték esetén.

Bizonyitds. Legyen (N,v) tetszdleges jaték. x legyen egy olyan kifizetés mely a magban
van, vagyis igaz ra, hogy x(N) = v(N) és minden S C N csoportosulasra z(S) > v(S).
A hozza tartozé koalicio-struktira csak a nagykoaliciobol all, és erre nézve ténylegesen
hatékony az x, valamint a minden részhalmazra valé elfogadhatoséag is teljesiil, tehat az
({N},z) kimenetel a C'S-magban van. Ezzel az allitast belattuk. O

A maghoz hasonloan, a C'S-magnél is fontos kérdés az iiresség eldontése. A kovetkezsk-
ben ezzel kapcsolatban fogalmazunk meg tételeket, illetve adunk algoritmust kiillénb6z6
felmeriilé problémékra.

7. Tétel. Legyen (N, w,q) egy sulyozott szavazdsi jaték, amiben q > w(N)/2. Ekkor egy
(CS,x) kimenetel a jaték CS-magjiban van, akkor és csak akkor, ha x a magban van.
Tehdt ha a kvdta ilyen értéket vesz fel, akkor a mag és a C'S-mag megegyezik.

Bizonyitds. = Tegyiik fel, hogy egy (C'S, x) kimenetel a C'S-magban van. Mivel a kvota
nagyobb, mint w(N)/2, ezért a C'S csak egy nyerd koaliciot tartalmazhat, legyen ez C.
Ennél fogva z(N) = 1. Vegylink egy i € C jatékost, akinek x szerinti kifizetése nagyobb
mint 0.

Ha i nem vétojatékos, akkor w(N \ {i}) > ¢ és x(N \ {i}) < 1. Igy (CS, ) nem lenne
a jaték C'S-magjéaban, ez ellentmondas. Tehat az x kifizetés szerint csak a vétdjatékosok
kapnak akarmennyi nyereséget, ami implikalja, hogy = a magban van.

Az < irdnyt az el6z6 allitasban lattuk. [

Egy tovabbi tétel a C'S-mag nemiirességérdl:

8. Tétel. (N,w,q) egy sulyozott szavazdsi jaték. Ha létezik olyan C'S = (Cy,...,Ck)
koalicio-struktira, hogy minden j € {1,...,k}-ra w(C;) = q, akkor a jaték C'S-magja
NEMUTES.
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Bizonyitds. Legyen CS olyan koalicio-struktira, amely rendelkezik a fent leirt tulaj-
donséiggal. Legyen x olyan hatékony kifizetés, mely a kovetkezGképpen van definialva:
x; = w;/q. Legyen S egy nyerd csoportosulas, erre w(S) > ¢ = x(S) > 1, tehat S nem
akarja megtorni a struktirat. Ez fennall minden nyerd koaliciora, C'S-ben ilyenek vannak,
tehat (C'S, x) kimenetel a C'S-magban van. O

A nemiiresség kérdésével kapcesolatban, tudjuk, hogy a mag és a C'S-mag megegyezik, ha
q > w(N)/2 teljesiil, és igy persze a C'S-mag lehet iires. Egy példan keresztiil megmutat-
juk, hogy ¢ < w(N)/2 esetén is lehet az:

22. Példa. Legyen (N,w,q) egy sulyozott szavazéasi jaték, amelyben |N| = 5, w =
(1;1;1;1; 1) és g = 2. Azt allitjuk, hogy ennek a jatéknak tires a C'S-magja, és ¢ < w(N)/2
fennall.

Legyen C'S egy koalicio-struktira, és = egy kifizetés, ezért z(NN) < 2. Ha létezik olyan
C' € CS csoportosulas, amire |C| > 3 és minden i € C résztvevére x; > 0, akkor barmely
1,7 € C-nek érdeke lenne kivalni C-bdl, ezzel megtorve a koalicio-struktirat, és felosztani
maguk kozt az x(C'\ {7, j}) Osszeget, tehat ilyen koalicio-strukturaju kimenetel nem lehet
a (/S-magban.

Ha minden koalici6 mérete legfeljebb 2, akkor 1étezik olyan i jatékos, amely egyediil alkot
egy koaliciot, és x szerinti kifizetése 0. Ezenkiviil 1étezik olyan j résztvevd is, akire: z; < 1,
maskiilonben x(NN) > 4 lenne. Ebben az esetben S = {i,j} egy sikeres megtorése lenne
a strukturanak. Kovetkeztetésképpen nem létezhet olyan struktdra amely megfelelne a
C'S-mag feltételeinek.

A témakorben foglalkozunk még a szamitasi problémakkal is, ami nyilvanval6an fontos
a gyakorlati alkalmazéasokban. Az egyszertiség és altaldnossag kedvéért tegyiik fel, hogy
az Osszes suly és a kvota is természetes szam binéris alakban megadva (ez nem jelent
problémét, mivel megfelels értékkel beszorozva minden raciondlis szam egésszé tehetd).

Korabban ismertetve lett, hogy a mag milyen esetekben iires, és egy adott kifizetés mikor
van a magban. A nemiiresség nyilvianvaléan polinomialis id6ben ellenérizhetd, mivel elég
minden ¢ € N indexre ellendrizni, hogy w(N \ {i}) > ¢ teljesiil-e.

Sulyozott szavazasi jatékok C'S-magja esetén a szituacioé sokkal bonyolultabb. Megmutat-
juk, hogy az a probléma, hogy egy adott jaték C'S-magja tires-e, NP-teljes, az pedig, hogy
egy kifizetés benne van-e a C'S-magban, coNP-teljes. A feladatokat formalizélva:

NEV: NONEMPTYCSCORE
INPUT: (N, w, q) sulyozott szavazasi jaték.
KERDES: (N, w, q)-nak iires a C'S-magja?

NEV: INCSCORE
INPUT: (N,w, q) sulyozott szavazasi jaték és egy x kifizetés.
KERDES: z a jaték C'S-magjaban van-e?

10. Allitas. A NONEMPTYCSCORE probléma NP-teljes.

Bizonyitds. Az, hogy a probléma NP-ben van természetesen igaz, mivel egy (C'S, z) ki-
menetelrdl polinomidében eldonthetd, hogy teljesiti-e a sziikséges feltételeket.
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A nehézség bizonyitasédhoz visszavezetést adunk a PARTITION feladatrol. Egy adott ({ay, . .
input esetén a PARTITION-ra adott ,JGEN” valasz legyen ekvivalens egy ,JGEN"-nel a
NONEMPTYCSCORE egy példanyara (és ,NEM” esetén ugyanigy).

A PARTITION egy ( {ai,...,a,}, K ) példanyabol konstrualjunk egy (N, w, q) jatékot a
kovetkez6képp: |N| = n,w; = a; minden i € N, és ¢ = K.

Tegyiik fel, hogy a PARTITION példanyra ,JGEN” a valasz. Ilyenkor nincs véto-jatékos,
mert minden i € N esetén v(NV \ {i}) > ¢ teljestil, hiszen ha létezne olyan i, amire a; > K,
akkor a PARTITION probléméara ,NEM” lenne a vélasz. Tehat létezik egy J indexhalmaz,
amire: EjGJ a; = K. Ez azt jelenti, hogy a megfelel§ stlyozott jatékban ZjGJ w; = q,
tehat J egy nyers csoportosuléas. A koalicio-struktura alljon a J és az N\ J halmazokbol,
és egy z kifizetés legyen: x; = w;/q minden i = 1,... n.

Ilyenkor w(J) = w(N \ J) = K, kovetkezik, hogy x(J) = (N \ J) = 1, tehat x hatékony
CS-re nézve. Igy (CS,z) a C'S-magban van. S nyertes csoportosulas: w(S) > K, tehét
x(S) > 1, azaz S tagjai nem akarnak kitorni a koalicio-strukturabol.

Masrészrdl, feltélelezziik, hogy egy ,NEM” példényunk van a PARTITION feladatbol. Le-
gven (C'S,x) egy kimenetele az eredeti jatéknak. Egyértelmi, hogy C'S csak egy nyerd
koaliciot tartalmazhat, mert ha legalabb 2 lenne, akkor egy ,IGEN” példany lenne, hiszen
ilyenkor pontosan ketts lenne, és a két csoportosulas megadna egy jo particiot. Az, hogy
C'S ne tartalmazzon nyerd koaliciot, lehetetlen, mert w(N) > K és x(N) = 0 ellentmon-
dés.

Tehat most tegylik fel, hogy C'S csak egy nyerd koaliciot tartalmaz, ez legyen C'. Ebben
az esetben x(C) = x(N) = 1 és x; = 0 minden i ¢ C esetén. Sziikségszertien létezik
olyan i € C amire x; > 0, tehat (N \ {i}) < 1. Ilyenkor w(N \ {i}) > ¢, azaz (N \ {i})
kitorhetne a koalicio-strukturabol, tehat (C'S, z) nincs a C'S-magban. O

9. Tétel. Az INCSCORE probléma coNP-teljes.

A tétel bizonyitasa hosszadalmas, Elkind és téarsai cikkében [3] megtalalhato. Szintén a
PARTITION probléméta vezeti vissza az INCSCORE feladatra: ha a PARTITION-bol , IGEN”
példanyunk van, akkor a neki megfeleltetett INCSCORE-ra ,NEM” a valasz, és forditva.

3.3.1. Algoritmusok a stilyozott szavazasi jatékok C'S-magjara

Az imént belattuk, hogy a C'S-maggal kapcsolatos problémak NP-teljesek, tehat polino-
mialis idében futé algoritmus létezésében nem reménykedhetiink (ha P=NP nem teljesiil),
ennek ellenére szeretnénk arédnylag gyors megoldasi modszert talalni. Szerencsére létezik a
problémaéara tgynevezett pszeudopolinomialis algoritmus, amely ugyan nem polinomialis,
de gyakorlati alkalmazasokban jol hasznalhato.

28. Definicio. Legyen A egy probléma {ay, ..., a,} inputtal. Egy A-t megoldo algoritmus
pszeudopolinomidlis idejd, ha futdsideje: O((Y, i<, a;)®).

12. Megjegyzés. A pszeudopolinomialis idében fut6é algoritmus nem polinomialis, mi-
vel adott {ay,...,a,} esetén egy polinomialis algoritmus n polinomjanak idejében futna,
a pszeudopolinomialis algoritmus viszont fligg a konkrét a; értékek nagységatol. Elkép-
zelhet$ gy is, hogy az (aq,...,a,) input unarisan van megadva, és az egész input igy
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vett hosszaban tekintve polinomidlis az algoritmus, ugyanakkor ha az értékek binérisan
vannak megadva, mar lathato, hogy ez nem azonos nagysagrendi az n szerint polinomi-
alis algoritmussal. Az ilyen futasidejd algoritmus azonban gyakorlatban sok esetben jol
hasznalhato olyan input esetén, ahol az a; értékek nem tal nagyok.

10. Tétel. Létezik olyan Avcscors algoritmus, amely pszeudopolinomidis iddben megoldja
az INCSCORE problémdt, azaz eqy adott (N, w, q) sulyozotl szavazdsi jaték, és eqy (C'S,x)
esetében helyesen eldonti, hogy a kimenetel a a jdaték CS-magjaban van-e, vagy nincs.

Bizonyitds. Az algoritmus inputja egy INCSCORE feladat, azaz egy (N, w,q) stlyozott
jaték, és egy CS koalicio-struktira egy « kifizetéssel. A (C'S,x) kimenetel akkor és csak
akkor nincs a magban, ha létezik olyan S € C'S koalicié, amelynek 6sszsiilya eléri a kvotat,
de a kifizetése kevesebb, mint 1.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a problémank tulajdonképpen egy HATIZSAK fel-
adat, amire koztudottan létezik dinamikus programozason alapulé pszeudopolinomiélis
algoritmus. A dinamikus programot az alabbiak szerint épitjiik fel:

Legyen W = w(N), és jelolje P(j,w) a legkisebb olyan z(S) értéket, amire teljesiil, hogy
S tagjai az {1,..., 7} halmazbdl keriilnek ki, és w(S) = w. Formalisan:

P(j,w) = min{z(S): S C{1,...,j}, w(S)=w}.

Tehéat ha min,eqr,. .wy P(n,w) < 1 valamelyik esetben, akkor létezik egy nyerd koalicio,
aminek a kifizetése kevesebb mint 1. Ennek a koaliciénak érdekében &llna megtorni a
strukturat, kovetkeztetésképp (C'S, x) nincs a C'S-magban.

Mar csak azt kell megmutatni, hogy hogyan tudjuk a korabbi értékek alapjan rekurzivan
szamolni a tobbi adatot. Az inicializacié legyen a kovetkezs: j = 1 esetén P(1,w) = x,
ha w = w; mivel értelemszerten az egyetlen szoba jovs koalicio az S = {1}, és legyen
P(1,w) = oo minden mas esetben. Tehat a tablazat els6 sordban 16v6 szamok ismertek, ez
alapjan keressiik P(j,w)-t minden j = 1,...,n és minden w = {1,..., W}-re. Tegyiik fel,
hogy P(j,w)-t mar kiszamitottuk minden w-re, ez alapjan hatarozzuk meg a P(j+ 1, w)-
ket, vagyis a tablazat kovetkez6 sorét, esetszétvalasztassal:

P(j+1,w) = min{P(j,w), P(j,w — w;) + xj41}

Az els6 tag az az érték, amikor a j + 1. jatékos nem szerepel a koalicioban, a masik pedig
az amikor igen.

Egy adott (C'S,x) kimenetel akkor nem része a C'S-magnak, ha a ra igy felépitett tabla-
zatban létezik olyan elem, ami ellentmond a C'S-mag definicidjanak, vagyis léteznek olyan
j, w értékek, amire w > ¢, de P(w,j) < 1.

A dinamikus program futési ideje tényleg polinomialis n-ben és W-ben (egy nW méretii
tablazatot kell kitolteni), igy az algoritmusunk pszeudopolinomiélis. O]

11. Tétel. Egy adott (N,w,q) sulyozott szavazasi jaték és CS koalicio-struktira esetén
létezik pszeudopolinomidlis iddben futo algoritmus, amely helyesen eldonti, létezik-e olyan
x kifizetés, amelyre a (C'S,x) kimenetel a C'S-magban van.
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Bizonyitds. Legyen CS = {C,...,Cy} a koalicio-struktira. Tekintsiik a kévetkezo linea-
ris programot az xy, ..., x, valtozokkal:

x; > 0 minden ¢z € N,
Z x; = 1 minden C; € C'S nyer6 koaliciora,

iECj
Z x; = 0 minden C; € CS vesztes koaliciora,
ZECj
in > 1 minden J C [-re, amire w(J) > T.
icJ

Az els6 harom egyenlGtlenség-csoport biztositja, hogy = érvényes kifizetés legyen a C'S-re
nézve, az utolsok pedig azt, hogy minden nyerd (nem feltétleniil C'S-beli) koalici6 meg-
kapja a jogosan kovetelt 1 kifizetését. Megmutatjuk, hogy a korabbi pszeudopolinomialis
algoritmus hasznalhaté ennek megoldaséra.

Az LP mérete lehet n-ben exponencialis is, az Osszes lehetséges koalicid-struktira sza-
ma miatt. Az ilyen forméaji programok megoldhatoak az ugynevezett ellipszoid-modszer
segitségével (lasd [1]), feltéve, hogy rendelkeznek polinomiélis idejd szeparacios orakulum-
mal. Ez definicié szerint egy olyan szubrutin, amely egy elvileg j6 megoldésrol ellenérzi
hogy tényleg jo-e, ha pedig nem az, akkor visszaad egy feltételt amit sért. A mi ese-
tiinkben az orakulumnak azt kell ellenériznie, hogy az x megoldas teljesiti-e a fenti négy
egyenlStlenség-tipus mindegyikét.

Ha ezek akarmelyike sériil, akkor a szeparacios szubrutin kiadja a sértd feltételt, amit
hozzavesziink az eddigi feltételek altal alkotott poliéderhez, és egy masik megoldassal
probalkozunk. Ha nem ez a helyzet, és minden feltétel teljesiil, akkor az el6bbi Arycscors
algoritmust hasznalhatjuk, amely eldonti, hogy létezik-e olyan nyertes koalicio, aminek
silya meghaladja a kvotat, de = szerinti kifizetése kevesebb, mint 1.

Az algoritmus kénnyen atirhato ugy, hogy vissza is adja ezt a nyertes koaliciét, ha létezik
ilyen. Ha Apycscors €gy ilyen csoportosulést allit ki, akkor a szeparécios ordakulum a
megfeleld megsértett feltételt adja vissza. Ha nincs ennek megfelels koalicio, akkor (C'S, x)
a C'S-magban van, tehat x-et visszaadhatjuk mint j6 megoldéast. Mivel a szétvélaszto
orakumulhoz hasznalt algoritmus pszeudopolinomidlis ideji, az ezt hasznalé ellipszioid
modszeres megoldas is ebben az idében fut. O]

Adott koalicio-struktira esetén lattuk, hogy lehet eldonteni egy x kifizetésrsl, hogy C'S-vel
egylitt a C'S-mag részét képezi-e, viszont koalicio-struktirabol exponencialisan sok lehet,
ezek mindegyikére pszeudopolinomialis idejd algoritmust futtatni egy adott z-el rendkiviil
draga lenne. Ennek gyorsitdsdra megadhatunk heurisztikakat, amik alapjan ki lehet zarni
lehetGségeket. Ezek a kovetkezdk:

e Nem sziikséges vizsgalni az olyan koalicio-struktirdkat, amik tobb, mint egy vesz-
tes koaliciot tartalmaznak, mivel tobb vesztes csoportosulast Gsszevonva a kapott
strukttra szintén stabil lesz, ha az eredeti az volt.
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e Elég azokat a koalicid-struktirakat figyelembe venni, ahol minden C' € C'S nyer6 ko-
alici6 minimalis, azaz akadrmelyik tagjat eltavolitva a koaliciobdl, mar nem maradna
nyerd. FEzt azért tehetjiilk meg, mert ha egy nem-minimalis nyeré csoportosulédsbol
az ilyen tulajdonsagu jatékost egy (egyszemélyes) vesztd koalicioba helyezziik at,
akkor a kapott particié is stabil marad.

Tegyiik fel, hogy van egy C'S = {Cy, C4, ..., Cy} koalicio struktirank, amire v(Cp) = 0
(lehet iires is), v(C;) = 1 minden ¢ = 1, ..,k esetén, és minden ¢ > 0 esetén C; minimals.
Vegyiink egy j € C; jatékost, ahol ¢ > 1. Ha x; > 0 és w(Cy) > w;, akkor a C'S nem stabil:
a CoUC \ {7} megtorheti a koalicio-strukturat egy nyers csoportosulast hozva létre, és igy
az x; Osszeget is feloszthatjak maguk kozt. Legyen C] = {j € C; : w; < w(Cy)}. Lathato,
hogy a C! tagjai minden olyan z kifizetés szerint 0-t kapnak, ami alapjan (C'S, z) stabil.
Legyen C" = Uy;C!. Ha w(C") + w(Cy) > ¢, akkor nem létezik olyan z, amire a (C'S, z)
stabil lenne. Minden x szerint a a C és a C' tagjainak is 0 kifizetést kellene kapniuk, igy
viszont egyesiilhetnének egy nyeré koaliciova, megtorve a koalicio-strukturat.

Igy felgyorsithtjuk a korabbi algoritmust a kdvetkezé modon: legyen C'S = {Cy,...,Cy},
hatarozzuk meg C! halmazokat i = 1,... &k értékekre, és ellendrizziik, hogy w(C’) +
w(Cy) > q teljesiil-e. Ha igen, akkor nem létezik a C'S-hez megfelel = amivel a kimenetel
stabil lenne. Ellenkez esetben futtassuk a megadott algoritmust. Természetesen ennek
az el6feldolgozasa gyorsan lefut (polinomialisan, akkor is ha a stulyok nagyon nagyok), igy
kénnyen kizarhatunk sok rossz lehet&séget, anélkiil, hogy meg kellene oldanunk a linearis
programozasi feladatot.
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4. fejezet

Végszo

Szakdolgozatomban els6ként attekintettem a téma altalanos jellemzsit, nagyrészt a Lova-
sar, Kesztytjaték és Jégkrémjaték jatékokat hasznalva példakként. Az elsd részben foglal-
koztam a jatékok additivitasanak kérdésével, specialis tulajdonsagokkal, mint a lényeges-
ség, monotonitas, szimmetria, vagy egyszertiség. Ezutan a kifizetéseket targyaltam részle-
tesen, bevezetve két kiilonosen fontos fogalmat: a magot és az er6t, ami a Shapley-értékkel
és a Bahnzaf-indexszel mérthets. A magrol példaul kideriilt, hogy megadhat6 poliedrikus
halmazként, valamint vizsgaltam a nemiirességének kérdését is. Bevezettem az ennél alta-
lanosabb C'S-mag definicidjat, ami az irodalomban is ritkabban lelhets fel. Ismertettem
a Shapley-érték alapvets tulajdonsagait, bizonyitottam létezését és egyértelmtiségét. Ro-
viden bemutattam egy masik, hozza hasonl6 mértékegységet, a Bahnzaf-indexet is.

A masodik részben a bevezetett fogalmakat, tételeket a stulyozott szavazési jatékok téma-
korén mutattam be. Definialtam két specialis jatékostipust, a véto- és dummy-jatékosokat,
foglalkoztam a beazonositasukkal valamint egyéb veliik kapcsolatos problémakkal. Ki kell
emelni, hogy a szavazasi jatékok tipikusan nem szuperadditivek, csak ha a kvota megha-
ladja a nagykoalicio stlyanak felét. A Shapley-értéket és a Bahnzaf-indexet ebben a téma-
korben, erének hivjuk, megéllapithato példaul, hogy egy stlyozott jatékban a Shapley-
érték monoton a sily szerint, vagy hogy egy jatékos akkor és csak akkor dummy, ha
a Shapley-értéke 0. Ezentil ismertettem a Shapley-értékre egy pszeudopolinomialis id6-
ben futd, dinamikus programozason alapuld algoritmust. A C'S-mag kimondottan fontos
konstrukcié a témaban, mivel a stulyozott szavazasi jatékoknal nem realisztikus feltéte-
lezni a nagykoalicié megalakulésat, ezért a mag nem feltétleniil hasznos fogalom. Ezzel
kapcsolatosan bevezettem a NONEMPTYCSCORE NP-teljes és az INCSCORE coNP-teljes
problémékat, az utébbira adtam pszeudopolinomiélis idében fut6 algoritmust is, el6bbire
pedig egy heurisztikus modszert mutattam be.
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