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Bevezetés

A kategoria elmélet hasznos ahhoz, hogy sok matematikai struktirardl gyorsan tudjunk meg alap tulajdonsigokat.
Az egyik nagyon hasznos kategoria csalad az Abel kategéridk, melyek sok tulajdonsagban hasonlitanak az Abel cso-
portokhoz és az R-modolusokhoz. 1960-ban Lubkin [3] beldtta, hogy minden Abel kategéria bedgyazhaté egzaktul
Mitchell [4] beldtta hogy minden Abel kategéridhoz létezik egy R gytir(i Ggy, hogy van teljes egzakt bedgyazds az
R-modulusok kategéridjaba.

A szakdolgozat soran ezt a Mitchell-féle bedgyazasi tételt fogjuk beldtni, és kdzben bejarjuk az Abel kategoriak
tulajdonsdgait. A szakdolgozat szorosan koveti Freyd [I] konyvét.

Az 1. fejezetben a kategoria elmélet alapjai szerepelnek. A 2. fejezetben attériink az Abel kategéridk f6bb tulaj-
donséggaira. A 3. fejezetben funktorok f6bb tulajdonsdgaival taldlkozunk, és megjelennek specidlis tulajdonsagokkal
rendelkez6 objektumok, (pl. injektiv/projektiv objektumok, generdtor/kogenerdtor objektumok) amiket kés6bb so-
kat haszndlunk. A 4. fejezetben elkezdiink a Mitchell tételéhez épiteni, megnézziik milyen feltételek mellett lesz
egy diagram egzakt/kommutativ egy kategéridban, és ezeket mikor tartja meg egy funktor. Beldtjuk Mitchell té-
telét olyan teljes Abel kategoridkra amikben van projektiv generator. Az 5.-7. fejezetben a funktor kategoriakkal
foglalkozunk, beldtjuk végiil, hogy minden Abel kategéria bedgyazhato6 teljesen és egzaktul egy olyayn teljes Abel
kategoridba, amiben van projektiv generator, ezzel a 4. fejezetbeli tétel alkalmazhaté minden Abel kategoriara.
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1. fejezet

Alapok

Ezt a fejezetet f6ként Maclane [2] és Weibel [5] konyveibdl vettem.

1.1. Kategoéria elméleti definiciok

1.1.1. Definicié. Egy kategoéria C a kiovetkezSkbél all:
o Egy objektum osztaly obj(C)
o Egy morfizmus halmaz Hom¢(A, B) minden (A, B) rendezett objektum pérhoz
o Egy identitds morfizmus id4 € Home(A, A) minden A objektumhoz

o Egy kompozicié fiiggvény Home(A, B) x Home(B,C) — Home (A, C) minden (A, B, C') rendezett objektum
harmashoz

f + A — B-vel jeloljiik, hogy az f morfizmus Hom¢(A, B)-ben van, és gf-vel vagy g o f-vel jeloljik f: A — B

c sz

o Asszociativitds axiéma: (hg)f = h(gf) minden f: A— B, g: B—Ch:C — D
e Egység axiéma: idgo f = f = foids minden f: A — B
1.1.2. Definicié. Egy kategoéria kicsi, ha obj(C) egy halmaz

1.1.3. Definicié. Egy morfizmus f : B — C izomorfizmus C-ben, ha van egy g : C' — B gy, hogy gf = idp és
fg=idc

c sz

1.1.4. Definicié. A — B egy monomorfizmus akkor és csak akkor ha
C =5 A, C -5 A morfizmusokra, ha
C5A-B=C- A Bakkorz=y

A — B egy epimorfizmus akkor és csak akkor ha

B % C, B -4 C morfizmusokra, ha

A—-B-C=A—B-5 Cakkorz=y

1.1.5. Megjegyzés. Ha A — B — C egy monomorfizmus, akkor A — B is az. Ho A — B és B — C monomor-
fizmusok, akkor A — B — C is az. Hasonldan: Ha A — B — C' egy epimorfizmus, akkor B — C is az. Hao A — B
és B — C' epimorfizmusok, akkor A — B — C is az.

1.1.6. Allitas. Egy izomorfizmus egyszerre monomorfizmus és epimorfizmus.
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-1

Bizonyitds. Ha A - B egy izomorfizmus akkor A —— B 2= A = id4 egy monomorfizmus, tehdt A - B is az,
-1

és B2~ A % B =idg epimorfizmus, tehit A — B is az. O

1.1.7. Megjegyzés. Izomorfizmusok kompozicioja izomorfizmus.

1.1.8. Definicié. Minden C kategéridnak van duélis kategoriaja C*. C* objektumai ugyanazok mint C objektumai,
de a morfizmusok (és a kompozicié) forditva mennek tigy, hogy van egy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés f — f*
f:+ B — C C-beli morfizmusok és f*: C' — B C*-beli morfizmusok kozott.

Ha f monic, akkor f* epi; ha f epi, akkor f* monic. Hasonléan a dudlis magot komagba visz. Ha P egy
kategoria morfizmusain definialt tulajdonsag, akkor P* tulajdonsag definidlhaté "z-re igaz P* <= x*-ra igaz P."
Latni fogjuk, hogy az Abel kategéridk axiomai dudlisaik egymaéasnak, ezért ha egy tétel az axiomak kdvetkezménye,
akkor van hozza egy dudlis tétel, amiben minden tulajdonsagot a dudlisara cseréliink.

1.1.9. Definicié. Egy F' : C — D fiiggvény funktor a C kategériabdl a D kategéridba, ha
o minden C € C objektumhoz egy F(C) € D objektumot rendel.
e minden f: C; — Cy morfizmushoz F(f) : F(Cy) — F(Cs) D-beli morfizmust rendel.
» F megtartja az egységeket: F(idc) = idp(c)
o F megtartja a kompoziciét: F(go f) = F(g) o F(f)

Ha G : D — & egy masik funktor, akkor a kompoziciéjuk nyilvdnval6 médon definidljuk: (GF)(C) = G(F(C)) és
(GF)(f) = G(F(f))

1.1.10. Definicié. Az el6zé definiciéban kovarians funktort definidltunk. Egy kontravaridns simén egy kovarians
funktor C*-bél D-be, azaz

o minden C C-beli objektumhoz egy F(C) D-beli objektumot rendel.

o minden f: Cy — Cy morfizmushoz F(f) : F(C2) — F(C1) D-beli morfizmust rendel.
« F megtartja az egységeket: F(idc) = idp(c)

o F megforditja a kompoziciét: F(go f) = F(f) o F(g)

1.1.11. Példa. Legyen S a halmazok kategoridja, A egy tetszbleges kategdria, és A egy objektum A-ban. Ekkor az
(A, =) : A— S definialhaté a kovetkezd képpen:
Minden B € A-ra, (A,—)(B) = Homa(A, B) (Az A-bél B-be mend morfizmusok halmaza)

Minden By —%s By € Homa(By, Bs)-re, (A, —)(z) = (A4, B1) %% (A, By), ahol [(A,2)](A % B, = A %
By % By € Hom (A, By) Ez egy kovaridns funktor. Egy kontravaridns funktor a (—, A) ami hasonléan definidl-
hato.

1.1.12. Definicié. Adott két funktor F' és G C-bdSl D-be. Egy természetes transzforméacié n: F — G ha
minden C € C-hez egy nc : F(C) — G(C) D-beli morfizmust rendel tigy hogy az aldbbi diagram kommutativ:

F(C) =% F(C)
n n

ac) £9 G

Ha minden n¢ egy izomorfizmus, akkor 7 egy természetes izomorfizmus, ésn: FF = G

6 Fejezet 1 Tregele Maté
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1.2. Részobjektum és hanyados objektum

1.2.1. Definicié. Két monomorfizmus A; — B és Ay — B ekvivalensek, ha léteznek A; — As és Ay — A
morfizmusok gy hogy

Ay Ay
J{ \ és T \ kommutélnak

AQHB AQHB

B-nek egy részobjektuma a B-be mend monomorfizmusok ekvivalencia osztalya. Azt mondjuk, hogy az
A, — B Aaltal reprezentélt részobjektum tartalmazza az A, — B &ltal reprezentalt részobjektumot, ha van egy
olyan As — A; morfizmus hogy

Ay
T \ kommutal.

A2*>B

1.2.2. Megjegyzés. Ay — Aj-nek monomorfizmusnak kell lennie és eqyértelmid. Ezért ha Ay tartalmazza As-t és
Ay tartalmazza Aq-et akkor Ay és As izomorfak.

1.2.3. Definicié. Két epimorfizmus B — (7 és B — (5 ekvivalensek, ha léteznek C; — Cy és Cy — C;
morfizmusok gy hogy

B —— C1 B — Cl
\ l és \ T kommutélnak.
Cy Cs

B-nek egy hanyados objektuma B-bél mend epimorfizmusok ekvivalencia osztdlya. Azt mondjuk, hogy a B — C}
altal reprezentalt hanyados objektum kisebb a B — (5 altal reprezentdlt hanyados objektumndl, ha van egy olyan
Cy — (1 morfizmus hogy

B%Cl

\ T kommutal.

s

1.3. Kiilonbségi mag és komag

1.3.1. Definicié. Adott A - B és A - B morfizmusokra K — A egy kiilonbségi magja z-nek és y-nak ha
1. K A2 B=K — A-% B, azaz nem tudja megkiilénboztetni z-et és y-t

2. Minden X — A morfizmushoz, amelyre X - A - B = X — A -4 B létezik egy egyértelmii X — K
morfizmus gy, hogy

X

/ J{ kommutal,

K—— A

azaz a kiilonbségi mag univerzélis tulajdonsagu

Fejezet 1 Tregele Maté 7
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x és y kiilonbségi magjat Ker(x — y)-val jeloljiik.

1.3.2. Allitas. Ker(z —y) monomorfizmus.

Bizonyitds. LegyenO&K%AzC&K—)A:CLA. Ekkor C -5 A 5 B=C -5 A% Ba
kiilonbségi mag 1.-es tulajdonsaga miatt, a 2.-es tulajdonsag miatt pedig a K-n atvezetés egyértelmi, azaz a = b. [

1.3.3. Definici6é. Adott A - B és A -2 B morfizmusokra B — F egy kiilonbségi komagja x-nek és y-nak,
ha

. A BsF=4A-%B>F

2. Minden B — X morfizmushoz, amelyre A — B — X = A %5 B — X létezik egy egyértelmii F — X
morfizmus gy, hogy

B—— F

\ l kommutal.

X
x és y kiilonbségi magjat Cok(x — y)-val jeloljiik.
1.3.4. Allitas. Cok(z —y) epimorfizmus.

Bizonyitds. [1.3.2] duélisa. O

1.4. Szorzatok és Osszegek

1.4.1. Definicié. Adott A,B objektum parhoz azt mondjuk, hogy P A és B szorzata, ha léteznek morfizmusok

P 25 Aés P22 B gy, hogy minden X — A és X — B morfizmus parhoz létezik egy egyértelmii X — P gy
hogy a kévetkez6 diagram kommutal:

=
,_

]
N

2
N

Weg—v—r >

A és B szorzatat A x B-vel jeloljik.

1.4.2. Allitas. Ha P és P’ is A és B szorzata, akkor P és P’ izomorfak.

Ekkora P — P’ — P = P X P kompouzici6 és az 1 mindketten teljesitik azt hogy a kovetkez diagram kommut4l:

8 Fejezet 1 Tregele Maté
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1

VN

W Y g

Ekkor a szorzatok definicidjaban szerepld egyértelmiiség miatt x = 1p. Hasonléan P’ — P — P’ is identit4s. O
A szorzat dudlisa az Osszeg:

1.4.3. Definicié. Adott A,B objektum péarhoz azt mondjuk, hogy S A és B Osszege, ha léteznek morfizmusok
A S és B 2 S gy, hogy minden A — X és B — X morfizmus parhoz létezik egy egyértelmti S — X tgy
hogy a kovetkez6 diagram kommutal:

N2

<
LN N

Sy

A és B osszegét A + B-vel jeloljik.

Adott X =5 A és X =2 B morfizmusokhoz azt az egyértelmii X — A x B morfizmust ami tudja, hogy

X 3 AxB2sA=X 254
és
X3 AxB2B=X2%B

1
(z1,22)

tigy fogjuk jelolni hogy X "—=" A x B. Hasonléan, legyen A + B % X az az egyértelmii morfizmus, amire igaz,
hogy
@y
A= A+B Gy —am, x
és

B%/HB@X:B&X

c sz

1.4.4. Definicié. Egy kategéria bal-teljes, ha minden morfizmus parnak van kiilonbség magja, és minden indexelt
objektum halmaznak van szorzata. Duéalisan, egy kategéria jobb-teljes, ha minden morfizmus parnak van kiilonbség
komagja, és minden indexelt objektum halmaznak van 6sszege. Ha egy kategéria egyszerre bal- és jobb-teljes, akkor
teljes.

1.5. Nulla objektum, mag, és komag

1.5.1. Definicié. Egy nulla objektum egy objektum amibdl és amibe pontosan egy morfizmus megy minden ob-
jectbél, azaz Hom(O, A) és Hom(A, O) egy elem{i halmazok minden A-ra. Ha a kategéridnak van nulla objektuma,

akkor nulla morfizmusnak hivjuk az egyértelmii A — O — B morfizmust, és A 25 Bovel jeloljik.
1.5.2. Definicié6. A - B magja A — B és A 5B kiilonbségi magja, azaz ha K — A A — B magja, akkor

. KA B=K-%B

Fejezet 1 Tregele Maté 9
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2. Minden X — A-ra, amire

X
l X kommutal

A—-B
létezik egy egyértelmit X — K, hogy

X

/ l kommutal.

K——A

Ker(zx) jeloli  magjat.

1.5.3. Definici6é. Duilisan, A — B komagja A — B és A Ny kiilonbségi komagja. = komagjat Cok(x)-vel

jelsljiik.

10 Fejezet 1
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2. fejezet

Abel kategoériak alapjai

2.1. Tételek Abel kategériakhoz

2.1.1. Definicié. Az A kategéria Abel, ha
1. A-nak van nulla objektuma.
2. Minden objektum parnak van szorzata.
3. Minden objektum parnak van sszege.
4. Minden morfizmusnak van magja.
5. Minden morfizmusnak van komagja.
6. Minden monomorfizmus valamilyen morfizmus magja.

7. Minden epimorfizmus valamilyen morfizmus komagja.

Innentdl ha nem mondjuk kiilén, akkor minden kategéria Abel.

2.1.2. Tétel. Ha f egy monomorfizmus, okkor f = Ker(Cok(f)). Dudlisan, ha [ epimorfizmus, akkor f =
Cok(Ker(f))

Bizonyitds. Legyen A’ Joa egy monomorfizmus. A 6. axiéma miatt ez valamilyen A — B morfizmus magja.
Legyen A —25 F f komagja, és legyen K LN g magja. A’ JoasB= 0, mert f A — B magja. A’ IEANY/REN
F =0, mert f komagja g. Mivel f komagja g, illetve g magja k, ezért az univerzdlis tulajdonsag miatt léteznek
F — B és A’ — K, amik kommutativva teszik a kévetkezd diagramot:

A’%A%F

LN

Ekkor K + A— B=K - A— F — B =0, tehdt létezik K — A’, hogy kommutativ az aldbbi diagram:

i~

Tehat a részobjektum amit A’ — A és K — A reprezentdlnak tartalmazzak egymast, tehat egyenléek, azaz f magja
g = Cok(f)-nek. O

2.1.3. Tétel. Ha egy morfizmus egyszerre mono €s epi, akkor izomorfizmus.

11
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Bizonyitds. Legyen A — B mono és epi. Létszik, hogy A —— B komagja B — O. Az el6z6 tétel alapjan A —— B
magja B — O-nak, de az is vilagos, hogy B 1 Bis magja B — O-nak. Ezért van egy B Ny morfizmus, amire
aoby = 1p. Dudlisan, O — A magja a-nak, emiatt a komagja O — A-nak, és A Ly A szintén komagja O — A-nak,
tehat létezik B 25 A morfizmus ugy, hogy by o a = 14. Ekkor latjuk, hogy a izomorfizmus. O

2.1.4. Definicié. Részobjektumokon van egy részben rendezés a tartalmazas alapjan. Két részobjektum metszete
a legnagyobb als6 korlatja ezen részbenrendezés szerint.

2.1.5. Tétel. Minden részobjektum pdrnak van metszete.

Bizonyitds. Legyen A; — A és Ay —2 A monomorfizmusok, a; komagija A N F,és Ay 2 A JF magja
K % As. Mivel foazok =0 és foay =0 ezért létezik K — Ay gy hogy az aldbbi diagram kommutativ:

KLAQ

Ny

A 24— F
Legyen X — Ay és X — As olyanok, hogy az alabbi diagram kommutativ:

X%AQ

l e

A —2 5 A

Azt szeretnénk megmutatni, hogy létezik egy egyértelmit X — K, tigy hogy

X — K X — K
\ l és \ l kommutéalnak.
Ay A

Ekkor ugyanis, ha X részobjektuma A-nak, akkor K tartalmazza &t.

X — K létezik, hiszen X - As > F =X - A} - F =06 K — Ay = Ker(f). Emiatt X - K — A2 = X — A,.
A misik egyenléség pedig kovetkezik abbdl hogy X - K — Ay - A=X - Ay - A=X — A} — A, és abbdl
hogy a; mono. O

2.1.6. Megjegyzés. Dudlisan, minden hdnyados objektum pdrnak is van legnagyobb also korlatja, és mivel Ker és
Cok rendezés fordito figguények, és eqymds inverzei, ezért minden részobjektum pdrnak van legkisebb felsé korldtja
1s.

2.1.7. Tétel. Minden A -5 B, A -2 B morfizmus pdrnak van kilonbségi magja.

Bizonyitds. Vegyiikk A U—IQ AXxBés A (1—y>) A x B monomorfizmusokat. (Valéban azok, mert ha még pi-et is
rdengedjiik, akkor a kompozicié mono) Ekkor a kovetkezé kommutativ diagramot kapjuk:

K—5 A

k?zl l(Ly)

A—— AxB
(1,1})

Ha hasznéljuk pi-et, akkor azt kapjuk hogy ki1 = ko, és ha po-t hasznaljuk, akkor azt latjuk, hogy K B N
B=FK % A% B. Legyen X olyan, hogy X - A -“+ B=X — A % B. Ekkor

X — A
J{ J,(l’y) kommutal.

A—— AxB
(1,x)

12 Fejezet 2 Tregele Maté
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[2.1.5 bizonyitdsa alapjan pedig X — A egyértelmiien atvezethetd K — A-n keresztiil. O
2.1.8. Megjegyzés. Dudlisan, minden morfizmus pdrnak van kilénbségi komagja.
2.1.9. Definicié. A kovetkez6 kommutativ diagram

P——B

L]

A——C

egy pullback diagram, ha minden X — A, X — B morfizmus parhoz, amire

X — B
l l kommutativ,

A——C

van egy egyértelmii X — P gy hogy X - P - A =X - Aé X - P - B =X — B. ARIF tétel
bizonyitasaban igazabdl azt mutattuk meg, hogy a diagram egy pullback diagram.

B
2.1.10. Tétel. Minden J{ diagramot ki lehet boviteni pullback diagrammd.

A——C

Bizonyitds. Nézzitk A x B-t és az Ax B 2% A — C és A x B 2% B — C morfizmusokat, és legyen K — A x B a
kiilénbségi magjuk. Legyen
K—A=K—>AxB"5 A

K—-B=K-— Ax B2 B.

Konnyti belatni, hogy

K — B
A——C
egy pullback diagram. O
P——B PP——B
2.1.11. Allitas. Ha l l és l l mindketten pullback diagramok, akkor P és P’ izomorfak, azaz
A——C A——C
létezik eqy P — P’ izomorfizmus gy, hogy
P
A B
'\ ! /
kommutativ.
Bizonyitds. Lényegében ugyanaz, mint O

2.1.12. Definicié. A koévetkezé kommutativ diagram

Fejezet 2 Tregele Maté 13
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|

Q—h
W W

—

egy pushout diagram, ha minden B — X, C — X morfizmus parhoz, amire

A—— B
l l kommutativ,

C — X
van egy egyértelmi P — X ugy hogy B—-P X =B —>Xé&C—-P—->X=C—X.

A—— B
2.1.13. Tétel. Minden J{ diagram kiegészithetd pushout diagramd és izomorfizmus erejéig eqyértelmien.

C

2.1.14. Definicié. Egy A — B morfizmus képe a legkisebb részobjektuma B-nek, amire A — B egyértelmiien
tvezethetd a reprezentalé monomorfizmusokon. A 2+ B képét Im(A — B) vagy I'm(x) jeloli.

2.1.15. Tétel. A — B-nek van képe, és a kép egyenld Ker(Cok(A — B))-vel

Bizonyitds. Cok(A — B) a legnagyobb hdnyados objektum, amire A — B — F = 0, ezért KerCok(A — B) a
legkisebb részobjektum, amire A — B atvezethet6 rajta, azaz § A — B képe. O

2.1.16. Tétel. A — B epi akkor és csak akkor ha Im(A — B) = B, vagyis akkor és csak akkor ha Cok(A — B) =
0.

Bizonyitds. =: Vilagos.
<: Ha Cok(A — B) = O, akkor az el6z6 tétel szerint Im(A — B) = B. Tegyiik fel, hogy A — B - C =

A— B % C. Az kell, hogy = = y. Legyen Ker(xz —y) — B a kiilonbségi magja xz-nek és y-nak. Ekkor van egy
A — Ker(z —y) Ggy, hogy A - B = A = Ker(z —y) — B a kiilonbségi mag univerzalis tulajdonsiga miatt.
Emiatt Ker(z — y) tartalmazza B = Im(B)-t, mert Im(B) a legkisebb részobjektum ami atvezethet§ A — B-n.
Ugyanakkor B legnagyobb részobjektuma B, tehit Ker(z —y) = B vagyis © = y. O

2.1.17. Tétel. A = Im(x) epi.

Bizonyitds. Ha Cok(A =+ Im(x)) # O, akkor A — I'm(x) dtvezethet Im(x) egy valédi részobjektumén (KerCok(A —*
Im(x))), ami ellentmond I'm(x) definicidéjanak. O

2.1.18. Definicié. A kép dudlisa a kokép. A — B koképe a legkisebb hanyados objektum A-ban, amin &tvezethetd
A— B.
Jelolés: Coim(A — B),Coim(x)

2.1.19. Tétel. Coim(A — B) = CokKer(A — B)
2.1.20. Tétel. A — B mono akkor és csak akkor ha Coim(A — B) = A akkor és csak akkor ha Ker(A — B) =0

2.1.21. Tétel. Coim(z) -+ B mono.

2.2. Egzakt sorozatok
2.2.1. Tétel. A — B — C-re a kévetkezd feltételek ekvivalensek:
(1) Im(A— B) =Ker(B — C)
(2) Coim(B — C) = Cok(A — B)
(3) A= B—-C=0éK—B—F=0, ahol K =Ker(B— C) és F = Cok(A — B).
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Bizonyitds. (1) = (3): Az vildgos, hogy A - B — C =0. K =Im(A — B) = KerCok(A — B) = Ker(B — F).
Tehdat K - B — F =0.

(3) = (1):Legyen I — B a magja B — F-nek, és ezért egyben A — B képe is. Mivel K — B — F = 0, ezért
Ker(B — C) C Im(A — B). Ugyanakkor mivel A - B — C =0, ezért Im(A — B) C Ker(B — C)

(2) & (3) bizonyitdsa dudlisan megy. O

2.2.2. Megjegyzés. Eqy--- — Ay — Ay — A3z — -+ sorozat egzakt, ha minden i-re Im(A;—1 — A;) = Ker(4; —
A1)

2.2.3. Allitas. Sok Abel kategdriai tulajdonsig megfogalmazhaté egzaktsdggal:

O—-K—A egzakt <K — A mono.
O—-K—>A—>B egzakt K — A a magja A — B-nek
B—F—O0O egzakt < B — Fepi.
A—-B—-F—=O0 egzakt <B — F komagja A — B-nek.
O—-A—-B—=O0 egzakt <A — B izomorfizmus.
A-B-5B egzakt <A — B a nulla morfizmus.
O—-A—-B—->C—=0 egzakt <A — B mono és B — C komagja A — B-nek.

2.3. Az Abel kategoéridk additiv struktaraja

0
2.3.1. Tétel. AO—- A5 A+ B g B — O sorozat egzakt.

Bizonyitds. w; nyilvdn mono, mert ((1)) owu is az, tovabba az is latszik, hogy ((1)) ou; = 0. Az univerzélis tulajdonsag

ellen6rzéséhez legyen A + B Q) X olyan morfizmus, amelyre A —% A + B Q X = 0. Ekkor z = 0 és
x 0

B x—aypWp oy x O

2.3.2. Tétel. A O — A (1—’O>) A x B2 B — O sorozat egzakt.

2.3.3. Tétel. A % A+ B és B -2 A+ B metszete O.

Bizonyitds. Kovetkezik a metszet konstrukciéjabol. O

2.3.4. Tétel. Dudlisan, a legnagyobbb alsé korldtia A x B 2 A-nak és A x B 22 B-nek O.

2.3.5. Definicié. Ha adott egy 6sszeg Ay + Ao + - - + A, és egy szorzat By X - - - X By, akkor minden morfizmus
a szorzatbdl az Osszegbe egyértelmiien reprezentdlhatd az (z;;) matrixxal, ahol

. (51) .
2.3.6. Tétel. A, + Ay — Ay x Ay egy izomorfizmus.
Bisomuita 10 . (51) b2 )
izonyitds. Legyen 0 1) magja K — Aj+As. Ekkor K — A14+As — A1 xAy — Ao =K — A1+As —5 Ay

és Ay —% Ay + A, tartalmazza K — A + Ao-t. Hasonléan Ay —2 Ay + A, is tartalmazza, tehdt a metszetiik is,

ami nulla. Tehat K = O és <é (1)> mono. Dudlsian epi, tehdt izomorfizmus. O

2.3.7. Definicié. Innentl AP B jeloli az A + B osszeget és az A x B szorzatot, és direkt Gsszegnek fogjuk
hivni.
A AaA=A (1—>1) A+ A a ,diagondlis leképezés”
(1)

A A A=A x A5 Aaz Osszegzd leképezés”
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2.3.8. Definici6. Adott 4 - B és A -5 B morfizmusokhoz definialjuk

Y 5 )
A B=A-5 A0 A% B

Tty (z.)
AL B=A"%BoB-%B

2.3.9. Allités. 0+z=2=2+0;0+z=2=240
L L R R

0+=x 0
Bizonyitds. A3 B=A "5 A A O B A A A A " B4
O+x
A5 B=A"BeB - B=A-B“BoB-B=A-5B
O

2.3.10. Allitds. B - C-re, (ux + uy) = u(z +y) és C == A-ra, (22 +y2) = (z +y)z

L L R R
Bizonyz’tds.A+AQ>BL>C’:A+A(” C O

2.3.11. Tétel. + és + ugyanazon + operdtor, és ez az 0sszeadds asszociativ és kommutativ.
L R

(%) B® B -Z+ B morfizmust. Vegyiik észre, hogy <w x> = ((w), (2)) Ekkor

Bizonyitds. Vegyik A 2 AeA
y z v
oS [0); 0]

y) R \2
ezért
5 (% %) o w T
A——ApA ~—" B®B-"> B= 5+ O =|(w+y)+(x+2)].
y) R \Zz LR L
Ugyanakkor
ALA@A(M)B@B:[(w,y)t(y,z)],
ezért "
ALA@A(%)B@BQB:(w—gx)—!L—(y—Ez)

Vagyis (w+ )+ (y+2) = (w+vy) + (x + 2). Ha z = y = 0 azt kapjuk, hogy w + z = w + z. Innentdl
R 'L "R L R L L

R
+ és + ugyanaz a "+". Ezzel az egyenlet djrairhaté: (v +2z) 4+ (y+2) = (v +y) + (z + 2). Ha y = 0, akkor
L

+z)+z=u+ (z+z2), ha pedigu=2=0, akkor x +y =y + x. O

=

Innen be lehet 1atni a matrix szorzas szokasos szabalyait.
2.3.12. Tétel. Hom(A, B) egy Abel csoport a + operdtorral.

Bizonyitds. Az el6z6 tételek miatt mar csak annyi hidnyzik, hogy minden elemnek van inverze. Adott A —— B-hez

1z 1z
vegylik az A® B (%) A @& B morfizmust. A magja K (a—’bQAEBBolyan, hogyO:K(a—’bg Ae B (EQ A®d B =

K (aﬂi_ A® B, ezért a =0, b =0, vagyis (O J{) mono. Duélisan epi, vagyis izomorfizmus, ezért létezik inverze.
Fels6haromszog matrix inverze (0 %f) alakd, ahol y +x = 0. O

2.3.13. Megjegyzés. A rovidség kedvéért Hom (A, B) helyett csak (A,B)-t irunk, és halmaz helyett mindig cso-
portként tekintink rajuk. Eqy A obejktum endomorfizmusai pedig egységelemes gytirit alkotnak.

16 Fejezet 2 Tregele Maté



Abel kategériak

2.4. Direkt 0sszeg rendszerek felismerése

2.4.1. Definicié. Négy morfizmus, A1 —5 S, Ay -2 S, S 24 Ay, S 225 A, direkt 6sszeg rendszert alkotnak,
ha S = Ay & Az, és ug = (1,0), uz = (0,1), pr = (), p2 = ().
2.4.2. Tétel. Ha uy, us, p1, p2 olyanok, hogy:
o« A S P A =1y,
o« A B8 B A =14,
e AL LSS A =0
« A 5P A =0
o uip1 +ugpe = lg
akkor uy, us, p1, pe direkt 0sszeg rendszert alkotnak

Bizonyitds. Legyen X ——+; A; és X —5 Ay tetszbleges morfizmus par. Definidljuk X = S = ujz; + ugas.
Ekkor p1z = p1(u11 + ugx2) = pruixy + p1us®s = 21 és pox = pa(u121 + Uz®s) = paur®1 + pausxy = r2. Ahhoz,
hogy p1, ps szorzat legyen az kell még, hogy x = uyx1 + usxs az egyetlen morfizmus amire pyx = x1, pox = x2. De
minden ilyen x-re

= lgx = (u1p1 + ugp2)r = w1 + U2

Duélisan u, ug Gsszeg. O

2.4.3. Tétel. Ha uy, us, p1, p2 olyanok, hogy A1 —5 S 2 Ay =14, Ay =25 8 22 Ay =1,,, és A} =5 5 225 A,

U

és Ay 22§ 4 A, egzaktak, akkor ui, us, p1, p2 direkt dsszeg rendszert alkotnak.

Bizonyitds. Mint az el6z6 tételben, itt is megmutathat6é, hogy minden X —5 A;, X —% A, parhoz van olyan
X % S morfizmus, amelyre pyz = 1, pox = 2. Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy 2’ is olyan, hogy piz’ =
x1,pax’ = x9. Legyen z = x — &’ és jegyezziik meg, hogy p1z = 0,paz = 0. Kell hogy 2 =0. O — A, -5 S 225 4,
egzakt, mert u; mono (pju; mono). Ezért létezik egy olyan X — A; morfizmus, hogy a kovetkezé diagram
kommutativ:

X
"
A1 uy S p2

Ekkor X 5 A =X 5 A —5 A, =X 5 A “5 8P A, =X 25§ P4 A, =0. Tehat X =5 § = X -2
AL —-S5=0 O

0 Ao

2.5. Pullback és pushout tételek

2.5.1. Allitas. (Ker(xz —y) = Ker(z —vy))
Adott A =5 B és A —X5 B morfizmusokhoz, legyen z = x — y. Ekkor Ker(z) z és y kilonbségi magja.

2.5.2. Tétel. Legyen
P—— B
A——C
egy pullback diagram, és K — P egy magja P — B-nek. Ekkor K — P — A magja A — C-nek. Kiilonosen,

P — B mono akkor és csak akkor ha A — C az.
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Bizonyitds. Tegyik fel, hogy X — A olyan, hogy X — A — C = 0. Ekkor a

X -Y.pB

L

A—— C

diagram kommutativ, és létezik egy egyértelmi X — P morfizmus, amelyre X - P > A=X - Pés X —- P —
B = 0. Emiatt kapunk egy egyértelmii X — K morfizmust gy, hogy X - K -+ P> A=X - A

2.5.3. Tétel. Ha

P——B
]
A——C

egy pullback diagram és B — C epi akkor P — A is epi.

A dudlisat fogjuk bizonyitani:

2.5.4. Tétel. Ha
C—2- A
L b
B4 P

eqy pushout diagram és C —— A mono, akkor B %5 P is mono.

(Z2)

(asb

Bizonyitds. A feltétel miatt a C @8 4 @® B — P — O egzakt és C @b 4 @ B mono, mivel C

mono. Ekkor a diagram egy pullback diagram ezért [2.5.2] alkalmazhato.
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3. fejezet

Specialis funktorok és részkategoériak

3.1. Additivitas és egzaktsag

3.1.1. Definicié. Legyenek A és B kategéridk. Adott F' : A — B funktorhoz, és barmely két A;,A; € A
objektumokhoz, F' indukal egy fiiggvényt:

(A1, A2) = (F(A1), F(A2)).

Legyen A és B Abel kategéridk. F additiv, ha az (A1, As) — (F(A1), F(As)) fiiggvény egy csoporthomomorfizmus
minden A;, Ay € A-ra.

3.1.2. Tétel. A és B Abel kategoridkhoz a funktor F : A — B additiv akkor és csak akkor, ha direkt dsszeg
rendszereket direkt dsszeg rendszerekbe visz.

Bizonyitds. =: A tétel feltételeit megtartjdk az additiv funktorok.
<Legyen A =51 AG A A, ADAADA L AAD A L A egy direkt Osszeg rendszer A-ban. Ekkor a
feltevés alapjan F(uy), F(u2), F(p1), F(p2) szintén direkt dsszeg rendszer B-ben. Legyen z,y € (A, B). Ekkor af2.3}

ban szerepld + definiciéja alapjén A 224 B = A L 4 oA Q) B. Innen F(z+y) = F(A) gy F(Ad A) &2)

F(B) = F(4) Y FA) & F(4) (v F(B) = F(z) + F(y) 0

3.1.3. Definicié. Egy bal-egzakt sorozat egy O — Ay — Ay — Aj alaki egzakt sorozat. Egy bal-egzakt funk-
tor Abel kategéridk kozott egy olyan funktor, ami bal-egzakt sorozatokat bal-egzakt sorozatokba visz. (Ekvivalens:
magot magba visz.)

3.1.4. Tétel. A bal-egzakt funktorok additivak.

Bizonyitds. A tétel feltételei megdérzédnek bal-egzakt funktor hatasa utan. O

3.1.5. Példa. Legyen A egy Abel kategoria, A € A-ra (A,—) : A— G egy funktor, ami egy Abel kategoridhoz Abel
csoportot rendel. (A, —)(B) = (A,B) (A,—) : A — G bal-egzakt.

3.1.6. Definicié. Egy jobb-egzakt sorozat egy A7 — As — A3z — O alaki egzakt sorozat. Egy jobb-egzakt
funktor Abel kategoriak kozott egy olyan funktor, ami jobb-egzakt sorozatokat jobb-egzakt sorozatokba visz.

3.1.7. Tétel. A jobb-egzakt funktorok additivak.
3.1.8. Definicié. Egy egzakt-funktor egy olyan funktor, ami egzakt sorozatokat egzakt sorozatokba visz.

3.1.9. Allitas. Egy funktor egzakt < bal-egzakt és jobb-egzakt.
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3.2. Beagyazasok

3.2.1. Definicié. Egy F : A — B funktor bedgyazas, ha barmely két Ay, As € A-ra (4, As) N (F(A1), F(Ag))
kolesonosen egyértelmii.

3.2.2. Tétel. Legyenek A és B kategoriik, F : A — B egy additiv funktor. A kévetkezdk ekvivalensek:
1. F bedgyazds
2. F nemkommutativ diagramokat nemkommutativ diagramokba visz
3. F nemegzakt sorozatokat nemegzakt sorozatokba visz

Bizonyitds. 1.<2.: Trivialis.

3. = 1.: Legyen A —— Ay # 0. Ekkor A; BRI A; =5 A, nem egzakt. Ezért F(Ay) LN F(Ay) 1&)) F(As) sem
egzakt, vagyis F(z) # 0.

1. = 3.: Legyen A/ - A — A" egy nemegzakt sorozat. Legyen O — K — A — A" é A - A - G — O
egzaktak. miatt vagy A’ - A > A" #0vagy K - A — G # 0. Ezért F(A") —» F(A) — F(A") # 0 vagy
F(K)— F(A) = F(GQ) #0.

Az elsd esetben vildgos hogy F(A') — F(A) — F(A”) nem egzakt. Tehat tegyiik fel, hogy F(K) — F(A) —
F(G) # 0. Legyen O — B’ — F(A) — F(A") és F(A') —» F(A) — B” — O egraktak B-ben. K — A —
A" = 0 miatt F(K) — F(A) —» F(A”) =0, és O — B’ — F(A) egzaktsidga miatt 1étezik F(K) — B’ gy
hogy F(K) - B’ — F(A) = F(K) — F(A). F(A) - B"” — O egzaktsiga miatt pedig létezik egy B" — F(G)
ugy, hogy F(A) - B" — F(G) = F(A) — F(G). Ekkor ha F(A") — F(A) — F(A”) egzakt lenne, akkor
B' — F(A) —» B” =0 és emiatt F(K) - B’ — F(A) - B"” — F(G) = 0, ellentmondas. O

Ezért ha F' : A — B egy egzakt bedgyazas, akkor az egy A-beli diagram egzaktsiga és kommutativitdsa
ekvivalens az F szerinti kép diagram egzaktsagaval és kommutativitdsaval.

3.3. Specialis objektumok

3.3.1. Definicié. Egy P objektum az A Abel kategéridban projektiv akkor és csak akkor, ha a funktor (P, —) :
A — G egzakt.

3.3.2. Allitas. P projektiv akkor és csak akkor, ha minden epi A — A" és P — A" morfizmushoz van eqy P — A
dgy, hogy P —- A — A" =P — A"

3.3.3. Allitas. Ha {P;} projektiv objektumok egy csalddja A Abel kategéridban, akkor a direkt dsszegiik " P; (ha
létezik) is projektiv.

3.3.4. Definicié. Egy G € A generator akkor és csak akkor, ha a funktor (G,—) : A — G egy bedgyazés.

3.3.5. Allitas. G generdtor akkor és csak akkor, ha minden A — B # 0-hoz létezik eqy G — A gy, hogy
G—A— B#0.

3.3.6. Allitas. G generdtor akkor és csak akkor, ha A minden valédi részobjektumdhoz van eqgy G — A morfizmus,
aminek a képe nincs tartalmazva az adott részobjektumban.

3.3.7. Allitas. G generdtor egy A jobb-teljes Abel kategoridban akkor és csak akkor, ha minden A € A-re a
> c.a) G — Aepi, ahol 37 4y G — A olyan hogy minden x € (G, A)-ra

G Y GA=G— A
(G.4)

3.3.8. Definicié. A duilis fogalmak:

egy Q objektum injektiv, ha a kontravaridns funktor (—, Q) egzakt sorozatokat egzakt sorozatokba visz, habdr
forditott iranyitassal.

egy C objektum kogenerator, ha a kontravaridns funktor (—, C) egy bedgyazas.
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3.3.9. Allitas. G egy generdtor akkor és csak akkor, ha minden A — B # 0-ra van eqy G — A morfizmus tgy,
hogy G - A — B # 0.

G egy generdtor akkor és csak akkor, ha A minden valddi részobjektumdhoz van egy G — A morfizmus, aminek a
képe nincs tartalmazva az adott réészobjektumban.

3.3.10. Allitas. Legyen A egy bal-teljes Abel kategéria generdtor objektummal. Ekkor minden objektum bedgyazhaté
eqy injektiv objektumba akkor és csak akkor, ha A-nak van injektiv kogenerdtora.

Bizonyitds. [1] 69-70. oldalon megtaldlhatd. O

3.4. Részkategoriak
3.4.1. Definicié. Legyen C egy kategéria. S egy részkategoriaja C-nek ha
* 0bj(S) C 0bj(C)
e hom(S) C hom(C)
o Minden X € obj(S)-re idx € hom(S)
e Minden z € (X,Y)-ra X,Y € 0bj(S)
e Minden z,y € hom(S)-re z oy € hom(S), ha definialt.

3.4.2. Definicié. Legyen A egy Abel kategoria, A’ egy részkategoria. A’ egy egzakt részkategoria, ha A’ Abel,
és a beagyazé funktor egzakt.

3.4.3. Definicié. F : A — B egy teljes funktor, ha minden A;, A € A-ra az indukalt (41, A2) — (F(A1), F(42))
fuggvény szirjektiv.
Egy teljes részkategoria egy olyan részkategdira, aminek a bedgyaz6 funktora teljes.

3.4.4. Tétel. Legyen B eqy Abel kategoria, A egy nemiires teljes részkategdria. FEkkor A eqy egzakt részkategoria
akkor és csak akkor, ha minden A - Ay € A-ra ban egy B-magja x-nek, B-komagja x-nek, és B-direkt dsszege
Aq-nek és Ay-nek, mind A-ban.

Bizonyitds. =: Legyen A egy egzakt teljes részkategéridja B-nek. Ekkor A Abel, és A; — As-nek van A-magja,
K, és A-komagja, ' A-ban. A bedgyaz6 funktor egzaktsiga miatt K egy B-magja z-nek, és I’ egy B-komagja -
nek. Hasonléan ha S egy A-direkt 0sszege Ai-nek és As-nek, akkor a bedgyazé funktor additivitdsa miatt B-direkt
0sszeg is.

«<:Legyen A egy nemiires teljes részkategéira ami zdrt a (B-ben definidlt) mag képzésre, komag képzésre, és direkt
Osszegre. Meg kell mutatnunk hogy A Abel. Vegyiik az axiémak felét (a masik fele dudlisan kévetkezik).

1. Axiéma: A nemiires. Legyen A s Ae Ass legyen O — A € A a B-magja 1 4-nak. Ekkor O nulla objektuma
A-nak.

2. Axiéma: Legyen A;, Ay € A, és S 25 Ay, S 225 Ay egy B-direkt dsszeg, ahol S € A. A teljessége miatt S
egy A-direkt 6sszeg.

3. Axiéma: Legyen A1 — Ay € Aés O — K — Ay — Ay egzakt B-ben. Ekkor A teljessége miatt K egy
A-magja A; — As-nek.

4. Axiéma: Egy A; — As morfizmus A-mono pontosan akkor ha B-mono. FEzért ha A; — Ay egy A-
monomorfizmus, akkor legyen O — A; — Ay — Az — O egzakt B-ben, A3 € A. Ekkor A; — As egy
A-magja Ay — Asz-nak.

A bedgyazo6 funktor egzaktsaga vildgos. O
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3.5. bifunktorok

Ha A és B kategoéridk, akkor A x B is egy kategéria, ahol obj(Ax B) = obj(A) x0bj(B), Homaxp = Hom 4 x Homg.
3.5.1. Allitas. Legyen F : Ax B — C egy figguény. F egy funktor akkor és csak akkor, ha:

1. Minden 14 € A-ra a F(14,—) : B— C figguény egy funktor.

2. Minden 1, € B-re a F(—,15) : A — C figgvény egy funktor.

8. Bdrmely Ay 2y Ay € A, By AN By € B-re a

F(Ay, B)) 21 p(Ay, By)

F(la, yl x(my l (1ay,y)

(a:lB )

Ah Bl F A27 B2)
diagram kommutativ.

Egy bifunktor lehet kovaridns az egyik valtozéjaban és kontravarians a masikban. Egy F : A x B — C-bél

G : A x B — C-be egy természetes transzformdcié egy olyan n : A x B — C fiiggvény, ami teljesiti a természetes
transzformaciok tulajdonsagat.

3.5.2. Allitas. 1 : A x B — C egy természetes transzformdcié F-b6l G-be, akkor és csak akkor ha:
1. n(A,B) € (F(A,B),G(A, B)).
2. Minden A € A-ra n(A,—) : B — C egy természetes transzformdcié F(A, —)-bol G(A, —)-be.
3. Minden B € B-re n(—, B) : A — C egy természetes transzformdcié F(—, B)-bol G(—, B)-be.
Legyen A, B, és C Abel kategoriak, F' egy funktor A x B-bél C-be. F' egy bifunktor, ha:
1. Minden A € A-ra F(A,—) : B — C additiv.
2. Minden B € B-ra F(—,B) : A — C additiv.

3.5.3. Allitas. Hom:A* x A — G egy bifunktor, ahol Hom(A, B) az (A, B) morfizmusok csoportja.
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4. fejezet

Metatételek

4.1. Nagyon Abel kategoriak

4.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy B Abel kategéria nagyon Abel, ha minden A C B kis egzakt részka-
tegéridhoz van egy egzakt bedgyazds A — G. A 7. fejezet tételében belatjuk, hogy minden Abel kategoria
nagyon Abel.

Szeretnénk leirni olyan allitdsokat amik igazak minden nagyon Abel kategéridban akkor és csak akkor ha igazak

//////////

el6szor formalizalnunk kell mi egy diagram.

4.1.2. Definicié. Egy egyszerli diagrammatikus allitas egy olyan allitds, ami egy diagram egzaktsagarodl és

/////

diagrammatikus allitasok.

4.1.3. Definicié. Egy diagram séma egy kis kategéria, és egy diagram A-ban egy funktor a diagram sémabdl
A-ba. Az egzaktsagi feltételek halmaza egy a sémaban 1évé morfizmusokbdl 4116 rendezett parok halmaza. Adott
séma (kategéria) S, egzaktsigi feltételek halmaza F, és egy diagram D (funktor) S-bél A-ba, akkor azt mondjuk,
hogy D eleget tesz az egzaktsdg feltételeknek, ha minden (z,y) € E-re igaz hogy (D(x), D(y)) egy egzakt sorozat
A-ban.

4.1.4. Példa. Meglepben sokat lehet elmondani eqy diagramrdl az egzaktsdgi feltételek alapjin. Legyen D : S — A
egy diagram ami eleget tesz eqy E egzaktsagi feltételek halmazanak. Ekkor

D(A) =0 ha A5 4454 eE

D(A— B)=0 ha (A5 B,B-5B)eE

D(A; 2% S), D(Ay 2 9) A 5P 4 =1
D(S 25 A)), D(S 25 Ay) ha Ay 258 24 =1
eqy direkt dsszeg rendszert alkot (A 25 8,8 RN As) €E

(A 2 8,8 2 Ay) € E.
Ha ezeket feltételeket bovitjiik, akkor a kommutativitdsi feltételeket is kiszabhatjuk egzaktsdgi feltételeken keresztiil.

4.1.5. Definicié. Adott S séma és 2 egzaktsagi feltétel halmaz E;, Fo, azt mondjuk, hogy az Gsszetett diagram-
matikus allitds (S, Eq, Fs) igaz A-ban, ha minden diagram D : S — A ami eleget tesz E; egzaktsigi feltételeknek,
az szintén eleget tesz Fo feltételeinek.

4.1.6. Megjegyzés. Ha A — B egy egzakt bedgyazds, akkor (S, E1, E2) igaz B-ben, ha igaz A-ban.
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4.2. Az elsO metatétel

4.2.1. Allitdas. Minden A;; Abel kategdria beli objektum halmazhoz van eqy kis teljes egzakt részkategéria A’ C A
igy, hogy A; € A" minden i-re.

Bizonyitds. Legyenek
o K: (Morfizmusok A-ban) — (Objektumok .A-ban)
o F: (Morfizmusok A-ban) — (Objektumok .A-ban)
o S: (Objektum parok A-ban) — (Objektumok .A-ban)
fliggvények olyanok, hogy
o K(x) egy magja xz-nek
o F(x) egy komagja x-nek
o S(A, B) egy direkt 6sszege A-nak és B-nek.
Adott teljes részkategéria B C A esetén legyen C(B) az a teljes részkategéria, amit B, K(B), F(B) és S(B x B)

generdlnak. Ha B kicsi volt, akkor C(B) is az. Legyen C"+1(B) = C(C™(B)). C*(B) = U;_, C"(B) a[3.4.4] tétel
alapjan egy teljes egzakt részkategéria és C'°°(B) kicsi ha B kicsi. O

4.2.2. Tétel. (Metatétel) Minden dsszetett diagrammatikus dllitds ami igaz G-ben igaz minden nagyon Abel kate-
goridban.

Bizonyitds. Tegytik fel hogy (S, E1, E3) igaz G-ben. Legyen D : S — A egy diagram egy A nagyon Abel kategé-
ridban, ami teljesiti F; egzaktsigi feltételeket. Legyen A’ egy kis egzakt részkategéria A-ban gy, hogy a D képe
A’-ben fekszik. Ekkor D teljesiti F1-et A’-ben is, és teljesiti Fo-t A’-ben akkor és csak akkor ha teljesiti A-ban
Es-t. Legyen F : A — G egy egzakt bedgyazds. F'D : S — G teljesiti F1-et, és teljesiti Fo-t akkor és csak akkor,
ha D : S — A’ teljesiti Ea-t. O

4.3. Teljesen Abel kategoriak

Fontos tétel a kigyé lemma, ami egy specifikus diagram esetén biztosit nekiink egy 6sszek6té morfizmust. Sajnos
viszont az els6 metatétel nem mond nekiink semmit morfizmusok 1étezésérél. Erre szolgdl majd a teljes bedgyazds
tétel amit az utolsé fejezetben bizonyitunk, és azt allitja, hogy minden kis Abel kategoridhoz van egy R gytri és

ez

4.3.1. Definicié. Egy S séma leképezés kiterjesztése egy S’ séma egyiitt egy bijektiv G : S — S’ funktorral.
Adott S séma, S — S’ leképezés kiterjesztés, és egzaktsagi feltételek E S-re, és E' S'-re, akkor a teljes Osszetett
diagrammatikus allitas (S — S', E, F’) igaz A-ban, ha minden D : S — A diagram ami teljesiti E-t, arra 1étezik
egy D' : 8" — A diagram ami teljesiti E'-t, s D' = Do G

4.3.2. Definicié. Egy Abel kategoéria A teljesen Abel, ha minden A’ C A teljes kis egzakt részkategdridra van

ez

4.3.3. Tétel. (A teljes metatétel) Ha egy teljes dsszetett diagrammatikus dllitas igaz minden R-modulus kategdridban
akkor igaz minden teljesen Abel kategoridban is.

Bizonyitds. Hasonlé az el6z6hoz. O
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4.4. Mitchell tétele

Ahhoz, hogy j6l lehessen diagramokat vadaszni, nincs maésra sziikség, mint egy projektiv generatorra.
4.4.1. Allitas. Egy Abel kategria amiben van projektiv generdtor nagyon Abel.
De tudunk ennél erésebbet is mondani

4.4.2. Tétel. (Mitchell) Eqy teljes Abel kategéra amiben van projektiv generdtor teljesen Abel.
Bizonyitds. Legyen A’ egy kicsi teljes egzakt részkategéridja egy teljes A Abel kategéridnak, és P egy projektiv
generdtora A-nak. Minden A € A’-re fontoljuk meg a kovetkezd epimorfizmust:

Z P A

(P,A)
Ha vessziik I = Uy € A'(P, A), és definialjuk P = >_, P akkor egy olyan projektiv generdtort kapunk, hogy minden
A € A'-re van egy epi P — A.
Legyen R P endomorfizmusainak gytrtije. Minden A € A-ra a (P, A) Abel csoportnak kanonikus R-modulus
struktiradja van: P — A € (P, A)-ra és P — P € R-ra legyen rx € (P,A) a P - P -+ A leképezés.
Adott A %5 B € A leképezésre az indukalt (P, A) -+ (P, B) leképezés egy R-homomorfizmus (§(rz) = P —
P AL B=r(y(x)) ). Definialjuk F : A — G (GF az R-modolusok kategéridja) tigy hogy F(A) = (P, A),
a kanonikus R-modulus struktirdval. F egy egzakt bedgyazds, mert P egy projektiv generdtor. F' | A’-r6l tudjuk
hogy egzakt bedgyazas, ezért mar csak annyi kell, hogy teljes. Adott A, B € A’ és F(A) 5 F (B) € G leképezésre
szeretnénk talalni egy A -4 B € A’ leképezést tigy, hogy F(y) = . Legyen O - K - P - A —0é P — B — O
egzakt sorozatok A-ban. Vegyiik észre, hogy F(P) = R. A kovetkez6 diagramot kapjuk G®-ben:

O— F(K) —— R—— F(A) — O
b
R—— F(B) — O

ahol f létezését az garantdlja, hogy R projektiv GF-ben. Mivel R egy gytirii, ezért barmely endomorfizmus R-en
ekvivalens egy R-beli elemmel jobbrol szorzassal. Feltessziik, hogy f(s) = sr minden s € R-ra.
Visszatérve A-ra, a diagram

0] K P A 0]

Ir

P——B——0O

olyan, hogy K — P —"+ P — B = 0, mivel F(K) — R —'» R — F(B) = 0 és F egy beagyazis. Ezért létezik egy
A %5 B leképezés gy, hogy a kévetkezd diagram kommutél:

P— A
lr v
P——B
Ezért
R —— F(A)
f F(y)
R —— F(B)
is kommutél, és mivel R — F(A) epi, ezért F(y) = 3. O

Ezzel a tétellel annak a bizonyitasa, hogy minden Abel kategoria teljesen Abel a kovetkezére csokkent: Adott
egy A kis Abel kategoriara kell keresni egy B teljes Abel kategdriat, amiben van projektiv generator, és egy egzakt
teljes bedgyazds A — B.
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5. fejezet

Funktor kategériak

5.1. (A,0)

5.1.1. Definicié. Legyen A egy kis Abel kategéria, G az Abel csoportok kategéridja. (A, G) fogja jelolni az A-bdl

ez

5.1.2. Tétel. (A,G) egy Abel kategdria.
Bizonyitds. Ellenérizziik az axiomakat:
1. Axiéma (Nulla elem): A konstans nulla funktor jé.

2. Axiéma (Direkt Osszeg): Adott Fy, Fo € (A,G)-re legyen Fy @ Fy az a funktor, amelyre (F; @ F»)(A4) =
Fl(A) D FQ(A), és

warw - (00 L0)

3. Axiéma (Mag): Legyen Fy — F5 € (A,G). Minden A € A-ra legyen O — K(A) — F1(A) — F5(A) egrakt.
Adott A %+ B € A-ra van egy egyértelmii K(z) : K(A) — K(B) tigy, hogy az alabbi diagram kommutal:

K(4) — Fi(4)

lK(m) F (m)l

K(B) — Fi(B)
Ekkor K egy funktor, és K — F) egy természetes transzformécié. Mivel K(A4) — F;(A) magja Fi(A) —
F5(A)-nak, minden A € A-ra, ezért K — F} is magja F; — Fy-nek

4. Axiéma (Monomorfizmus magja): A felsé konstrukciobdl az is latszik, hogy F; — F5 mono (A, G)-ban akkor
és csak akkor, ha Fj(A) — F2(A) mono A-ban minden A-ra. 3. Axiéma dualisdnak konstrukciéjabdl pedig
kijon hogy F; — F» magja a komagjénak, mert minden A € A-ra F;(A4) — F»(A) magja a komagjénak.

Duadlis axiémakat hasonléan be lehet 14tni. O

A felsd konstrukeidbdl az is latszik, hogy egy F' — F — F" sorozat egzakt (A, G)-ban, akkor és csak akkor ha
F'(A) —» F(A) = F"(A) egzakt minden A € A-ra

5.1.3. Definici6. A kiértékelé funktor E, : (A,G) — G-t tgy definialjuk, hogy E(Fi —= F) = Fi(A) s

F5(A). Ez egy egzakt funktor minden A € A-ra. A szorzat

<H EA> H(A,G) = 6,
A

amit ([] 4 Ea)(F) =[] 4 Ea(F)-vel definidlunk, pedig egy egzakt bedgyazas.

26



Abel kategériak

5.1.4. Allitas. (A, G) egy teljes Abel kategdria.
Bizonyitds. Legyen F;; funktorok egy csaladja (A, G)-ban. []; F; és >, F;-t pontonként konstrudljuk:

(H F) (4) =[] F(a)
(Z F) (4) =) Fi(4)

5.2. Grothendieck kategoriak

5.2.1. Definicié. Egy A teljes kategéria Grothendieck kategoria, ha minden A € A objektumra, ha vesziink
benne egy {4} linedrisan rendezett részobjektumok csalddjat, és egy B részobjektumot, akkor BNJ A; = J(BN
Ay).

5.2.2. Allitas. (A,G) egy Grothendieck kategdria

Bizonyitds. Tudjuk csoportelméletbdl, hogy G egy Grothendieck kategéria, tovabba megfigyelhetjiik, hogy egy adott
{F;}1 részfunktor halmazhoz a metszetiik és uniéjuk pontonként tudjuk konstrudlni: (| F;)(A) = J(Fi(4)) C F(A).
Tehat adott linedrisan rendezett {F;}; csalddhoz és H C F részfunktorhoz, (H N Y F;)(A) = HA) NUFi(4) =
ULH (A) N Fi(A)] = [(U(H 0 F3))I(A). O

5.3. A reprezentalé funktor

5.3.1. Definicié. A reprezentalé funktort ugy definidljuk, hogy legyen az a kontravaridns A N (A, G) funktor,
amelyre H(A) = (A,—) € (A,G), H(A % B) = (B,-) @3 (A,—). Amikor (A, —)-ra gy gondolunk mint egy
objektum (A, G)-ben akkor H4-val jeloljiikk. Adott A - B € A morfizmushoz tart6z6 transzforméciot érdemes
HB 5 HA vel jelslni.

5.3.2. Allitas. A 5 (A, G) jobb-egzakt sorozatokat bal-egzakt sorozatokba visz.

5.3.3. Definicié. Adott A € A, F € (A, G)-hez nézziik a (H*, F) természetes transzformaciok csoportjat. Legyen
n € (HA,F). Ha A-ndl kiértékeliink, akkor egy na € (H?(A), F(A)) csoporthomomorfizmust kapunk. Ha 14 €
(A, A) = HA(A)-nél értékeliink ki, akkor egy na(1a) € F(A) elemet kapunk. A y : (HA, F) — F(A) Yoneda
fiiggvényt gy definidljuk, hogy y(n) = na(1a). Vildgos hogy y egy csoporthomomorfizmus, viszont az is igaz hogy
természetes transzformacio.

5.3.4. Allitas. A Yoneda fiigguény eqy természetes transzformdcid.

Bizonyitds. Eloszor is kell hogy mik k6zott természetes transzformécié. Definidlunk két csoport értékii funktort
D-t és E-t, mindkettd két véltozds, az egyik valt6zé A-bdl, a mésik (A, G)-bol. D a kiévetkezd kompozicio:

Ax (A,0) D (4.0 x (4,9 T8 g

Azaz D(A,F) = (HA,F) €G.
E:Ax (A G) — G, a "kiértékel§ funktort" pedig tigy definidljuk, hogy

E(A,F) = F(A)
E(A F -5 Fy) = Fi(A) 22 Fy(A)

B(A % Ay, F) = F(A) "™ F(A,).

B:5.2] szerint elég azt megmutatni hogy
(1) minden F; - Fy € (A, G)-re az alabbi diagram kommutativ
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A
(A, 1) T (A Ry
i
Fy (A) L} FQ(A)
és
(2) minden A; %+ As-re az aldbbi diagram kommutativ

(a4, P) U (1A

]

F(A) — 5 F(4y)

(1) kénnyti: Kiindulva egy n € (H4, Fy)-bél, jobbra indulva azt kapjuk, hogy n — an — (an)a(14); lefelé irdnyban
pedig n = na(la) = (@ana(la)). De (an)a a kompoziciéja as-nak és na-nak, tehat mindkét irdnyban Fy(A)-nak
ugyanazt az elemét kapjuk.

A (2) feltételhez kezdetnek vegyiink egy a € (H41, F)-et, és jobbra irdnyban haladva azt kapjuk, hogy

a— aH® = (aH%)4,(1a,) = aa,(z, A2)(1a,) = aa,(x).
Masik iranyban pedig azt kapjuk hogy
a— aAl(lAl) — F(x)[aAl(]‘Al)]'

Ahhoz hogy azt ldssuk, hogy aa,(z) = F(x)[ca, (14,)] haszndljuk azt a tényt, hogy « egy természetes transzfor-
macio, ezért az alabbi diagram kommutal:

Al,x
(A1, Ay) By (A1, Az)

atan | Jataz)

Kiindulva 14, € (41, A1)-bél, és jobbra indulva azt kapjuk, hogy
14, = ¢ — aa,(x)

lefelé indulva pedig
La, = aAl(lAl) - F<x)<aA1(1A1))

5.3.5. Tétel. A Yoneda transzformdcio y: D — E egy természetes ekvivalencia.

Bizonyitds. Els6nek nézziik megy hogy injektiv. Legyen a € (HA, F), és 0 = y(a) = aa(14). Meg kell mutatnunk,
hogy a a nulla transzformaci6. Legyen Ay € A és o € (A, As) = HA(Ay), Az el6z6 tétel bizonyitasanak végén
megmutattuk, hogy aa,(z) = F(x)(aa(la)). Ezért ha y(a) = aa(la) = 0, akkor as,(z) =0 és a = 0.

Ahhoz hogy megmutassuk, hogy y sziirjektiv, legyen z € F(A). Minden B € A-ra definidljuk az ap : (4, B) — F(B)
fiiggvényt gy, hogy ap(xz) = (F(x))(z) minden x € (A, B)-re. F additivitdsa miatt ap egy csoporthomomorfizmus.
Ha az ap-k egy « természetes transzforméciot alkotnak, akkor vildgos, hogy y sziirjektiv, hisz y(«) = 2.

Ahhoz, hogy lassuk hogy a természetes, meg kell mutatnunk hogy barmely B; — Bs-re az aldbbi diagram
kommutativ:

Aw
(A, B)) 2% (A, By)

(XBIJ J{O‘Bz

F(w) F(BQ)
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Kiindulva egy x € (A, By)-bél, jobbra indulva azt kapjuk, hogy
r — wr = ap, (wx) = [F(wz)](2);

Lefelé:
z = ap, () = [F(w)|(ap, () = F(w)[F(z)(2)].

Mivel F egy funktor, ezért F(wx) = F(w)F(z), tehat o természetes. O
5.3.6. Tétel. Y , H" egy projektiv generdtor (A, G)-ban

Bizonyitds. (3. H”, —): (A,G) — G természetesen ekvivalens ([[ E4) : (A, G) — G-vel. O
5.3.7. Tétel. A reprezentdld funktor A A, (A, G) egy kontravaridns teljes bedgyazds.

Bizonyitds. (HA, HP) = (B, A). O
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6. fejezet

Injektiv burkok

Ebben a fejezetben minden kategéria Abel.

6.1. Bovitések

Emlékezziink, hogy egy E objektum injektiv, ha a kontravaridns funktor (—, E) : A — G egzakt.

6.1.1. Definicié. Egy adott A € A objektumhoz az A — B monomorfizmust A b&vitésének hivjuk, és néha B-t
is bévitésnek hivjuk.

Egy objektum trivialis bdvitése egy olyan A — B monomorfizmus, ami hasad, vagyis van egy olyan B — A hogy
AsBsA=4-"5 A (Ekvivalensen A — B egy trividlis bévités, ha van egy olyan C hogy B=A® C.)

6.1.2. Allitas. Egy E objektum injektiv akkor és csak akkor ha csak trividlis bévitései vannak.

Bizonyitds. =: duélisa.
<: Legyen A — B egy monomorfizmus, és A — E barmilyen morfizmus. Vegyiik a kévetkez6 pushout diagramot:

A—— B

|

EFE— P

A 254 pushout tétel szerint £ — P mono. A feltevés szerint tehdt P trividlis bévitése E-nek. Legyen P — FE
olyan, hogy E + P »E=E — E,éslegyen B—E=B - P —» E. Ekkor A+ B > E=A — E. O

6.1.3. Definicié. Egy lényeges bdvités egy olyan A — B monomorfizmus, amelyre minden nemnulla B’ — B
monomorfizmusnak az A — B-vel vett (a képeknek a) metszete nemnulla.
Ekvivalensen, A — B lényeges, ha minden B — F', amire A — B — F mono, arra B — F' is mono.

6.1.4. Tétel. Egy Grothendieck kategoriaban eqy objektum injektiv akkor és csak akkor, ha mincs valodi lényeges
bovitése.

Bizonyitds. =: Ha E injektiv, akkor az egyetlen valodi bévitései trividlisak, tehat nyilvin nem lényegesek.

«<: Tegyiik fel, hogy E-nek nincs valédi lényeges bévitése, és vegyiink egy £ — B bévitést. Meg kell mutatnunk,
hogy ez egy trivialis bévités.

Legyen F egy B részobjektumainak részben rendezett csalddja, amikre E — B képével vett metszetiik nulla. A
Grothendieck kategéria tulajdonsigai miatt, ha {B;} egy novekvd ldnc F-ben, akkor | J B; is F-ben van. Ekkor
haszndlhatjuk a Zorn lemmadt, F-nek van egy maximdlis B’ C B eleme. Ekkor a megfelel B hanyados objektumaibdl
all6 F* (B — F € F* & E — B — F) csalddnak van minimadlis eleme: B — B”. Tovdbbd B” minim4lis természete
biztositja nekiink azt, hogy E — B’ lényeges, hiszen ha B” — F olyan, hogy E — B — B"” — F mono, akkor
B — B” — F koképe egy olyan elemet ad F*-ban, ami nem kisebb B”-nél, tehat egyenld vele.

A feltétel szerint E-nek nincs valddi 1ényeges bévitése, ezért E — B — B’ egy izomorfizmus, és E — B egy trivilis
bovités. O
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6.1.5. Tétel. Legyen R eqy gylrd. Ha egy A bal R-modulusnak megvan az a tulajdonsdga, hogy minden I C R bal

e ey

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan elég megmutatnunk, hogy A-nak nincs valédi 1ényeges bévitése. Tegyiik fel, hogy
A C B, éslegyen x € B, de x ¢ A. Legyen R -+ B az a morfizmus, ami z-be kiildi az 1-et, és legyen

—

o

W— ™

—_

egy pullback diagram. Legyen y € A olyan, hogy I — R -+ A =1 — A. Az 2 — y elem nem trivélis, és B-nek egy
olyan részmodolusat generélja, ami A-val csak trividlisan taldlkozik. B nem lényeges. O

6.2. Burkok

6.2.1. Definicié. Egy A-nak egy injektiv burka egy injektiv lényeges bévitése. Azaz egy A — E lényeges b6vités,
ahol E injektiv

A kovetkez6 két lemma biztositja nekiink, hogy Grothendieck kategéridban tetszéleges objektumok injektiv
burkat konstrualjuk:

6.2.2. Lemma. FEgy lényeges bovités lényeges bovitése lényeges.

6.2.3. Lemma. Legyen A — E eqy bévitése A-nak egqy Grothendieck kategdridban, és legyen {E;} egy részobjektumok
néovekvd lanca A-nak a képe és E koziott. Ha E; lényeges bbvitése A-nak minden i-re, akkor |J E; egy lényeges bbvitése
A-nak.

Bizonyitds. Legyen S egy tetsz6leges nemnulla részobjektuma |J F;-nek. Ekkor S = SNUE; = U(S N E;) és
SN E; # O valamennyi i-re. Mivel E; lényeges bovitése A-nak, ezért kovetkezik hogy Im(A) NS # O. O

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy Grothendieck kategoridban minden noévekvé bévités bedgyazhatéd egy kézos
bévitésbe.

6.2.4. Tétel. Legyen B egy Grothendieck kategdria, I egy rendezett halmaz, és {E; — E;};<; monomorfizmusok
egy olyan csalddja, hogy i < j < k-ra E; — E; — Ey = E; — Ey. Ekkor létezik egy olyan E € B objektum, és
{E; — E} monomorfizmusok csalddja, hogy i < j-re

Bizonyitds. Legyen S = 3, E; és minden i € I-re legyen F; 44 S a hozzé tartozé morfizmus. Minden j € I-re
legyen h; : S — S az az egyértelmii leképezés amire

E;—E; %S hai<j

E -5y 5= i =7
E,— S ha j <1

Legyen S N egy olyan epimorfizmus, hogy Ker(h) = |J Ker(h;). Vegyiik észre, hogy {Ker(h;)} egy névekvd
csaldd, mert ha j < j,

h.s h. hs
S——5S5=8-"2H85-"58.

Ahhoz, hogy beldssuk hogy E; — S Ny 5 egy monomorfizmus, elég belatni, hogy Im(E; — S)NJ(Ker(h;)) = O.
A Grothendieck tulajdonsig miatt, tehat elég megmutatni, hogy Im(E; — S) N Ker(h;) = O minden j-re, vagyis

h.
E; — S — S egy monomorfizmus. De ez rogton kovetkezik h; definiciéjabol. O
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Legyen B egy Grothendieck kategéria, és a kivdlasztdsi axiémét haszndlva legyen E : (B objektumai) —
(B monomorfizmusai) olyan, hogy E(A) = (A — B), ahol B egy valddi lényeges bévitése A-nak, kivéve, ha A
injektiv, amikor pedig B = A. Legyen E7(A) minden 7 rendszdmra 1gy, hogy

ETH(A) = A= E7(4) - E(E"(4)),

és « limesz rendszamra legyen E%(A) a minimélis lényeges bévités minden E7(A), v < a-ra, amit az €l6z6 tétel
biztosit.

Ekkor az {E7(A)} sorozat megéll csak akkor, ha eléri A injektiv burkét.

Csupén annyit kell megmutatnunk, hogy {E7(A)} megall, és tudni fogjuk hogy

6.2.5. Tétel. Ha B egy Grothendieck kategoria generdtorral, akkor minden objektumnak van injektiv burka.

Bizonyitds. Legyen B egy Grothendieck kategéria egy G generator elemmel, és legyen {E.} egy lényeges bovitések
sorozata. Szeretnénk megmutatni, hogy a sorozat egy id6 utan megall.
T

a > 7 rendszdmokra és G’ — G monomorfizmusra legyen (G',E,)|a = {G' — E,| van G - E, tgy, hogy
G' — G - E, = x}. Adott y-ra és G'-re kapunk egy {(G', E)|a tas, (G, E,) részhalmazainak névekvs csalddjat.
Ennek a csalddnak stabilizdlodnia kell, és mivel csak halmaznyi részhalmaza van G-nek, ezért létezik egy F(7)
rendszam, amire (G', E,)|p(y) D (G', Ey)|o minden o > v, G’ C G-re. Elég { £, } olyan részsorozatat venni, amiben
minden a-ra van olyan E, elem, hogy E, C E,, és elég errdl a részsorozatrél belatni, hogy megall, ezért feltehetd,
hogy a sorozat olyan, hogy F(v) = v+ 1. Legyen 2 az els6 olyan szdmossig rendszdma, ami nagyobb mint G
részhalmazainak szdma. Megmutatjuk, hogy Foi11 = Eq.

Tegyiik fel ellenkezéleg, hogy van egy G —— E, aminek a képe nincs benne Eq — Eq 1 képében.

Minden v < Omega+ 1-re, azonositjuk E,-t az E, — Eqy1 képével, azaz feltessziik, hogy részobjektuma Eq1-nek.
G részobjektumainak csaladja, {z71(E.,)}, egy névekvd csaldd, és Q valasztédsa miatt még 2 eldtt stabilizdlodnia
kell. Tehat létezik egy v < €, hogy ~*(E,) = 2 !(Eq). Ekkor amiatt, hogy F(y) = v+ 1 kapunk egy olyan
G4 Eq41 leképezést, amire

ﬂiil(EQ) — G i) EQ — EQ+1 = .Til(EQ) — G i) EQ+1.

Legyen z =z —y, H = 27 (Eq). Ekkor z(H) = (2 +y)(H) C 2(H)+y(H) C Eq és H C 71 (Eq). Ezért z(H) = 0,
és Im(z) N Eq = 0. O
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7. fejezet

Beagyazasi tételek

Visszatériink az (A, G) funktor kategéridhoz. Lattuk az 5. fejezetben, hogy ez egy Grothendieck kategéria geners-
torral, és a 6. fejezetben ilyen kategéridknak construaltunk injektiv burkot.

7.1. Els6 beagyazas
7.1.1. Allitas. Ha egy E € (A, G) injektiv, akkor jobb-egzakt funktor.

Bizonyitds. Legyen A” — A — A" — O egy egzakt sorozat A-ban. Alkalmazva a H reprezentdcios funktort azt
kapjuk, hogy
O — HA" — H* — H* egzakt(A, G)-ben.

A (= E): (A,G) = G egy egzakt funktor. Tehat a kovetkezd egzakt sorozatot kapjuk
(HY |E) — (H*,E) — (H*", E) — OG-ben.
A Yoneda lemma alapjan ez izomorf E(A’) — E(A) — E(A”) — O-val, vagyis E jobb-egzakt. O

7.1.2. Definicié. Egy jobb-egzakt funktor pontosan akkor egzakt, ha monomorfizmusokat monomorfizmusokba
visz. Legyen egy mono funktor olyan funktor, ami megtartja a monomorfizmusokat. Tehat egy injektiv mono
funktor egy egzakt funktor.

7.1.3. Tétel. (Lényeges lemma)
Legyen M — E egy lényeges bévités (A, G)-ben. Ha M mono funktor, akkor E is.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy E nem egy mono funktor. Ekkor létezik egy A’ — A monomorfizmus A-ban, amire
E(A") —» E(A) nem mono G-ben. Legyen 0 # z € E(A’) olyan, hogy

B(A) = B(A)](x) = 0.
Konstrudlunk egy F' C E részfunktort, amit « "general". Legyen
F(B)={y € E(B) | van A’ — B € A 1gy, hogy [F(A") = E(B)|(z) = y}.

Ekkor kovetkezik, hogy B’ — B-te
[E(B") = E(B)|(F(B)) C F(B)

és definidlhatjuk F (B’ — B)-t megszoritdssal. F nyilvdn egy halmaz-értékii funktor. Ahhoz hogy lassuk, hogy
csoport-értékii funktor, kell az hogy, F(B) részcsoportja E(B)-nek, de ez latszik. (F a képe annak a transzformé-
ciénak, hogy H* -5 E, ahol 1(14) = .)

Mivel xz € F(A") C E(A"), tudjuk, hogy F # O. Mivel M C E lényeges, FF' N M # O. Speciélisan ekkor 1étezik
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egy B objektum, amire F(B) N M (B) # O. Legyen 0 # y € F(B) N M(B). Ekkor F konstrukciéja miatt van egy
A" — B amire y = [E(A’) — E(B)|(x). Legyen

A —— A

|

B—— P
egy pushout diagram. A pushout tétel szerint B — P mono. Mivel M egy mono funktor

[M(B) = M(P)](y) # 0,

és ezért
0 # [E(B) = E(P)|(y) = [E(B) — E(P)][E(A") — E(B)](x)
= [E(A") — E(P)](x)
= [E(A) — E(P)|[E(A") — E(A)](z)
=0,
ellentmondas. O

7.1.4. Kovetkezmény. Eqgy csoport-értéki funktort be leget dgyazni eqy egzakt funktorba pontosan akkor, ha mono
Sfunktor.

7.1.5. Tétel. (Elsd bedgyazdsi tétel)

Ny

cse s

Bizonyitds. Vegyitk a G = . 4 H A csoport-értékii funktort. G egy mono funktor. Legyen E az injektiv burka.
miatt E egy egzakt funktor. Mivel G egy bedgyazas, ezért G barmely bovitése is beigyazas. Tehat E egy
egzakt bedgyazas. O

7.2. Egy absztrakcio

Legyen M(A) azon részkategéridja (A, G)-nek, amely a mono funktorokbdl, és azok kozotti transzformécidkbdl &ll.
M(A) egy teljes részkategoridja (A, G)-nek.
M(A) zért egyes operdcidkra: részobjektumra, szorzatra, és lényeges bévitésre.

7.2.1. Definicié. Legyen B egy Grothendieck kategoéria injektiv bovitésekkel, és legyen M egy teljes részkategoria
ami zart részobjektumra, szorzatra, és lényeges bévitésre. Az M-beli objektumokat mono objektumoknak fogjuk
hivni.
7.2.2. Allitas. Bdrmely B € B-re van mazimdlis hdinyados objektum M-ben, B — M (B).
Bizonyitds. Legyen F a mono hinyadosai B-nek, és legyen M(B) a
B [[ B
B'eF

koképe, ahol minden komponense h-nak a nyilvanvalé epimorfizmus. Ekkor M (B) € M, mert [[ B’ € M és M(B)
részobjektuma [ [ B’-nek. Tovabbé adott B — B’ epimorfizmusra, ahol B” € M, taldlhatunk olyan M (B) — B’-t,

hogy
B — M(B)

\ / kommut4l,
B//
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tigy, hogy M (B) — B"-t tigy definialjuk, hogy M(B) — [[ B’ =+ B". O

7.2.3. Allitas. Legyen B € B, M € M, és B — M bdrmely morfizmus. Ekkor van eqy egqyértelmi M(B) —» M,
amelyre

B —— M(B)

\ / kommutdl.
M

Bizonyitds. Legyen B — B’ a koképe B — M-nek. Mivel M zirt a részobjektumokra, B” € M, és M(B)
maximalitdsa a mono hdnyadosok kozott biztositja az M(B) — B” morfizmust amelyre B — M(B) — B" =
M — B". Ezért definidlhatjuk M(B) — M-et tgy, hogy M(B) — B” — M, ahol B” — M olyan, hogy
B — B”" - M = B — M. Az egyértelmliség kovetkezik abbdl, hogy B — M (B) epi. O

Adott B’ — B-re kapunk egy egyértelmii M (B’) — M (B) morfizmust amire

B —— M(B')

|

B — M(B)

kommutativ. Az egyértelmiiség miatt M egy additiv funktor. A B — M|(B) epimorfizmusok egy természetes
transzforméciéhoz vezetnek B identitasabol M-be.

7.2.4. Allitds. Az I — M transzformdcié egy természetes ekvivalencidhoz vezet. (M(A), B) — (I(A), B) minden
A€ B,Be M-re.

Bizonyitds. Az el6z6 &llitas Gjrafogalmazva.

7.2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy T € B egy torzié objektum, ha minden M € M, (T, M) = O.
Ekvivalensen, T' torzié, ha M (T) = O.

7.2.6. Allitas. Ker(B — M(B)) a mazimdlis torzié részobjektuma B-nek.

Bizonyitds. Vildgos, hogy minden T torzi6 objektumhoz és T — B morfizmushoz a T'— B képe Ker(B — M(DB))-
ben van, ezért ha Ker(B — M (B)) torzi6, akkor maximalis.

Tegyiik fel, hogy B” € M, K — B” bérmely morfizmus, és O = K — B — M(B) — O egzakt. Legyen B” — E
az injektiv burka B’-nek.

Tudjuk, hogy E € M. Legyen B — E olyan, hogy

0 K B M(B) — O
i J{ / kommutativ,
B" —— FE

ahol M (B) — E az a morfizmus, amit garantil nekiink. Ekkor vildgos, hogy K — B” =0, és K torzi6. [

Altaldban M nem Abel kategéria. Nem minden M-beli monomorfizmus jelenik meg mint egy M-beli morfizmus
magja.

7.2.7. Definicié. Egy M’ C M € M tiszta, haa O - M' — M — M/M’' — O egzakt sorozat M-ban van, azaz
ha M/M’ mono. Egy mono objektum abszolit tiszta pontosan akkor, ha barmikor amikor egy mono objektum
részobjektumaként jelenik meg, akkor tiszta részobjektum.

A torzié-mentes modulusok esetében tényleg csak abszolut tiszta objektumaink vannak, viszont mono funktorok
esetében egy mono funktor abszolut tiszta akkor és csak akkor, ha bal-egzakt.

7.2.8. Lemma. Ha O — My — B — My — O egzakt B-ben, és My, My € M, akkor B € M.
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Bizonyitds. Legyen M; — FE egy injektiv burok, és B — FE egy bdvitése M; — FE-nek. Ekkor B — F ® M,
mono. O

7.2.9. Lemma. Egy abszolit tiszta részobjektum tiszta részobjektuma abszolut tiszta.

Bizonyitds. Legyen A abszolut tiszta, P — A tiszta A-ban, és P — M béarmilyen monomorfizmus egy M mono
objektumba. Legyen

P—— A
|
M — R
egy pushout diagram, és legyen
(0] (0] (0]
|
O P A P/A 0]
|
0] M R P/A 0]
|
O —— M/P R/A 0
| |
0] 0

egy egzakt kommutativ diagram. Mivel M és P/A mono, ezért R mono. Ezért R/A és M/P mono. Tehat P
abszolut tiszta. O

7.2.10. Tétel. Egy mono funktor M € (A,G) abszolit tiszta pontosan akkor, ha bal-egzakt.

Bizonyitds. Mivel M beagyazhatd egy olyan funktorba, ami egyszerre abszolut tiszta és bal-egzakt, specialisan az
injektiv burkédba, ezért elég azt belatni, hogy egy bal-egzakt funktor tiszta részfunktora bal-egzakt.

Legyen O - M — E — F — O egzakt (A, G)-ben, E bal-egzakt, F mono. Legyen O — A" — A — A" egrakt
A-ban. Vegyiik a kovetkezé kommutativ diagramot:

O 0 0

| |

|
O —— MA) —— M(A) —— M(A")
|

l

|
O —— EA) ——
|

E(A) —— E(A")
0] F(A) F(A)
(0] 0]
Ekkor F mono pontosan akkor, ha M bal-egzakt. O

7.2.11. Definicié. Legyen B egy Grothendieck kategéria, M egy teljes részkategéria, ami zart részobjektumra,
szorzatra, és lényeges bovitésre. Legyen L az abszolut tiszta objektumok teljes részkategériaja.

Adott M € M-re azt mondjuk, hogy M — R, R € L egy tiikbrképe M-nek L-ben, ha minden M — L, L € L-re
van egy egyértelmli R — L morfizmus, amire
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M —— R
\ / kommutal.
L

7.2.12. Tétel. (Felismerési tétel) Ho a O — M — R — T — O sorozat egzakt B-ben, M mono, R abszolit tiszta,
T torzio, akkor M — R egy tikérképe M-nek L-ben.

Bizonyitds. Vegyiik barmely M — L, L € L. Legyen L — E egy injektiv burok, ¥ — F a komagja L — E-nek.
Nézziik a kovetkezé kommutativ diagrammot, ahol a sorok egzaktak:

0 M R T 0
Ll
0] L E F 0]

ahol R — FE barmelyik kommutativ morfizmus, amit F injektivsége biztosit, T — F pedig a kommutativ morfizmus,
ami a sorok egzaktsagabol adodik

FE mono a lényeges tétel miatt, £’ mono, mivel L abszolut tiszta. Tehat T — F = 0 és Im(R — E) C L. Ezzel
kapunk egy R — L morfizmust, amire

M —— R
\ / kommutal.
L

Az egyértelmiiség kivetkezik, ha vesziink M — L-nek 2 bévitését. A killonbségitk R —2 L olyan, hogy M — R -2
L =0, ezért R 94 L 4tvezetheté R — T-n. De T egy torzié, L mono, ezért § = 0. O

7.2.13. Tétel. Minden M € M mono objektumhoz van eqy M — R monomorfizmus, ami M tikérképe L-ben.

Bizonyitds. Agyazzuk be M-et egy abszolit tiszta E objektumba (pl az injektiv burkéba).
Konstruédljuk meg a kovetkez6 egzakt kommutativ diagramot

Q+—E+—+—0Q
Qée— g me—2«—0

kezdve a kozépsé sorral, majd a jobb oszloppal, majd az alsé sorral, majd a fels6 sorral (9. lemma) T torzi6, R
tiszta részobjektuma egy abszolit tiszta objektumnak, tehat abszolut tiszta. A felsd sor az el6zo tételt teljesiti. [

Valasztva egy M — R(M) titkérképet £-bél minden M € M-hoz, kapunk egy additiv M — £ funktort, és egy
természetes transzformaciot az M identitas funktorabél I — R indukal egy (I(M), L) — (R(M), L) izomorfizmust
minden M € M, L € L.
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7.3. Az abszolut tiszta objektumok kategoéridjanak Abelsége, és bal-
egzakt funktorok

7.3.1. Tétel. L Abel, és minden objektumnak van injektiv burka.
Bizonyitds. 1. Axiéma (nulla objektum): trividlis.

2. Axiéma (szorzat/osszeg): M € M-ra M € L pontosan akkor, ha M — R(M) egy izomorfizmus. R egy
additiv funktor, tehat £ zart szorzatra és Osszegre.

3. Axiéma (Mag): A lemma szerint (L1 — Lo) € £ B-magja L-ban van, tehdt L£-nek vannak magjai.
Tovabba egy L-beli morfizmus £-mono pontosan akkor ha B-mono.

4. Axiéma (Monomorfizmus): Adott Ly — Ly € £ monomorfizmusra legyen O — Ly — Lo — M — O egzakt
B-ben. L; abszol6t tisztasdga miatt M € M. Ekkor Ly — Lo = Ker(Ly — M — R(M)).

5. Axiéma (komag): Legyen Ly — Lo € L és Ly — Ly — F — O egzakt B-ben. Ekkor Ly — F — M(F) —
R(M(F)) = Cok(L1 — Ls).

6. Axiéma (epimorfizmus): A fels§ konstrukcié6 mutatja, hogy egy L1 — Lo € L L-epi pontosan akkor ha a
LB-komagja L1 — La-nek torzié. Legyen L; — Lo egy L-epimorfizmus, M — Ly a LB-képe L1 — Lg-nek,
és O = M — Ly — T — O egzakt B-ben. T torzi6 és a felismerési tétel szerint Ly = R(M). Ezért
ha Ly — Ly = Ker(Ly — M), akkor Cok(Ly — L1) = Ly - M — R(M) és minden L-epimofizmus egy
L-komag.

Mivel a monomorfizmusok ugyanazok B-ben és L-ben, ezért ha E egy B-injektiv burka egy L-objektumnak,
akkor az injektiv L£-ben. O

Visszatérve (A, G)-hez, legyen L(A) C (A, G) a bal-egzakt funktorok teljes részkategéridja. Az elézd tétel szerint
L(A) egy Abel kategéria injektiv burkokkal. A H : A — (A, G) reprezentdcids funktor dtvezethetd L£(A)-n.

7.3.2. Tétel. L(A) teljes, és van injektiv kogenerdtora.

Bizonyitds. A szorzatok konstrukciéja L£(.A)-ban egyszer(i. Az Osszegek konstrukcidja szintén egyszerti. Adott {F;}
bal-egzakt funktorok csalddjéra az Osszegiik (A, G)-ban mar eleve bal-egzakt, ezért lehet az az Gsszeg L(.A)-ban.

A {HA} pc 4 funktorok szorzata szintén bal-egzakt és generator L(A)-ban. szerint L(A)-nak van injektiv
kogeneratora. O

7.3.3. Tétel. H : A — L(A) egy egzakt bedgyazds.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy H egy teljes bedgyazds . Legyen O — A" - A — A" — O egzakt A-ban. Meg
szeretnénk mutatni, hogy O — HA" — HA — HA — O egzakt L£(A)-ban. Ez a helyzet pontosan akkor, ha a
O — (HY E) — (HA,E) — (HA",E) — O egzakt ha E egy injektiv kogenerdtor £(A)-ban. A Yoneda tétel
szerint [5.3.5] az utolsé sorozat izomorf

O—EA)— EA) —EA")— 0

sorozattal, és ez a sorozat egzakt pontosan akkor, ha E egy egzakt funktor. E egzaktsigat lattuk a [7.1.3lényeges
lemménal. O

7.3.4. Tétel. (Mitchell) Minden Abel kategdria teljesen Abel.

Bizonyitds. Az elézb tétel mutatja, hogy minden kis Abel kategoridhoz van egy egzakt teljes kontravaridns beagya-
zas egy teljes Abel kategéridba amiben van injektiv kogenerator. A képtér kategéria dualisat véve azt kapjuk,
hogy minden kis Abel kategéridhoz van egy egzakt teljes kovaridans beagyazéas egy teljes Abel kategériaba, amiben
van projektiv generator. tétel szerint tehat minden kis Abel kategéridhoz van egy egzakt teljes bedgyazas
modulusok kategoéridjaba. O
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