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Koszonetnyilvanitas

Ezuaton szeretnék halas koszonetet mondani témavezetomnek, Buczolich Zoltan tanar ar-
nak, akinek a segitsége és szakmai irdnymutatasa nélkiil ez a dolgozat nem johetett volna

1étre. Tovabba koszondm szépen a csaliddomnak, hogy mindvégig timogattak engem.
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1. Bevezetés

Mar kisgyermekkorom 6ta lenyligoz a természet csodalatos vildga a benne talalhatéd
Osszetettségtdl a legegyszeriibb dolgokig. A fraktalok szerkezetiiket tekintve valahol a
kettd kozé esnek. Mivel mindeniitt el6fordulnak, ezért akarhol is jar az ember, 1épten-
nyomon beléjiik botlik: ilyen példaul egy sziget partvonala, egy foly6 vizgyjtd haldzata,
ér- és idegrendszeriink, tiidonk horgdi, a felhSk az €gen, télen a szitaloé hopehely, a pago-
dakarfiol vagy a feny6toboz, hogy csak néhanyat emlitsek.

Ugyan a XX. szazad elején fedezték fel 8ket, matematikai leirasuk igen nehéznek
bizonyult. 1975-ben BENOIT MANDELBROT, a zsenidlis lengyel sziiletés(i francia mate-
matikus és polihisztor kdzos tulajdonsagukra hivatkozva (vélhetbleg a ,,torott” jelentést
latin fractus sz6 utan) a fraktal nevet adta e furcsa képz6dményeknek.

Hogy mi is ez a kdzds vonas? Els6re a legszembet{in6bb az (esetenként részbeni)

onhasonl6sag, ami a legjobban talan a pafrany levelén latszik:

1. abra. Pafranylevél!

Mélyebbre tekintve azonban kideriil, hogy ez nem kizardlagos, s6t inkdbb masodlagos
jellemzgjiik. A beszédes név elarulja, hogy a f6 ismérv valdjaban a tortdimenzid.

Azt viszont, hogy a kiilonboz6 fraktalok mennyire hasonlitanak 6nmagukra, a min-
dennapi életben intuitivan hasznélt dimenziéfogalom kiterjesztésével lehet jol mérni.
Latni fogjuk, hogy egy konzisztens definicié megalkotasa korantsem egyszerii feladat,
de a problémak kikiiszobolésével athidalhat6. Jelen dolgozatom elsdsorban arra iranyul,
hogy szemléletes példakon keresztiil bemutassa és 0sszehasonlitsa a dimenzi6 kiilonféle
altalanositasait, a HAUSDORFF-dimenzi6tdl kezdve a dobozdimenzidn at az ASSOUAD-
dimenzidig. Végkicsengésként a példakban tetten ért minta nyoméan kimondjuk és iga-

zoljuk a dolgozat f6 eredményét, a nyilthalmaz-feltételt.

Thttps://www.123rf.com/clipart-vector/fern_frond.html
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2. Meértékelméleti alapok

Miel6tt belekezdenénk a dimenzié formalis targyalasaba, bizonyitas nélkiil kozoljiik a
mértékelmélet alapvetd tételeit, definicioit, amelyek ismerete és megértése kulcsfontos-
sagl a kovetkezd fejezetek elsajatitasahoz. [1]

El6szor megallapodunk abban, hogy egy A halmaz komplementumét X \ A jeloli,
ha az alaphalmaz egyértelmi, akkor pedig A¢. Részhalmaz jel6lése a szokasos mddon
torténik: C, valédi részhalmaz esetén azonban a C jelet haszndlom. Tovabb4 hatvany-
halmazra a 28 helyett a P(B)-t, diszjunkt uniéra a kevésbé népszerii, de helytakarékos
szogletes LI szimbolumot fogom alkalmazni. Végiil kikotjiik, hogy ragaszkodunk ahhoz
a konvencidhoz, hogy a 0 is a természetes szamok koz€é sorolando.

Didhéjban a mértékelmélet a matematika azon aga, amely a hagyomanyos értelem-
ben vett méret (hossz, teriilet, térfogat) fogalmat terjeszti ki 4ltalanosabb érvénytivé,
s mindezt anélkiil, hogy az ezekkel kapcsolatos intuicidnk csorbat szenvedne. Példaul
az ember jogosan varja el, hogy a [7, 10] intervallum mértéke 3 legyen, szintigy az
(1,2)U(3, 5)-€. Tehat szeretnénk egy olyan u : P(RF) — [0, co] halmazfiiggvényt konst-
rualni, amelyre teljesiilnek a kovetkez6 tulajdonsagok:

o u([0,1]) =1, normalt;
o u(x+ A =u(A), AeRr xeR, eltolasinvarians;
° u (LI}";1 A,-) = Y7 HA), A €RK o-additiv.

A matematikusok megddbbenésére az olasz VITALI 1905-ben a kivalasztasi axidma
segitségével (ZFC-ben) megmutatta, hogy a keresés reménytelen, mivel ilyen fliggvény
nincs, vagyis létezik nem mérhetd halmaz. A megoldas a feltételek észszerti gyengitésé-

ben rejlik. Az értelmezési tartomany megszoritdsa motivalta a o-algebra koncepcidjat.

2.1. Definicio. Az X alaphalmaz részhalmazainak egy F rendszerét o-algebranak nevez-
ziik, ha

° @E.rf;
e AcTF=> A€ T,

e (A} nCT=>UnA €T

jeN



A fentiekbdl konnyfi latni, hogy X € J, illetSleg J zart a megszamlalhaté metszetre.
Ekkor az (X, &) parost mérhet6 térnek, I részhalmazait mérhetd halmazoknak nevezziik.
Gyakori feladat egy € halmazcsaladhoz (példaul egy 7 topoldgidhoz) olyan minimélis

o-algebrat keresni, ami azt tartalmazza.

2.2. Lemma. Legyen C egy nemiires halmazcsalad X -ben. Ekkor
c(C) = ﬂ{ﬂ’ :CCF, F o-algebra}

minimdlis (legdurvdbb) abban az értelemben, hogy ha € C G, akkor c(C) C G, ahol G

egy masik C-t tartalmazé c-algebra. C elnevezése generdtor, 6(C) pedig a generdtum.*

s

A késtbbiekben fontos mérhetd tér lesz az (X, o(7)), amelyben a mérhetd halmazok
az Ggynevezett BOREL-halmazok; R*-n ez a kanonikus c-algebra. Ezek utan szabatosan

is kimondhatjuk a mindeddig pongyolan kezelt mérték definiciojat.

2.3. Definici6. Tekintsiink egy (X, F) mérhetd teret. Ekkor a y : F — [0, co] halmaz-
fiiggvény mérték, ha u(@) = 0 és u o-additiv.?

Vegyiik észre, hogy a Jordan-féle kiils6 mértékkel szemben itt megengediink végte-
len mértékl halmazokat is. A mértékkel ellatott mérhetd teret, vagyis az (X, F, u) har-

mast mértéktérnek hivjdk. Most kovetkezzEék néhany trivialitas.

2.4. Lemma. Legyen (X, T, u) mértéktér. Ekkor
o U <|_|;.'=1 Aj> = Z;’zl u(A), {A) €97, végesen additiv;
e ACB= u(A) <u(B), A Be?T, monoton;
e ACBésu(A) <o = u(B\ A) = u(B)— u(A), A,BeT.

Viszont a halmazok mértékterekké valo atalakitasa bonyolult feladat, ugyanis ehhez
megfeleld o-algebrat kell valasztani. Ezt ugy keriilik meg, hogy eldszor kiils6 mértéket
konstrualnak, ami egy specialis, az 0sszes részhalmazon definialt fiiggvény. Ennek az az

ara, hogy a kiils6 mérték mar csupin o-szubadditiv lesz.

>Téves az a megérzés, hogy o(C) megkonstrudlhaté az Osszes lehetséges megszamlalhaté unié és
komplementer hozzéavételével. Mindazonaltal a konstruktiv megkozelités transzfinit indukcidéval meg-
valoésithato. [2]

3Ha itt F nem o-algebra, akkor el6- vagy premértékrél beszéliink.
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2.5. Definicio. Egy X halmazon értelmezett 4 : P(X) — [0, oo] fiiggvény kiilsé mérték,
ha kielégiti az alabbiakat:

o u® =0;
e ACB= u(A) < u(B), A, BEeFT, monoton;
o i(UenA4)) S X v HA),  {A;}en € PX), o-szubadditiv.

Azt mondjuk, hogy egy € halmazcsaldd fedi a B C X részhalmazt, ha B C |, A.

A kovetkezd tétel ravilagit arra, hogy ha X lefedhet6 egy f : € — [0, o] fiiggvénnyel

ellatott halmazcsaladdal, akkor konstrudlhat6 rajta kiilsé mérték.

2.6. Tétel. Legyen adva egy X alaphalmaz egy X -et fedd F halmazcsaldddal és egy
f 1 F = [0, 00] fiiggvény. Ekkor létezik X -en egy egyértelmii u kiilsé mérték igy, hogy
VA € F-re u(A) < f(A) és ha v egy mdsik ilyen kiilsé mérték, akkor VB C X esetén
v(B) < u(B). S6t u eléadll u(B) = inf ere f(A) alakban, ahol az infimumot B F-beli
halmazokkal valo osszes megszamldalhato C fedésén vessziik.

A fentire példa a valos szdmegyenes félig nyilt intervallumai az f([a,b)) = b —

a hosszfiiggvénnyel. Kibdvitett eszkoztarunk révén konnyen valaszthaté megfelels o-

algebra és egy asszocidlt y mérték a kovetkez6képp:

2.7. Tétel. Legyen u kiilsé mérték X -en. Azt mondjuk, hogy egy A C X részhalmaz u-
mérhetd, ha yu minden részhalmazt jol vag ketté, azazVE C X-re u(E) = u(En A) +
u(E\ A). Ekkor az osszes u-mérhetd részhalmaz o-algebrdt alkot, amin y megszoritdsa,

U mdr valodi mérték.

Mivel a késdbbi fejezetekben f6leg metrikus terekkel fogunk dolgozni, biztositani
szeretnénk, hogy a u-mérhetd részhalmazok tartalmazzak legalabb a standard topol6-
gia generalta BOREL-halmazokat. Sajnos ez az eddigiek fényében nem mindig igaz au-

tomatikusan, de a 2.6. Tétel megvaltoztatasaval orvosolni tudjuk a helyzetet.

2.8. Tétel. Legyen X valos metrikus tér, F pedig X részhalmazainak egy csalddja gy,
hogyVx € X ésVe > 0 esetén A € F, amire diam A < € és x € A. Legyen f : T —
[0, oo] egy fiiggvény, I, == {A € T : diam A < €} egy halmazcsaldd és p, az imént
emlitett tétel alapjdn az dltaluk definialt kiilso mérték. Végiil legyen

u(B) = lir51+ u(B), BCX.
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Ekkor u olyan kiilsé mérték X -en, hogy minden BOREL-halmaz mérhetd.

A tétel erejét mutatja, hogy ezzel az eljarassal egy kezdeti fiiggvénybdl és halmaz-
csaladbol felépithetiink egy, a BOREL-halmazokat magéaban foglalé o-algebrat a hozza-
tartozo mértékkel egyiitt.

Az elsé fejezet lezarasaként megjegyezziik, hogy ha ez utobbi két tételt az
R=[a;,b)X...x[a,b) CR Via <b,

félig nyilt téglak szorzatéra alkalmazzuk az f(R) = Hf;l(bl. — a;) fiiggvénnyel, akkor
ez az eljaras lehet6vé teszi az tigynevezett LEBESGUE-mérték megkonstrudlasat, amely
igen nagy jelent6séggel bir a matematika szdmos mas teriiletén (példaul a valoszintiség-

szamitason) beliil.



3. A dimenzioéfogalom Kiterjesztése

Az iskoldban mindenki azt tanulja, hogy a dimenzi6 az az egész szam, ami megmondja,
hany koordinétara van sziikségiink az egyes objektumok helyének meghatirozasahoz.
Ismeretes, hogy a pont 0, az egyenes 1, a sik 2, a tér haromdimenzids. De vajon lehet-e
valaminek a dimenzidja tort?

Ennek a fejezetnek a célja, hogy mértékelméleti oldalrdl kozelitve kitagitsa a dimen-
zi6 fogalmat absztrakt metrikus terek részhalmazaira. Emlékeztet6iil egy tavolsagfiigg-
vénnyel ellatott vektorteret metrikus térnek neveziink, ha ez a valds értékii X X X-
bdl képezd 6 metrika nemnegativ, szepardld, szimmetrikus és teljesiti a haromszog-
egyenlGtlenséget. Euklideszi térben a standard metrikat a kiilonbségvektor norméja in-
dukalja: 6(x,y) = [|x—y| = \/Z:;l(xi —¥;)*. Tovdbba egy A C X részhalmaz at-
mérdjén a diam A := sup{d(x,y) : x,y € A} szuprémumot (ha felvétetik, akkor maxi-
mum) értjiik. Az x kozept, r sugaru nyilt golyot végig B, (x) fogja jelolni. Az alfejezetek
forrasa rendre az [1] és a [3] cikk.

3.1. A HAUSDORFF-dimenzid
Els6 1épésként definialnunk kell a d-HAUSDORFF-féle kiils6 mértéket.

3.1.1. Definicié. Legyen X valds metrikus tér ezzel a o-algebraval: § = P(X). Minden
d > 0-raés A C X-relegyen f,: F — [0,00] az f(A) = (diam A)? hozzarendeléssel
definialt fiiggvény. Ekkor a d-HAUSDORFF-féle kiils6 mértéket, HY-t a2.8. Tétel alkal-

mazasaval allitjuk eld.
Minden €,d > O-ralegyen I, = {A C X : diam A < €} részhalmazok egy csaladja
és f, . F, = [0, oo] halmazfiiggvények, mint fent. igy megkonstrualhat6 a
I7d : : d
= C
H{(B) = inf Azeedlam(A) , VBCX

kiilsé mérték, ahol az infimumot B 6sszes megszamlalhat6 C e-fedésén vessziik. Ekkor

H(B) = lim H!(B) = sup H!(B) € [0, co].

>0

Annak ellenére, hogy a 2.8. Tétel garantalja, mégis belatjuk:
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3.1.2. Allitas. Minden d-re HY kiilsé mérték.

Bizonyitds. Ha0 <€, < ¢,, akkor F, C F, , ezért H 5"2 definicigja szerint tobb megen-
gedett fedés van, ami miatt az infimum csokken. Ez azt jelenti, hogy tetsz6leges B C X -
re I_{jz(B) < }_Ijl (B), s igy P_I;’(B) nem nd € € (0, 00)-ben. Ha az {¢,},oy C R sorozat
0-hoz tart, akkor { H f (B)},en € R monoton nove, azaz vagy egy nemnegativ valos
szamhoz konvergal, Vangy divergens. Ezzel a joldefinialtsagot igazoltuk.

Most megmutatjuk, hogy minden rogzitett e-ra H 4 val6ban kiilsé mérték. Az els6 két
tulajdonsdg magitdl értet6dd. A o-szubadditivitashoz tekintsiink egy, az X részhalma-
zaibol allo {B,},cy sorozatot, és legyen y > 0. Minden n € N-re valasszuk B, egy

megszamlalhat6 C, e-fedését ugy, hogy

Y (diam A) < HY(B,) + 21 (1)

AeC,

Vegyiik észre, hogy

B,c|Ja=JB,clJ 4

AeC, neN neN AeC,

ahonnan kapjuk, hogy

(U)o (9
neN neN AeC, n

||M8

Z(diamA)d
1 AeC,
— y
X (e (8) + 57)
= <i ITI;’(Bn)> +7,
n=1

ahol az elsd egyenl6tlenség a monotonitasbdl, a masodik a definicidbol, a tobbi pe-

IA
Ms

dig (1)-bdl kovetkezik. Mivel ez minden y > O-ra fennall, ezért H j-re teljesiil a o-
szubadditivitas.
Végiil belatjuk, hogy H* szintén kiilsé mérték. Az els6 két tulajdonség itt is nyilvan-

7

vald. A o-szubadditiviashoz felhasznaljuk az el6z6t, illetve hogy Vn € N-re H (B,) =
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sup,., H 4(B,) > H 4(B,). Ekkor
H! (U Bn) <Y H!(B,) <) HYB,,
neN n=1 n=1
ahonnan € — 0" hataratmenettel a bizonyitast befejeztiik. ]

Most, hogy tudjuk, H? minden d-re kiilsé mérték X-en, a 2.7. Tételt felhasznalva
megalkothatjuk a H¢ mértéket a H“-mérhet6 halmazok o-algebrdjan, amely a 2.8. Tétel

értelmében magaban foglalja a BOREL-halmazokat.

3.1.3. Megjegyzés. R*-n a k dimenziés LEBESGUE-mérték skalarszorzo erejéig ekviva-
lens a k dimenziés HAUSDORFF-mértékkel.

A kovetkezd lemma a HAUSDORFF-mérték skalazhatosagarol szol.

3.1.4. Lemma. Legyen B C R* és S: B — R! lipschitz, vagyis 34 > 0 gy, hogy
Vx,y € B-re ||S(x) — SW)|| £ Allx — yl|. Ekkor

HY(S(B)) < A?HY(B), Vd >0,

ahol S(B) := {S(x) : x € B} C R

Bizonyitds. HaC = {A,},n € I, B megszamlalhat6 e-fedése, akkor AC = {AA,},on €
F,, megszamlélhat6 Ae-fedése S(B)-nek. Ennélfogva H 4(S(B) < Y7 diam(AA,)! =
A1 (diam A,)?. Mivel ez B minden megszamlalhat6 € C F, e-fedésére igaz, infi-
mumot véve kapjuk, hogy H 4(S(B) < A H 4(B), ahonnan £ — 0* hataratmenettel
kész vagyunk. O]

3.1.5. Kovetkezmény. Legyen S : R* — R* hasonlésdg, azaz A4 > 01gy, hogyVx,y €
Rt-ra ||S(x) = SW)|| = A||x = y||. Ekkor

HY(S(B)) = A“H%(B), Vd >0, VBC R
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy Vx,y € RF-ra ||S7'(x) = S7'(»)|| = A7 lx = yll, és

alkalmazzuk az el6z6 lemmat. ]
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Mielétt precizen definidlnank a HAUSDORFF-dimenziot, vizsgaljuk meg HY(B) vi-
selkedését d fiiggvényében.

3.1.6. Lemma. Legyen X valés metrikus tér, B C X és 0 < d, < d,. Ekkor
e HY(B) < c0o = H%(B)=0;
e H(B)> 0= H%(B) = .
Bizonyitds. Minden € > 0 és A C X részhalmaz esetén, amire diam A < ¢
|A]% = A% A1 < e AT,
ahonnan B C X-re H™*(B) < e~ H"'(B). Ha H"(B) < oo, akkor a kivént eredmény
€ — 07 hataratmenet utdn azonnal kovetkezik. A masik hasonléan jon ki. ]

Tehat minden B C X-re van egy kritikus d érték, amikor is H%(B) co-161 0-ra zuhan.
Pontosabban egyértelmiien 1étezik ¢ € [0, oo] Uigy, hogy

ITId(B)={ o, d<c
0, d>c.

A d = c eset lesz szamunkra a legérdekesebb, hiszen ekkor H(B) barmilyen értéket

képes felvenni 0 és oo kozott. Ezt fogjuk B HAUSDORFF-dimenzidjanak hivni.

3.1.7. Definicié. Legyen X val6s metrikus tér és B C X. Ekkor
dim,, B = sup{d : HY(B) = o} = inf{d : HY(B) = 0}.

Ez a definici6 altalanositja a topoldgiai dimenzi6 fogalmat, s igy a szokasos geomet-
riai alakzatok (egyenes, sik, korlemez, kocka stb.) esetében megegyezik vele, azonban a
halmazok kisebb 1éptékii részleteit is figyelembe veszi a metrika kiaknazasaval. Mindezt
ugy csindlja, hogy nemcsak egészekre, hanem tetszSleges d > 0 valos szamra kiszamolja
a d dimenzids ,,méretet”. EbbdI kifolyolag gyakran tort, s6t irracionalis értéket kapunk.

Erre majd egy késobbi fejezetben lathatunk példakat.

3.1.8. Tétel. A HAUSDORFF-dimenzié néhdny kiemelkedd tulajdonsdga a teljesség igé-

nye nélkiil:
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dim, B = 0, ha B megszamldlhato;

dim, R* = k;

A C B = dimy A <dimy B;

dimy (U2, A;) = sup,(dimy A,);

dim, f(B) <dimy B, ha f: B — R! lipschitz, B C R;

e ha B C R* k dimenziés LEBESGUE-mértéke pozitiv, akkor dim y B=k.

3.2. Az ASSOUAD-dimenzio

Az ASSOUAD-dimenzi0 fogalmat a célbdl alkottak meg az 1970-es években, hogy hasz-
nos eszkozt nydjtson a fraktdlok homogenitidsanak tanulméanyozasahoz. Elsore azt lehet
mondani, hogy az ASSOUAD-dimenzi6 inkabb a halmazok durva struktirdjara érzékeny,
s figyelmen kiviil hagyja a kevésbé komplex részeket. Habar 6nmagéaban is érdekes, f6-
ként a kvazikonform leképezések és a beagyazhat6sagi problémak révén valt relevanssa.
Ebben az alfejezetben tiizetesen gorcsé ald vessziik alaptulajdonsagait és mas dimenzi-

Okkal val6 viszonyat.

3.2.1. Definicié. Legyen X metrikus tér és tetsz6leges nemiires £ C X részhalmazra,
r > O-rajelolje N,(E) alegfeljebb r atmérdjii nyilt halmazok legkisebb szamat, amellyel
E lefedhet6. Ekkor

dimAE:inf{a £ 3C.p>0: v0<r<RSp,supN,(BR(x)nE)gc<5) }
E r

xe

Ennek van egy als6 dimenzi6 nevli dudlisa, amelyet LARMAN népszer{isitett A new
theory of dimension cimii konyvében [4]. Sok ismérviik 0sszefonddik, am parjaval el-

lentétben az alsé dimenzid képes a halmazok finomabb struktirait azonositani.

3.2.2. Megjegyzés. Kiszamitasa is nagyon hasonl6an torténik:

dimLE=sup{a : EIC,p>O:VO<r<RSp,inEN,([EBR(x)nE)Zc<§> }
xX€ r
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Izolalt ponttal rendelkezd halmazok als6 dimenzidja nulla, ezért az ilyen inhomogén
esetekben nem ez a legalkalmasabb eszkoz. Maskor pedig, példaul iteralt fiiggvényrend-
szerek attraktorainak vizsgilatara tokéletesen megfelel. Valojaban az ASSOUAD- és az
als6 dimenzi6 kozti eltérés a homogenitas j6 mérészidma.

Els6ként megnézziik, hogyan viselkedik e kettd szorzatterekre. A szorzatmetrika
sokfajta lehet (X, dy) X (Y, dy)-on, de tobbségiik ekvivalens ezzel:

dx sy (X1, ¥1)s (X5, ¥,)) = max(dy (xy, X,), dy(¥1, )
3.2.3. Tétel (Szorzat). Fenndll az alabbi egyenlétlenségsor:

dim; X +dim; Y <dim;(X XY) <dim; X +dim, Y
<dim, (X xXY) <dim, X +dim, Y,

valamint egyenloség:
dim, X* = kdim, X

Bizonyitds. Egyediil az els6 két egyenlStlenséget latjuk be, a maradék anal6g meggon-
dolasat az Olvasora bizzuk. Jelolje M,.(E) az E halmaz egy r-szeparalt részhalmazanak
maximalis szamossigat, ahol r-szeparalt halmaz alatt egy olyan halmazt értiink, amely-
ben barmely két pont tavolsdga szigordan nagyobb r-nél. Vegyiik észre, hogy minden
(x,y) € X XY és0 < r < Resetén

N, (Br(x,y) N (X XY)) < N, (Br(x) N X)N,(Br(y)NY) 2)

M, (Bg(x,y) N (X X V) > M,(Bg(x) N X)M,Br(») NY). 3)

Az els6 egyenldtlenség onnan jon, hogy ha {U, },, {V,, },, tetsz8leges r-fedése B z(x)N X -
nek, illetdleg Bx(y) N Y-nak, akkor {U, XV, },, egy r-fedése Br(x,y) N (X X Y)-
nak. A mésodik pedig onnan, hogy ha {u,},, {v,,},, tetszdleges r-szeparalt részhalmazai
Br(x) N X-nek, illetSleg B(y) N'Y -nak, akkor {(u,,v,)},,, €gy r-szeparalt részhalmaza
Br(x,y) N (X X Y)-nak.

Legyen s < dim; X és ¢ < dim; Y. Ekkor létezik Cy, Cy, py, py Ugy, hogy minden
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O0<r<R<pyésxe Xre
R N
M,B0nX)2Cy (),
r
sminden0 <r< R<p,ésy€Y-ra

M,By(»)NY)>Cy (%)

Ezért (3) miatt minden 0 < » < R < min(py, py) és (x,y) € X X Y esetén

s+t
M, Br(x, ) 0 (X XY 2 GGy (5)
r
ami épp azt jelenti, hogy dim,(X X Y) > s + ¢, ahonnan s 1 dim; X és¢ 1 dim, Y
hataratmenettel kapjuk az alsé korlatot.
Legyen C,p > 0, s > dim; X ést > dim, Y. Ekkor létezik Cy, p, Ggy, hogy minden
O0<r<R<pyésy€eYra

NGB <6 (B

s létezik ry < Ry < min(p, py) és xy, € X ugy, hogy

R N
N, B (x)NX) < < <—X> :
X X CY rX

igy (2) miatt minden y € Y esetén

s t s+t
N, (Bg, (xx. ) N(X XY)) < c£ <&> Cy <&> =C <&> ,

y \ Fx Iy rx

ami pont azt jelenti, hogy dim, (X XY) < s+¢, amib6l ismét s | dim; X és¢ | dim, Y
hataratmenettel kapjuk a felsd korlatot.

Végiil megmutatjuk, hogy ha Y = X, akkor a becslés €éles, amivel tulajdonképpen be-
latjuk az egyenlGséget. Az, hogy dim; X" > ndim; X az el6z6ek szerint teljesiil, tehat

elegendd igazolnunk a masik irdnyt. Legyen C,p > 0 és s > dim; X. Ekkor léteznek
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0<r< R<pésx e Xugy, hogy

N, B0 0 X) < /C(2)

amibdl a fentieket ismételten alkalmazva kapjuk, hogy

N, Bg(x, ....x) N X") < (x/E) (?) =C (B)ns,

r

ami az jelenti, hogy dim;, X" < ns, ahonnan s | dim,; X hataratmenet utan a bizonyités

végére értiink. O

3.2.4. Megjegyzés. Ugyanez igaz véges szorzatra is, amely indukciéval belathatd. As-

SOUAD eredetileg kevésbé pontos becslést adott:
max(dim, X,dim, Y) < dim,(X XY) <dim, X +dim, Y.

Az alabbi tétel az uni6é dimenzidjardl szol.

3.2.5. Tétel (Unid). Minden E, F C X-re
min(dim; E,dim; F) < dim,(E U F) < max(dim; E,dim, F).
86t ha a részhalmazok olyanok, hogy inf g . d(x, y) > 0, akkor
dim;(E U F) = min(dim, E,dim, F).
Bizonyitds. Legyen E, F C X. Az els0 egyenl6tlenség trivialis, hiszen ha x € E, akkor
N,([Br(x)N(EU F)) > N, (Bg(x) N E),
ha pedig x € F, akkor
N,Br(x)N(EU F)) > N.(Bg(x) N F).

Most rogzitsiink C, p konstansokat és legyen t > s > max(dim, E,dim, F). Mivel
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s > dim, F, ezért 1étezik Cp, pp > 00gy, hogy minden 0 <r < R < pp ésx € X-re

Nr([BR(x)nF)SCF<§>S :CF<B>H<5)I. @)

r r

Technikailag az ASSOUAD-dimenzi6 definicidja a fentit csak x € F esetben biztositja,
azonban feltehetd, hogy x € X, mert F metszete egy X-beli kozépponta golydval vagy
lires, vagy tartalmazza egy F-beli kozéppontd dupla akkora sugart goly6. Illetve mivel
t>dim,; E, létezik 0 < r < R < min(p, py) és x € E ugy, hogy

(c (2C:\7 /RY
Nr([EBR(x)nE)<mm<E,<T> ><7) )

Vegyiik észre, hogy

2Cg SR
1 <N,Brx)NE) < <T> (—) ;

sigy

(55

Ekkor (4) és (5) miatt léteznek 0 < r < R< pés x € E C E U F 1gy, hogy

N,Brx)N(EUF)) < N,(Bgx)NE)+ N, (Br(x)n F)
2C i t s—t t
< min g, —= (5) +Cp <B> <£>
2 C r r r
C (RY C (RY
<€ (B he(B)
© 2 <r> F2CF r
t
-<(3)-
r
ahonnan dim,; (E U F) < max(dim, E,dim, F).
Végil tegyiik fel, hogy E, F olyan, hogy inf,p . d(x,y) =n > 0. Ekkor nyilvan bar-

mely E'U F-beli kozéppontd, R < 7 sugart goly6 csupan az egyikiiket metszheti, amibdl
dim,;(E U F) = min(dim, E,dim, F). L]

A lezart esete kicsit mas, ugyanis az ASSOUAD-, az alsé és a dobozdimenziodkra sta-
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bil, de a HAUSDORFF-dimenzid esetében mar nem.

3.2.6. Tétel (Lezart). Minden F C X-re
dim, F = dim, F.

Bizonyitds. Legyen F C X. Mivel az als6 dimenzié nem monoton, ezért azt kell iga-
zolnunk, hogy dim, F < dim, F és dim, F > dim, F. Most csak az els6t latjuk be, a
masik irdny hasonl6 érveléssel kovetkezik.

Legyen s > dim, F és rogzitsiik C, p > 0-t. Ekkor l1étezik x € FésO<r<R< p ugy,

hogy
N.(By(X) N F) <2°°C (%) . (7)
Legyen e € <O, %) és valasszunk x € F N B, (x)-t. Ekkor
By, (x)NF CBg(X)NF, (8)
ahonnan

NmeAwnfﬂs1wwﬁabnf)ézﬂc<§>s

<27¢(z=) ()
R—¢ r

SC<R_£> :
r

amib6l dim, F < s, majd s | dim, F hataritmenettel ad6dik a kivant becslés.
A masik irdnyt csupan vazoljuk. Ez esetben vilasszunk x € F-et, aztdn x € X NB, (x)-et.
Ekkor

B, ,(X)NF CBg(x)n F.

Vegyiik észre, hogy ha {U,}, a Br(x)N F zart golyokkal val6 fedése, akkor B,_, (x)N F-
nek is az, igy N, definicijdban ezuttal zart golyokat kell hasznalnunk. [

Végiil tomoren néhdny szo6t ejtiink a MINKOWSKI- vagy dobozdimenziorol.

3.2.7. Definicio. Legyen F C R korlatos halmaz. Tekintsiink a térben egy r oldal-

hosszisagu téglakbol all6 halot. Jeldlje N, (F) azok szamét, amelyeknek van kozos pont-
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juk F-fel. Ekkor
: . log N,(F)
dimg F = lim ———,
-0t —logr
amennyiben a jobb oldali hatarérték 1étezik. Ha mégsem, akkor limesz szuperior és infe-

rior segitségével definidlhaté a (néha KOLMOGOROV nevével fémjelzett) felsd, illetdleg
als6 dobozdimenzid.
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4. Konkrét példak és szamitasok

Elérkeztiink ahhoz a ponthoz, hogy az eddig megszerzett tudasunkat példakon keresztiil
kamatoztassuk. A fraktalok el6allitasa sokféleképpen torténhet, ezért tipus szerinti bon-
tasban vazoljuk 6ket Gigy, hogy a kvalitativ ismertetést kovetéen vagy kiszamoljuk, vagy

csupan kozoljiik dimenzidikat.

4.1. Iteralt fiiggvényrendszerek (IFR)

4.1.1. Definicié. Az (X, 6) teljes metrikus tér felett egy iterdlt fiiggvényrendszer egy
olyan 8§ = {5, ... S, } véges csalad, amelynek minden egyes tagja kontrakci6 (pl. affin

kicsinyités vagy centralis hasonlosag), azaz valamilyen ¢; € [0, 1) konstansokra
Az ilyen fraktalokban felfedezhetd, hogy az épitéelemek az eredeti struktiira kicsi-
nyitett masai.
4.1.2. Definicié. Jeloljiik X nemiires kompakt részhalmazait X(X)-szel. Ekkor az
F: K(X) - K(X), F(A) = U S,(A)
j=1
leképezést HUTCHINSON-operatornak hivjuk.

4.1.3. Definicié. Legyen (X, §) metrikus tér. Ekkor minden A, B C X nemiires részhal-
mazra

04 (A, B) := max(sup irelzfa o(a,b), ilelg Llllélg 6(a, b))

acA

definidlja a HAUSDORFF-metrikat.

HUTCHINSON a BANACH-fixponttétel segitségével igazolta, hogy egyértelmiien 1é-
tezik egy attraktornak nevezett nemiires kompakt (korlatos és zart) fixhalmaz, ami az

alabbi médon jon 1étre:

Tn+1 = U SJ(Tn)
j=1

21



Ekkor lim,_, T, = A a HAUSDORFF-metrika szerint, amire

A= sm.
j=1

4.1.4. Példa. Induljunk ki egy egységnyi oldald szabalyos haromszogbdl, amelyet je-
16ljiink Aj-val. Az oldalfelezd pontok Osszekotésével osszuk négy egybevagod részre,
mayjd toroljiik ki a kozépsd rész belsd pontjait, tehat az oldalakat megtartva. Az igy nyert
alakzat legyen A,. Ezt a 1épést ismételgetjiik a fennmarad6 egyre kisebb szabalyos ha-
romszogekkel. Ha az eljarast a végtelenségig folytatjuk, akkor az A hataralakzatot STER-
PINSKI*-hdromszdgnek hivjuk.

2. abra. SIERPINSKI-hdromszdg’

4.1.5. Allitas. oe 3
07 o~ 1.585.

dimy; A =dimz A =dim, A =
imy, img im,, 022

Bizonyitds. A HAUSDORFF- [5] és dobozdimenziot [6] rigor6zusan bizonyitjuk, ellen-
ben az ASSOUAD-dimenzidra csupan heurisztikat adunk.
A 3.1.6. Lemma miatt elegendd igazolni, hogy 0 < HA < . Figyeljiik meg, hogy

27

A, -et lefedi 3" darab 27" atmérdji teli haromszog. Legyen € > 0 olyan, hogy 27" < €.

4Wactaw Franciszek Sierpifiski (Varso, 1882. mércius 14. — Vars6, 1969. oktéber 21.) lengyel mate-
matikus tiszteletére.
Shttps://hu.wikipedia.org/wiki/SierpilDski-hAaromszAiig

22


https://hu.wikipedia.org/wiki/Sierpiński-háromszög

Ekkor
HA < 3 1,
£ 2nd

ahonnan ¢ — 0% hataratmenettel kapjuk a HA <1 < o fels becslést.

Annak megmutatdsa, hogy HYA > 0, kissé komplikaltabb. El6szor vegyiik észre, hogy
minden k-ra mind a 3% darab bal als6 sarok A,-ban A-hoz tartozik. Tegyiik fel, hogy
AcC Ujil F;, ahol diam F; < e. Azt akarjuk belatni, hogy létezik ¢ > 0 agy, hogy

Z diam Fjd > c.
j

Mivel minden F;-t tartalmazza egy legfeljebb 2 diam F; sugari B; golyo, valamint A
kompakt, ezért elég, hogy ha A C Ujvzl B, barmely B = {B,} sz | fedés esetén, amire

diam B; < ¢, akkor teljesiil a fenti egyenlGtlenség.

Legyen ¢ = CC—,,,, ahol ¢/ = %” és ¢’ = g. Ekkor valaszthaté olyan k, hogy 27% <

min, ;y diam B; < 27K+ Tegyiik fel, hogy valamilyen / < k-raés B golyora a fedésbdl
27! < diam B < 27'*!. Azt allitjuk, hogy ekkor B legfeljebb %_I darab bal alsé sarkot
fedhet le a k-adik iteracidban. Valdban, jelolje B* a B-vel egyez6 kozéppontt, de nala
haromszor nagyobb sugaru golyot, A, azt a k-adik iterdcidbeli haromszdget, amelynek
bal alsé sarka, v B-beli. Ha A, C A;, akkor mivel diam B > 27/, ezértv € A, C A; C
B*. De mivel az [-iteracios haromszdgek teriilete 4~'¢”, B*-é viszont 4~'¢’, igy legfeljebb
% darab [-iteraciés haromszdg van B*-ban, amelyek mindegyike 3%~/ darab k-iteracidsat
tartalmaz. Ennek tiikrében jelolje N, a feltételt kielégitd B-beli golyok szamat. Ekkor

N
D diam B/ > Y’ N2 =) N3
j=1 I} I}

A tokéletes fedéshez az kell, hogy

ezért
Z N,3_l >c,
I

ahonnan kapjuk a kivant H?A > ¢ > 0 alsé becslést.
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A dobozdimenzi6 hasonloan jon ki: r, = 27" valasztassal

) . log N.(F) . log3” . nlog3 log3
dimyz A = lim ———— = lim = lim = .
r—0t  —logr n—»o log2" n-wonlog2 log?2

Nem meglepden az ASSOUAD-dimenzidra ugyanennyi adodik:

N.(Bp(x) N A) = 3" = 2 = <5) .
r
Maés r, R és x értékek esetén is C korlatos marad, amibdl a, avagy dim, A = log3

log2

4.1.6. Megjegyzés. A SIERPINSKI-hdromszog sokféleképpen is 1étrehozhat6, tobbek ko-
zott kdoszjatékkal. Cimkézziik meg egy szabalyos haromszog csucsait: p,, p,, p;, majd
talalomra valasszunk egy v, pontot. Legyen v, = %(U,, + p, ), ahol r, random médon
veszi fel az 1,2, 3 indexeket. Ekkor v, € A esetén minden n-re v, € A, azonban ha
v, &€ A, akkor semelyik v, sincs A-ban. Rdadésul a binomiélis egyiitthatokat tartalmazo
PASCAL-hdromszogben is fellelhetd, ha az egészet modulo 2 redukaljuk, és a O repre-
zentansokat eltiintetjiik. A természetben pedig a Cymbiola innexa nevet viseld kagyld

héjanak mintazata szintén ra emlékeztet.

3. abra. Cymbiola innexa®

4.1.7. Megjegyzés. Ha szabdlyos haromszog helyett négyzetbdl indulunk ki, akkor azo-
nos Iépések utjan eljutunk a SIERPINSKI-sz6nyeghez, amelynek dimenzidja % ~ 1,893.
MindkettSnek van ,.térbeli” parja is: a SIERPINSKI-tetrix, ami egy tetraéderbdl késziil,

illetve a MENGER-szivacs, ami egy kockabol. Az el6bbinek kereken 2, az utébbinak
log20

~ 2,727 a dimenzidja.
log3

bhttps://i.ebayimg.com/images/g/HusAAOSwIsljcuer/s-1400. jpg
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Dski—szASnyeg
iterative

"https://hu.wikipedia.org/wiki/Sierpill

structure-of-Menger-sponge_

8https://www.researchgate.net/figure/The

figh_259828514
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4.2. Komplex dinamikai rendszerek

A dinamikai rendszerek szoros kapcsolatban allnak az IFR-ekkel. Egyik valfajuk leegy-
szerlsitve ugy keletkezik, hogy a komplex szamsikon tekintiink egy komplex fiiggvényt,
lak, melyek instabilak, esetleg periodikusak. Nem tilzas azt allitani, hogy méltan leghi-
resebb képviseldjiik az elszor 1978-ban megrajzolt MANDELBROT-halmaz.

4.2.1. Példa. Tekintsiik az f,(z) = z> + ¢ komplex fiiggvényt, ahol ¢ € C egy komplex
paraméter. Ezt iterdlva elkészitjiik a z,,, = f.(z,) rekurziv sorozatot, z, = 0 kezdd-
értékkel. Ekkor az M MANDELBROT-halmaz azon ¢ szdmok halmaza, amelyekre a z,

sorozat korlatos marad.

Figyeljiik meg, hogy minden ilyen szdmra musz4j, hogy |c| < 2 teljesiiljon’, tehat a
divergencia ellendrzésére elegendd mérni, hogy hanyadik iteracional hagyja el a sorozat
valamely tagja az origd kozepli r = 2 sugart kort. Ha aszerint szinezziik egyre sotétedd
arnyalatira a pontokat, hogy mekkora a ,,sz6kési” szam, akkor szemiink elé tarul ez a

gyonyorli szamitdgépes grafika:

6. Abra. MANDELBROT-halmaz!?

2 2_
*Ha |z] > |c],2, akkor L2 = 122l > BELZIED = 2] 10> 12 — 1> 1. Ha fe] <2 < |z,, akkor

legyen z = z,. Ha |c| > 2, akkor pedig |2 +¢| > e]?=le] = le](je] = 1) > 2, sigy z := 2z, jO.
Onttps://www.codingame . com/playgrounds/2358/how-to-plot-the-mandelbrot-set/
mandelbrot-set
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4.2.2. Allitas. A hatdr dimenziéja aszimptotikusan 2."!

4.2.3. Megjegyzés. Ha z helyett c-t rogzitjiik, és gy pasztazzuk végig a a sikot, akkor az
ugynevezett JULIA-halmazokat kapjuk, amelyek pontosan a MANDELBROT-halmazbeli
pontok esetén lesznek Osszefiiggdk. Tovabbi érdekesség a MANDELBROT-halmaz kap-
csan, hogy mig teriilete véges, hiszen B,(0) fedi, nem rektifikalhato, azaz kertilete vég-

telen hosszu. Legnagyobb része kirivoan sziv alaku, innen a kardioid elnevezés.

7. abra. JULIA-halmaz ¢ = —0,8 + 0,156i-re'?

4.3. Fraktalgorbék

NEWTON és LEIBNIZ infinitezimalis kalkulusanak idejében még mindenki ugy vélte,
hogy nem létezhet olyan patologikus fiiggvény, amely mindeniitt folytonos, de sehol

sem derivalhatd. 1872-ben WEIERSTRASS, a modern analizis atyja erre durvan racafolt.

4.3.1. Példa. A WEIERSTRASS-fliggvényt az alabbi FOURIER-sor alakban szokas meg-

adni:
(o]

W (x) = Z a" cos(2xb"x),
n=0

ahol a € (0, 1), b paratlan egész és ab > 1.

' Micuhiro Sisikura adott ra bizonyitast 1991-ben, a parabolikus bifurkacié médszere azonban tilmutat
a dolgozat téméjan.
nttps://en.wikipedia.org/wiki/Julia_set
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8. dbra. WEIERSTRASS-fiiggvény a = %, b = 3-ra'?

4.3.2. Megjegyzés. Bebizonyosodott [7], hogy

loga

dim, Wi(x) =2+ ,
img W(x) logb

azonban egzakt HAUSDORFF-dimenzidja altalanos esetben maig nyitott kérdés.

4.4. Térkitolto gorbék

A XIX. szazad végén a matematikustarsadalmat az tartotta lazban, hogy vajon egy egy-
dimenzids gorbe képes-e teljes egészében kitolteni az n dimenzids teret. Két prominens
matematikus hamar igenld valasszal szolgalt: PEANO, aki egy évvel megel6zte a géni-
uszt, DAVID HILBERTet, 1890-ben allt a nagykdzonség elé egy olyan folytonos gorbével,
amely az egységintervallumot sziirjektiv (de nem injektiv) mdédon rdképezi az egység-
négyzetre. 1891-ben az § dtletét finomitotta HILBERT. Mindkét gorbe tetsz6leges dimen-
z10s hiperkockara kiterjeszthetd, s6t azota mar talaltak majdnem mindenhol differenci-

alhatoakat is. Lévén, hogy térkitoltdk, dimenziéjuk megegyezik a kitoltott térével.

Bhttps://medium.com/@Melearning/weierstrass-function-in-python-6b1e6819df3a
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9. dbra. 2D-s HILBERT-gorbe elsd hat iteracidja'*

4.5. Véletlen fraktalok

Véletlen folyamatok szintén eredményezhetnek fraktalokat (pl. perkolacio, epidémia).
Ebben az alfejezetben kett6t mutatunk be: az egyik tisztan matematikai, a méasiknak vi-

szont egy fizikai jelenség az alapja.

4.5.1. Példa. Ahhoz, hogy a randomizalt CANTOR-halmazt megértsiik, elébb meg kell
ismerkedniink az egyszeriibb valtozataval. Kiindulasi halmazunk most a [0, 1] zart sza-
kasz, jele C,. Tavolitsuk el a nyilt koz€épsd harmadot, vagyis az (%, %) intervallumot,
igy kapjuk C,-et. Ezt minden egyes visszamarado résszel kiilon-kiilon eljatsszuk. Ha az
eljarast a végtelenségig folytatjuk, akkor a kapott hataralakzat lesz a CANTOR-halmaz.

Rekurziv formulaval:

c:mq:ﬁq

h—0o0

n=0

ahol c c

n— 2 n—1

C := ! ul=-+ R
. 3 (3 3 >

vagy explicite:

o 3"-1

3m+1 3m+2
C:WJNL”%(yH,3HI)

4nttps://www.bic.mni.mcgill.ca/ mallar/CS-644B/hilbert.html
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A randomizalt CANTOR-halmaz ([8] alapjin) annyiban tér el, hogy minden iteracio el6tt
C,-hez hozzéarendeliink két valdszintiségivéaltozo-sorozatot, amelyek egyiitt hatarozzak

meg, mi fog torténni. Ez a kovetkez&képpen zajlik:

Co = (Xo,eo,k)’ 1 <k< XO;

CnH(Xn’mj,On’mj’k), n=1,..., 1<m; <X, 1<j<n, lﬁkﬁXn’mj,

J=lm;_p°

ahol X nm, arrdl dont, hogy hany kisebb részre vagjuk szét az adott szakaszt, mig 6

n,mj,k

azt szabalyozza, hogy az egyes részekbdl mennyi maradjon vissza. Ekkor a triadikus
CANTOR-halmaz esetében X, ,, =3és80,, , = (1,0, 1) determinisztikusan.
m; mj,

4.5.2. Allitas.
log [TE[X,,, ]
dim, C = dim, C = dim, C = A
" ? T —log[]ElS,,, ]
|
] ] ] ]
| ] ] ] ] | ] | ] | ] | ]
| N | | N | | N | | N | | N | | W | | W | | N |

10. dbra. CANTOR-halmaz els6 hat iteracidja'’

4.5.3. Megjegyzés. Néhany érdekfeszits tény a CANTOR-halmazrol:

e Szamtanilag pontosan azon [0, 1]-beli valos szamok alkotjak, amelyek ternaris

(harmas szamrendszerben kifejezett) alakja nem hasznalja az 1-es jegyet.

o LEBESGUE-nullmértékii, hiszen A(C) = 1 - 372 2 = 1- 1 () =0

Ennek dacara szamossaga (a kiindulasi intervallummal megegyezden) kontinuum.
o A legelsd példa sehol sem sfirli perfekt (minden pontja torlédaspont) halmazra.

e Sokdimenzi6s analogonja a CANTOR-por, fiiggvénye az drdoglépcss.'©

Bhttps://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_set
16nttps://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_function
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Az angol botanikus, ROBERT BROWN altal 1827-ben felfedezett azon jelenséget,
amikor gdzokban és folyadékokban lebegd (szuszpendalt) paranyi részecskék (pl. virag-
pollen) véletlenszertien ide-oda mozognak (diffizid), matemakailag a WIENER-folyamat
irja le. Alkalmazésa sokrétii: a véletlen bolyongastol kezdve a potencidlelméleten 4t a

martingalokkal bezarélag tulajdonképpen mindenhol el6fordul, még a pénziigyben is.

4.5.4. Példa. A WIENER-folyamat egy id6folytonos sztochasztikus folyamat, vagyis egy
W Qx[0,0) = R fiiggvény, amelyet a lenti négy tulajdonsag karakterizal:

e W, = 0 majdnem biztosan;

e W, majdnem biztosan folytonos #-ben;

o W, —W, LW, V>0, u>0, s<t, fiiggetlen ndvekmények;

o W,— W, ~N@O,t—5), Vt>52>0,
ahol N(0, ¢ — s) a z&érd varhato értékd, t — s variancidjui normalis vagy GAUSS-eloszlas.
4.5.5. Allitas. A WIENER-folyamat grafikonjdra [9]

dimy, gr(W) =dimggr(W) =2 — % =1,5.

05

I L L I I I I L I
01 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 08 09 1
t

11. dbra. WIENER-folyamat'’

Thttps://sites.me.ucsb.edu/ moehlis/APC591/tutorials/tutorial7/node2.html
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5. A nyilthalmaz-feltétel

Bizonyara felmeriilt benniink a kérdés, hogy mi az oka annak, hogy az IFR-ek cimsz6
alatt taglalt fraktalok esetén a harom f6 dimenzid, a HAUSDORFF-, az ASSOUAD- és
a dobozdimenzi6 egybeesik, mig egyéb tipusu fraktaloknal nem. Ezen fejezetben azt
tlizziik ki célul, hogy belétjuk az tgynevezett NYHF-t IFR-ekre [10]. Mostantdl 8 =
{S,,.... Sy} jelolje kontrakciok egy csaladjat, (X, o) pedig legyen teljes metrikus tér.

5.1. Definicio. Jelolje (j,,...j,) € {1,..., N}" a rendezett szam-n-est. Ekkor legyen
C(N) =[[2, {1,....N}ap: N, = {1,...,N} leképezések halmaza a < lexiko-
grafikus rendezéssel felruhdzva. Tovabba ha j € {1,...,N} és f = (j, ..., j,), akkor
JB={j,Jj»---»J,) ajés p konkatenacidja (0sszeflizése). Hasonloképp ha f € C(N),
akkor jf = jp, ... p, ..., valamint ha y szdm-m-es és f§ szdm-n-es vagy C(N )-beli, akkor

yB-t a vart modon allitjuk eld. Végiil a j-edik shiftoperatort o;(f) = jp definialja.

5.2. Definicio. Legyen J véges rendezett szdm-n-esek véges halmaza. Azt mondjuk,

hogy J feszes, ha minden f € C(N)-hez egyetlen y € J 1étezik Ggy, hogy y < f.

5.3. Jelolés. A tovabbiakban a rovidség kedvéérta K j, = A jp(K ) jelolést hasznél-

juk, ahol S;,..;,(K)=§j0...08; (K). Az S, fixpontjat pedig Sjy., jeloli majd.
5.4. Definicio. Egy f: X — X fiiggvény LIPSCHITZ-konstansinak a

Lip f = sup 5(f(§X), F)
x#y (x,y)

mennyiséget hivjuk.

5.5. Definicio. Egy u mérték tartdja supp pu := {A € F . u(A) # 0}, ahol F o-algebra
X-en, valamint tomege M (u) :== u(X).

5.6. Definicio. Jelolje C,(X) a folytonos és korlatos halmazokon korlatos f: X — R
fiiggvények vektorterét, M pedig a korlétos tart6jd, véges tomegli BOREL-regularis mér-
tékek halmazat. Ekkor y € M és ¢ € C, (X)-relegyen u: C) — [0,00) a u(¢) = / ¢du
hozzéarendeléssel definidlva.

Ha f: X — X folytonos és korlatos halmazt korlatosba kiild, akkor legyen f, : M —
Maz fuu(E) = u(f~1(E)), illetve az fyu(¢) = u(pof) hozzarendeléssel értelemezve.
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5.7. Definicio. Ha v € M, akkor legyen (8, p)(v) = 2,]11 p;S;4v. Ekkor
N
(S, p(v)(A) = Z P,-V(Sj_l(A))~
=1

5.8. Allitas. Legyen u,v € M mérték, ahol M! = {u € M : M(u) = 1}. Ekkor
L(u,v) =sup{u(@p)—v($) | ¢: X > R, Lipp <1}

metrika M!-en.

Bizonyitds. Az egyetlen, ami nem nyilvanvald, hogy L(u,v) < oo. Tegyiik fel, hogy
supp u# U supp v C B(a). Ekkor

1(@P) = v(P) = u(¢ — ¢(a) + $(a)) — v(¢ — ¢(a) + ¢(a))
= (9 — ¢(a)) — v(¢ — ¢(a)) < u(R) + v(R) = 2R. u

5.9. Lemma. Igazak az aldbbiak:
(i) (8,p) : M' = M! kontrakcio;
(ii) egyértelmiien létezik (8, p)-ra invaridns M' > y = Z}N:] PSS juH.

Bizonyitds. A masodik azonnal kovetkezik az els6bol.

Tegyiik fel, hogy Lip ¢ < I és legyen r = max, ;. r;. EKkor u,v € Ml-re

N N
(8, P)(1)(@) — (8, P)(V)() = Z(ﬂ,S #())(@) — Z(P,-S #(V)(P)
j=1 j=1

Z

pj(/"(d)OSj) - V(d)on))
=1

~
I

P, (U™ $oS,) = v(r~ poS,))

~.
Il
—_

p;irL(p,v) =rL(u,v),

~
Il
—_

IA
.MZ

98]
98]



mivel Lip(r~'¢poS)) <r - 1.r, < 1. O
5.10. Allitas. A fenti lemmdban szerepldé y mértékre

(i) u = myz, ahol & a n(P) = ky hozzdrendeléssel adott w : C(N) — K leképezés, T
pedig a p(j) = p; dltal indukdlt szorzatmérték C(N )-en;

(ii) supp u = K.

Bizonyitds. A (i1) az (i) folyomanya kiegészitve azzal, hogy k; Jpor = lim, . s; )

Az (i)-hez tekintsiik a fejezet legelején definidlt 6; : C(N) — C(N) operatort. Vila-
gos, hogy mog; = S;ox és r invarians ({5, ... oy}, p)-ra nézve. Ekkor )’ p, S u(7,7) =

2 07y(0,47) = 1y 3 p,(0,47) = 7yt = ||8, p|| az egyértelmiiség miatt. ]
5.11. Jelolés. A fenti lemmaban szerepl6 u mértéket ezentil ||S, p|| = [|S]| jeloli.

5.12. Jelolés. p|, azt a mértéket jelenti, amire y| ,(E) = u(A N E).

5.13. Definici6o. Egy A halmaz x-beli alsé és felsd d dimenzids stirtisége

HY(ANB,(x))

d
a,r

]

Of(A, x) = lim iglf

illetve

HYANB
67(A. x) = lim sup 2 _ /)
r—0 (Zdl’

Ha egyenlGek, akkor a kozos 09(A, x) érték lesz az A halmaz d dimenzids siirlisége.

Hasonl6an egy 4 mérték x-beli also és felsé d dimenzids slirlisége

B.(x
69(. x) = limint # B,
* r—0 adrd
valamint (B.(x)
X
67 (u, x) = lim sup "2,
r—0 ar

Egyenlség esetén a kozos 09(u, x) érték lesz a yu mérték d dimenzids slirlisége.
5.14. Megjegyzés. A fenti képletekben a, olyan normal¢ tényezd, amire
e a,=Lx€eR?: |x|<1}, deZ,
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_ Trep?
U = [@/+1)’
meromorf fliggvény, a I'(n) = (n — 1) ! faktorialis analitikus folytatasa.

d € R, ahol I" az /0°° t*~'e~" dt improprius integral altal definialt

5.15. Definici6. K kompakt halmaz 6nhasonld (8 szerint), ha
e invaridns S-re, azaz S(K) = J;_, S;K = K, és
e HY(K)>0, HY(K,nK,)=0, n#m, dimK =d.

5.16. Definicio. Ha S, € 8 hasonlésagok, Lip S, =r;a LIPSCHITZ-konstansok és

D rf = 1, akkor D-t az § hasonldsagi dimenzidjanak nevezziik. Késébb latni fogjuk,
hogy ez gyakorta egybeesik K HAUSDORFF-dimenzidjaval.

5.17. Allitas. A fenti D egyértelmiien létezik.

N

Bizonyitds. Legyen y(t) = ZFI rz. Ekkor y(0) = N és y(#) | 0, mid6n t — co. O

Mostantdl fogva feltessziik, hogy 1étezik p = {p,,...,px} € (0, )V 1dgy, hogy
Zj.vzl p; = 1.Ha §;-k hasonlosagok (amit innentdl hallgatolag feltesziink), akkor p; = rjl.)

természetes valasztas.
5.18. Allitas. Legyen dimK =d, r, < ...<ry és S -k hasonlésdgok. Ekkor
(i) HP(K) < o0, sigyd < D;

(ii) abbdl, hogy 0 < HY(K) < oo, kovetkezik, hogy K pontosan akkor énhasonlé, ha

d = D.

Bizonyitdas. (i) K = Uj,,...,jp K; . ¢ 2].] _____ jp(diaijlmjp)D = Zjl,...,j,, rﬁ )
rZ(diamK)D = (Z;.Vz1 r;P)’(diam K)® = (diam K)”. Tovéabbi figyeljik meg,
hogy diamK; ; < rf, diam K és r}, diam K — 0, mid6n p — co.

(i) Tegyiik fel, hogy 0 < HY(K) < oo és K oOnhasonld, vagyis HY(K, N K,) =
N N o
0, n # m. Ekkor HY(K) = ijl HY(K)) = ijl erd(K), amibdl er =1,s
ezért D = d.
Most tegyiik fel, hogy 0 < HP(K) < oo. Ekkor H?(K) < Z;V:] H°(K)) =
YL rPHP(K). Mivel ¥, ¢ = 1,igy HP(K) = ¥, HP(K), ahonnan H*(K, N
K,)=0, n#m. [
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5.19. Definicio. S kielégiti a nyilthalmaz-feltételt, ha létezik egy O nemiires nyilt halmaz
ugy, hogy

o Uj\i 5,0 CO;
e SONS,0=0, n#m.
Ime néhany elemi kovetkezmény:
5.20. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy S kielégiti a NYHF-t O-val. Ekkor

(i) 050, >5...20; ,;,D..

wdp

(i) K; ;, CO

Jp Jieedy?
(iii) K,y N Oy =0, (n...n)# (my...m,).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy S(A) C A. Ekkor A D 8(A) D ... D 8”(A) D .... S6t ha

A nem tires €s zart, akkor K C Aés K; , C Ajlep, hiszen legyen a € A. Ekkor

A

k... =lim,_S; ,(a) € A,vagyis K C A. Mindkét oldalra alkalmazva §; ; -t
kapjuk, hogy K; j, € A ) Ezzel megmutattuk (i)-et €s (ii)-t.

A (ii)-hoz tegyiik fel, hogy (n,...n,) # (m,...m,). De Knl...np C Onl...np’ s mivel
O,,.0, Oy, ., =012y 0, _, N0, , = m

5.21. Lemma. Tegyiik fel, hogy 0 < ¢; < ¢, < 00 és 0 < p < co. Legyen {U,} diszjunkt
nyilt halmazok egy csalddja. Tovabbd tegyiik fel, hogy mindegyik U; tartalmaz egy pc,
sugart golyot, és mindegyiket tartalmazza egy pc, sugarii. Ekkor legfeljebb (1+2¢,)"c[™
darab (_]j metszi B ,(0)-1.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Uu,..,U , metszi B,(0)-t. Ekkor mindegyik részhalma-
za B ,,),(0)-nak. A megfeleld pc, sugaru diszjunkt gombok térfogatat dsszegezve azt
kapjuk, hogy

ka,p"ci < a,(1+2¢,)"p",

amit atrendezve adddik a lemma allitasa. OJ

5.22. Lemma. Ha J feszes, akkor O, pdronként diszjunkt halmazok.

36



Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy J feszes és y # f € J. Legyen p a legnagyobb (talan 0)

egész, amire (jy, ..., j,) <y, P Ekkorl€tezik j, ., # k,,, Ggy, hogy (jj, .- Jpipp1) <V
€8 (Jis-evsJp kpyy) < f.-De520. miatt O, C O; ;; €s0;CO;

J1...J,kyy ADONNAN

dpip+
0,N0;C Sjl..-j,,(oj,,+. N Okw) = 0. O
Elérkeztiink az IFR-ekre vonatkoz6 tétel kimondasédhoz és bizonyitasahoz.

5.23. Tétel. Tegyiik fel, hogy 8 kielégiti a NYHF-t. Ekkor

(i) létezik Ay, A, uigy, hogy

0< 4, <0P(K,x) <0*P°(K,x) <1 <00, Vx€K;

(ii) 0 < HP(K) < oo, vagyis K onhasonlé és dim K = D;
(iii) ISl = HP(K)"'HP|.

Bizonyitas. Legyen O a NYHF miatt 1étez6 nyilt halmaz és u = ||S]|. E16szor azt 1atjuk
be, hogy léteznek «, k, konstansok ugy, hogy

0<k < Gf(,u,x) <0 P(u,x) < K, < o0, VxeK.
Vegyiik észre, hogy

_..D D -1
uK, oz (K y=re ST K )

Jp Jrseewdp Tl P

D

e . . D o D. . D
=1 rjp,u(K) et

iy’

Legyenx =x; ; , C B,(x). Ekkor r; -

T diam K > pr,, ahol feltehet6, hogy r; = min{r; : 1 < j < N}. Ebbdl

és vélasszuk a legkisebb p-t, amire K i

D . .D
M(Bp(x))>/‘(Kjl ..... ,~,,>>",~1 ety r?

app? T app? T app? T ap(diam K)P’

ahonnan 9°(u, x) > rPa;'(diam K)=?, Vx € K.

Most megmutatjuk, hogy 0*P(u, x) egyenletesen korlatos minden x € K-ra. Tegyiik fel,
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hogy O tartalmaz ¢, sugart golyot és tartalmazza egy ¢, sugara. Minden j, ..., j, ... €
C(N)-hez valasszuk a legkisebb g-t, amire rip <r; -...- i < p. Legyen J az igy vélo-
gatott (jy, ..., j,)-k halmaza. Vegyiik €szre, hogy J feszes. Ekkor az 5.22. Lemma miatt
{0; . j, (jis--+»J,) € J} diszjunkt nyilt halmazokbdl &ll. S6t mindegyik tartalmaz
Fj et G sugaru golyot, tehat r, pc, sugarut is, valamint mindegyiket tartalmazza egy

r.

ji el sugaru, tehat egy pc, sugart is. Az 5.21. Lemma miatt az 9] . jq—kb(’)l legfel-

jebb (1 + 2¢,)"(ryc;)™" darab metszi B (x)-et, igy legfeljebb ugyanennyi K, Ji metszi.
Tovabba tudjuk, hogy supp u; ; = K; _; és
w= Y i,
(seesdg)€J
Veégil M(u;, ;) =r)-...-r) < pP, ahonnan

u(B,(x)) < (1 + 2¢,)" . pP _ (1+2¢c,)"
Tep

D = non D
app ric app apr

amibdl 0*P (u, x) < (1 + 2¢,)"(aprc)™".

(ii) egyszeriien kovetkezik abbdl, hogy ha u € M és 0 < u(K) < oo, akkor 8*(u, x) >
A, Vx € K-raimplikalja, hogy HY(K) < A~'u(K) és 6*4(u,x) < A, Vx € K-ra imp-
likdlja, hogy HY(K) > 279A~'u(K). Valdban, hiszen a képletbdl uB, (x;) = /ladr;j,
ahonnan p(K) > da, ¥, r, illetve HY(K) <243 r¢. A mésik ugyanigy adédik.

(iii) pedig onnan, hogy mivel K énhasonl6 és H?(K, N K,)) =0, n # m, ezért
N N
HPlo =Y HPl =Y rPS,(H"| ).
j=1 j=1
Hat = HP(K)"'HP|, akkor 7 = ¥ rPS,(r) és M(r) = 1. Az egyértelmiiség
miatt 7 = .

Most mér tudjuk, hogy 8°(K, x) = 0°(HP|, x) = HP(K)™'0”(u, x), hasonléan 6*P-
re. Ezzel belattuk (i)-t is, és a bizonyitas végére értiink. ]
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6. Kitekintés

,,] have ideas and reasons,
Know theories in all their parts,
And never reach the heart.”
— FERNANDO PESSOA
A rendeldben tett 1atogatas sordn az orvos feljegyzi a paciensek vérnyomasat és pul-
zusat. A Harvard Egyetem egyik professzora, ARY GOLDBERGER szerint figyelembe kel-
lene venni az EKG-gorbe mint fraktal dimenzidjat is. Meghokkentd kutatasi eredményei
arrdl tandskodnak, hogy a fraktalgeometria dont6 szerephez juthat a kiilonféle szivbe-
tegségek, az epilepszia és a PARKINSON-kor elleni kiizdelemben. Még a legegyszeriibb
nemlineéris rendszerek is konnyedén okozhatnak kaotikus viselkedést, és az érrendszert
szabalyoz6 mechanizmus nem igazan mondhat6 egyszerlinek. S6t inkabb ,hihetetleniil
bonyolult, éppen ezért az egészséges sziv ritmusa multifraktal. Ez merSben ellentétes
a szinuszos kozfelfogissal” — vallja GOLDBERGER. A tulzott szivverés viszont utalhat
atrialis fibrillaciora, mig a sima szinuszoid alakt pangasos szivelégtelenség jele lehet.
GOLDBERGER és csapata olyan mddszereket fejlesztett ki a kardioldgusok szama-
ra, amelyek megkonnyithetik a helyes diagndzis felallitasat. Az egyik ilyen metddus, a
DFA az alaptendenciitol valo atlagos eltérést (fluktuiciot) méri, és segitségével sikeriilt
fényt deriteniiik arra, hogy betegség vagy oregedés hatisara a szivritmus komplexitasa
csokken. Egy mésik monitorozasi technikaval azt demonstraltak, hogy ugyanezen hata-
sok a rendszer entropidjat is befolyasoljak, és informécidvesztéssel jarnak. ,,Még hosszi
ut all elottiink a célig, az orvosok nincsenek hozzaszokva a fraktalokhoz, noha naponta
foglalkoznak veliik.” [11]
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