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0. fejezet

Bevezetés

A szdmelmélet a gorogokig visszamend aga a matematikdnak, viszont egésszen Gaussig az allitasokat kiilonallonak
gondoltak. Gauss Disquisitiones cimili konyve Osszefoglalta a szamelmélet szamos eredményét, ami sok neves ma-
tematikust inspiralt kés6biekben, mint E.Kummer, L.Dirichlet és R.Dedekind. Az algebrai szamelmélet els6 nagy
felfedezését Dirichlet-nek koszonhetjiik, aki belatta az els6 osztalyszam formuldt. A 20. szdzad elején kutatott a
téméaban Hilbert, akinek koszonhetiink sok osztalytestelméleti tételt. A teriilet magaba foglalja az elliptikus gorbék
és modularis formak kozti kapcsolat tanulmanyozasat, ami segitségre volt A.Wilesnak, aki bebizonyitotta a Nagy
Fermat sejtést. A szdzad mésodik felében kutatott K.Iwasawa, akinek az elmélete a modulusok elméletével probalja
megmagyarazni a testb&vitések lancanak tulajdonsagat.

A szakdolgozat soran belatast adok a p-adikus szamok folotti testb6vitések tulajdonsagédra és az Iwasawa Fésejté-
sére. A dolgozat Washington [6] konyvét koveti.

Az 1. fejezetben a dolgozathoz sziikséges definicidkat sorolom fel. A 2. fejezetben korosztasi bévitésekrél szol és
végiill megemlitem, hogy mekkora hatvanyon oszthatja a p prim az osztalyszamot. A 3. fejezetben az Iwasawa-
elmélethez sziikséges moduluselméletet ismertetem és belatjuk a A-modulusok struktiara tételét. A 4. fejezetben
a 2. fejezetben emlitett tétel altalanositasat latjuk be gy, hogy nem tessziik fel, hogy kérosztasi bévitésiink van.
Az 5. fejezetben szamos kévetkezményét bizonyitom be a 4. fejezet tételének. A 6. fejezetben emlitésre kertil az
Iwasawa Fésejtés és a hozzatartozd Mazur-Wiles tétel, amit feliiletesen be is 14t a dolgozat.



1. fejezet

Alapozas

1.1. Dirichlet karakterek

1.1.1. Definicié. x-t Dirichlet karakternek hivjuk, ha egy multiplikativ homomorfizmus és y : (Z/nZ)* — C*.

Ha n|m akkor x indukél egy (Z/mZ)* — C* homomorfizmust gy, hogy komponaljuk a (Z/mZ) — (Z/nZ)
természetes leképzéssel. Ezért amikor y-rol beszéliink akkor érdemes a minimélis n-r6l beszélni, hiszen ugyanazt a
leképzést indukaljék.

Példak

1. Legyen x : (Z/8Z)* — C* ugy hogy x(1) = 1,x(3) = =1,x(5) = 1,x(7) = —1. Mivel x(a + 4) = x(a) elég
lenne mod 4 definialni.

2. x:(Z/6Z)* — C* 1gy, hogy x(1) =1, x(5) = —1. Ekkor definidlhatnénk x : (Z/3Z)* — C* x(1) = 1,x(2) =
—1.

1.1.2. Definicié. Egy Dirichlet karaktert parosnak hivunk, ha y(—1) = 1. Egy Dirichlet karaktert paratlannak
hivunk, ha x(-1) = -1

1.2. L-fiiggvények

1.2.1. Definicié. Legyen x egy dirichlet karakter. Ekkor

L(s,x) = Z XT(;L), Re(s) > 1,

a x atlal indukélt L-fiiggvény.

Vegyiik észre, hogy ha y = 1 akkor megkapjuk a Riemann zeta fiiggvényt. Ahogyan a Riemann zeta fliggvényrél
ugy az L-figgvényekrdl is tudjuk, hogy analitikusan folythathaté kivéve s = 1-ben amikor y = 1.

1.2.2. Definicié. Bernulli szamoknak hivjuk a kévetkez6 hatvanysor egyiitthatéit

ahol B,, az n-ik Bernulli szam.
A Bernulli szimokat altalanosithatjuk tugy, hogy
/ x(a)te® > B tm

elt —1

a=1 n=0
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ahol f a minimalis szdm, ami indukéalja x-t.
Misik altalanositdsa a Bernulli polinomok, ahol B, (X)-t tgy definidljuk, hogy

tEXt > tn
et_l :Z:lBTL(X) |

1.3. p-adikus Szamok
Ebben a szekcidéban egyetlen egy allitdst sem bizonyitunk, a bizonyitéds itt olvashaté [4].
1.3.1. Definicié. Legyen |.| : K — R>¢ egy abszolatérték K-n, ami kielégiti a kévetkezOket
1. |z| = 0 akkor és csak akkor, ha x =0
2. |zy| = |zlly|
3. [z +yl < fa| + |yl
1. Ja -+ y| < max{Jal, lyl}.
Az utolsét nem-Arkimédeszi tulajdonsdgnak hivjuk.

1.3.2. Definicié. Egy metrikus teret, amit egy nem-Arkhemédeszi abszolat érték indukalt, ultrametrikus térnek
hivjuk.

1.3.3. Lemma. Legyen K egy ultrametrikus tér. Ha |x| # |y| akkor |x + y| =maz{|x|, |y|}

1.3.4. Definicié. A p-adikus kiértékelés Q-n gy definidljuk, hogy v, : Q — Z U {oo}. Legyen = € Q ahol z # 0.
Ha z € Z, akkor v,(x) legyen olyan, hogy

x=p»@®g'  ahol pta'.

Minden z € Q-ra, ahol x = §,a,b € Z
vp(x) = vp(a) — vp(b).

Végiil v,(0) = oo.

1.3.5. Lemma. A kovetkezd dllitisok igazak minden x,y € Q :
1. vp(ay) = vp(x) + vp(y)
2. vp(z +y) = minfvp(z), vp(y)}-

1.3.6. Definicié. Legyen a p-adikus abszolat érték gy definidlva, hogy

2], = p= U@ if x £ 0
P 0, x=0.

1.3.7. Allitas. A p-adikus abszolit érték nem-Arkimédeszi abszolit érték Q-n.

1.3.8. Definicié. Legyen Q, a p-adikus szdmok teste, amit ugy kapunk, hogy Q-t teljessé tessziik a p-adikus
abszolut értékre.

1.3.9. Definicié. Legyen Z, a p-adikus egészek gytiriije és

Zp ={x € Qpl|z[, < 1}.

6 Fejezet 1 Palffy Patrik Daniel
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1.4. Inverz Limesz

1.4.1. Definicié. Legyen I egy rendezett halmaz gy, hogy minden i, j € I-re 1étezik egy k € I, hogy i < k,j < k.
Minden ¢ € I-re legyen A; egy halmaz és tegyiik fel, hogy ha ¢ < j akkor létezik egy leképzés ¢;; : A; — A;, hogy
@i =id és @jrPi; = dir, ha © < j < k. Ezt egy inverz rendszernek nevezziik.

Legyen A =[] 4; és definidljuk az inverz limeszt, hogy

@Al = {( ey Ay . ) € A\¢k](ak) = ay, ha] < k}
A A — A, projekcié indukal egy leképzést ¢; : yLnAi — A;.
Példak:

1. Legyen I a pozitiv egészek, A; = Z/p'Z, ¢j; : a mod p’ — a mod p’. Ekkor @Z/piZ =Z,. A ¢; leképzés az
a leképzés, ami a p-adikus szam els6 ¢ tagjat nézi.

2. Legyen I rendezett egészek ugy, hogy m < n, ha m|n. Létezik egy természetes leképzés Z/nZ — Z/mZ.
Legyen Z = @Z/ nZ. A kinai maradék tételbdl kovezkezik, hogy Z ~ [] F,.

p prim

Azok, akik jobban érdeklédnek az inverz limesz irdnt itt olvashatnak réla tobbet [5].

1.5. Elagazaselmélet

1.5.1. Definicié. Legyen R egy gyiirti. R prim gy{ir{, ha minden A,B<<R AB=0 <= A =0 vagy B=0.
Az I < R idealt prim idedlnak hivjuk, ha R/I prim gyfirti.

1.5.2. Definicié. Legyen A egy Dedekind gytrii és K a tortek teste A felett. Legyen B az algebrai egészek A-nak
L £616tt, ahol L egy véges szeparabilis bévitése K-nak. Ekkor a prim idedl p felbomlik B-ben

pB:mil Zg, e; > 1.

Ha barmely i-re e; > 1 akkor a p prim eldgazik B-ben, kiilénben azt mondjuk, hogy nem agazik el. Az e; szamot
az eldgazas szdmanak hivjuk. Azt mondjuk, hogy P osztja p-t (Bp), ha P megjelenik a felbontasban. Az eldgazds
szamét e(P/p)-vel is jeloljiik és f(P/p) a mellékosztalyok foka (a [B/P : A/p] testbévités rendje). Hae; = f; =1
minden ¢-re akkor azt mondjuk, hogy p bomlik L-ben.

1.5.3. Lemma. Legyen P egy prim idedlja B-nek, ami osztja p-t <= p =L N K.
1.5.4. Tétel. Legyen m a L/K bovités rendje és P1,..., By a primek, amik osztjdk p-t. Ekkor

g
Z eifi = m.
i=1
Ha L/K Galois akkor az eldgazds szdmok és mellégosztdlyok rendjei is egyenléek ekkor
efg=m.
1.5.5. Definicié. Egy k test tokéletes, ha minden véges bovitése szeparabilis.
1.5.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy p teljesen eldgazik B f6lott, ha
pB =p"
alaku.

1.5.7. Definicié. Legyen R egy gytrd, azt mondjuk, hogy R lokalis, ha R-nek egy darab maximalis bal idealja
van.

1.5.8. Definicié. Legyen R egy lokélis gylirti és M a maximélis bal idedlja. Ekkor R/M testet a maradéktestnek
nevezik.

Fejezet 1 Palffy Patrik Daniel 7
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1.5.9. Definicié. Legyen L egy véges Galois bévitése K-nak és tegyiik fel, hogy a maradékteste k tokéletes. Legyen
IT egy prim L-ben (p = (II)). A definidljuk a kévetkez6 részcsoport sorozatot G D Gy D G1 D ... Ugy, hogy

0 €G; < |oa—a| < ||", minden a € B.

A G csoportot inercia csoportnak hivjuk, a G csoportot az eldgazés csoportnak, a G; ¢ > 1 csoportokat a magasabb
elagazas csoportoknak.

1.5.10. Lemma. A G; csoportok normdl részcsoportok G-ben és G; stabilizdldodik.
1.5.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy L/K nem dgazik el, ha minden prim K-ban nem dgazik el.

A lemmék bizonyatdsai megtaldlhatbak a [2] jegyzetben.

1.6. Osztalytestelmélet

1.6.1. Definicié. Legyen I a tortidedlok csoportja K-ban és legyen i : K* — I egy leképezés, ami a € K*-t
elkiildi egy féidedlban. Ekkor C' = I/i(K*)-t K osztaly csoportjanak hivjuk. A H < C részcsoport megfelel egy
i(K*) D H < I részcsoporttal.

1.6.2. Definicié. Legyen H egy részcsoportja C' osztaly csoportnak K folott. Legyen L egy véges nem eldgazo
Abel bévitése K-nak, azt mondjuk, hogy az osztdlyteste H-nak, ha minden p prim idedl az algebrai egészekben
bomlik L-ben akkor és csak akkor, ha p € H.

1.6.3. Definicié. Legyen I a tortidedlok csoportja és i(K ™) a tort f6idedlok csoportja. Ekkor [I : i(K*)] = h
véges és K osztaly szaméanak hivjuk.

1.6.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy szamtest teljesen valds, ha minden C-be mend beigyazasa R beli. Ha-
sonléan egy szamtest teljesen képzestes, ha egyetlen egy C bedgyazasa sem R beli.

1.6.5. Definicié. Egy szdmtestet CM-testnek (komplex szorzés testnek) hivunk, ha teljesek képzetes és egy teljesen
valds testnek a masod foku bovitése.

Az érdeklods olvasi Milne "Class Field Theory" kényvében olvashatnak jobban utédna a témanak. [3]

8 Fejezet 1 Palffy Patrik Daniel



2. fejezet

Korosztasi bovitések

2.1. Csoportgytriik és hatvanysorok

Legyen O az algebrai egészek gyfiriije egy véges bévitésének Qp-nek. Legyen p a maximalis idedlja O-nak és 7 a
generatora p-nek. Legyen I' egy multiplikativ csoport, ami izomorf Z,-vel és v ennek a generdtora. Mivel Z, zart
részcsoportjai p"Z, alakuak, ezért I' zart részcsoportjai I'?" alaktak. Legyen I'), = 'y/’y”n, ez ciklikus és p™ rendfi.
Vegyiik a O[I'},] csoportgylirtit. Ha m > n > 0 akkor létezik egy természetes leképzés ¢, : O[] — O[], amit
a T, — T, leképzés indukdl. Ha vessziik az inverze limeszét O[I',]-nak a ¢, , lekézések mellett akkor a O[[I']]
csoportgyurijét kapjuk I'-nak. Vilagos, hogy

Ol ~O/(1+T)P" —1),

ahol az izomorfizmus
v mod I'?" 1+ T mod((1+T)"" —1).

Ezért elég a polinom gytiriit vizsgalnunk, hogy meg értsiik O[[T']]-t, hiszen

OlIL] =~ Lim O[T]/(1 + T — 1).

2.1.1. Tétel. O[] = O[[T]], ahol v — 1+ T indukdlja az izomorfizmust.
A tétel bizonyitdsahoz sziikségink lesz méas eredményekhez, amit nézziink meg elGtte.

2.1.2. Allitas. Legyen f,g € O[[T)]] és tegyiik fel, hogy f = ag + a1T + ..., ahol a; € p minden 0 < i <n—1 és
an € O, Ekkor egyértelmii g maradékos osztdsa f-el, azaz

g=qf+r,
ahol g € O[[T)] és r € O[T] legfeljebb n — 1 foki polinom.

Bizonyitds. Elsének lassuk be a fliggetlenséget, amihez elég qf + r = 0 egyenletet nézni. Ha q,r # 0 feltehetjiik,
hogy 7 t r vagy m 1 ¢. Tudjuk, hogy 7|r és 7|fq mod 7. Mivel p egy maximélis idedl és a,, € O, ezért nem lehet
p-ben a,,, hiszen akkor p trividlisan az egész gylirli lenne. Ezzel ellenmondasra jutottunk.

Definidljuk az 7 operdtort 7 = 7, : O[[T]] — O][T]] ugy, hogy

oo ) (oo} )
T (Z biT’> => uTm
i=0 i=n
Ezzel T egy fajta "shift operator". Vilagos, hogy 7 O-linearis és teljesiti a kovetkezoket
1. 7(T"h(T)) = h(T) minden h(T) € O[[T]],
2. 7(h(T)) =0 <= h(T) € O[T] és a foka kisebb mint n.
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Ekkor
f(I)==P(T)+T"U(T),

ahol P(T) legfeljebb n — 1 fokd és U(T') = ap + ant1T +--- = 7(f(T)). Mivel a,, € O, U(T') egy egység elem a
hatvanysor gyfirtiben. Legyen
1 & - P\’
T)=—— S (=1Yn (10> .
o) = gy LW (rog7) oro
Itt a (X o Y)¥ jelolés ezt jelenti, hogy
(XoY)20Z=XY(X(Y(2)))).

Lehetséges, hogy minden tag hozzaadodik egy ¢;-hez, viszon 7 tagok miatt konvergalni fognak. Tehét ¢(T) egy jol
definiat hatvanysor O[[T]]-ben. Mivel
qf =mqP +1T"qU,

ezért
7(qf) = 71(qP) + 7(T"qU) = w7(qP) + qU,

viszont ez csak eltolja igy
m7(qP) = 7(9) — qU.

Ebbél mar kovezkezik, hogy
m(af) =7(9)
és a masodik pontbdl megkaptuk, hogy g = qf 4+ r, ahol r legfeljebb n — 1 foku. O

2.1.3. Definicié. P(T)e O[T] polinomot megkiilonboztetettnek hivjuk, ha
P(T)=T"+a, 1T" ' +--- 4+ ag,ahol a; € p.

2.1.4. Tétel. (p-adikus Weierstrass Elékészitési Tétel)
F(T) =) aT" € O[T]],
=0

Tegyiik fel, hogy létezik egy n, amire a; € p,0<i<n — 1,de a, ¢ p. Ekkor f egyértelmien irhaté f(T)=P(T)U(T)
alakban, ahol U(T)e O[[T]] egység eleme és P(T) egy megkiilonboztetett n-ed rendd polinom.
Méqg dltaldnosabban ha f(T)e O[[T]] nem nulla, akkor egyértelmden irhato

f(T) == P(T)U(T)
P és U, ahogy fent definidltuk és p egy nemnegativ egész.

Bizonyitds. A mésodik verzié konnyen megkaphaté az els6bol, ha kiemeljiik a legnagyobb egyiitthatén a -t f(7T)-
bél. Legyen g(T') = T™ ekkor
T =q(T)f(T)+r(T), aholdegr <n-—1.

Mivel
q D) f(T)=q(T)(a,T" +...) mod =

megkaptuk, hogy 7(T) = 0 mod 7.Ezért P(T) = T™ — r(T) egy n-ed fokd megkiilonboztetett polinom. Legyen gq
a konstans tagja q(T)-nek. Mivel 1 = gpa,, mod =, ezért go € OF, tehédt q(T) egy egység. Legyen U(T) = 1/q(T),
ekkor f(T) = P(T)U(T). Mivel minden megkilénboztetett polinom felirhaté P(T) = T™ — r(T') alakban, ezért
kész vagyunk. Hiszen

" =U(T) "' f(T) +1r(T)
egyértelmiien meghatarozza U(T)-t és r(T')-t az el6z6 lemma miatt. O

2.1.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy P(T) € O[T egy megkiilonboztett polinom és legyen g(T) € O[T tetszdleges. Ha
g(T)/P(T) € O|[T]] akkor g(T)/P(T) € O[T].

10 Fejezet 2 Palffy Patrik Daniel
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy g(T') = f(T)P(T) valamilyen f(T') € O[[T]]. Legyen & € C, egy gyoke P(T)-nek.
Ekkor

0 = P(x) = 2™ + (tobbszorése m-nek),
tehét x| < 1, tehat f(x) konvergdl és g(x) = 0. Ha osztjuk T — x-el és sziikségszeriien nagyobb gyfiriiben vizsgéljuk,
akkor ez eléz6 1épések ismétlésével azt kapjuk, hogy P(T')|g(T) mint polinom, ezért O[T beli. O

Most térjiink vissza a tétel bizonyitasdhoz. Elgéséges belatni, hogy
O[[T]] = lim O[T]/(1 + T)"" —1).
Vegyiik észre, hogy P,(T) = (1+T)?" — 1 egy megkiilénboztett polinom, sét (m,T) D (p,T) egy maximalis idedlja
O[T]-nek. Vilagos, hogy Py € (p,T), ezért
P, n+1 (T)
Po(T)

indukciébol kévetkezik, hogy P, (T) € (p, T)™. 2.1.2}es 4llitas miatt létezik egy természetes leképzés O[[T]]-bol O[T]
mod P, (7T)-be minden n-re. Nevezetesen f(T) — fn(T), ahol f(T) = ¢.(T)Pn(T) + f.(T), ahol degf,, < p™. Ha
m >n > 0, akkor

=(1+ T)p"(pfl) +(1+ T)p"(p%) +.-4+1€(p,T)

JlT) = Fu(T) - (qn - ?qm) P

A lemma szerint f,, = f, mod P,, ezért

Ez meghatdrozza a leképzésiinket a hatvinysor gylir(ibél az inverz limeszbe. Ha f,, = 0 minden n-re akkor P,|f
minden n-re, ezért f € (o, (p, )" = 0, tehdt injektiv a leképzés.

Most lassuk be a sziirjektivitdst. Tegytiik fel, hogy (fo, f1,...) egy eleme az inversz limesznek. Ekkor minden
m >n > 0ra f, = f, mod Py, ezért mod (p,T)" ! is. Igy a konstansok kongurensek mod p"*!, a linedris tagok
kongurensek mod p™ és {gy tovabb. Ekkor az egyiitthatok egy Cauchy sorozatot alkotnak. Legyen f =limf,(T) €
O[[T]]- Meg kell mutatnunk, hogy f +— (fo, f1,...). Ham >n > 0 akkor f, — fr. = Gm,n Py valamilyen ¢, , € O[T].
Engedjiik m-t a végtelenbe ekkor

fm B fn _ f - fn

dm,n )
Pn P7L
mivel g, € O[T, ezért a hatarértéknek O[[T]]-ben van és

f = (Pn)(hmem,n) + fn

igy,]e}_> (f()’fla"')'

2.2. p-adikus L-fiiggvények és alkalmazasaik

Ebben a fejezetben ezeket a jel6léseket hasznaljuk, ha mashogy nincsen jelezve. ¢ =p ha p # 2 és ¢ =4 ha p = 2.

Legyen g, = gp"d, ahol (d,p) =1 és K;, = Q((y,) s Koo = U,,50 Q((q,.)- Ekkor K, = K ((gpn) és Koo = Ko(Cgpe<)
és
Gal(Ko/Q) ~ A x T,

ahol
A =Gal(Ky/Q) és T = Gal(Ks/Ko) ~Zyp.

2.2.1. Definicié. Nevezzik &,-nek a kovetkezo kifejezést

ahol v, (a) € Ty, és d(a) € A, Legyen n,, a kovetkezd

o= (1= (L4 q0)7(1 4 00) ) = = Y ({)} -+ cm){q“n}) 5(a) " 90 (@) (14 00) .

a
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2.2.2. Definicié. Legyen 6 egy paros karakter és 8* = wf~! egy paratlan karakter. Legyen
. 6*(6)6
€0 =11 ZseA (9)
idempotens 6*-ra. Ekkor eg«&,, = &,(0)eg~ és 9«1y, = N (6)ep+, ahol
z——Zaew Ynla)™t € Kp[T,]

és

m(®) = (1= (a0t 6,0 = 5 (@ + o 2} = {20 )o@l 1) € OulE)
2.2.3. Tétel. Legyen x = 04 egy pdros Dirichlet karakter és Cy = (14 qo) ™t = x(1 + qo)~*. Ekkor
Ly(s,x) = f(Cp(1 4 q0)° —1,0)
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy ha |s| < qpi;f11 akkor
A+ o) — 1] = s 4w — 1 <1
és mivel (y p-hatvany rendd, ezért |(y(1 + go)® — 1| < 1. Igy a jobb oldal konvergal és analitikus fiiggvény s-n.
Ezért elég csak a s = 1 —m helyeken vizsgélni, ahol m egy egész. Legyen i(a) = log, < a > /log,(1 + qo), ahol

< a >=w(a)"'a. Legyen v, T, egy eleme. Mivel ~,,(1+qo) megfelel 1+ T-nek, ezért v, (a) = v, (1 +qo)"* megfelel
(1+T7)"® mod (1 +T)?" — 1-nek. Létezik olyan hatvinysor g € O[[T]], hogy

9(T,0) = Z ((1 + QO){(%} - {(l—l—qo)a}) X 0w~ a) (1 +T) "D~ mod (1+T)P" —1.

0<a<qgn In
(a,q0)=1

Legyen (1 + qo)a = a1 + asqy, ahol 0 < ay < q,. Ekkor i(a) + 1 =i((1 + q1)a) = i(a1) mod p" és

Zagﬂw (a1)(1 +T)"*) mod (14 T)"" —1.

Ha m egy pozitiv egész és n elég nagy akkor

9(Cyp(1+g0)' ™™ —1,0) Zaz&u (a1) (¢ (1 + g0)™ 1)) mod gy,

mivel

(L+T)P" = 1= (Cu(l+g0)' ™) —1
= (14 ¢qo)* ™" —1=0mod q,.

De C;i(al) =y(1+ qo)i(al) =(a1) és (1 + qo)i(al) —< a1 >, ezért
Q(Cw(l =+ QO)lfm -1,0)= Zazé)w*l(al)w(al) <ai >m=1

= Zazxw (a1)al” =1 mod qn-

Ha n olyan nagy, hogy fy|gn akkor xw™™((1+ go)a) = xw™™(a1). Azonban

((1+qo)a)™ = al* + ma}" ' gnaz mod gy,

12 Fejezet 2 Palffy Patrik Daniel
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szoval

xw~ ™1+ q0)(1+ go)™ Z xw "(a)a™ = Z xw~ "(a1)alt + mqy Z asxw ™ ™ (ar)a "t mod ¢>.
a a1

az

Azonban xw™"(1 + qo) = x(1 + qo). Azt kapjuk, hogy

9(Cy(1+ o) ™™~ 1,0) =

= (@)™ o) — D lim on Dy @a”
0<a<qn
(asQn)zl

—h(Cp(1+qo)' ™™ —1) L lim 1 wafm(a)am.

A kovetkezd lemma befejezi a bizonyitast.

2.2.4. Lemma.

Bizonyitds. Emlékezziink a Bernulli fliggvényekre

Bn(X)=)_ (T) B;X™™% ahol B; az i-dik Bernulli szam,

Mivel

Xwim(Qn 7.7.)((171 7j)m71 = *Xwim(j)jmil mod dn-

igy ha parositjuk az elemeket azt kapjuk, hogy

Z)(o.)_m(j)jm_1 =0 mod gy,
J

Igy azt kaptuk, hogy

& .
By yomm = lim q?;xw ()7
=

tehat

—m m— : 1 —m .\ m : 1 S —my, ; Am
(1= xw ™ ()P ") B oo = lim — Y~ xw ™" (j);™ — lim o > xw "™ (pd) (ph)

j=1
1 ) 1 & N
=lim— > xw G =lim— Y xw ()™
n j=14n In j=1
ptj (J,90)=1

Ezzel a lemmat és a tételt is belattuk.
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2.2.5. Lemma. Ha 0 =1 akkor 3g(T,0) egység Z,|[[T]]-ben.
Bizonyitds. Az[2.2.3] tétel alapjan

mod Z,,

SRR

14
f(0,1) = —By 1 = 4 ;w Ya)a =
nfa
mivel w(a) = a mod ¢. Azonban
h(0,1) = —¢g ahol h asszimptotikus lim ,,-hoz.
Valamint

g(T,0)
h(T,9)’

f(Ta 0) =

ha az olvasét tobb részlet érdekel f, g, h-r6l akkor megtaldlhatja a Whasington konyv [6] 123 oldaldn. Ezért

1 1 —q q
— 1)=-— 1 1) = — Y/

Igy azt kaptuk, hogy %g(O, 1) # 0 mod p, tehat a konstans része %g—nek egy egység.

O

A kovetkezo harom tételt a dolgozatban nem bizonyitjuk, de az érdeklodd olvasé megtalalja a Whasington konyv

[6] 126 és 131 oldalan.

2.2.6. Tétel. Legyen (d,p)=1, q, = qdp™ és h,, = h™(Q((,,)). Tegyik fel, hogy d # 2(mod4), ekkor

h, 1
o= H H §f(§ —1,0) x (p-adikus egység)
ho 9751 CP”:l

folao ~¢#1

6 pdros

2.2.7. Tétel. Legyen p~ egy p hatdvny, ami osztja h., -t (ldsd 7.13). Ekkor léteznek X, u, v n-tél fiiggetlen szamok,

amikre teljestil, hogy A > 0,u > 0, ekkor
e, =An+up" +v

minden n-re.

2.2.8. Tétel. Legyen K egy Abel bévitése Q, legyen p egy prim és Koo /K egy korosztasi Z,bdvitése K-nak, ekkor

n=0.

Beldtjuk, hogy minden szdmtestnek létezik legaldbb egy darab Z,-b&vitése.

Legyen B,, egy kiilonb6z6 résztestei Q((gpn)-nek, amik p™ rendd ciklikusak Q felett. Nézzik a (Z/qp"Z)* ~
(Z/qZ)* x (ciklikus p™-ed rendl) izomorfizmust és vegyiik B,,-t (Z/qZ)* fix testének. Ekkor Q = By és B, /Q egy
Z,-bévités. Legyen K egy tetszOleges szdmtest és Ko, = KBo,. Azt allitjuk, hogy Ko /K is egy Z,-bbvités. Legyen
B. = K N Bo. Ekkor a Galois csoportja K, /K-nak izomorf B, /B, N K Galois csoportjaval, ami p°Z, ~ Z,. Ek-
kor Ko /K-t K-nak a korosztasi Z,-b&vitésének hivjuk. Ha K tartalmazza Q((,)-t akkor elég a p egységgyokoket

hozzévenni K-hoz.
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3. fejezet

Iwasawa-elmélet alapozas

3.1. Sziikséges allitasok a Z,-bovitésekrol

3.1.1. Allitas. Legyen Ko /K egy Z,-bbvités. Ekkor minden n > 0 létezik egyértelmden egy K, p" rendi test K
folott. K,, és Ko az egyetlen testek, K és Ko, kozott.

Bizonyitds. Minden koztes testhez tartozik egy részcsoportja Z,-nek. Legyen ez S#0 zart részcsoport és legyen
x € S ugy, hogy v,(x) minimalis. Ekkor xZ, igy zZ, is része S-nek, x valasztdsabdl adddik, hogy S=xZ,=p"Z,
valamely n-re. O

3.1.2. Allitas. Legyen Ko /K egy Z,-bévités és legyen [ egy primje (esetleg arkhimédeszi) K-nak, ami nem helyez-
kedik p folott. Ekkor Ko /K nem dgazik el l-ben, azaz Z,-bbvitések csakis p-ben dgaznak el.

Bizonyitds. Legyen I C Gal(K/K) ~ Z, az inercia csoportja I-nek, mivel I zért igy, vagy I=0 vagy I=p"Zy,
minden n-re. Ha /=0 akkor kész vagyunk. Tegyiik fel, hogy I=p"Z,, s6t legyen végtelen is. I-nek a rendje 1-nek
vagy 2-nek kell legyen végtelen primekre, igy feltehetd, hogy [ nem arkhemédeszi. Teljes indukciéval valasszunk egy
I,, helyét K,-nek, ami [,,_; felett helyezkedik el és [p=I[. Legyen K, a teljesététele K,-nek és legyen Koo UK
Ekkor

I C Gal(K/K).

Legyen U egy egysége K-nak. A lokélis osztélytestelmélet szerint létezik egy folytonos sziirjektiv homomorfizmus
U—Ip"Zy,.
Viszont
U ~ (véges csoport) x Z, a€Z,

ahol 1 egy racionalis prim, ami oszthat6 I-el. Mivel p"Zy nincs torzié eleme és csindlnunk kell egy sziirjektiv folytonos
leképzést
Z¢ — p"Zy — "Ly /D" L.

Zi-nek nincs zart részcsoportja, aminek az indexe p, széval ellentmondésra jutottunk. O

3.1.3. Lemma. Legyen K /K egy Z,-bbvités. Legyen legaldbb egy prim, ami eldgazik a bovitésben és létezik egy
nem negativ egész n, amire ha egy prim eligazik Ko, /K, -ben akkor az teljesen eldgazik.

Bizonyitds. K osztalyszdma véges és a maximalis nem elagaz6é Abel bévitése K-nak véges, igy létezik prim aminek
el kell dgaznia K., /K-ban. Eléz6 allitasban belattuk, hogy csak véges sok ilyen létezik. Legyenek ezek pq, ..., ps
és I,..., I a hozzajuk tartozé inercia csoport. Ekkor

(i =p"Z

valamely n-re, p"Z,, fixteste K,, és Gal(Ko/K)CI; minden 0 < j <s. Tehdt minden prim, ami p; felett helyezkedik
el teljesen elagazik K., /K-ban. O
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Kordbban belattuk az 2.fejezetben, hogy minden K szamtestnek van Z,-bovitése, névlegesen a korosztési Z,-
bévités. Ezt kibovitve legyen E; azon egységek K-ban, amik 1-gyel kongurensek modulo minden p prim, ami p
folotti. Legyen Uy, p lokalis egységek kongurens 1 modulo p. Ekkor 1étezik egy bedgyazas

Ey = Uy =[] Uip
plp

e (g,...,8).

E lezért egy Z,-modulus és a Leopoldt sejtés azt jésolja, hogy Z,-rangja r; +r2 — 1, ahol r; a valés bedgyazasainak
a szdma és ro a komplex bedgyazdsainak a szama. Abel szdmtestekre ez az allitas tudott.

3.1.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy E; Zp-rangja r1+1re—1—0, és 0 < 6. Ekkor ro+1+6 darab figgetlen Z,-bovitése
van K-nak. Mds szoval a legkisebb testnek, ami tartalmazza az dsszes Zy-bovitéseket legyen K, a Galois csoportja
izomorf ZI 110 el

K
> . Kiyts Kiyti1+6
K

3.1.5. Kovetkezmény. Legyen H egy Hilbert osztdalyteste K-nak és legyen F' a maximalis Abel bévitése K-nak ami
nem dgazik el p kivételével. Ekkor

K K,

Gal(F/K) ~ (][ Up/E).

plp

ahol E jeloli E lezdrtjdt és diagondlisan be van dgyazva [1U,-be.

3.2. A-modulus struktuarak

Legyen A = Z,[[T]]. Emlékezziink a megkiilonbéztetett polinomok [definicidjaral A p-adikus Weierstrass elSkészitési
tétel szerint minden nem nulla f(7") € A polinom felirhat6 egyértelmiien, illetve [allitds szerint| U (T') is polinom, ha
f(T) az. Az osztési-algoritmus is miikodik, ha deg(0)=-oco-nek definidljuk.

(1) = ao(T)P(T) +r(T)

Ezekkel teljesiil, hogy A egy UFD, aminek az irreducibilus elemei p és a megkiilénboztetett irreducibilis polinomok,
az egységek pedig azok a hatvénysorok, amik Z;-ben vannak.

3.2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy f,g € A relativ primek. Ekkor (f,g) idedl véges indexd.

Bizonyitds. Legyen h € (f,g) egy minimdlis rend(i elem. Ekkor h = p*H alakba irhatd, ahol H = 1 vagy H
megkiilonboztetett polinom. Tegytik fel, hogy H #1, mivel f és g relativ primek, ezért feltehetjiik, hogy H nem
osztja f-t. osztasi-algoritmus szerint
f=Hqg+r, degr<degH =degh,
p°f =hq+pr.
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A p°r foka kisebb, mint h foka, ezért p*r € (f, g), {gy ellentmondésra jutottunk. Tehat H = 1 és h=p*. Altalanossig
elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy f nem oszthaté p-vel és megkiilonboztetett polinom, ha nem az akkor hasznaljiik
g-t vagy osszuk el egy egységgel. Tudjuk, hogy

(f,9)2 @, f)

Az osztasi-algoritmus miatt minden eleme A-nak kongurens egy f-nél kisebb foki polinommal modulo f. Ezekbol
véges sok van mod p®, igy az idedl (p*, f) véges rendd. O

3.2.2. Lemma. Tegyik fel, hogy f,g € A relativ primek. Ekkor
(1)
A/(fg) = A/(f) @A/ (g)
természetes leképzés eqy injektiv leképzés véges komaggal.
(2) létezik egy természetes leképzés,
A/(f)®A/(g) = A/(fg)

aminek véges a komagja.

Bizonyitds. (1) Kordbbiakban belattuk, hogy A egy UFD, tehat a leképzés injektiv. Az kell, hogy a komag véges.
Vegyiink egy (a mod f, b mod g) idedlt, ha a — b € (f,g), akkor a — b= fA + ¢gB, valamely A, B € A. Legyen

c=a— fA=b+gB.

Ekkor
c=a mod f, ¢=bmod g,

tehat (a,b) része a képtérnek. Legyen r1,...,7, € A reprezentativjai A/(f, g)-nek. Ekkor
{(0 mod f,7; mod g)|1<j<n}

halmaz reprezentativja a komagnak.
(2) Az elsé részbdl tudjuk,hogy
A/(fg)=M S A/(f) @ A/(9) = N
és M véges indextii részgytiriije N-nek. Legyen P egy megkiilonboztetett polinom A-ban, ami relativ prim fg-hez.
Ha (x,y)€N, akkor 4 .
(P)(z,y) = (P?)(z,y)mod M

valamely i<j-re. Mivel o

1—PI7" e AX

ezért _

P'(z,y) € M.
Ezekbél kovetkezik, hogy PXN CM valamely k-ra. Tegyiik fel, hogy P*(x,y)=0 N-ben, tehat f|P*x,g|P*y. Mivel
ged(P,fg)=1, ezért f|x és gly, széval (x,y)=0 N-ben. Ezekbél kévetben

Pk:
N — M=(fg)
injektiv. A képtér tartalmazza (P* fg) idedlt, ami véges indexti az el6z6 lemme szerint. O

3.2.3. Allitas. A prim idedljai A-nak a 0,(p,T),(p),(P(T)), ahol P(T) irreducibilis és megkiilonboztetett.
A (p,T) idedl az egyetlen mazximdlis idedl A-ban.

Bizonyitds. Az, hogy a felsoroltak prim idealok konnyen belathatd, ha felidézziik a definiciét. Legyen p # 0 egy
prim idedl és he p egy minimalis rendi elem. Ekkor h=p°H tgy, hogy H=1 vagy H megkiilonboztetett. Mivel p
prim, ezért pe p vagy He p. Ha 1#H akkor H irreducubilisnek kell lennie h rendjének minimalitdsa miatt. Tehat
(H)C p, ahol f=p vagy f egy irreducibilis megkiilonboztetett polinom. Ha (f)=p ez egyike a listan 1évSknek, tehat
kész vagyunk. Szoéval tegyiik fel, hogy (f)# p, tehdt 1étezik egy ¢g € p, amit nem oszt f. Mivel f irreducibilis, ezért
f és g relativ primek. Az eléz8 lemma szerint p véges indexti A-ban. Mivel A/p véges Z,-modulus,ezért p’¥ € p
valamilyen nagy N-re, igy p€ p is, mivel p prim, dgyanakkor 7°=T7 mod p valamely i<j-re. Mivel 1 — T7=% € A%,
ezért T* és p-hez hasonléan T € p is, tehat (p, T) C p. Ezzel befejeztiik a bizonyitast, mivel A/(p,T) ~ Z/pZ, tehat
(p, T) maximdlis idedl és p = (p, T).

Minden idedlt tartalmaz (p,T), ezért ez az egyetlen maximédlis idedl. O
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3.2.4. Lemma. Legyen f € A ekkor A/(f) véges.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f # 0. Az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetd, hogy f = p vagy f megkiilonboz-
tetett. Ha f = p akkor A/(f) ~ Z,[[T]]/pZ,|[T]]. Ha f megkilonboztetett akkor az osztdsi-algoritmussal készen
vagyunk. O

3.2.5. Lemma. A egy Noether gyiri.

Bizonyitds. A lemma konnyen beldthaté a Hilbert bézis tétel hasznalatdval, mivel elégséges beldtni, hogy ha A
noether akkor A[[T]] is noether. O

3.2.6. Definicié. Két A-modulus, M és M’ pszeudo-izomorf, jeloljiik
M~ M,

ha létezik egy homomorfizmus M—M’ véges maggal és komaggal. Mas széval létezik egy egzakt sorozata A-
modulusoknak
0—+A—M—M'—B—0

ahol A és B véges A-modulus.

3.2.7. Eszrevétel. M ~ M'-bél nem kivetkezik, hogy M' ~ M. Példdul, (p,T) ~ A. Vegyiink eqy A — (p,T)
homomorfizmust, legyen f(T) az 1 € A képe. Ekkor A képe (f) C (p,T), de A/(f) végtelen, tehdt (p,T)/(f) is
végtelen és a komag is végtelen, viszont megmutathatd, hogy végesen genmerdlt A-torzié A-modulusokra M ~ M’
— M~ M.

Kordbbi lemma szerint, ha (f,g) = 1 akkor

A/(fg) ~AN/(f)eA/(g) és A/(f)oA/(g) ~A/(fg)
Tudni szeretnék a strukturajat a végesen generalt A-modulusoknak. Errdl szol a kovetkezo tétel.

3.2.8. Tétel. Legyen M egy végesen generdlt A-modulus. Ekkor

s l
Man e (@ A/(pm) s | @a/umm) |,

ahol r,s,t,n;,m; € Z és f; egy megkiilonboztetett irreducibilis polinomok.
Bizonyitds. Legyenek M generatorai uq,...,u,, és koztiikk kolinb6z6 Osszefliggésekkel
Aur + - FAu, =0 A\ €A

Mivel az Gsszefiiggések halmaza R részmodulusa A", és A noether, tehét az Gsszefiiggések végesen generaltak. Igy
M-t reprezentdlhatjuk egy martrixnak, aminek a sorai (A1,...,\,), ahol > Aju; = 0 egy Osszefiiggés. Ezt a mérti-
xot is jeloljik R-rel.

Elsének nézziik meg a sorok és oszlopok kozti miiveleteket, amik az R és M generdtorait médositjak.

Mivelet A. Sorokat vagy oszlopokat fel lehet cserélni.

Miivelet B. Egyik sorhoz vagy oszlophoz hozzdadhatunk egy maésok sor vagy oszlop tobbszorosét. Példaul: ha
N = g\ + r akkor

Miivelet C. Egy sort vagy oszlopot megszorozni A* egy elemével.
Ezek a miiveletek megtartjdk az izomorfizmust is. A kovetkezékben olyan miiveleteket néziink, amik csak
pszeudo-izomorfizmust tartjak meg.
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Miivelet 1. Ha R tartalmaz olyan sort, hogy (A1,pAa,...,pAn) és p 4 Aj. Ekkor az R métrixot az R’ mét-

rixd alakithatjuk ugy, hogy az els§ sora (A1, Aa,...,\,) legyen és az elsd oszlop minden eleme p-vel szorzédik.
Lasd:

)\1 p)\g N )\1 )\2

aq (6% o] = | par (e %)

B B2 e pbr Pe
Specidlisan, ha minden A nulla akkor agq, 1, ... mindegyikét megszorozhatjuk p egy hatvanyéval.

Bizonyitds. Legyen R-ben egy Osszefliggés a kovetkezo
Arug + p(Aaug + - -+ + Apuy,) = 0.
Legyen M’ = M®vA a v 4j generdtorral és modulo a kovetkezd osszefuiggések
(—u1,pv) =0 (Agug + -+ Ay, Ayv) =0

Ekkor 1étezik egy természetes leképzés M—M’. Tegyiik fel, hogy m +— 0, ekkor m eleme az osszefiiggések modulu-
sanak, tehat
(m,0) = a(—u1,pv) + b(Aug + « -+ + Apttn, A1)

valamely a,b € A, igy
a,p = —b)\l

Mivel p t A1 a feltétel szerint, ezért p|b, ugyanakkor, A;|a. Az M részben,

m— *i()\wl) _ ip(kzuz T At
A A
a
— -0 0.

Mivel pv és Ajv képei benne van M képében, ezért (p, A1) annulldlja M’'/M-et. Mivel A/(p, A1) véges, ezért M’ is
végesen generalt, tehat M'/M is véges, igy

M~M'.
Az j modulus M’ generdtorai v, us, ..., u,. Minden aju;+- - -+ay,u, = 0alakt osszefliggésbdl, pajui+- - - +anu, =
0 alaku lesz. Ezzel az allitast belattuk. O
Miivelet 2. Ha az elsd oszlop minden eleme oszthaté p¥-nal és ha van egy sora a matrixnak (pFA,...,pEA,)
alakban és p t A1, akkor azt a sort kicserélhetjiik (\q, ..., \,)-ra. Lasd:
pk>\1 pk)\g . )\1 )\2 N
k -\, k& .
paq (6%) . proa (6] e

Bizonyitds. Legyen M’ = M @& Av moduld a kovetkezd Osszefiiggések
(pkula 7pkv) =0 ()‘2u2 + -+ Anuna )\11}) =0.
M szintén beagyazhaté M’-be, mivel p{ Ay és (p¥, A1) idedl annulldlja M’/M-et, tehat a hanyados véges. Ezekb6l
kovetkezik, hogy M~M’.
Tudjuk, hogy p*(u; —v) = 0 és p* osztja az elsé oszlopot, ezért M’ felboklik,
M' = M"® (u; —v)A,
ahol M" generdtorai v, us, ..., u, és az Osszefiiggéseit (A1,...,\,) és R generdlja. Vegyiik észre, hogy

(u1r = v)A = A/(p"),

ez mar a tételnek megfeleld alakban van, igy a tovdbbiakban M"-vel fogunk foglalkozni. O
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Miivelet 3. Ha R egy sora (pF)\1, ..., pF\,) alaki és valamilyen p § A-ra, (AN, ..., A\, ) is egy Osszefiiggés, akkor
R-t R'-re cserélhetjiik, ahol R’ minden sora ugyanaz, mint R-nek kivéve (pF A1, ..., pFA,) helyett (Aq, ..., A,)-t frunk.

Bizonyitds. Vegyik a kovetkezo sziirjektiv leképzést

A magot annillalja a (), p*) ideél, micel M végesen generalt, ezért a mag is. A A/(\, p) modulus véges, ezért a mag
is az, tehat M~M'. O

Ezzel belattuk, hogy a miiveleteink megtartjdk a pszeudo-izomorfizmust, a kévetkezékben A, B, C, 1,2, 3-mal
fogunk hivatkozni ezekre.
Most elkezdhetjiik a tétel bizonyitasat. Ha 0 # f € A, akkor

(T) =p"P(T)U(T)

, ahol P(T) megkiilonboztetett és U € A*. Legyen

00, w>0
degwf =
9l {degP(T), p=0;

ez f Weierstrass foka. Adott R métrixra definidlhatjuk a
deg®(R) = min deg,(a;;) minden i, j>k,

ahol (a;;) végig fut az dsszes olyan matrixon, amit a miiveleteinkkel kaphatubk és az elsé (k — 1) sort megtartja.
Ha az R maétrix a kovetkezo alakt

A11 0 0
s . DT,1 0
0 /\7‘—11'—1 0 - A B
* * *
* * *

ahol A\ megkiilonboztetett és
deg\pr = deguAik = deg(k)(R), mindenl <k <r—1,
akkor azt mondjuk, hogy R (r — 1) normaél alakban van.

3.2.9. Allitds. Ha egy részmdrtric B # 0 akkor R dtalakithaté a miveleteinkkel R'-vé gy, hogy R’ r-normdl
formdju és az elsé r — 1 diagondlis ellen ugyanaz.

Az 4llitdst nem bizonyitjuk, viszont a kévetkezékben fel fogjuk tenni. [6]
Egy R matrixot és indukcidval a kovetkez6 alakba alakithatjuk

A11 0

>\T‘T
A 0

ahol minden \;; megkiilonboztetett és degh;; = deg¥) (R)mindenj<r. Az euklideszi algoritmus miatt feltehetjiik,
hogy A;; egy polinom és
deghij < degXj;. mindenizj.

Tegyiik fel, hogy \;; # 0 valamely ¢ # j-re. Mivel deg,,A;; minimalis, ezért p|A;;, tehdt minden nemnulla 6sszefiiggés
(Mit, -+ Xir, 0,...,0), ami oszthaté p-vel. Legyen A = A1 ... Apr., ekkor p { A, mivel minden A;; megkiilonboztetett.

Ekkor 1 1
A=Xit, -y A=, 0,...,0)
p p
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egy Osszefiiggés, mivel A\jju; = 0. A 3-s mivelet miatt feltehetjilk, hogy p nem osztja egyetlen A;; valamely j-re,
tehat

deguwhij < deghij < deghjj = deg(j)(R).

Ez lehetetlen deg')(R) minimalitdsa miatt, ezért \;; = 0 minden 4, 7,i # j. Modulusokként felirva
A/(All) S---D A/()\rr) D An—r.
Ha a 2. miiveletben 16v6 A/(p*) modulusokat hozzdadva megkaptuk a tételt. O

Megjegyzés: a diagondlis elemek nem feltétlen irreducibilisok, de ezt megoldja a (13.8) lemma.
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Ebben a fejezetben az méasodik fejezetben belatott tételt fogjuk altalanositani.

4.0.1. Tétel. Legyen Ko /K egy Z,-bvités. Legyen p° egy hatvdnya p-nek, ami osztja K, osztdlyszamdt. Ekkor
léteznek olyan egészek, A > 0,u > 0, és v fiiggetlenek n-tél, hogy létezik egy ng, hogy

en =An+ up" +v  minden n > ng.

Bizonyitds. Legyen I' = Gal(K o /K) ~ Z,, és legyen ~y, topologiai generdtora I'-nak. Legyen L,, a maximdlis nem
eldgaz6 Abel p-bovitése K,-nek, azaz X,, = Gal(L,,/K,) ~ A,, ami egy p-Sylow-ja K, idedl osztdly csoportjinak.
Legyen L = J!'~ Ly, és X = Gal(L/K). Minden L,, Galois K felett, mivel L,, maximalis, ezért ezeknek az unija
is Galois. Legyen G = Gal(L/K). Tujduk venni a kovetkezd diagrammot.

L

G/X=T

K

A bizonyités 1ényege az lesz, hogy X-t egy I'-modulusként(Z,-modulus) irjuk fel, ami egyben A-modulus is, ami-
18l belattuk, hogy végesen generdlt és A-torziés, tehat pszeudo-izomorf A/(p*) és A/(P(T)*) alakti A-modulusok
direkt 6sszegével.

Egy specidlis esettel fogunk kezdeni.

Feltétel. Minden prim, ami eldgazik Ko /K folott az teljesen eldgazik.
B1.3]lemma belattuk, hogy ez megtehetd, ha K-t kicseréljiik egy K,-re vamilyen n-re. Feltétel szerint,

KnJrl N Ln = Kna

tehat
Gal(L,/K,) ~ Gal(L,Kn+1/Knt1),

ami része X,,1=Gal(L,1/K,+1). Van egy leképzésiink X, 1, X,, kozott
Xn+1 — X,.
Ez megfelel egy norma leképzésnek A, 11 — A, idedl osztaly csoportok kozott. Vegyiik észre, hogy

X, ~Gal(L, Ky /Koo),
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tehat
lim X, = lim Gal((|J LnKoo)/ Koo) = Gal(L/Koo) = X.

Legyen v € T',, = T'/TP". Bévitsiik -t 4 € Gal(L, /K). Legyen z € X,,. Ekkor v hat z-en a kovetkez$ képpen

27 =q2(3)
Mivel Gal(L,/K,) = X, Abel, ezért 7 jél definialt, ezzel X,, egy Z,[[',]-modulus. Most tekintsiik X-t, mint
X~ @Xn végtelen dimenziés vektorteret és egy eleme (zo,21,...). Zp[I',] hat az n-edik elemen.

4.0.2. Allitas. X egy A-modulus.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy X,, egy I'-modulus, mivel vy a generatora és (yo — 1)X,, egy nem trivialis részcsoportja,
ezért X, el6 all, mint T ~ Z, [T]-f6l6tti modulus. Ekkor X,, modulus Z,[T]/(p%, T%) ~ Z,[[T]]/(p%, T?) folott,tehat
X,, egy A-modulus, amit annulldl az (p%,T?) idedl. Legyen t, = a, + b, ekkor (p,T)» C (p2,T?), igy Xp,-t
nézhetjiik, mint A/(p, T)' f616tti modulus. Ezzel beldttuk az allitast. O

Legyenek p,,...,ps primek, amik eldgaznak K., /K folott és p; p; f6lotti fix primje L-nek. Legyen I; C G az
inercia csoportok. Mivel L/K ., nem &agazik el, ezt

LNX=1.
Valamint K. /K teljesen eldgazik p; {6l6tt, ezért
I; — G/X =T,

sziirjektiv, igy bijektiv is. Tehat
G=LX=XI;, i=1,...,s.

Legyen o; € I; v;-ba képzddik. Ekkor o;-nak szitkséges I; topologiai generatoranak lennie. Tudjuk, hogy
I; € X1,
tehat
0; = a;01
valamilyen a; € X.
4.0.3. Lemma. (A kordbban feltett feltétel mellett). Legyen G’ a lezdrtja G kommutdtor csoportjdnak. Ekkor
G =X""1=TX.

Bizonyitds. Mivel I' ~ I; C G réképez I' = G/X-re, ezért felemelhetjik v € I' egy megfelel6 elembe I-ben, igy
tudjuk definidlni I hatdsit X-n. KovetkezSkben I'-t és I;-t megfeleltetjiik egymésnak, tehdt 27 = yxy~!. Legyen

a=ar,b=py, o,fel,z,yeX,
szabadon valasztott elemei G = I' X-nek. Ekkor
aba b7t = azfyz otz pt
wCafyrta "ty A = a0 (g ) P (aB)aty I
2*(yz~ )P (y= 1P (Mivel T Abel)
= (&) Pyt
Legyen 8 = 1, = 9. Azt kapjuk, hogy vy~ € G, tehat
Xr-tca.

Minden B-ra létezik egy c € Z,,, hogy B = ~, tehét

161731(1+T)612<C)T”€TA.

n=0 n
Mivel 79 — 1 =T, (z%)1=# € X"~1. Hasonléan (y#)!=* € X7°~1. Mindezek utdn, mivel X0~ = T'X zart (hiszen
egy kompakt halmaz képe), igy G’ C X071, Ezzel a lemmat beldttuk. O
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4.0.4. Lemma. (A kordbban feltett feltétel mellett). Legyen Yy egy Z,-részmodulusa X -nek a kovetekzd generdto-
rokkal {a;|2 <i < s} és X071 = TX dltal. Legyen Y, = v,Yo, ahol

R

vn=1l4v%+%+ -+ T

FEkkor
X, ~X/Y, mindenn > 0.

Bizonyitds. Nézziikk az n = 0 esetet. Tudjuk, hogy K C Ly C L. Mivel Ly egy maximélis eldgazdsmentes Abel
p-bévitése K-nak és L/K is egy p-bOvités, ezért Lo/k is egy maximélis eldgazdsmentes Abel p-bdvitése L/K-nak.
Tehat Gal(L/Lg) egy zart részcsoportja G-nek, amit G’ és az inercia csoportok generdlnak, azaz X°~1 I, as, ..., as,
széval

Xo = Gal(Lo/K) = G/Gal(L/Ly) = X1, /Gal(L/Lo)

~ X/(X0 T as,. ., a5) = X/ Yo,

Tegyiik fel, hogy n > 1. K-t cseréljuk ki K,-re és yo-t Vgn—ra. Ekkor ;-bél ofn lesz. Vegyiik észre, hogy

k+1 _ 2 k —k__k+1

k+1 _ -1 2
o, = (a;01) = @;010;0] 010;0; ~...01G;0, 0]

l4o1++of
= q, o1t ‘710.]1(54’1'

Igy tudjuk, hogy . .
O'zl‘) = (Vnau)af )

tehat a;-t kicseréltiik v,a;-re. Végezetilk cseréljitk ki X0~ 1-t (’yé7n —1)X = v, X071 tehat Yy-bol v, Yy, amivel a
lemmat belattuk. O

4.0.5. Lemma. (Nakayama Lemma). Legyen X egy kompakt A-modulus. Akkor
Xwvégesen generdlt A folott <— X/(p,T)X wvéges.
Ha x1,...,x, generdlja X/(p, T)X-t Z folott, akkor generdljak X-t A folott. Specidlisan:
X/(p,T)X =0 < X =0.

Bizonyitds. Vegyiink egy kis kérnyezetét a 0-nak X-ben, legyen U. Mivel (p, T)" — 0 A-ban, igy minden z € X
létezik egy U, kornyezete, hogy (p, T)"U, C U nagy n-re. Mivel X kompakt, ezért véges sok U, lefedi X-t, tehdt
van olyan n, hogy (p, T)"X C U. Tehat (((p, T)"X) = 0 minden kompakt A-modulusra.

Tegyiik fel, hogy x1,...,z, generdlja X/(p, T)X-t. Legyen Y = Az; + - -+ Az,, C X. Ekkor Y kompakt, mivel A™
képe, tehat X/Y is kompakt A-modulus. A feltétel miatt Y + (p, T)X = X, ezért

0, T)X/Y) = +(p,1)X)/Y = X/Y,
szoval
(p, T)"(X/Y)=X/Y mindenn > 0.
A fentiekb6l kovetkezik, hogy X/Y =0, tehdt X =Y és {x;} generdlja X-t. O
4.0.6. Lemma. (A kordbban feltett feltétel mellett). X = Gal(L/K,) végesen generdlt A-modulus,
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy 11 € (p,T), tehat Yy /(p, T)Yo része Yo /11 Yy = Yp/Y1 C X/Y1 = Xi-nek, ami véges.
Ebbdl mér kovetkezik, hogy Yp is véges, széval X is véges, mivel X/Yy = X véges. O

Megjegyzés. A feltétel elhagydsdval dltaldnosan is beldthatjuk. Legyen Ko./K egy Z,-bévités és valassunk
egy e > 0, amire K, /K, f6l6tt minden eldgazé prim teljesen eldgazik. Ekkor a lemmat és lemmét
felhasznédlva K, /K.-re azt kapjuk, hogy az az X modulus, ami megegyezik K.-re és K-ra az végesen generalt
A-modulus. Ekkor minden n > e

Yn gt

1+"Y[Z)) +7(2]p++’757p = = Vn,e-

€
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Ezzel a jeloléssel Y.-t vehetjiik, mint K. Yp-ja. Ekkor
Y, =uvnYe, és X, ~X/Y,, mindenn >e.
Ezzel belattuk a kovetkezd lemmat.
4.0.7. Lemma. Legyen Koo /K eqy Z,-bbvités. Ekkor X végesen generdlt A-modulus és létezik egy e > 0, hogy
Xn >~ X/vpeYe, mindenn > e.

Most hasznaljuk X-re a végesen generdlt A-modulusok struktira tételét, ezt megtehetjiik Ye-re is mivel X/Y,

véges. Tehat
Yo~ X ~ A" @ (DA ") & (@D A/(f5(T)™
Most nézzitk meg milyen tagok szerepelhetnek a jobb oldalt, ha a V/v, .V hinyadost nézziik.
1. V = A. Ez végtelen az lemma miatt. Mivel V/v, .V véges, ezért ez nem lehet.

2. V = A/(p*). Ebben az esetben
V/vnV = N0 V).

Két megkiilonboztetett polinom hanyadosa egy polinom, akkor az is megkiilonbéztetett, vagy konstant. Te-
gyiik fel, hogy nem az lenne, akkor azaz 5 = h, ahol f, g megkiilonb6ztetett, de h nem az. Akkor f = gh, ami
ellent mond annak, hogy f megkiilonb&ztetett, mert 1étezik ¢ > deg(g), hogy f;, f i-edik egyiitthatdja nem
lenne p-beli. Hiszen h; nem p-beli, tehdt f;1; = p + h;. Ezt tudva

L (1L+T)*" —1)/T
"y, (LT = 1)/T

is megkiilénboztetett. Az osztési algoritmusbdl kapjuk, hogy A/v, . elemei legfeljebb v, -ed foki polinom
mod p*. Tehat
|V/I/n7eV| — pk(pnipe) _ pk;p"JrC7

valamilyen c¢ konstansra.

3. V=A/(f(T)™). Legyen g(T) = f(T)™ és a foka d. Ekkor
T = pQ(T) mod g
valamilyen Q(T) polinomra, ezelb8l
T* = (p)(polinom) mod g k > d.
Ha p™ > akkor

(1+T)"" =1+ (p)(polinom) + 77"
= 1+ (p)(polinom) mod g.
Tehat
(1+ T)p" = 1 + p*polinom mod g.
Ezekbdl kovetkezik

Poyo = (1+ >+71

(E+D)@ " o (TP (T - 1)
= (Lt 1+ ><ponnom>><Pn+1<T>>
1+ () polinom)) Py (7) mod o
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Mivel 1+(p)(polinom)e A%,

Pn+2

ami (p) x (egységként) hat V.= A/(g)-n,
n+1

minden p™ > d. Tegytiik fel, hogy ng > e, p™ > d, és n > ng. Ekkor

Un+2,e  Vnt2 Pn+2

3
VnJrl,e Vn+1 Pn+1
és

Pn+2

Vn+2,ev = (Vn+1,ev) = pyn+1,eV

Pn+1
Tehat
|V/Vn+2,ev| = |V/pVHPV/an+1,eV|

minden n > ng. Mivel (g,p) = 1, ezért a p-vel vald szorzés injektiv, széval

PV /pvni1,eV| = [V/vni1, V]
Tudjuk, hogy

V/pV = A/(p,9) = A/ (p, T,
ezért |V/pV| = p?. Indunkciéval beldthatjuk, hogy

V/vneV|= pd(n_no_l) IV/Vnot1,eV]
minden n > ng + 1. Ha V/v,, .V véges minden n-re, akkor
‘V/Vn,evl = pdn-i-c’ n > no + 1

valamely c konstansra. Ha végtelen akkore nem lehet az dsszegben, ami akkor lehet, ha (v, f) # 1. Ezzek
kapjuk a kovetkez6 allitast.

4.0.8. Allitas. Legyen
s t
E=Na@A/0") e @A (9;(T)),
i=1 j=1

ahol minden g;(T") megkiilonbdztetett (nem feltétlen irreducibilis). Legyen m = > k; ésl =) degg;. Ha E/vy, E
véges minden n-re akkore r = 0 és letezik eqy ng és ¢ konstans, hogy

E/vyE=p™F Hnte  minden n > ng.

Vegyiik a kovetkez6 egzakt sorozatot
0-A—-Y  -E—-B—0

ahol A, B végesel és E, ahogyan az el6z6 allitasban definidltuk. Y, rendjét szeretnénk megtudni, amihez a kovetkez6
lemmara lesz sziikségiink.

4.0.9. Lemma. Tegyiik fel, hogy Y és E A-modulusok tigy, hogy Y ~ E és Y/v, Y véges minden n-re. Ekkor
léteziknek konstansok c,ng, hogy

[Y/vn, Y| =p°|E/vnE  minden n > ng.
Bizonyitds. Nézziik a kovetkez6 kommutativ diagrammot

0 —— vpY % y 2, Y/v, Y —— 0

y; y Lﬁ;’,

0 —— vpE % E -2 E/v,E —— 0

A kovetkezd egyenlOtlenségek teljestilnek
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1. [Kerg,| < [Kerd|

2. |Cokergl,| < |Cokerd|

3. |Cokerg!!| < |Coker|

4. |Ker¢!!| < |Kerg||Cokerg|.

Tudjuk, hogy f¢ = ¢, f'. Tudjuk, hogy f és f’ egy-egy monomorfizmus. Ebbé&l a kettdbdl kovetkezik az elsé

egyenl8tlenség, mivel ¢ és ¢ vehetd, mint vy, Y & vn o E fiiggvények és itt megegyezik a magjuk. Vegyik

Coker(¢)-nek reprezentdsait, ha ezt beszorozzuk vy, .-vel akkor reprezentdnsok lesznek Coker(¢/,)-nek. Hasonldan,
mivel E/v, .E C E, ezért Coker(¢, )CCoker(¢). Mér csak a 4.-t kell bizonyitanunk. A Kigyé lemma [7] alapjin
létezik egy hosszu egzakt sorozat

0 — Ker ¢!, — Ker¢ — Ker ¢! — Coker ¢!, — Coker ¢ — Coker ¢! — 0.

Ebbdl kévetkezik is, hogy
|[Ker ¢] < |Ker ¢||Coker ¢,| < |Ker ¢||Coker ¢|,

utolsé 1épésben hasznaljuk a 2-est, ezzel belattuk a 4-est is.
Tegyiik fel, hogy m > n > 0. A kovetkezd egyenlStlenségek teljesiilnek

1. |Ker ¢,| > |Ker ¢,
2. |Coker ¢;,| > |Coker ¢/, |
3. |Ker ¢//| < |Ker ¢/ |.

vy, ey-nak Cokerg! -ben. Ekkor

Tudjuk, hogy vm Y C vp.Y, tehdt Ker ¢/ C Ker ¢;,. Legyen vy, .y € vm o E és 2z € vy E egy reprezentansa

UneY — 2= d(Vnex) valamilyen z € Y.

Ve

Beszorozva

V:L,e -vel ezt kapjuk
Vm.e
( . )

)

Vm,eY — 2= ¢(Vm,eT) = ¢;n(’/m,e$)-

/

Tehat (22<)-val szorozva Coker ¢/, reprezentdsait akkor Cokert ¢/,

Un,e

reprezentansait kapjuk. Mivel vy, .F C vy, o F,
ezért az utolsé egyenlétkenség is igaz.

Az eléz6 T darab egyenl6tlenséggel Ker ¢! ,Coker ¢/, és Coker ¢! rendjei konstansok valamilyen n > ng. Egyetlen
egy dolog maradt, beldtni, hogy Ker ¢!’ is konstant. A Kigyé lemma alapjén

|Ker ¢!, ||Ker ¢!'||Coker ¢| = |[Ker ¢||Coker ¢, ||Coker ¢!'|.
Ebbdl kovetkezik, hogy |Ker ¢”| konstans n > nyg. O
Vegytik E-t, A >0, u > 0,v,n9 egészek, hogy

pen = |Xn| = |X/}/e||}/e/’/n,e}/e
= (konstans)|E/v,, . E|

An+up” +v
)

=p minden n > ng.

Ezzel a tételt belattuk. O
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Kovetkezmények

Ebben a fejezetben az eléz6 fejezet tételének egyes kovetkezményet fogjuk vizsgalni.

5.0.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy E olyan mint a zy lemmdban dgy, hogy r = 0. Ekkor
m=0 < p—rang(E/vy,E) korlitos, ahogyan n — co.

Bizonyitds. Emlékezzink, hogy egy véges Abel csoport p—rangja a csoport ciklikusokra val6 direkt felbontasaban
szerepl6 p hatvany rendu csoportok szama. Ez megegyezik a kovetkezdvel

dlmz/pz(A/pA)
Tudjuk, hogy v, . megkiilonboztetett polonom és a foka p™ — p®. Ha deg v, . > max deq g;, akkor

t

E/pn)E = | @M o) | & | DA/05m.0)

Jj=1
t

DA/ | & | @/ )

j=1

~ (Z/p2) P,
Tehat a rang akkor és csak akkor korlatos, ha s = 0. O

5.0.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy Ko /K egy Z,-bvités, amiben pontosen egy prim dgazik el és ez teljesen eldgazik.
Ekkor
A, ~ X, ~X/(1+T)Y —1)X
pthy < pth, mindenn > 0.

Bizonyitds. Mivel K, /K kielégiti a tétel feltételét, igy hasznalhatjuk a lemmét. Tudjuk, hogy s = 1,
tehat Yo = TX és Y, = (1 +T)?" — 1)X. Ezzel az els6 felével kész is vagyunk. Ha p { ho, akkor X/TX = 0, tehat
X/(p,T)X = 0. Nakayama lemma miatt X = 0. Ezzel az éllitdst beldttuk. O

5.0.3. Allités. =0 <= p— rang(A,)korldtos, ahogyan n — cc.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy Y, ~ E, ahol E olyan mint lemméban. Az itteni els§ lemma szerint y = 0 <=
p —rang(E /v, E) korldtos. Vegyiik az lemma bizonyitasiban hasznalt egzakt sorozatot

0—Cy, =Y /vp.Y = E/v,.E— B, —0
ahol |Cy,|, |Bn| n-t6l figgetleniil korldtosak. Ebbél kovetkezik, hogy

=0 <= p—rang(Y/v,.Y) korldtos,
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de
A, =X, ~X/v, Y.

Mivel X/Y. véges, ezért az &llitdst belattuk. O
Megjegyzés:
Tegyiik fel, hogy K, CM-testek. Ekkor KI /K™ egy Z,-bévités (Ha igaz a Leopoldt sejtés, akkor az Tételbsl

kovetkezik). Ha p péaratlan, akkor felbonthatjuk A,-t, ami K, osztdlycsoportjdnak egy p-Sylow-ja, A kovetkezd
alakot kapjuk

A, =AT A,
Hasonléan,

X, =X oX,,
igy

X=Xt X".

Megkaphatjuk az [£.0.1] tételhez hasonlé allitdsokat,
Af ~ XEF ~ XE/y, YE
Ha pef egy hatvanya p-nek, ami osztja hi-t, akkor
en = ei +e€,-
Végiil,
eX = Mn4 ptp" +vF minden n > n,

ahol
A=A+, p=pT4+pu, v=vt+uv.

A allitds analégjaként kapjuk, hogy
pt =0 < p—rang(A¥) korltos.
Ha p = 2 akkor nem tudjuk A,-t felbontani, viszont ha
A, ={a]Ja = —a} (ahol J a komplex konjugalds).

Ekkor az elézd fejezet fététele igaz lesz A, , X, -re. Meg tudjuk adni e*-t is, ha A} helyett A, (K, )-t nézziik.
Ekkor a kovetkezét kapjuk

e = NEn 4 pton ot
Az egzat sorozatbdl

0= A7 = A, 2L A(KH) =0

n
a kovetkezot kapjuk
p=pt 4 pT és
pt =0 < 2—rang A(K;") korltos
u~ =0 <= 2—rang A, korlitos
5.0.4. Tétel. Legyen p egy pdratlan prim. Legyen L eqy CM-test és (, € L. Legyen A a p-Sylow részcsportja L

osztalycsoportjanak. Ekkor
p — rangAt <14+ p— rangA~.

Legyen W az L beli egységgyokok. Ha L(W'Y/P)/L (teljesen) eldgazik, akkor
p — rangAt < p — rangA~.

(At = {x € Alz = 2t} és AT ~ A(LT)).
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5.0.5. Allitas. Legyen L eqy CM-test és Ap, Ap+ a 2-Sylow részcsoportja L, LT -nek. Ekkor
2 —rangAr+ <142 —rangA;.
Ennek a tételnek és allitasnak a bizonyitasa megtalalhaté a Whashinton kényv 192-n oldalan.

5.0.6. Allitas. Legyen p prim. Tegyiik fel, hogy K eqy CM-test és Cp € K, illetve legyen Koo /K egy korosztdsi
Z,-bovités. Ekkor
p=0 <<= pu =0.

Bizonyitds. "=" trivialis, hiszen p = pu™ + p~. Tegyiik fel, hogy 4~ = 0 ekkor p—rang A, korldtos. A hasznilva az
el6z6 tételt és allitast azt kapjuk, hogy p—rangA; (2-rang A(K;})) korldtos, amib6l kovetkezik, hogy ut = 0. Ezzel
belattuk az allitast. O

5.0.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy Ko /K egy Z,-bévités és p = 0. Ekkor
X ~ @An ~ Z; @ (véges p-csoport)
mint Zy-modulusok.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy
X~ E =N/ (g;(T))
J
ahol minden g; megkiilonbéztetett és ) g; = X\. Az osztési algoritmus szerint

A/(g;(T)) = Zyee%.

Igy azt kapjuk, hogy
E~7p.

Mivel X egy Z,-modulus, ami végesen generalt, ezért a struktira tételbdl kovetkezik az allitas. O

5.0.8. Allitas. Legyen p egy pdratlan prim. Legyen K egy CM-test és Koo /K eqy kérosztdsi Zy,-bovitése K-nak.
Ekkor a kovetkezd leképzés injektiv
AL — AL

Megjegyzés: Sziikséges feltenniink, hogy p paratlan, illetve AT-ra nem feltétlen igaz az 4llités.

Bizonyitds. Legyen I egy idedlja A,-nek, ami féideal K,,1-ben, tehat

I=(a).
Legyen o a generatora Gal(K,,1/K)-nak. Ekkor
IO’
o—1
== =(1).
(=" =)

Kovetkezik, hogy

[oa

o’ P =cc E, 1 = K1 egységei.

Legyen N egy norma K, 1/K,-n. Ekkor
Ne= (Na)” ' =1.

Tegyiik fel, hogy I reprezentdlja A, egy osztalyat. Jeloljiik J-vel a komplex konjugalast. Ekkor
11+J: (ﬁ)a ﬂGKn (azaz ﬁa :ﬂ)a

tehat
M =8y ne B,
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Legyen
0[2
ap = —,
n
és )
_ 3
61201(17 1:ﬁ6En+1~
Ekkor
€1+J _ (a%—i-J)o'fl — (62)071(77071)17‘1 —_ (no—fl)lfJ c E;+1,
de

E, 1 = Wy = egységgyokok K, 1-ben.
Vegyiik észre, hogy
N{Sl = (Nal)"fl =1.
5.0.9. Lemma. Haey € W41 és Nep =1 akkor e = ngl, ahol g9 € Wy 41

Bizonyitds. Hilbert 90 tétele [I] szerint 1 = y°~!ahol y € K, 11, de ezt tudjuk, hiszen y = a;. Azt szeretnénk,
hogy y € W,,11. Nézziik a kovetkez6 két sorozatot

—1 _
L= W, = Wop == W =1

1 — Wha1 UKerN — Wiyt~ W, — 1.

Az els6 egyértelmiien egzakt. A mdasodikrél is be szeretnénk latni ezt. Ha (, £Ko akkor (, A&K,, minden m-
re. Ha ez nem teljesiilne akkor létezne egy nem trividlis részcsoportja (Z/pZ)* Gal(K/K)-ben, ami nem lehet.
Mivel N : W,, — W, a p hatvany leképezés, ez sziirjektiv, ezért N : W, 41 — W, is sziirjektiv. Ha (, € K
akkor K,4+1 = K,(¢), ahol ( = (pm ,minden m > n + 1. Azonban W, 41 = (¢) x ({;) valamilyen t (p,t) =1, és
W,, = (CP) x (¢;). Kénnyti ldtni, hogy N¢ = (P és N¢; = (7, széval (N¢;) = (¢;). Ekkor N sziirjektiv és a masodik
sorozat is egzakt. Megkaptuk, hogy

W,
Wil = Woia] _ [Wys1 NKer NJ.
(Wi
Mivel Wg;ll része Wy41 NN, ezért egyenlének is kell lennie. Ezzel a lemmét belattuk. O
Lemmabdl azt kapjuk, hogy
oz‘l’_l =g = gg—l ,ahol €0 € Wy, 4.
Tehat "
(651 - (65}
135 o 135} ’
azaz, o
L e K,.
€2
Viszont o
1
— =(a)=(*)=1" Ky1-ben,
€2
és az idedlok egyértelmii felbontasabol
@
L =1% K,.i-ben,
€2
Mivel p paratlan és I p hatviny rendd A, -ben, ezért I egy féidedl. O

5.0.10. Allitas. Legyen p pdratlan és K eqy CM-test. Legyen Ko /K egy kérosztdsi Z,-bévités. Ekkor X~ = ILH AL
nem tartalmaz véges A-modulust, tehdt létezik eqy injektiv leképzés véges komaggal,

X~ @A/(pk") @EBA/(QJ'(T))~
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy FF C X~ véges A-modulus. Legyen Gal(K,/K) generdtora yy. Mivel F' véges, ezért
létezik ny € N, hogy minden n > ng-ra 7%  trividlisan hat F-n. Tegyiik fel, hogy
0#x="(..,Zm, Tmi1,---) €FClimA,.

Ekkor #,,+1 — &, a megfelel norma leképzés melett és x,, # 0 minden elég nagy m-re (letezik mg,hogy m > my).
Legyen m nagyon mg-nal és ng-nél. Az allitas szerint x,, # 0, amikor felemeljiik A, , ;-be, Nézziik a kovetkezd
elem hatasat z-re

m

LA A" P
Mivel m > ng az elobbi elem gy hat xz-n, mint p és ez legy a norma leképzés K, 1-b6l K,,-be. Tehat

pXmy1 =xm 0 Apy1-ben.
Mivel F' egy véges p-csoport és p injektiven hat, ezért F' = 0. O

5.0.11. Kovetkezmény. Legyen p pdratlan és K egy CM-test, illetve Koo /K egy korosztdsi Z,-bévités. Ha p~ =0
akkor -
X~7Z).

Bizonyitds. Az eléz6 tétel és a[5.0.7] tétel bizonyitdsahoz hasonléan belathato. O
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6. fejezet
A Fosejtés

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy p # 2. Nézzitk a kévetkezd Z,-b6vitést Q(Coo)/Q((p). A kovezkezd tételt
segitségével meg tudjuk mutatni, hogy €; X, mivel izomorf.

6.0.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy pt h(Q(¢p)T) +. Legyen Po(T) = (1+T)P" — 1. Ekkor minden i = 3,5,...,p— 2-re,
eidn = Ly[[T)]/(Pu(T), f(T,w'™"))

lime; A ~ Z,[[T]/(f(T, ')

mint Zy[[T]]-modulus, ahol f(T,w'~") hatvdnysora kielégiti a kivetkez6t
f( +p)svw1_i) = LP(S>W1_i)'
Bizonyitds. A bizonyitds megtaldlhaté a Whasington konyvének 199 oldalan. O

A tétel szerint '
X ~ A/(f(T,w'™ %) minden i =3,5...,p— 2-re,

ahol
f(L+p)P = 1,0 = Ly(s,w' ™).

Tudjuk, hogy f faktorizalhaté a Weirstrass el6készitési tétel szerint, A tétel szerint pu; = 0,tehat

eiX =~ A/(g:(T)),

ami teljesitia tételt. Ebben az esetben a megkiilonboztetett polinom megegyezik a p-adikus L-fiiggvénnyel.
A sejtés szerint ez altalanosabban is igaz.
Legyen F' teljesen valos test és legyen Ko = F((p), Koo = F({p). Legyen

A = Gal(Ko/F) € (Z/pZ)".
Legyen x € A paratlan Dirichlet karakter. Ekkor
exX = PN e P A/(g1(D)
i J
véges comaggal. Legyen p, = > kY és legyen

g¥(T) = px Hg?(T)-

Be lett bizonyitva (ldsd. 296 oldal [6]), hogy létezik egy p-adikus L-fiiggvény, L,(s,wx ') minden wx ™! paros
Dirichlet karakterre. Ha F' = Q akkor ez a szokdasos p-adikus L-fiiggvény. Ez nagyobb F-ekre nehezebb beldtni.
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Legyen Gal(K/Ky) generdtora 7o = 1+ T Definuéljuk ko € 1+ pZ, gy, hogy Y0(p» = (2 minden n > 1. Be
lett bizonyitva, hogy létezik egy hatvanysor f, € A, hogy

Ly(s,wx™ ") = fy(wg — 1), x#w.

A Fététel (els6 alakja). f\(T) = ¢X(T)Uy(T) ahol U, € A*.

A f6tételt mas alakban is kimondhatjuk. Az egyszeriiség kedvéért legyen F' = Q, ez nem sziikséges, mivel a
fosejtés igaz minden teljesen valds test folott. Legyen x # w egy elsé rendi paratlan Dirichlet karakter, és legyen
Ko =K, ((p), Koo = (¢p). Legyen O olyan, hogy tartalmazza y értékeit és Z, C O és legyen f, € O[[T]] kielégiti
a kovetkezot

fr(wg —1) = LP(S~WX_1)a
ahogyan a tételben. Ekkor .

P (T) = P fr(T)UL(T),
ahol U, € O[[T]]%, fy(T) megkiilonbéztetett és 1, > 0.
Vegyiik a

V=X ®Zp (Cp

C, folotti vektorteret és legyen g, (T') a karakterisztikus polinoma ~y — 1-nek, ami hat V, = ¢, V.
A Fététel (masodik alakja). f,(T) = g,(T).

A maésodik alak elénye, hogy tobb fajta karakteret nézhetiink vele. Ellenben elveszitjikk azt, hogy u = p, (p-t
exX-bbl, py-t fo-bél kaptuk). Q {6l6tti Abel bévitésekre egyenlSek, hiszen mindkettd 0.

A f6sejtést megalkotasat a véges testek f6lotti gorbék tanulmanyozasa motivalta. Legyen C egy gorbe és a nemsza-
ma(genus) g k f6lott. Legyen k karakterisztikdja [ # p és legyen J a Jacobi varietansa. Legyen J, a p renddi pontok
halmaza J-n k lezartja f6lott. Ekkor

Jp =~ (Q,/Z,)*, mint Abel csoportok.
Ekkor
Homgz, (Jp, Qp/Zy) ~ qu
és
Homgz, (Jp, Qp/Zyp) @ Qp ~ Qgg.

A Frobenius automorfizmus k-nak k f6lott hat ezen a teren és Weil tétele szerint a karakterisztukus polinom a C
zeta fiiggvényének a szamlloja. Igy a fotétel egy eszkdz, hogy ezt kibévitsiik a fiigvénytestekre.

A fétételt (elsb alak) Mazur és Wiles bebizonyitotta F = Q, Ky = Q((,), Ennel egy kicsit er6sebbet bizonyitottak
be, amit korbejarunk kicsit.

Legyen R egy kommutatilv gylirii és M egy végesen generalt R-modulus. Minden r € Z és B C R" létezik egy
egzakt sor

0B R L Mo
Vegyiik azokat az r X r matrixokat, amik kielégitik a kovetkezot
®(b1)
o= :
®(br)

ahol (by,...,b,) € B". A Fitting idedl Fr(M) gy van definidlva, hogy legyen az az idedl R-ben, amit det(®P) elemei
generdlnak. Megmutathaté, hogy Fr(M) nem fiigg r-t8l és U-t6l, tehat csak M-t6l figg.

Példak.
1. R=17Z,M = végesen generélt csoport. Ekkor Fr(M) = |M|Z.
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2. M = R/I, ahol I egy idedlja R-nek. Ekkor Fr(M) = I.
3. R= A és M kielégiti a kovetkezdt
0> M— @A/(gj(T)) — (véges) — 0.
J
Ekkor
=([Jg)A
4. Ha M — N egy sziirjektiv leképzés és M, N R-modulusok, akkor Fr(M) C Fr(N).

5. Ha I egy idedlja R-nek akkor
Fryi(M/IM) = Fr(M) mod I.

Legyen i # 1 mod p — 1 és paratlan. Ekkor f,:(T) € A 1étezik és
fuﬂ((l +p)s - 1) = Lp(fsawlii)'

Legyen ¢; egy idempontens elem és
giAoo = limeiAn = UEiAn
Definialjuk '
Xéé) = Homgz, (6;A0c, Qp/Zy).
Megmutathaté, hogy ha ;X ~ @ A/(g;(T)) akkor X&) ~ @ A/(3,(T)), ahol
3;(T) = g;(1+ 1)1 = 1).
6.0.2. Tétel. (Mazur-Wiles). Legyen ¢ # 1 mod p — 1 pdratlan. Ekkor
L FAXE = (fus (1)),

2. Fay(pory(Eidn) = Fayoporn (X8 /Pa(T) X)) = (fo:(T) mod P, (T)),
ahol P, (T) = (1+T)P" —1.

A harmadik példa alapjan az els6 rész adja a f6tételt. Ha feltessziik a Vandiver sejtést, akkor a méasodik példa
alapjan megoldhatjuk, viszont sokszor van, hogy egy nem ciklikus modulusnak a fitting ideilja megegyezik egy
ciklikus moduluséval. Igy a tételb8l nem kovetkezik a Vandiver sejtés vagy a ciklikussdga az osztalycsoportnak,
mint modulus a csoport gytirii felett.

A blzonyltas algebrai geometriat és modularis formak elméletét hasznélja, hogy nem elagazo bévitését kontruilja

Q(Cp )—nek Ezért X5 elég nagy, hogy FA(X(Z ) C (f.:(T)) minden i-re. Ha
X — P A/((T))

véges komaggal rendelkezik, akkor
MXD) = ([T 9:(T) = (G (T)).
Ezért
Jor (T30 (T)
és deg,, fi < deg,,Jui, ahol deg,, a Weierstrass fok. A tétel szerint A\~ = ). deg,, g, i, szdval
Jur = () (egység).

Ezzel az els6 részt belattuk. Természetesen a bizonyitas nehezebbik része olyan bovitést konstrualni, ami megfelel.
Egy felhasznalasa a tételnek a kovetkezo eredmény

leiAo| = p — része By ,-i-nek.
Ez kovetkezik a méasodik részbbél, hiszen A/(Py(T')) = Z,, a Fitting idedl meghatarozza a rendjét, és
foi(T) = f,i(0) = Ly(0,w'™") = =By ,,~ mod Py(T),
ezzel belattuk.
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