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1. Bevezetés

A dolgozatomban részletesen szeretném bemutatni a véges projektiv terekben
talalhato "valodi" (proper) k-lefogd ponthalmazok elméletét és jellemzsit. A va-
l6di jelz6 itt arra utal, hogy a lefogdé ponthalmaz minimélis lefogd tulajdonsaggal
bir, azaz nem tartalmaz felesleges pontokat, masrészt kifesziti a szo6banforgd pro-
jektiv teret. Ez a tulajdonsig kiilénosen érdekes geometriai és kombinatorikai
szempontbol.

A dolgozat els6 részében attekintem a véges projektiv terek alapvets fogalmait
és tulajdonsagait, majd ratérek a lefogd6 ponthalmazok definiciojara és alapvetd
tulajdonsagaira. Ezt kovet&en részletesen targyalom a proper lefogé ponthal-
mazok jellegzetességeit, példakkal és tételekkel alatamasztva. Az elméleti rész
mellett programozési eszkozokkel és a kodelmélettel is vizsgalom ezen halmazok
tulajdonsagait.



2. Alapfogalmak

A dolgozat megértéséhez elengedhetetlen néhany alapfogalom tisztazéasa. Ezek a
fogalmak a projektiv terek szerkezetére, a homogén koordinatak alkalmazésara
és a lefogd halmazokra vonatkoznak. |7, 4]

1. Definici6é. Adott egy F test f6l6tti d + 1 dimenzios vektortér, V(d + 1,F).
Ekkor a vektortér linearis alterei a tartalmazésra nézve struktarat alkotnak. Az
F test folotti d dimenziés projektiv tér azon geometriai struktira, amelynek az
r dimenzi6s projektiv alterei jelentsék a V(d + 1,F) vektortér r + 1 dimenzids
linearis altereit r = 0,1, ..., d-re. (Azaz megdrizziik az illeszkedési struktirat.)

e A 0-dimenzids projektiv alterek (a projektiv tér pontjai) pontosan a vek-
tortér egydimenzios linearis alterei.

e Az egydimenzios projektiv altereket projektiv egyeneseknek,
e a k-dimenziésokat néha k-sikoknak,

e a (d — 1)-dimenziosokat hipersikoknak nevezziik.

2. Definicié (Homogén koordinata). Az egy dimenzios linearis alterek az adott
iranyvektort, origon 4tmens egyenesek. Persze barmelyik generalo (azaz nem-
nulla) irdnyvektora alkalmas iranyvektornak, ennek d + 1 koordinataja pedig a
megfelels projektiv pont homogén koordinatainak. Ez azt jelenti, hogy egy pro-
jektiv pont minden koordinatajat végigszorozzuk egy nemnulla konstans szor-
zoval, akkor ugyanazt a projektiv pontot kapjuk.

Egy d dimenziés projektiv tér tehat a d 4+ 1-dimenziés vektortér pontjainak
homogén koordinatéival van reprezentalva. A hipersikok a normalvektorok ho-
mogén koordinataival hasonléan reprezentalhatok.

A projektiv tér alterei a tartalmazéasra nézve egy részben rendezett halmazt
alkotnak. Igaz a dualitas tétele. Ez azt jelenti, hogy az i és d— (i+1) dimenzios
projektiv alterek megfeleltethet6k egymasnak. Azaz

iires halmaz egész tér
pontok halmaza hipersikok halmaza
egyenesek halmaza d — 2-sikok halmaza

d — 2-sikok halmaza egyenesek halmaza
hipersikok halmaza pontok halmaza
egész tér lires halmaz



Egy példa egy véges projektiv sikra:
3. Példa. [8] PG(2,2), azaz a Fano-sik:

100

101 110

001 011 010

4. Tétel (Dimenzidformula). [5] Tetsz6leges S, T° C P projektiv alterekre
dim((S,T)) + dim(S N T) = dim(S) + dim(7T’).

Bizonyitis. Ha P = P(W), S = P(U) és T = P(V), ahol U,V < W linearis
alterek, akkor dim(S,T) = dim(U + V) — 1, dim(SNT) = dim(U NV) — 1,
dim(S) = dim(U) — 1 és dim(7") = dim(V) — 1 miatt elég a dim(U + V') +
dim(U N V) = dim(U) + dim(V) "linearis” dimenziéformulat ellendrizni. Ez
pedig rogton adodik abbol, hogy ha az U NV altér egy bazisat kiilon-kiilon
kiegészitjiik egy-egy bazissa U-ban és V-ben, akkor ezek a vektorok egytittesen
bézist alkotnak az U + V altér szamara. O

Példaul a 3 dimenziés projektiv térben az egyenesek és sikok nem lehetnek
parhuzamosak, hanem mindig metszik egymast legalabb egy pontban.

5. Definici6 (Jelolés). A tovabbiakban jeldlje F, a g elemd véges testet, ahol
q egy primhatvany.

6. Allitas. Egy PG(d, q) projektiv tér pontjainak szama:
Og=+——=q¢"+¢" 4 +qg+1

Bizonyitds. Minden pontnak pontosan d + 1 koordinataja van. Ezt ¢%t!-féle
lehetdség, mert mindegyik koordinata helyére g-féle elemet irhatunk. Viszont
ebbe beleszamoltuk a csupa-nullat is, igy egyet ki kell vonni. Mivel a koordiné-
tak homogének, barmely nemnulla konstanssal végigszorozva ugyanazt a pontot
kapjuk, ezért ¢ — 1-gyel le kell osztanunk. Azaz megkaptuk az Osszes projektiv
pont homogén koordinéatajat. O

Ebbdl persze tetszoleges k-dimenzios altér pontszamat is tudjuk, az éppen 0y =
q" +¢*1 4+ ... + 1. Specialisan minden egyenesnek ¢ + 1 pontja van.



Egy projektiv térben a k-dimenzios alterekre vonatkozo lefogd ponthalmaz egy
olyan ponthalmaz, amely minden k-dimenzios alteret metsz. Mivel egy lefogd
halmaz és még egy pont unidja még mindig lefogd ponthalmaz, ezért minket
elsGsorban a tartalmazasra nézve minimaélisak érdekelnek.

7. Definici6. Egy d-dimenzios projektiv tér (d — k)-dimenzios, azaz k-kodimen-
zi6s altereit lefogd ponthalmazt k-lefogé halmaznak nevezziik. Az 1-lefogo
halmazt a (hipersikokat) lefog6 halmaznak nevezziik.

8. Definici6. Egy B k-lefogd halmaz P pontja lényeges pont, ha B\ {P}
méar nem k-lefogo, azaz létezik egy olyan (d — k)-dimenzios "érint6" altér, amely
csak P-ben metszi B-t. Ezért egy k-lefogd halmaz pontosan akkor minimaélis,
ha minden pontja lényeges.

9. Definici6 (Alappont, alapszimplex). Alappontoknak nevezziik az olyan d-
dimenzios e; (i = 1,...,d+ 1) vektorokat, amelyeknek az i-edik koordinatéja 1,
az Osszes tobbi 0. Ezen pontok az alapszimplex pontjait alkotjak.

10. Definici6 (Stly). Egy pont Hamming silyan a nemnulla koordinatainak
szamat értjiilk. Az alappontok tehét éppen az egy stlyd pontok.

11. Tétel. Egy d dimenzios projektiv térben egy altér k-lefogd halmaza egyben
a teljes tér k-lefogd halmaza is.

Bizonyitds. Dimenziotétel segitségével. Vegylink a P = PG(d, q) projektiv tér-
ben egy s dimenziés S projektiv alteret. Tegyiik fel, hogy S-ben létezik egy
k-lefogb halmaz. Legyen K egy k-lefog6 halmaz P-ben.

dim((S, K)) + dim(S N K) = dim(S) + dim(K)
d+dim(SNK)=d—k+s
dim(SNK)>s—k

Tehat a tér minden k-kodimenzios altere legalabb egy s — k dimenzioés altérben
metszi az S alteret. Igy, ha S-ben létezik egy k-kodimenzios altereket lefogd
ponthalmaz, akkor ez lefogja a P minden k-kodimenzios altereit. Azaz k-lefogd
marad a teljes projektiv térben. O

12. Ko6vetkezmény. Egy d dimenzios projektiv térben egy k-dimenzios altér
ponthalmaza k-lefogd halmazat alkotja a teljes projektiv térnek is.

Bizonyitds. Vesziink egy S k-kodimenzios alteret és egy T k-dimenziés alteret
és megvizsgaljuk a metszetiiket. Ha a metszet > 0, akkor biztosan allithatjuk,
hogy minden k-kodimenzios alteret metsz egy k-dimenzios altér, azaz a PG(d, q)
projektiv téren egy k-lefogd halmazt ad. A dimenziététel alapjan tudjuk, hogy

dim((S,T)) + dim(S N T) = dim(S) + dim(T")

d+dim(SNT)=d—k+k=d



dim(SNT)>0
Tehat T és S legalabb egy pontban metszik egymaést.
O

13. Tétel (Bose-Burton). A PG(d, q) projektiv téren egy k-lefogd halmaznak
legalabb 0 pontja van. EgyenlGség esetén a lefogd halmaz egy k-dimenzids altér
minden pontja. Azaz, egy k-dimenzios altér pontjai a lehets legkisebb k-lefogd
halmaz.

Bizonyitds. Ez az el6z6 12. kévetkezmény folytatasa, hogy ennél kevesebb pont-
tal nem is lehet lefogni a k-kodimenzios altereket. Indukciéval bizonyitjuk be.

e P = PG(d,q), a g rendd projektiv téren szeretnénk lefogni a k = d — 1-
kodimenzios altereket, azaz az egyeneseket. Tegyiik fel, hogy létezik egy
B, egyeneseket lefogd halmaz, azaz egy d — 1-lefogé halmaz, amelynek
legfeljebb 64_1 = ¢* 1 4+ --- + g+ 1 az elemszama. Legyen p egy pont,
amely nem eleme B-nek. A p ponton keresztiil

¢'-1 _¢"-1_ (¢-1)(""+-+q+1)

- - =04
== -1 ¢-1 g—1 o

darab egyenes megy at. Ebbsl adodik, hogy legalabb 641 pontra sziiksé-
giink van ezen egyenesek lefogasara, tehat |B| = 604_1.

Ez valoban egy d — 1-dimenzios altér, azaz egy hipersik Gsszes pontja.|7]

Hiszen valasszuk ki a B ponthalmaz barmelyik ¢?—' darab pontjat. Ez

kiad egy H hipersikot. Ha B nem ez a H hipersik, akkor valaszthatunk

egy p ¢ B, p € H pontot. Az ezen p ponton atmend 6,_; darab egyenes

kozil 04_o darab, azok, amik H-ban vannak, legalabb egy B-beli pon-

tot tartalmaznak, azaz le vannak fogva. Tehat a fennmarado ¢?—! darab

egyenes lefogasara

d—1 _ 1

1Bl —¢" ' =0a_1 —¢" T =0g_0 = "——
qg—1

darab B-beli pont marad. Mivel ¢ — 1 > 1, ezért

q—1
Igy ellentmondasba iitkdztiink, azaz B = H.

e Most P-ben a k = d — 2-kodimenzios altereket, vagyis a sikokat kivanjuk
lefogni. Ekkor a 11. tétel alapjan P egy hipersikjaban egy egyenes-lefogd
ponthalmaz megfelel6 lesz. Tehat, ha d — 1 dimenzioban sikeriil lefogni
az Osszes egyenest, akkor d dimenzioban lefogtuk az Gsszes sikot. Az els-
z6 allitas alapjan ekkor sziikségiink van legaldbb 6;_1_1 = 64_o pontra,
amelyek éppen egy d — 2 dimenzids altérre esnek.
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e Tegylik fel, hogy igaz az allitas a k-kodimenzios alterekre. Ekkor a k — 1-
lefog6 ponthalmazra az alabbi irhato fel:

Ad—-(k—-1) =d— k+ 1-dimenzits altereket szeretnénk lefogni. Ezt
megint megtehetjiik a 11. tétel miatt gy, hogy d — 1 dimenzioban fogjuk
le a d — k dimenziésokat. Igy az indukcios allitas miatt tehat sziikségiink
van 0g_1_(q—r) = Ox—1 pontra, amelyek éppen egy k — 1 dimenzios altérre
esnek.

O

Lattuk, hogy ha k-lefogokat keresiink, akkor egy altérben lévs, arra nézve k-
lefogd halmaz az egész térnek is k-lefog6 halmaza. Tehat az érdekes eset az,
amikor a lefogd halmaz kifesziti az egész teret. Ezért az alabbi modon vezetjiik
be a valddi lefogdé halmazok fogalmat.

14. Definici6. [1] A PG(d, q) projektiv térben egy B k-lefogd halmazt valodi-
nak (propernek) neveziink, amennyiben a B halmaz d-dimenzios, azaz fesziti a
teret és tartalmazasra nézve minimaélis.

Egy masik modja lehetne a valodi lefogd ponthalmaz bevezetésének, ahogy Udo
Heim altal definiélta.

15. Definicié (Udo Heim). [6] Egy ¢ rendd d dimenzios P projektiv tér B
lefogd halmazat akkor nevezziik valodinak, ha P egyetlen hipersikjaban sem
alkot lefog6 halmazt, azaz, ha P egyetlen H hipersikja sem tartalmazza B egy
részhalmazat, amely 6nmagéaban lefogé halmaz lenne H-n. Egy PG(d, q)-ban
1év6 valodi lefogd halmaz minimaélis szamossagat f(d, q)-val jeloljiik.

A tovabbiakban a 14 definicibban megfogalmazott valodi lefogd ponthalmazzal
szamolunk.

16. Megjegyzés. Ha van egy valodi lefogd ponthalmazunk, akkor az altalano-
sitds megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az alappontok benne vannak. Tehéat
ezentul mindig az alappontokat probaljuk kiegésziteni valodi lefogd ponthalmaz-
ZA.

17. Megjegyzés. Egy adott ponthalmaz esetében ketts dolgot kell leellendriz-
ni:
1. lefogja-e az Gsszes hipersikot

2. minden pont lényeges-e, azaz minden pontjara létezik-e egy olyan hipersik,
amelyet csak az adott pont fog le.

Kérdés: Kiilonbozs d-re és g-ra mik a valodi lefogo halmazok a PG(d, q) pro-
jektiv téren?

11



3. A hipersikokat lefog6 valédi lefogé halmazok

3.1. Programozas Pythonban

Egy B ponthalmaz lefogé halmaz a d dimenzios, g rendi projektiv téren, P-n,
ha az alabbi teljesiil:

minden P-beli hipersik legalabb egy B-beli pontot tartalmaz.

Ezen B ponthalmazok koziil keressiik azokat, amelyek

1. feszitik a teret és

2. tartalmazasra nézve minimaélisak.

Az utobbi azt jelenti, hogy B-nek nincs olyan valodi részhalmaza, ami lefogo
halmaz lenne. Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha B minden eleme lényeges
pont.

Ahhoz, hogy egy ilyen ponthalmaz feszitse a teret elég feltételezniink, hogy a
(d + 1)-dimenzios alappontok mindegyike eleme B-nek.

Az alabbi algoritmus éppen ilyen megfelels valodi lefogé ponthalmazt ad out-
putként.

Algoritmus:
adott B lényeges ponthalmaz
while van olyan hipersik, amit nem fogtunk le do
bevesziink egy Gj p pontot B-be
if a p pont lényeges then
if B Up minden pontja lényeges then
visszaadja 1j ponthalmazként a B U p ponthalmazt
else
if valamelyik alappont valt nem lényegessé then
visszaadja B-t
else
kitoroljiik B Osszes nem lényeges pontjat = B’ Up-t adja vissza
end if
end if
else
visszaadja B-t.
end if
end while

12



3.1.1. Mellékprogramok, mellékszamolasok

A galois csomagban a ¢ elem( véges test elemeit a {0,1,2,...,q— 1} szamokkal
reprezentaljak (persze ekkor nem feltétlentil maradnak érvényben a szokisos
szammiiveletek).

Ekkor az Gsszes pontot a PG(d, q) véges projektiv téren d + 1 hosszi homogén
koordinatakkal reprezentalhatjuk. Feltehetjiik, hogy minden pontnak az utolsd
koordinataja 1, vagy 0. Végigmegyiink a koordinadtakon. Amikor éppen az i-
edik koordinatanal tartunk, az i-edik koordinatat 1-esre allitjuk, ¢-t6l d + 1-ig
pedig O-ra. Az i-edik koordinata el6tt az elemek 6sszes lehetséges kombinaciojat,
Descartes-szorzatat irjuk.

Az alabbi program inputja 2 szdm, a kivant dimenzi6 és a ¢ rendii véges test
elemszama. Outputja a PG(d, q) véges projektiv tér dsszes pontjanak homogén
koordinataja.

A dualitas miatt a hipersikokat megfeleltethetjiik egy norméalvektoranak koor-
dinataival, tehat ez a program az Gsszes hipersikot is megadja.

import numpy as np
from itertools import product
import galois

def all points(d,q):

GF = galois .GF(q)
elem = GF.elements
res = np.array ([[1] + [0 for i in range(d)]])

for a in range(1l, d+1):
perm = product(elem, repeat = a)
for i in perm:
r = [0 for i in range(d+1)]
for j in range(len(i)):
SR
rla] =1
res = np.append(res, [r], axis = 0)

return GF(res)

13



Az alabbi program inputja ketté numpy array a ¢ elemi test folott, az egyik
a normalvektorukkal megadott hipersikok halmaza, a masik pedig par (teret
feszit$) pontok halmaza.

Outputja szintén egy numpy array, mégpedig azon pontok koordinataiboél all,
amelyek nem lényegesek a ponthalmazban.

A 8. definiciéban leirtak alapjan a nem lényeges pontok azon pontok, amelyek-
hez nem létezik érint6 hipersik. Ha egy pont eleme egy hipersiknak, akkor a
koordinataiknak a skaléris szorzata éppen nulla. Ha egy adott hipersik normaél-
vektoranak koordinatait végigszorozzuk az Osszes pont koordinatéival, kapunk
egy ujabb vektort. Ha ebben a vektorban éppen egy darab nulla taldlhato, ak-
kor ez az egyetlen pont, amely eleme a megadott hipersiknak, azaz ez egy érintd
hipersik.

Ezért, agy miikodik a program, hogy a matrixszorzatat vessziik a hipersikok
norméalvektorainak és a pontoknak a koordinatainak, majd ebbdl kivalasztjuk
azon sorokat, amelyekben pontosan egy darab nulla van. Ha ezen sorokbodl
alkotott matrixnak van olyan oszlopa, amelyben nincsen nulla, akkor az a pont
nem lényeges.

A matrixszorzatbél megkaphatjuk még a le nem fogott hipersikok halmazéat
is. Amely sorban egyetlen nulla sincsen, azt a hipersikot még nem sikeriilt
lefognunk.

import numpy as np
import galois

def not essential points(hyper planes, set of points):

matrix = hyper planes @ np.transpose(set of points)
a = matrix [np.sum(matrix = 0, axis=1)==1]
return set of points[np.all(a != 0, axis = 0)]

def not_ blocked hyper planes(hyper planes, set of point):
matrix = hyper planes @ np.transpose(set of point)

return hyper planes|np.all (matrix != 0, axis=1)]

14



3.2. Eredmények
3.2.1. A két elemii véges test

Ebben a részben nem sziikséges hasznélnunk a szamitogépes eredményeket.

18. Allitas (A 2 elemii test). PG(d,2)-ben a d + 1 darab alappont e; min-
den hipersikot lefog, kivéve azt, amelynek minden koordinataja 1-es, azaz az
[1,1,...,1] hipersik.

Bizonyitds. Valasszunk ki egy H hipersikot a hipersikokat reprezentalé normal-
vektorok halmaza koéziil. Ha H normalvektoranak az i-edik koordinataja O,
akkor ez a hipersik lefoghat6 az e; alapponttal. Ez azt jelenti, hogy a koordina-
tainak skalaris szorzata éppen 0.

[,0,%,...,%]-(0,1,0,...,0) =%-040-1+%-0---%-0=0

A projektiv téren pontosan egy olyan pont van, aminek nincsen 0 koordinataja
és ez a csupa 1 koordinataja hipersik. Belattuk, hogy ezen kiviil barmely masik
hipersik lefoghat6 az alappontokkal. O

19. Tétel (A 2 elemd test folotti valodi lefogd ponthalmaz). PG(d, 2)-ben:

1. ha a d paratlan, akkor a d 4+ 1 darab alappont és az (1,1, ..., 1) koordina-
taju pontokbol all6 ponthalmaz valédi lefogd ponthalmaz.

2. ha a d péaros, akkor nincsen ilyen valodi lefogé ponthalmaz.

Bizonyitds. Ha d paratlan, akkor d + 1 paros. A kimaradt csupa 1-es hipersik
tényleg lefoghat6é a csupa 1-es koordinataju ponttal, mert a skalaris szorzatuk
0. Mivel paros szamu egyest adunk 0ssze, kongruens 0 modulé 2.

(1,1,...,1)-[1,1,...,1]=1-141-1+4---+1-1=0 (mod 2)

Ha d paros, akkor d 4+ 1 paratlan. Ekkor nem fogtuk még le a csupa 1-es koor-
dinataja hipersikot, barmely masik hipersik viszont le van fogva (el6z6 allitas).
A csupa 1-es koordinataju hipersik lefogasahoz olyan pont kell, amelynek paros
szama 1-es koordinataja van. Legyen egy ilyen pont P. P-t bevéve viszont
megsztinik par pont sziikségessége a ponthalmazban. Dobjuk ki az eredeti alap-
pontok koziil azt, amelynek olyan helyen van az 1-es koordinéataja, ahol P-nek 0
koordinataja van. Ekkor ugyan lefogd ponthalmazt talaltunk, de ez nem fesziti
ki a teret, azaz egy altérben talaltunk valodi lefog6 ponthalmazt. Pl.:

Ha PG(2,2)-ben ha bevessziik az (1,1,0) pontot, akkor a (0,0,1) alappont
kidobhato: a
{(1’ 0’ 0)7 (07 ]" 0)7 (17 ]" 0)}

ponthalmaz egy projektiv egyenes minden pontja, amely egy altér a projektiv
sikon (azaz lefogd halmazt alkot). O
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4 5 6 7
nincs 7 nincs 9

3
5
¢g=3 6 7 9 10 12 13
=4 7 9 11 15 19 26
g=5 9 11 17 23 30 39
q= 12 19 30 42 55

g=8 13 24 37 52
g=9 13 28 45

1. tablazat. Néhany példa a programmal, random pontokkal talalt, valodi, leg-
kisebb lefogé halmaz pontszaméra d dimenziéban a q elemi véges testen

A program altal kapott ponthalmazokban talalhatd bizonyos mintazat. Kzt
részletezem az alabbiakban.

3.2.2. Paratlan dimenziéokban

Az alabbi ponthalmaz valodi lefogé ponthalmaz minden prim hatvanyrendi test-
re. Paratlan d dimenziéban éppen paros szami, d + 1 koordinataja van minden
pontnak.

Az alabbiakban az Gsszes lehetséges modon kivalasztjuk 8 € F, \ {0, —1}-t.

(1, 0, 0, 0, ... 0, 0, 0, 0, 0, 0)
0, 1, 0, 0, ... 0,0, 0, 0 0 0
(0, 0, 0, 0 0, 0, 0, 1, 0, 0)
0, 0, 0, o0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)
0, 0, 0, o0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, B, 1)
(Oa Oa Oa 07 07 07 Ba 17 _17 1)
(Oa Oa 07 07 /Ba 17 _17 17 _17 1)
0, 0, 0, O 1, 1, -1, 1, -1, 1)
(Oa Oa /67 17 _17 17 _17 17 _17 1)
(/87 1a 71a 17 717 17 717 17 717 1)
(-1, 1, -1, 1, ... -1, 1, -1, 1, -1, 1)

Ez a ponthalmaz teljes dimenzios, mert eleme az 6sszes alappont. Tartalmazésra
nézve miniméalis, mivel minden pontja lényeges, amit azzal tudunk bebizonyita-
ni, hogy mutatunk minden ponthoz egy-egy megfelel§ érinté hipersikot, amelyet
csak ezen pont fog le.

Az e; alappontban i = 1,2,...,d,d+ 1 érinti a B valodi lefog6 ponthalmazt az
1,1,...,1,0,1,...,1,1] normalvektort hipersik, ahol 0 éppen az i-edik koordi-
nata.

16



Csak a fels alaku koordinataja pontok fogjak le az als6 normélvektora hiper-
sikot, ahol v - 8 = —1(mod q)

(o, 0o, 0, 0, ... 0, 0, 0, 0, 8, 1)
[13 17 17 17 17 13 13 7717 Y 1]

(0, 0, 0, 0, ... 0, 0, 8, 1, -1, 1)
1, 1, 1, 1, ... 1, ~y-1, =~ 1, 1, 1
(Oa 07 67 1) _17 17 _17 1a _1) 1)
[17 1 17 s 17 17 la 17 17 1’ 1]
(ﬂa ]-, 713 9 717 13 717 ]-7 71) 1)
[, L, L 1 1, L, L1, 1
(-1, 1, -1, 1, ... -1, 1, -1, 1, -1, 1)

L, 1, ... 1, 1, 1 .1, 1]

Igy minden paratlan d dimenzioban minden ¢ rendi test folott talaltunk egy

9

d+1 3 1
d+1+%~(q—2)+1:5-(d—l—l)(Q—i—l)—i-l:§~q~(d+1)+1

elemt valodi lefogé ponthalmazt. Ez néhény esetben a legkisebb valddi lefogd
ponthalmaz, de magas dimenzidkban nem lehetiink biztosak ebben. Egy péar
példat a 2 tablazat mutatja.
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dim 3 5 7 9 11 13
¢g=2 5 7 9 11 13 15
g=3 7 10 13 16 19 22
g=4 9 13 17 21 25 29
¢g=5 11 16 21 26 31 36
g=7 15 22 29 36 43 50
g=8 17 25 33 41 49 57
g=9 19 28 37 46 55 64

2. tablazat. A megkonstrualt valodi lefog6 halmaz mérete paratlan d dimenzi-
Okban a ¢ elemii testen

A 2. tablazat esetében latszik, hogy a 1. tablazat random pontjainal sokkal
kisebb elemii ponthalmazokat kapunk. Példaul az 5 elemi test esetén 5 dimen-
zibban a random pontokkal csak 23 elemii ponthalmazt talalt legkisebbnek, de
az el6z6 konstrukcié alapjan tudjuk, hogy létezik 16 elemt valodi lefogd pont-
halmaz is. Egy masik példa ugyanigy az 5 elemi test felett 7 dimenzidéban a
random pontokkal 39 elemt lett a legkisebb ponthalmaz, mig ezzel a konstrukci-
oval tudjuk, hogy 21 elemii valodi lefogd ponthalmaz is 1étezik. Viszont példaul a
2 és 3 elemi test folott 3, 5 és 7 dimenzidban ugyanannyi elemi ponthalmazokat
kaptunk a random pontokkal, mint ezzel a konstrukcioval.
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3.2.3. Paros dimenziokban

Az alabbi ponthalmaz megfelel§ lesz minden primhatvany elemszamu testre, ez
aldl kivételt képez a masodrendd test, mert ahogy a 19. tételben bebizonyi-
tottuk, ilyen esetben nem létezik valodi lefogd ponthalmaz. Osszes lehetséges
modon kivalasztjuk 8 € F, \ {0, -1} és § € F, \ {—1}.

1, 0, 0, 0, 0 ... 0 0 0 0 0 0
©o, 1, 0 0 0 .. 0 0 0 0 0 0
(0, 0, 0, 0, O o, 0 0, 1, 0, 0
o, 0, 0, 0, o0 0o, 0, 0 0 1, 0)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 B, 1)
(Oa 07 Oa Oa Oa Oa Oa 67 17 _17 1)
(Oa 07 07 Oa Oa /67 1a 715 17 717 1)
o, 0, 0, 0, O 1, 1, -1, 1, -1, 1)
(Oa 07 07 67 1a _la 1a _15 17 _17 1)
o, 5 1, -1, 1, ... =1, 1, -1, 1, -1, 1)
(-1, 1, -1, 1, -1, ... 1, -1, 1, -1, 1, 4

Megint a B ponthalmazbdl csak az e; alappont ¢ = 1,2,...,d,d+ 1 eleme azon
norméalvektoru hipersiknak, amelynek [1,1,...,1,0,1,...,1,1] a koordinataja és
a 0 éppen az i-edik koordinata.

Ugyanigy megint igaz, hogy a B ponthalmazt csak a fels6 alakt koordinatéju
pontban érinti az alsé normélvektord hipersik, ahol v - 8 = —1(mod ¢q). Az
el6z6ek alapjan felirhatd az 6sszes pontra egy megfelels érinté hipersik.

(0, 0o, 0, 0, ... 0, 0, 0, 0, B 1
M, 1, 1, 1, ... 1, 1, 1, =1, ~ 1

Ami valtozik 3.2.2 fejezetben leirtakhoz képest, hogy melyek azok az érinté
hipersikok, amelyek a (—1,1,—1,1,—1,...1,—1,1,—1,1,6) pontokban érinti a
B valodi lefogd ponthalmazt. Most v = 6 + 1(mod ). Ekkor az érinté hipersik
normalvektoranak koordinataja az alsé alakban irhaté.

-1, 1, -1, 1, -1, ... 1, -1, 1, -1, 1, §)
b 1,01, 1L, 1, .. 1, 1, 1, 1, 1 1]

19



dim 2 4 6 8 10 12
¢g=3 6 9 12 15 18 21
g=4 8 12 16 20 24 28
g=5 10 15 20 25 30 35
g=7 14 21 28 35 42 49
g=8 16 24 32 40 48 56
g=9 18 27 36 45 54 63
g=11 22 33 44 55 66 77
¢g=13 26 39 52 65 78 Ol

3. tablazat. A megkonstrualt valodi lefogd halmaz mérete paros d dimenziokra
a q paratlan prim elem testen

Igy minden paros d dimenziéban minden ¢ primhatvany elem test folott (kivé-
telt jelent a kételemd test) talaltunk egy

d 1
d+1+2-(q—2)+q—1:<1+2-d)-q

elemt valodi lefogé ponthalmazt. Ez néhény esetben a legkisebb valddi lefogd
ponthalmaz, de magas dimenzidkban nem lehetiink biztosak ebben. Egy par
példat a 3. tablazat mutatja.

A 3. téablazaton latszik, hogy a 1. tablazat random pontjainél sokkal kisebb
elemii ponthalmazokat kapunk példaul az 5 elemii test f6létt 6 dimenzidban a
random pontokkal csak 30 elemt, a konstrukciéval viszont 20 elemt valodi lefogd
ponthalmazt is talaltunk. Egy masik példa a 7 elemd test folott 4 dimenzidoban
random pontokkal 30 elemt, pedig tudjuk, hogy létezik 21 elemii valodi lefogd
ponthalmaz is.

2 dimenziéban viszont éppen a masik esetben allunk. Mig a random pontokkal
tudjuk, hogy a 22 rendi test folott létezik 7 elemii valodi lefogd ponthalmaz, a
konstrukcié csak 8 elemiit taldl. Egy masik példa a 23 és 3% rendii test folott
random pontokkal 13 elemi valodi lefog6 ponthalmaz is létezik, a konstrukcio
viszont csak 16 és 18 elemtit ad.
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3.2.4. Geometriai magyarazat

3 dimenzioban

Vesziink kett§ darab, 2 alapponton dtmend kitérs egyenest, mind a kett6bdl ki-
hagyunk egy-egy pontot (ami ne az alappont legyen). Ekkor azok a (hiper)sikok,
amelyek atmennek azon az egyenesen, amely atmegy a ketts kihagyott ponton,
még nincsenek lefogva. Tehét ezen az egyenesen kell venniink még egy pontot.
Ez valoban 2- (¢ +1) — 2+ 1 =2¢g + 1 pount.

(0,1,0,0)
[ ]
(0,0,0,1)
+ A—P
000 (0,0,1,0)

5 dimenziéban

Hasonl6, mint 3 dimenziéban, csak most hdrom darab, 2-2 alapponton atmend
kitérs egyenest kell venniink. Mindharom egyenesbél kihagyunk egy-egy pontot,
amik nem az alappontok. Ekkor a kihagyott harom ponton atmend sikon kell
venniink egy pontot, mivel az ezen a sikon a&tmend hipersikok még lefogatlanok.

(0,0,1,0,0,0)

/ (1,0,0,0,0,0)

(6,0,0,1,0,0)

(0,0,0,0,0,1) (0,1,0,0,0,0)
_.___—'(
(0,0,0,0,1,0)
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Minden tovabbi paratlan dimenzidéban tehat ezzel az algoritmussal kapjuk meg
a valodi lefogd ponthalmazt. Venniink kell % darab egyenes pontjait ugy,
hogy minden egyenes pontosan 2 alapponton menjen at. Minden egyenesbdl
kihagyunk egy-egy pontot. Mivel minden egyenesnek pontosan g + 1 darab
pontja van, ezért igy kapunk ¢ - % pontot. Ekkor viszont a kihagyott %
darab pont kifeszit egy d—;l — 1 dimenzi6s projektiv alteret. Ezen az altéren
kell venniink még 1 darab (altalanos helyzetd) pontot, hogy lefogjuk azokat a

hipersikokat, amelyeket eddig nem tettiink meg.
4 dimenziéban

Vesziink ketts kitérs egyenest 2-2 alapponton keresztiil. Ez a ketts egyenes egy
3 dimenzios alteret feszit ki, legyen ez V. Igy a dimenziotétel miatt, még egy
kitér6é e egyenest mar nem tudunk venni. Mivel V és e egy pontban minden-
képpen metszik egymést. Vegyiik fel gy a harmadik e egyenest, hogy a mér
bevett két egyenes egyikébe se metsszen bele és menjen at az 6t6dik alapponton.
Mindharom egyenesnek azt a pontjat hagyjuk ki, ami a metszete a méasik két
egyenes altal kifeszitett 3 dimenziés altérnek és maganak az egyenesnek. Igy
valoban megkapjuk a (4/2+ 1) - ¢ = 3 - ¢ pontot.

(0,1,0,0,0)

wp)
____—9"7 o000

—

o
(1,0,0,0,0)

(0,0,1,0,0)

Minden tovabbi paros d dimenzidban tudunk venni d/2 darab kitérs egyenest 2-
2 alapponton keresztiil. Ez kifeszit egy d —1 dimenzios V' alteret. Hozzévesziink
még egy e egyenest a kimaradt alapponton keresztiil igy, hogy ne metsszen bele
a V alteret kifeszit§ egyenesek egyikébe sem. Barmely g darab egyenes kifeszit
egy d — 1 dimenzios W alteret. Biztosan tudjuk, a W alteret dofi a kimaradt
egyenes, ezt a kozos metszéspontot hagyjuk ki a ponthalmazbol minden egyenes
esetében. Igy valéban megkapjuk a (£ + 1) - ¢ elemt ponthalmazt.
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3.2.5. Tovabbi érdekességek

Blokhuis-becslés PG(2, p)-ben

Blokhuis bizonyitotta be [2]|, hogy amennyiben ¢ egy primszam p, akkor a pro-
jektiv sikon egy B valodi lefogd ponthalmaz elemszama

3
Bz 5 (p+1)

EgyenlGség esetén B azon a 3 egyenesen van, amely két-két alappontot kot
ossze. Minden egyenesen még 1 - (p — 1) pont van az alappontokon kiviil. Igy
Osszességében tényleg kijon

“(p+1)

| W

3 3 3 3
(p—=1 = —p— — = — =
p—1)+3 5P 2+3 2p+2

NN

Bruen-becslés PG(2, q)-ben

A projektiv sikon egy valodi lefogd ponthalmaz B elemszama [3]

|IB| > ¢+ +/q+1

EgyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha g egy négyzetszam és B a projektiv
sik egy \/q-rendd, tgynevezett Baer-részsikja.

Altalanosan PG(t,q')-ban, tehat ha a rend egy t-edik hatvany, akkor létezik
egy olyan B valddi lefog6 ponthalmaz, amelynek elemszama

Bl=¢"+¢" '+ +q+1

és ez a PG(t, q) részgeometria, ami joval kisebb, mint a 3.2.2 és 3.2.3 fejezetek-
ben megadott ponthalmazok elemszama.

Ebben az az érdekes, hogy azt gondolnank, a legkisebb valodi lefogé ponthal-
mazok elemszamébol alkotott 1. tablazat oszlopai szigord monoton novekedd
sorozatok, viszont igy még csak nem is monoton névekedd sorozatokrol van szo.

Azt viszont be tudjuk latni, hogy a tabléazat sorai monoton névekedd sorozatok.
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20. Tétel. Egy adott ¢ rendii test felett a dimenzi6 novelésével a legkisebb
valdodi lefogo halmazok nagysaga egyre nagyobb lesz.

Bizonyitds. ElGszor bizonyitsuk be, hogy egy lefog6 halmaz vetiilete is lefogo
halmaz.

Egy P = PG(d, q) projektiv téren vegyiink egy B valodi hipersik lefogo halmazt
és egy C' pontot a B ponthalmazon kiviil. Ebbd&l a C' pontbdl levetitjiik B-t
a P projektiv tér egy H, (d — 1)-dimenzios hipersikjara. Ekkor a levetitett B’
ponthalmaz H-ban is valodi hipersik lefogé halmaz lesz, azaz B’ lefogja az Osszes
(d — 2)-dimenzios alteret.

Vegyiink H-ban egy V hipersikot, ekkor a (C, V') generatum egy hipersik P-ben.
Ez azt jelenti, hogy (C, V)-nak van pontja B-ben (mivel B hipersik lefogo volt
P-ben). Ennek a pontnak a vetiilete tehat B’-nek egy pontja lesz, amely benne
van V-ben, azaz lefogja.

Ha C-t ugy valasztjuk, hogy B egy szel§ egyenesének egy pontja legyen, akkor
B’ elemszama legalabb eggyel kisebb, mint B pontszama. O
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4. A k-kodimenziés altereket lefog6 valédi lefogo
halmazok

Az eddigi hipersikok helyett a tovabbiakban a k-kodimenzios altereket lefogd
valodi lefogo legkisebb elemii halmazokat keresiink.

4.1. Masodrendii test

21. Tétel. A k-kodimenzios altereket le tudjuk fogni az alapszimplex (k — 1)
dimenziés lapjainak a pontjaival a 2 elemd test f6l6tt, amennyiben k& > 1.

22. Megfigyelés. Ez teljes dimenzios lefogd halmazt ad, ami fesziti a teret, de
nem minden esetben ad minimalis teljes dimenzids lefogd halmazt.

Bizonyitds. Teljes indukcio:

k= 2re: A 2—1 =1 dimenzios lapok, amelyek a legfeljebb 2 sulya pontok,
lefognak minden 2-kodimenzios alteret. Pl.: 3 dimenzidban a "tetraéder alap-
vaza" lefog minden egyenest.

A k — 1 dimenziés lapok azok a lapok, amelyeket a legfeljebb k stulya pontok
alkotjak. Minden k-kodimenzios altérben van olyan pont, aminek "kicsi" a sulya
(legfeljebb k). A legfeljebb k sulyu lapok lefogjak a k-kodimenzios, azaz n — k
dimenzios altereket. Egy ilyen alteret n — k + 1 pont feszit ki. Abrazoljuk ezen
pontokat egy matrixban, gy, hogy az els6 n — k + 1 darab oszlop az egység-
matrixot adja ki. Ez megtehets, hiszen ez az n — k + 1 darab pont fiiggetlen,
rangja n — k + 1 és bazist alkot. Minden pont n + 1 koordinatabol all. Nézziik
a maradék k darab oszlopot.

1 0 0 0 =x*
0 1 0 0 =
0 0 1 0 =
0O 00 ... 1 =«

Legfeljebb Gsszesen minden sorban k + 1 darab egyes lehet. Ha minden sorban
végig k + 1 db egyes van, akkor 2 sort osszeadva kapnénk egy 2 siilyd pontot.

Mmoo .. 0111 ... 1]
10 ... 0111 ... 1]
1 10 ... 0000 ... 0

O

23. Megjegyzés. Nagyobb elemszamu test folott is igaz hasonld tétel, az egy-
szeriliség kedvéért csak erre bizonyitottam be.
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4.2. Példa

24. Példa (PG(3,2)-ben). Egy példa 3 dimenzidoban a méasodrendd test folott
szeretnénk lefogni a 2-kodimenzios altereket, azaz az 1 dimenzios projektiv alte-
reket, az egyeneseket. A 21. tétel alapjan az alapszimplex 1-dimenzios lapjainak
a pontjaival le tudjuk fogni az Osszes egyenest. Ez 3 dimenzioban a tetraéder
éleit foglalja magaban.

Ez valéban 2-lefogd ponthalmaz és ebben az esetben nem is lehet kevesebb
ponttal lefogni az Gsszes egyenest.

Bizonyitds. ElGszor bevessziik az alapszimplex 0 dimenziés lapjait, azaz a tet-
raéder csucsait. Ez a 4 pont lefog minden alapcstcsbol kiindulo egyenest. Az
Osszesen 35-bdl 22 darab egyenest fog le, ami a bal oldali képen lathatd. A
jobb oldali kép egyenesei azok, amelyek még nincsenek lefogva. ElGszor pro-
baljuk meg legkedvez6bben lefogni a narancssirga egyeneseket, amelyek éppen
azok, amik 3 élfelez6 ponton mennek keresztiil. Ketts élfelez6t kell bevenniink
a ponthalmazba, legyenek ezek a lila x-szel jeloltek. Ezutan probaljuk lefogni a
koézépponton atmend, sarga egyeneseket. Ebbdl egy mar le van fogva, igy még
ketts darab élfelez6t kell bevenniink. Legyenek ezek a sotétkék x-szel jeloltek.
Mar csak a 6 darab vilagoskék, egy élfelezén és ketts sikkézépponton atmend
egyenesek. Ekkor csak az a két egyenes nincs lefogva, amelyek azon két élfelezén
megy at, amit még nem vettiink be. Ha bevennénk az als6é lap kozéppontjat,
akkor mind a kett6 egyenest sikeriilt volna lefognunk, de ekkor bevettiik egy
sik Gsszes pontjat, de ezt nem tehetjiik. Igy mindenképpen be kell venniink az
Osszes élfelezé pontot. O
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4.3. Eredmények (¢ = 2)

Tehat méar tudjuk, hogy a k-kodimenzios altereket le tudjuk fogni

Ek: (d + 1)

i=1 ‘
darab ponttal. (Az 1,...,k Hamming-stalya pontok vannak az alapszimplex
0,....,k — 1 dimenzids lapjain.) Ez a k = 1, azaz a hipersikokat lefogo esetben

még éppen nem jo, mert csak a d + 1 darab alappontbdl alkotott ponthalmazt
jelenti, amirdl tudjuk, hogy nem lefogd ponthalmaz.

Ebbdl kovetkezik a kérdés, hogy létezik-e ennél kevesebb elemii lefogd ponthal-
maz.

Legyen R az alapszimplex legfeljebb r — 1 dimenziés lapjainak unidja. Szeret-
nénk r-et minél kisebbre valasztani ugy, hogy R lefogja a k-kodimenzios altere-
ket.

R elemei pontosan a legfeljebb » Hamming-silyt pontok.

Igy atirhato a probléma a linearis kodelmélet nyelvére. Milyen r-re igaz, hogy
minden d+ 1 — k dimenziés linearis altér tartalmaz legalabb egy darab legfeljebb
r stulyu pontot.

Ezt a Singleton-korlat segitségével kapjuk meg. Ha d 4 1 jelenti a kodszavak
hosszat, vagyis a koordinatakat, r a legkisebb tavolsagot, azaz sulyt, d — k + 1
a linearis altér dimenzidjat és q a véges test rendjét. A Singleton-korlat felss-
becslést ad r-re.

legkisebb sily < kddszavak hossza — kod dimenzidja + 1

r<d+l—-—(d-—k+1)+1=k+1

Tehat r — 1 = k dimenziés lapok uni6ja mar megfelel§ lenne a k-kodimenzios
alterek lefogasara. Viszont az el6bb bebizonyitott 21. tétel eggyel jobbat mond
ki.

Létezik-e ennél is jobb becslés?
A Griesmer-korlat az alabbit mondja ki.
kod dim—1 .
legkisebb sily
kod k h > B
odszavak hossza > ZZ:% { i -‘

A mi esetiinkben igy irhato fel a képlet.
d-kr
d+1>3Y" LW
i=0
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oz [i] 5] [ ol

Ha elég nagy a hatvany, azaz r < 2¢, onnantol kezdve 5 < 1, tehat [5:] = 1.

r r r r
vors [T [2][] 5t [ +1e o

d+1>2-7r—1+d—k— [logy7]

k+2>2-r—[logyr]

Ez azt jelenti, hogy az alapszimplex (kicsit nagyobb, mint) koriilbelil r = g

dimenziés lapjainak unidja is mar elegendd a k-kodimenzios alterek lefogasara.

Abban az esetben, ha nincsenek 1-esek, akkor r mindig nagyobb, mint 2¢, azaz
r> 24k

Griesmer-korlat:

ror r r 1

d+1
+1 > > 247k

(2- %)

1
d—Fk

d+1>2¢-k+ _1
d+ 2 > 2d-k+1
logod+1>d—Fk+1

logod >d—k
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Tehat ez csak abban az esetben fordulhat els, ha a lefogni kivant dimenzio,
d — k, kisebb, mint a projektiv tér dimenziojanak 2 alapu logaritmusa. Ekkor

azt kapjuk, hogy
d+1

_— >
2 o) -

Megjegyzem, hogy nem csak a 2 elemt test folott mikodik. Barmilyen més g
primhatvany rendi test felett a Griesmer-korlat hasonlé médon megadhato.

r.
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