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Absztrakt

A koédelmélet egyik meghatarozd teriilete a hibajavité kodok csoportjaval foglalkozik,
amelynek mélyebb megértéséhez sziikség van algebrai ismeretekre. Ezek kozil a
szakdolgozatom témajanak a Reed-Solomon hibajavit6 koédokat valasztottam, amelyben
a matematikai hatterét felépitve lépésrél lépésre mutatom be egy iizenet kodolasat
és dekodolasat példakon keresztiil. Tovabba szemléltetek egy Python programnyelven
megvalositott szimulaciot, amely egy iizenetet kodol, hibat kap majd dekddol.

Az els6 fejezetben altalanosan ismertetem a problémét, hogy egy kis bevezetst kapjunk a
téméarol. A méasodik fejezetben még a mély matematika bevezetése nélkiil, nagy vonalakban
kifejtem az tlizenetkiildés utjat. A harmadik fejezetben a kod alapjaul szolgalo véges testek
matematikijat részletezem. A negyedik fejezetben a linearis kédokat mutatom be, amely
egy kis felvezetése mar a Reed-Solomon kédoknak. Az 6todik fejezetben mar részletesen
mutatom be egy ilizenet kddolasat. A hatodik fejezetben ezen kodolt iizenet sériilését és
annak jellemzgGit irom le. A hetedik fejezetben a hibas kédszo dekodolésat fejtem ki. Végiil
a nyolcadik fejezetben szimulédlok egy {izenetkiildést, annak megsériilését majd javitasat,
valamint bemutatom a programkdédomat, hogy miként hajtja végre az algoritmust.

Még a téméaval kapcsolatos alapvetd ismeretekkel semleges olvaso is teljes kort betekintést
és konnyen érthets informaciokat szerezhet a dolgozat végére, azonban aki jartasabb a
kodelmélet vilagaban, annak is tartalmazhat 1j informaciot, hiszen egy kodot tébbféleképpen

is lehet implementalni.
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1. fejezet

Bevezetés

Képzeljiik el, hogy iizenetet szeretnénk kiildeni egy baratunknak. Ezt egy kommunikécios
csatornan keresztiil tehetjilk meg, ez az a hely, ahol az informéaciocsere létrejohet. A
gyakorlatban el6fordul, hogy ez a csatorna zajos, ami annyit jelent, hogy az az informacio,
amit kiildeni szeretnénk, sok esetben megsériil, tehat nem ugyanaz érkezik meg a cimzetthez,
mint amit a felado elkiildott. Ezeket a rendellenességeket a hibajavité kodok alkalmazasaval
tudjuk kikiiszobolni.

A hibajavité koédok célja, hogy minél tébb hiba javithaté legyen és ennek ellenére ne
hosszabbodjon tilzott mértékben az iizenet, valamint a kodolas illetve dekodolés futési ideje
is megfelels gyorsasigu legyen.

Ebben a dolgozatban ezt a hibajavito képességet vizsgaljuk részletesebben.



2. fejezet

Koédelméleti alapok

Ebben a fejezetben altalanosan leirom, hogyan miikodik az a folyamat, amikor elkiildiink egy
kodolt iizenetet, amely kés6bb megsériil, majd bemutatom, hogyan lehet ezeket a hibakat
kijavitani és a dekoddoléast elvégezni. A kozérthets bevezetd utan, a késébbi fejezetekben a

hibajavitd kodok egyik legismertebb fajtajat, a Reed-Solomon kédokat ismertetem.

2.1. Ko6dolas

Most mér, hogy tudjuk miért hasznosak a hibajavité kodok, lassuk, hogyan miikodnek.
A hibajavité kodok az eredeti lizenetet elGszor matematikailag értelmezhetd kifejezéssé

alakitjak at, ezt a fajta kodolast forraskdodolasnak nevezziik.

1. Definicié (Forrasabécé). Forrdsabécének nevezzik azoknak a karaktereknek az
Osszességét, amelyekbdl az eredeti lizenet all. Jeloljik a forrédsdbécét X-el, az elemeibdl

képzett véges sorozatok halmazat pedig X*-gal. Ez lesz az lizenetek halmaza.

Példaul ha az tizenetiink a kovetkezd: ,Milyen szép napos idénk van.”, akkor a forrésabécé,

amit hasznalunk a magyar abécé.

2. Definicié (Kodabécé). Kdddabécének nevezziik azokat a karaktereket, amelybdl a kodszo

all. Jeloljitk a kodabécét Q-val, az ebbdl alkotott véges sorozatokat pedig Q*-gal, ahol |Q| = ¢.

Gyakran binaris karakterekké alakitjuk a szdveges iizenetet, ezért a kodabécénk sok esetben

a {0, 1} halmaznak felel meg.

3. Definicié (Forraskodolas). Forrdskddoldsnak egy olyan injektiv fiiggvényt neveziink,

amely egy iizenethez kodszot rendel. Jelolése: f: X — Q.

Itt elég megadni f-et X-en, abbol f*-ra valo kiterjesztése konkatenaldssal kaphato. Ezt

bettinkénti koédoldsnak szoktak nevezni.



Megkiilonboztetiink véaltozo és egyenls szohosszusagu forraskdodolasokat. Itt a kiilonbséget, a
forrasabécé karaktereihez rendelt szamsorozatok hossza jelenti. [3]

Vegyiik példaul a ,nap” szot. Legyen f(n) = 0, f(a) = 1 és f(p) = 01. Tehat
a ,nap’ lzenet forraskodolassal kodszova alakitva a 0101 szémsorozat. Ez egy valtozo
szbhosszisagu forraskddolasra példa, melynek elénye, hogy egy gyakrabban hasznalt bettinek
a forraskodolassal elGéllitott kodszava rovidebb, mig a ritkdbban hasznalt karakterek
kaphatnak hosszabb szdmsorozatokat is. Ez jelentGs memoriahely megtakaritast jelenthet
hosszabb tizenet esetén.

A kodéabécét meg tudjuk feleltetni egy véges test elemeinek. Példaul a {0, 1}-re gondolhatunk,
ugy mint a mod 2 testre. Ezen gondolat képezi az alapjat a hibajavitoé kodok alkalmazasanak.
Ezt a nyolcadik fejezetben részletesen ismertetem.

Mivel az iizenet terjedelme valtoz6, nem csak egy sz6, hanem egy mondat vagy akéar tobb
oldal is lehet, ezért a szamsorozatot fel kell osztanunk aprobb darabokra, blokkokra. Igy,
azokat kiilon-kiilon elkodolva tovabbithatjuk a cimzettnek. Ezt a kodolast blokk-kodolasnak

nevezzik.

4. Definicié (Blokk-kodolas). Az iizenet, mar forraskodolt (binéris) szamsorozatait, k
méretd blokkokra bontjuk, majd ezeket rendeljiik hozza N hossza sorozatokhoz, ahol k < V.

A megfeleltetés itt is egyértelmi. Jellése: g : Q¥ — Q.

Itt hiaba k < N, a blokk-kodolassal keletkezett kodszé nem hordoz tobb informaciot, hanem
a meglévs tartalmat kodolja hosszabban. Ezt redunddnsnak nevezziik, emiatt fogjuk tudni
dekodolaskor visszanyerni az eredeti {izenetet, még ha meg is sériil az zajos csatornan. [6]
Nézziink erre is egy példat! Az egyik legegyszertibb példa hibajavité kodokra a hérom
hosszti ismétléses kod. Ez annyit jelent, hogy a blokkokat egy hosszisaginak valasztjuk
és megharomszorozzuk azt a karaktert. Széval legyen mondjuk a 01 a forraskodolt tizenet,
amelyet blokk-kodolni akarunk, akkor a g(01) = 000111. Ezen a kodon szemléletesen latszik,
hogy 1 hibat tud javitani, hiszen ha harom egyforma szam koziil egy megsériil a tobbség
miatt korrigdlhaté a hiba. Tovabba a kod 2 hiba érzékels, mert harom egyforma szambol ha
kett6 megsériil, akkor az latszik a kodbol, hogy ott hiba tortént, viszont dekoédolni helyesen

itt mar nem tudjuk.

5. Definicié (t-hibajavito). Ha barhogy veszek egy kodszot és legfeljebb ¢ helyen
tetsz6legesen megvaltoztatom, majd ez a sérilt kodszé még mindig egyértelmtien

visszavezethetd az eredeti kodszora, akkor a kod t-hibajavito.

6. Definicié (h-hibaérzékels). Vegyiink egy kodszot és legfeljebb h helyen tetszélegesen
megvaltoztatjuk. Ha igy nem jon létre egy masik értelmes kodszo, akkor a koédunk h-

hibaérzékeld.



2.2. Zajos csatorna

Elsfordulhat, hogy az iizenetet nem éri hiba, vagy esetleg kevesebb hiba torténik, mint
amennyit maximalisan javitani tudna az algoritmus. Ez azonban nem jelent gondot, mivel
minden hibahatar alatti sériilésszamot képes javitani a kod és visszaadja az eredeti iizenetet.
Ha egy kod maximaélis hibajavito képessége ¢, akkor a kodot ¢-hibajavité kodnak nevezziik.
A csatorna hibainak jellegérél tudjuk, hogy nem determinisztikusak, tehat véletlenszertien
keletkeznek. Tovabba feltételezziik, hogy hiba esetén karakter nem vész el, csak atalakul. Ezt
ugy kell elképzelni, hogy egy binéris szamsorozatban a nullak egyesekké, az egyesek pedig
nullakka valtozhatnak.

Létezik azonban olyan eset is, amikor egy hiba nem maésik karakter formajaban jelentkezik,
hanem pusztén olvashatatlanna valik az adott elem. Ezt torléses hibdnak nevezziik, melynek
dekoddolésakor a hibahely detektalas rdnézésre is latszik, ezért csak az algoritmus ezt kovets
részét kell végrehajtani.

Tovabbé ismert hibajelenség még a hibacsomo, amelynek jellegzetessége, hogy a sériilések
kozvetlen egymas utan kovetkeznek. Erre jo példa, amikor egy hangfelvételben a hattérben

becsapodik az ajto és par masodpercig nem hallhato az eredeti hang.

2.3. Dekodolas

Abban az esetben, amikor az elkiildott kod megsériil a csatornan, dekddolas alatt nem elég
pusztan arrol beszélniink, hogy a kédolt iizenetb6l megkapjuk az eredeti tartalmat. Mivel ezt
a kodot visszafejtve nem az eredeti lizenetet kapjuk vissza, ezért elGszor a hibajavitéast kell
elvégezniink. Tehat e két folyamat egyiittese adja egy hibajavité kod dekodolasat.

A hibajavitas algoritmusa két alapvetd komponensbdl all. Kezdetben a hibanak a helyét
hatarozzuk meg, hogy mely karakterek vagy karaktersorozatok sériilhettek. Ebbdl az
informéaciobol tehat az is kinyerhets, hogy melyek azok az elemek, amelyek sértetlenek.
Ezt kovetGen fejtjiikk meg azt, hogy ezeken a helyeken mi allhatott eredetileg. A két adatot
osszegyurva kapjuk meg a kodszot, amit még a feladd kiildott el a zajos csatornan. Innentdl
kezdve mar egyszerii a dolgunk, hiszen visszafejtjiik a kodolt tizenetet és méar el is olvashatjuk,

hogy mi a nekiink kiildott informécio.



2.4. Attekintés

A konnyebb megértés érdekében az eddig targyalt 1épéseket az alabbi dbra szemlélteti:
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3. fejezet

Véges testek algebraja

3.1. Alafogalmak

Az algebraban egy test olyan (K, +, ) strukturat jelol, amelyben két miiveletet értelmeziink:
az Osszeadast (4) és a szorzast (+). A (K,4) egy kommutativ csoportot alkot, ennek neve
legyen additiv csoport. Tovabba a (K\{0},-) egy kommutativ csoportot alkot, ennek neve
legyen multiplikativ csoport. Ha a multiplikativ csoport a kommutativ tulajdonsagot nem
teljesiti, akkor ferdetestrél beszéliink. Ezen feliil az 6sszeadés és a szorzas miveletére teljestil
egy tovabbi tulajdonséag, a disztributivitas, miszerint: a- (b+c¢) = a-b+ a-c. Ha egy testnek

véges sok eleme van véges testnek nevezziik.

3.1.0.1. Allitas (Véges testek alaptétele). Legyen K egy véges test. Ekkor létezik p prim,
melyre igaz, hogy |K| = p", ahol n € NT. Mdsrészt minden q = p"-hez létezik pontosan egy
olyan K véges test, melyre igaz, hogy |K| = q.

Jelolés: GF(q), F,, elnevezése Galois test.

3.2. Példak

Nézziink rajuk néhany példat!

Els6ként tegyiik fel, hogy p primszam, ekkor a (mod p,+,:) test, tehat a mod p
maradékosztalyok testet alkotnak.

Mésodik példank legyen a K = GF(4), ahol f(x) = 2? + x + 1 irreducibilis GF(2) f5l6tt.
Elemei 0,1, 2,z + 1. Ekkor a K additiv és multiplikativ csoportjai a kévetkezdk:
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Additiv csoport: Multiplikativ csoport:

+ 0 1 X x+1
1 X x+1
0 0 1 X x+1
1 1 X x+1
1 1 0 x+1 X
X X x+1 1
X X x+1 0 1 i i ]
X X X
x+1 | x+1 X 1 0

Ennek a témakornek a részletesebb leirasat megtalaljak a Kiss Emil Bevezetés az algebrdba
cimi konyvében. [2]

A fenti, GF(4) elsallitasara hasznalt eljarast altalanositani lehet ¢ = p”, p prim, elemii testek
elgallitasara. Legyen f(x) irreducibilis GF(p) folott, deg(f) = h. Ekkor a GF(q) test a
GF(p)lz]/(f(z)) faktorgytiri lesz. Elemei tehat a h-nal kisebb foku polinomok, amelyekkel
modulo f(x) szamolunk, a polinomok egyiitthatoival pedig persze modulo p. Ez azt jelenti,
hogy ha pl. a(x)b(z) h-nal nagyobb foku, akkor a szorzas eredménye az a(x)b(x) szorzat
f(z)-szel valo osztasanak maradéka lesz. Ezt illusztralja a fenti példa is, ott pl. z(x + 1) =
(22 +x+1)+1, vagyis a maradék 1, igy az x(z+1) szorzat is 1 lesz. Ezt az elvet kivetjiik mas
miveleteknél is, ha az eredmény polinom foka h vagy annal nagyobb, akkor helyettesitjiik az
f(x)-szel valo osztas maradékaval. Jegyezziik meg, hogy ugyanezt csinaljuk a 8.2. szakaszban
is, amikor 64 = 2% elem testet allitottunk els, az f(x) = 2% + x + 1 irreducibilis polinom
felhasznalasaval. Ebben a testben a nem-nulla elemeket fel tudjuk irni, mint az x polinom (az
ottani tablazatban a g elem) valamelyik hatvanyat. Az imént emlitett gondolatmenet Szényi

Tamas jegyzete alapjan késziilt.[5]
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4. fejezet

Linearis koédok

4.1. Véges testek folotti vektorterek

Legyen V' = V(n,q) egy n dimenzios vektortér a GF(q) f6lott. Ennek elemei n hosszu
sorvektorok, ahol [V| = ¢". Legyen U a g 09y 9, linearis fiiggetlen vektorok altal generalt

k dimenzios altere a V-nek.

7. Definicié (Vektorok skalaris szorzata). Legyen a = [ay, ag, ..., a,] ésb = [by, bo, ..., b,] két
n dimenziés valos vektor. Ezen vektorok skaléris szorzatén az a- l_)T =ay-bi+as-ba+...4+a, b,

mennyiséget értjiik.

8. Definici6é (Matrix szorzésa matrixal). Legyen A € R™** és B € R¥*! matrixok. Legyen
C € R™! ezen métrixok szorzata, amely matrix i-edik sordnak j-edik elemét gy kapjuk

meg, hogy az A matrix i-edik sorat ,skalarisan szorozzuk” a B matrix j-edik oszlopaval.|7]

9,

Ekkor G = | ... | k x n-es métrix az altér egy generatormatrixa. Ez annyit jelent, hogy ha
9y,

van egy € QF k hosszii vektorunk, akkor z - G € Q™ n hosszt kodszot general belsle. Ha

z = (%1, 29,...,71), akkor épp az 1.9, +x2-g,+ . Tk gt

9. Definicio (Kodszavak kozti minimalis tavolsag). Jelolje d a kddszavak kozti minimdlis tdvolsdg-
ot. Ekkor d = min d(u, )

u,u'€C
uFu/

10. Definicio (Kod dudlisa). A C kod dudlisin azt a C+ = {v € QN : v - ¢ = 0 minden
c € C kodszora } kodot értjiik, mely egy linedris kod. A C+ kéd H generdtormatrixat a C

kod ellendrzé matrixanak nevezziik. [4]

12



Iy
Legyen U+ = (hy,hy,...,h, ;), ekkor H = | ... | egy (n — k) X n-es matrix a parités
hn—k

ellen6rzé métrix. Ez a matrix pedig leellenérzi egy adott vektorrdl, hogy kodszo-e, vagyis
x € C akkor és csak akkor, ha z - HT = 0. Ugyanazon altér generator és paritasellenérzd
matrixa esetén G- HT = 0 (k x (n — k)-as csupa nulla matrix). Tovabba G-bél megalkothato

H a kovetkezs képpen:

G=(na)>H=(-A"]1.),

melyekben az identitas matrix barhol helyezkedhet el, nem feltétlen szerepel az elején vagy a
legvégén. Mindkét métrixban a sorok fliggetlenek. Az alabbi targyalas Szényi Tamas jegyzete

alapjan késziilt. [5]

4.2. Linearis kédok

11. Definici6 (Linearis kod). Legyen QQ = GF(q). Ekkor Q™ egy GF(q) test feletti vektortér.
C linedris kod, ha C' a Q™ k dimenzibs altere.

Jelolese: [n, k], vagy [n, k,d],, ha a minimalis tavolsagot is feltiintetjiik.

12. Definicié6 (Ko6d minimalis sulya). Egy kdd minimdlis sulya a nem-nulla kodszavak

sulydnak minimuma. Linearis kodokra ez megegyezik a koéd minimalis tavolsagéval.

A Reed-Solomon kodok linearis kédok, amely nagy segitséget nytjt a generalasahoz,
ellendrzéséhez valamint az algoritmus futasa alatti szdmolasokhoz.

Vezessiink be tovabbi két fogalmat: a Singleton-korlatot, valamint az MDS tulajdonsagot.

13. Definicié (Singleton-korlat). Ha C' egy [n, k,d], linearis kod, akkor a paritasellendrzé
métrixban legfeljebb (n — k) oszlop lehet fiiggetlen, amibdl kovetkezik, hogy d < n — k + 1.

14. Definicié (Max Distance Separable). Ha C egy [n, k, d], linearis kod és a paritasellendrzé
méatrixanak barmely (n — k) oszlopa fiiggetlen, akkor teljestil ra az MDS tulajdonsag, ami azt
jelenti, hogy d = n — k + 1. Ez megforditva is igy van d = n — k + 1 esetén a paritésellen6rzé

matrix barmely n — k oszlopa fiiggetlen.

Az MDS tulajdonsag teljesiilésekor a paritasellenérzd matrixba barhova betranszformalhato
az identitas matrix. Ekkor a dualis koéd paritésellenérz6 maéatrixaba is mindenhova
betranszformélhaté az identitas matrix. Ebbdl az kovetkezik, hogy egy MDS kod duélisa
is MDS kod. [§]
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5. fejezet

Kodolas

A kodelmélet vilagaban rentgeteg algoritmus &all a rendelkezésiinkre, amellyek nem csak
az lizeneteink nyilvanossag el6l valo elrejtését teszik lehet6vé, hanem képesek a sériilések
esetén torténd hibajavitasra is. Mint mar korabban emlitettem, ezek koziil is a Reed-Solomon

kodokat mutatom be. Ehhez els6ként értsiik meg a kod felépitését.

5.1. Reed-Solomon koédok felépitése

A Reed-Solomon hibajavité kodok egy csoportjat Irving S. Reed és Gustave Solomon
mutattak be 1960-ban. Ezen algoritmusok szamtalan alkalmazéasi teriiletnek lettek
kulcsfontossagi eszkozei. Tobbek kozott a CD-k, DVD-k, valamint vonalkdédok és QR koédok
is hasznaljak azt a képességét, hogy még sériilt adathordozokbol is kinyerhets az informacio.
Errél bévebben a Hraské Andras altal szerkeztett Uj matematikai mozaik cimt konyvben
olvashatnak. [9]

Legyen (N, k) t-hibajavité Reed-Solomon kod, ahol minden mtveletet egy GF'(q) véges test
folott végziink. Ebben a kifejezésben k jelolje az elkiildeni kivant tizenet, N pedig a kodszod

hosszat.

m = (my,my,...,my) € GF(q)"
c= <017627"'JCN) GGF(Q)N

Fontos, hogy a t-hibajavitdo képesség a kodszoéban és nem az ilizenetben torténd hibakat
szamszertsiti. A véges testet valasszuk aszerint, hogy az elemszéma legyen nagyobb vagy
egyenld az abécénk méretével. Itt érdemes kettGhatvany méretti abécével dolgozni, hiszen igy
optimalizalhatjuk a kifejezhets karakterek szamat, a hasznalt véges test elemszamaval. Ezek
utan feleltessiik meg az abécé karaktereit a test elemeinek, azaz a forraskodolassal mar a

karakterekbdl testelemeket képziink.
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Most lassuk, hogyan miikodik a blokk-kodolas.
Definialjunk két ujabb kifejezést, az f,,(z)-et, amelyben az iizenetet egy < k—1 foka polinom
egyiitthatoiként tekinthetjik és f,, : GF(q) — GF(q), valamint az o vektort.

fn(x) =mo +muzx + ...+ mp_jz"!
[

= (a1, 0,...,ay) € GF(q)",a; # aj, N < ¢

Az a elemeit a véges testbdl valasztjuk, ezért érdemes iigyelni a megvalasztasara. Szokas Sket

N-edik egységgyokokként definialni, mert ezek eloszlasa lesz a legegyenletesebb az abécén.

Nevezziik el ¢;-nek az f,,(z) fliggvény értékét az aq, s, . . ., ayn helyeken:
c1 = fm(a)
Co = fm(O‘?)

CN = fm(QN)

A fenti megfeleltetéssel a ¢ = (c1,¢o,...,cn) kodszo Osszes koordinatajat sikeresen
meghataroztuk, igy készen vagyunk a kodolassal. A kapott kod linearis, k-dimenzids, N
hosszu, azaz [N, k], kod.

5.1.0.1. Allitas. A Reed-Solomon kédok MDS kddok.
Bizonyitas: Lehet-e egy fenti médon kapott nem-nulla kédszo silya kevesebb, mint n —
k+ 1, azaz legfeljebb n — k? Ez azt jelentené, hogy az f,,(x) polinom legalabb k helyen nulla

(az a-k koziil). Mivel f,,(z) foka < k — 1, ekkor f,,(x) a nulla polinom lenne, azaz a kapott
koédszo is a csupa nulla lenne.
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6. fejezet

Csatorna

A kodszavakon ejtett hibdk precizebb megértése érdekében egy szemléletes modellt fogok

bemutatni, ami a kod héatterében futo algebrai vilagot reprezentalja.

Képzeljiik el az abécébdl kifejezhets, adott N hosszisagu szavak Osszességét, mint egy
nagy halmazt. Ez a GF(q)", amit a tovabbiakban jeloljiink csak @Q"-el. Ebben pontokat
alkotnak a szavak és a kodszavak. Az utébbinak a halmazat jeldljiik C-vel. Ezt a QY
halmazt csoportositsuk részhalmazokra gy, hogy minden kédszoéhoz tartozzon pontosan egy
részhalmaz. Ezekben a tovabbi elemek aszerint rendezédjenek, hogy a kodszo és barmely
mésik sz6, ami benne van a részhalmazban, legfeljebb ¢ darab karakterben kiilonbozzon
egymastol. Ezt a fajta eltérést Hamming-tavolsagnak, a részhalmazokat, amiket képeztiink,
pedig Hamming-gémbnek nevezziik. Ha ezek a gémbok diszjunktak, akkor az igy létrehozott
kod t-hibajavito.

15. Definici6 (Hamming-tavolsig). Legyen x = (x1,7,...,%,) és y = (y1,¥2, .-, ¥n), ahol
z,y € QV. Ekkor a d(z,y) = [{i : 2; # y;}| kifejezést Hamming-tdvolsdgnak nevezziik.

Tulajdonsagai:
e d(z,y) >0
e dz,y)=0zx=y
e d(z,y) =d(y,x)
e d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) (hdromszog-egyenlGtlenség)

Az imént emlitett definicioban leirt tulajdonsédgok azt mutatjak, hogy a Hamming-tavolsag
bizonyos tekintetben tgy viselkedik, mint a szokasos euklideszi tavolsag.
Mostanra nagyobb algebrai ralatassal birunk, tehat definidljuk a t-hibajavito képességet

precizebben:
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16. Definicié (t-hibajavité kod). Ha minden olyan z € Q~-re, amelyhez létezik ¢ € C
kodszo, amelyre d(z,c) < t, a ¢ € C egyértelmd (azaz ¢ # cre d(z,) > t), akkor C-t

t-hibajavit6 kodnak nevezziik.

Tehat ha a kodszavunk legfeljebb ¢ helyen sériil, akkor az egyértelmi leképezés, ami kodszot
tizenetbe képez (dekodolas), a helyes tlizenetet fogja visszaadni. Ebbdl latszik, hogy ¢ hibaig
megfelelGen javit, tehéat t-hibajavito.

P

tavolsagot:

17. Definici6 (Kodszavak kozti minimalis tavolsag). Jelolje d a kddszavak kozti minimdlis tdvolsdg-
ot. Ekkor d = min d(u, ).

u,u'€C
uFu/

A t-hibajavitoé képesség és a kddszavak kozti minimalis téavolsag Osszefiiggésérsl az alabbi

allitas szo6l:

6.0.0.1. Allitas. A kddszavak kozti minimdlis tdvolsdg nagyobb vagy egyenld, mint a kéd

hibajavito képességének a kétszerese plusz eqy, azaz t = \_%J &Sd>2t+ 1.

€ QN sz6, valamint
z) < t} Kkifejezést
t
0

(T)(a—1)".

18. Definicié6 (Hamming-gémb). Legyen ¢ € ' kodszo, z
legyen t > 0 egész szam. Ekkor a B(c,t) = {z : d(c

¢ kézépponti, t sugari Hamming-gomb-nek nevezziik. Itt |B(c, t)| = >

(2

Tehat az x vektor koordinatai koziil kivalasztunk ¢ darabot, amelyek mindegyikét (¢—1)-félére

cserélhetiink, igy kapjuk meg a Hamming-gémb elemszamat.

QN

6.1. abra. Az N hosszu szavak alaphalmazaban a narancssarga részhalmazok a Hamming-
gomboket szimbolizaljak, kozepiikon a zold keresztek az adott halmazhoz tartozd kodszot

jelolik, diszjunkci6 esetén a piros kereszttel jelzett pont nem létezik
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Tehat a Hamming-gémbokre nézve a t-hibajavito tulajdonsig pontosan azt jelenti, hogy a

kodszavak koré irt ¢ sugara gémbok (paronként) diszjunktak.

19. Definicié (Hamming-korlat). Ha C' C QY t-hibajavit6 kod, akkor igaz ra, hogy
|IC| - |B(c, t)| < |Q|N. Ezt az egyenldtlenséget Hamming-korldinak nevezziik.

20. Definicié (Perfekt-kod). Ha C C Q¥ t-hibajavito kod és igaz ra, hogy
|IC| - |B(c,t)| = |Q|Y, akkor a kod perfekt.

A korabban emlitett hdrom hosszu ismétléses kod jo példa a perfekt tulajdonsagra, mivel
I-hibajavito és |C| = 2, |B(c, t)| = 4, valamint |Q|™ = 23, tehat teljesiti az egyenlséget.

Amikor egy ilyen kodszot kivanunk elkiildeni a csatornan, majd az megsériil, akkor annyi
torténik, hogy elcsiszik az iizenet és attol fiiggden, hogy hany helyen sériil, egy masik pontra
ugrik a halmazunkban. Tegyiik fel, hogy nem kap t-nél tobb hibat, ekkor benne marad a
Hamming-gombben, tehat egyértelmiien visszanyerheté bel6le az eredeti kodszo, hiszen az
elején még kikotottiik, hogy minden koédszohoz szigortian egy részhalmaz tartozzon. Ez az
eset a fejezet végén talalhatd abran a és b betiikkel van ellatva. Azonban ha t-nél tébb hiba
keletkezik a kodszoban, akkor mar atugrunk egy masik Hamming-gémbbe ahonnan méar nem
visszafejthet6 az tlizenet. Ez az eset az dbran c és d betiikkel lathato. Tehat ez jelenti azt,
hogy a kodunk ¢-hibajavit6. Habar persze mindig megvan az a hajszalnyi esély arra, hogy az
iizenetiink pont tgy sériil, hogy egy hibat a kovetkez§ sériilés visszakorrigal, tehat ketts hiba
helyett egy sem torténik. Ilyenkor persze semmi teendénk vele hiszen ugyanaz a tartalom fog

megérkezni a vevShoz, amit a felado elkiildott.

QN

~

6.2. abra. Két Hamming-gomb hibajavitas soran lathato, a és b eset: t vagy annal kevesebb
hiba tortént, még dekddolhatod az tlizenet, ¢ és d eset: t-nél tobb hiba tortént, az {izenet mar

nem visszafejtheté
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7. fejezet

Dekodolas Reed-Solomon koédokra

Ebben a fejezetben képzeljiik el, hogy mi vagyunk a fogadd fél, akihez a kodszo érkezik,
azonban egy olyan iizenetet kapunk, amibdl hibajavitas nélkiil nem nyerhets ki értelmes

tartalom. Tehat lassuk, hogyan dekdédoljunk egy megsériilt kodszot.

El6szor is mi az, amit ismeriink? Nevezziik ¢-nek azt a szot, ami az eredeti kodszo megsériilt
valtozataként érkezik hozzank. Ennek tudjuk a paramétereit, tehat az N és k is ismert.
Tovabba azt tudjuk, hogy t vagy annal kevesebb hiba toérténhet a csatornan, ellenben azt
hogy ezek hol vannak, vagyis mely karakterek sériiltek, azok ismeretlenek szamunkra. Ezen
feliil még egy ismert paraméter all a rendelkezéstinkre, ami az o vektor.

Miel6tt nekikezdiink a dekoédolasnak fontos ellenérizni egy korlatot, ami ha nem teljesiil a

kodunkra, akkor nem tudjuk elvégezni a hibajavitast. A korlat az alabbi:
N —k > 2t.

A fenti egyenldtlenség miatt, az MDS tulajdonsag (d = N — k + 1) a kovetkezdre irhato at:
d > 2t + 1, amely éppen a 6.0.0.1. Allitas-sal egyezik meg (t = |52]).

Tehat a fent kiemelt egyenlGtlenség annyit jelent, hogy a blokk-kodolas sorédn a kodszo és az
iizenet hosszanak a kiilonbsége, legalabb kétszer akkora legyen, mint a hibak szama. Ha ez
teljestil, akkor nekikezdhetiink a dekddolasnak.

Definidljunk egy par fliggvényt a szemléletesség kedvéért! Legyen f,,(x) tovabbra is az
tizenetet elkodold polinom, amit korabban is hasznéltunk, foka legfeljebb k — 1. Legyen R(z)

az az N — 1 foku polinom, ami a-bél a ¢-be képez, az alabbi modon:

) = R(a),
0/2 - R(O'/Q)v
¢y = R(an).

Nem tobb, mint ¢ hely kivételével ¢ megegyezik a ¢’ vektorral.
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Ezen feliil legyen E(z) egy t-ed foku hibahely fiiggvény, amely adott «;-hez akkor rendel nulla

testelemet, ha ott hiba tortént és nem nulla testelemet, ha a kodszo ott sértetlen.
E(@)=(zx—e)(z—e)...(x—¢),

ahol e; = «,, €2 = vy, ..., €, = «;, alkalmas 41,19, ..., %-Te.

Ha t-nél kevesebb hiba tortént, akkor is potoljuk az ismeretleneket, mig a fent lathatod alaka
nem lesz a hibahely fliggvény, azaz ha E(q;) = 0, akkor nem biztos, hogy ott tényleg hiba
tortént. A fenti fliggvények koziil, szamunkra csak az R(z) ismert. Most lassuk, hogyan kapjuk

meg a polinomok és a sériilt kodszo segitségével az eredeti kodszot.

ahol z = «;,i1=1,2,..., N.
Itt olyan «;-re, ahol nem tortént hiba f,,(z) megegyezik R(x)-el, ahol pedig hiba tortént az
E(x) nulla értéket vesz fel, ezéltal azonosan nullaval szintén egyenls a két oldal. Nevezziik

ezentil az f,,(x) - E(x) szorzatot QQ(x)-nek. Fejtsiik ki ezt az egyenletrendszert!

Q(an) = R(an) - E(ax).

Ez N darab egyenlet. Valamint, mivel az ismeretlen egytitthatok szama f,,(z)-ben k darab,
E(z)-ben t darab, ezért Q(x)-ben k + t darab, és igy végiil a teljes egyenletrendszerben az
ismeretlenek szama k+t-+t. Mivel a fenti kiemelt egyenlGtlenség igy szolt, hogy egy kod csak
akkor dekodolhatd, ha N — k > 2t, ezt atrendezve azt kapjuk, hogy N > k +t +t, ezért a
kapott egyenletrendszer a sziikséges feltételt teljesiti. Azért tudjuk, hogy az egyenletrendszer
megoldhato, mert feltételeztiik, hogy < t hiba tortént, azaz van olyan ¢ kodszo (vagyis fi,(z))
és hibahely-polinom (FE(z)), amire fennall az egyenl6tlenség. Ezen a ponton az is jol lathato,
hogy ha t-nél kevesebb hiba tortént, akkor ez nem jelenthet problémat az egyenletrendszer
megoldasanal, hiszen a fent emlitett egyenlGtlenségben a t valtozé a jobb oldalédn talalhato,
ezt csokkentve megmarad az allitas igazsagtartalma. Valamint tovabbra is feltételezziik, hogy
létezik olyn kodszo és hibahely-polinom, amelyre fennéll az egyenlGtlenség.

Ha kiszamoltuk az ismeretleneket, akkor az e;-k értékei megadjak a keletkezett hibak helyét.
Most méar tudjuk, hogy mik azok a konkrét értékek, amik megegyeznek ¢ és ¢’-ben, ezen feliil
azt is tudjuk, hogy melyek azok a ¢ értékek, amiket kihagyva és a sértetlenekkel tovabb
dolgozva megkaphatjuk az eredeti lizenetet.

Ehhez az f,,(z)-et, tehat az iizenet dekodold polinomot kell megtudnunk, hogy mik lehettek

az eredeti egyiitthatoi, hiszen ez éppen az iizenet karaktereit tartalmazza. Készitsiink még
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egy egyenletrendszert, az f,,(z) felhasznalasaval, agy hogy ezuttal toroljik ki az a-k koziil
azokat, amely helyeken sériilt az iizenet, valamint a kodszobol a hibas karaktereket. Igy a

kovetkezdket kapjuk:

mo + mlﬁl + 777/26% + ...+ mk_lﬁf_l = cy,

mo +mqBa +mafly + ... + mkflﬁé“’l = o,

mo + M1 B + maB2, + ...+ mkflﬁfn_l = Cm,

ahol 5; € a megfelelels a-kra. Itt N —t = m az egyenletek szdma, az ismeretlen egyiitthatobol
pedig k darab van, ezért az N —k > 2t-s szabély miatt, az is igaz, hogy N —k > t, és nekiink
éppen ez kellet, vagyis hogy az m > k legyen, tehat az egyenletrendszeriink megoldhato.
Ennek a kiszamitdsa utan megoldasként megkapjuk az m vektor elemeit sorra, tehat az

eredeti lizenetet.

FUggvény reprezentacid

— fm(x)
— E(x)
— R(x)

7.1. abra. Fliggvények reprezentécioja, ahol az f,,(z) zold, az F(z) kék és az R(x) pedig piros
szinnel lathato, a feketével bekarikazott pontok pedig az eltérést mutatjak, ahol f,,(z) nem

egyezik meg R(z)-el, tehat ezeken az o helyeken sériilt az tizenet (jelen esetben ay, oy és ag)
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8. fejezet
Megvalositas

A kozetkez6 néhéany oldalon a Reed-Solomon hibajavité kodok egy konkrét alkalmazasat
mutatom be. A Python programnyelven megirt kodom részletesen végig megy az algoritmuson
Ashish Choudhury az Indian Institute of Science professzora, akinek oktatévidedjanak
koszonhetGen elmélytilhettem a Reed-Solomon hibajavité kodok részleteiben. [I] Lassuk

hogyan alkalmazzuk a kodot!

8.1. Bemenet

Tegyiik fel, hogy mi az alabbi szovegrészletet szeretnénk elkiildeni:
The cat is sleeping. The dog is eating.

Azért hasznélok a példaban angol nyelvi iizenetet, mert az angol abécé karaktereit ismeri a
kodom. Ezt a késGbbiekben egy tobb elemt véges testet vélasztva és ékezetes karakterekkel
bévitve az abécét, mar barmilyen magyar szoéveg kiildésére is alkalmas lesz. Ahhoz viszont,
hogy egy ilyen nagyobb terjedelmi iizenetet, gy tudjuk koédolni, hogy a koéd hibajavito
képessége és az algoritmus futasideje is idealis maradjon, fel kell osztanunk a széveget kisebb
egységekre. A valasztasom a négy karakter hosszui blokkokra esett. Ennek a terjedelemnek
az elkddoldsa nem eredményez tul nagy méretd kodszot, tehat konnyen és gyorsan tudjuk
dekddolni még akkor is, ha jelentGs szazaléka sériil az lizenetnek. Sok esetben az elkiildeni
kivant szoveg karakter szama nem lesz oszthato néggyel, ilyenkor a megoldas, hogy kipotoljuk
sz0kozokkel az utolsé blokkot, mig négy hosszt nem lesz. Ezt azért tehetjiik meg, mert az
algoritmusunk a szokozoket is karakterként kezeli.

Ekkor az elsé mondatot véve a négy karakterenként felbontott iizenet az alabbi lesz:

([T, h,e, sz0koz], [c, a,t, sz0kd2], [i, s, sz0koz, 8], [I, e, e, p|, [i,n, g,.]] Tehat ha megvannak a négy
hosszi témbok, akkor egyesével kodoljuk és elkiildjiik 6ket a csatornan, majd a vevd ezeket

dekodolja és konkatenalja a szovegrészleteket, mig meg nem kapja a teljes iizenetet.
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8.2. Alkalmazott véges test bemutatasa

A kod bazisaul szolgélo véges testnek a GF(2°)-t valasztottam, f(z) = 2%+ +1 irreducibilis

polinommal. Ez tobb okbol is megfelel6 véalasztasnak bizonyult. Az els6 feltételem az

volt, hogy kettGhatvany elemszamu testet talaljak, hiszen binéris karakterekkel szdmolunk,

tovabba a memoria is optimalisabban tud kettGhatvannyal dolgozni. Végiil pedig azok a

karakterek, amellyeket hasznosnak talaltam belevinni az abécébe (példaul angol abécé kis-

és nagybetti, mondatvégi és mondatkozi irasjelek, valamint a szokozt) éppen lefoglalta mind
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8.3. Bemenet feldolgozasa

8.3.1. Forraskodolas

A forraskodolas az elsé olyan fiiggvény, amely bemenetként egy karaktert kap és az imént

emlitett véges test egy eleméhez rendeli hozz4, injektiven. Tehat feleltessiik meg a 64 karakter

mindegyikét a test 64 elemével tigy, hogy egyértelmi legyen a leképezés. [tt mar a polinomok

helyett a Pythonban témbdokkel reprezentaltam a testelemeket, igy minden karakter megfelel

egy paronként kiilonb6zd6, hat hossza binéaris szamsorozatnak.

szokoz = 10,0,0,0,0,0

f=

m =

0,0,0,0,1,0
0,0,0,1,0,0
0,0,1,0,0,0
0,1,0,0,0,0
1,0,0,0,0,0
0,0,0,0,1,1

0,0,1,1,0,0
0,1,1,0,0,0
1,1,0,0,0,0
1,0,0,0,1,1
0,0,0,1,0,1
0,0,1,0,1,0
0,1,0,1,0,0

1,0,1

[ ]
= | ]
= | ]
= | ]
= | ]
= | ]
[ ]
=10,0,0,1,1,0]
= | ]
= | ]
= | ]
= | ]
= | ]
[ ]
= | ]
= | ]

,0,0,0

y=
z =
A=
B =
C =
D =
E=

0,1,0,0,1,1
1,0,0,1,1,0
0,0,1,1,1,1
0,1,1,1,1,0
1,1,1,1,0,0
1,1,1,0,1,1
1,1,0,1,0,1

0,1,0,0,0,1
1,0,0,0,1,0
0,0,0,1,1,1
0,0,1,1,1,0
0,1,1,1,0,0
1,1,1,0,0,0
1,1,0,0,1,1

1,0,0,1,0,1

=10 ]
= ]
= ]
= ]
= | ]
= ]
= ]
=[1,0,1,0,0,1]
= ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

—10,0,1,0,0,1
=10,1,0,0,1,0
=[1,0,0,1,0,0
~1[0,0,1,0,1,1
=1[0,1,0,1,1,0
=[1,0,1,1,0,0
=0,1,1,0,1,1

1,0,1,1,1,1

=10,1,1,1,0,1
=1,1,1,0,1,0
=1,1,0,1,1,1
=11,0,1,1,0,1
=10,1,1,0,0,1
—(1,1,0,0,1,0

V=
W =
X =
Y =
Z =

+

/

F=] ]
G =] ]
H=] ]
=] ]
J = ]
K= ]
L=] ]
M =1[1,1,0,1,1,0]
N =] ]
0= ]
P=] ]
Q= ]
R=] ]
S = )
T=] ]
U= ]

—=11,0,0,1,1,1

% =

0,0,1,1,0,1]
0,1,1,0,1,0]
[1,1,0,1,0,0]
[1,0,1,0,1, 1]
0,1,0,1,0, 1]
=11,0,1,0,1,0]
=10,1,0,1,1,1]
=[1,0,1,1,1,0]
=[0,1,1,1,1,1]
[1,1,1,1,1,0]
[1,1,1,1,1,1]
[1,1,1,1,0,1]
[1,1,1,0,0, 1]
[1,1,0,0,0,1]
[1,0,0,0,0, 1]
[0,0,0,0,0,1]

A példamondatunkat vigyiikk tovabb és feleltessiik meg a karaktereit a megfelels

szamsorozatoknak, az alabbi moédon:

= [
ad
adl
[

$20k0z —

1,1,0,0,1,0
0,0,1,1,0,0
1,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0

]
]
]
]

ad
adl
adl
[0,

0,0,1,0,0,0
0,0,0,0,1,0
1,1,1,1,0,0

szokdz+— (0,0,0,0,0,0
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]
]
]
]

$20k0z

—[0,1,1,0,0,0]
—[0,1,1,1,1,0]
[0,0,0,0,0,0]
—[0,1,1,1,1,0]

stb.



8.3.2. Blokk-koédolas

Ezek utéan a blokk-kédolas kovetkezik, azonban mivel az algoritmusomat tgy épitettem fol,
hogy a blokkokra bontast méar kordbban elvégezte, ezért mar csak a kodolas hianyzik. Szoval
az lizenet, amit kodolni szeretnénk négy hosszu, ezért a k = 4. Ezt kovetGen az N-t kellett
meghataroznom, ami a kodszo és az o hosszat is definidlja, valamint a hibajavité képessége
a kodnak is ett6l a szamtol fiigg. A valasztasom az N = 8 lett és igy behelyettesitve
az egyenlGtlenségbe kijon, hogy 2-hibajavito lesz a kddom. Azonban N-nek barmely k-nal
nagyobb szamot, ami legfeljebb 64 valaszthattam volna, ez szabadon meghatarozhato, de
figyelni kell, hogy a kés6bbiekben jelentGsen tobb szamolést kell elvégezni, minél nagyobb az
N. Igy megvan, hogy mekkora legyen az o vektor, de kérdés még, hogy mik legyenek az elemei.
A projektemben igyekeztem az a-t a legegyenletesebben elosztani a testelemeken, tehéat az
elemei hatvanykitevss alakban a kovetkezék lettek: a = (g, ¢'2, ¢%°, g%, ¢°%, g*, ¢°2, ¢°°).
Ezeken a pontokon értékeljik ki az f,,(x) fliiggvényt, amelybdl a ¢ vektort, mint kodszot
kapjuk.

Lassuk ezt a példankon keresztiil, vegyiik csak az els6 négyes blokkot:

£n([0,1,0,0,0,0]) = [1,1,0,0,1,0] + [0,0,1,1,0,0] - [0,1,0,0,0,0] + [1,0,0,0,0,0] - [0,1,0,0,0, 0>+
+10,0,0,0,0,0] - [0,1,0,0,0,0 = [1,1,1,1,0,1] (az 1. cleme a kodszonak)

Fin(10,0,0,1,0,1]) = [0,1,1,0,0,1] + [0,0,0,1,1,0] - [0,0,0,1,0,1] + [0,1,0,0,0,0] - [0,0,0,1,0, 1]2+
+10,0,0,0,0,0] - [0,0,0,1,0,1]* = [1,1,0,1,1,0] (az 2. eleme a kodszoénak)

F([1,1,1,0,0,1]) = [0,1,1,0,0,1] +[0,0,0,1,1,0] - [1,1,1,0,0,1] +[0,1,0,0,0,0] - [1, 1, 1,0,0, 1]*+
+10,0,0,0,0,0] - [1,1,1,0,0,1]* = [1,1,0,0,1,1] (az utolsé eleme a kodszonak)

Az altalanos lépés a kovetkezs: fr,(a;) = mg + miq; + maa? + mzal = ¢;.

Tehat ha a ,7” karaktert szeretnénk kodolni, akkor a test tablazatban a [1,1,0,0, 1, 0]-nak,

a testelemek koziil pedig a ¢*¢ = 2° + 2% + 2 -nek felel meg.
A koédszo amit kapunk a kovetkez lesz:

([1,1,1,1,0,1],1,1,0,1,1,0],[1,1,0,1,1,1],[0,1,0,1,0, 1],
0,0,1,0,1,1],[0,1,0,1,0,0],[1,1,1,0,0,1],[1,1,0,0,1,1]] .
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Python bemeneti értékek

A program bemenetnek megkapja az elkiildeni kivant {izenetet, mint message véltozot, az
abécét, ami karakterekhez és véges test kitevSihez rendel binaris szamsorozatokat (abe,
idz_poly), valamint az « vektort. A meghivott fliggvények és a teljes kod a fiiggelékben
tekinthetd meg.

Python implementaciéja a kdédolasnak

c_ list = []
block list = block separator (message)

for block in block list:
c =[]
m = source coding(abc, block)
for a in alpha:
c.append (f m(m, a))
c¢_list.append(c)

Ebben a kodrészletben el6szor négyes blokkokra osztom az iizenetet a block_separator
fliggvény segitségével, majd egy for ciklussal egyesével forraskodolom (source_coding) majd

az f m figgvénnyel kodszova alakitom Gket.

8.4. Zajos csatorna szimulalasa

A kordbban leirtak alapjan, mivel ismert, hogy a csatorna hibainak jellege nem
determinisztikus, ezért szerettem volna random zajjal dolgozni. Ezt a Pythonban 1évé random
szam generatorral tudtam kivitelezni. A hibdk szdmat egy ¢ szdmlaloval tartom szamon és
ennek atirdsaval tudom novelni illetve csokkenteni a sériilt elemek mennyiségét. Ebben a
kodban egy hibédnak egy teljes hat hosszi szamsorozat megvaltoztatasat értjiik.

A példankban szerepl6 kddszo kapjon mondjuk két hibat. Ekkor lehet latni, hogy a random
hiba az els6 és a hetedik helyen valtoztatta meg a kodszot az alabbira:
,1,1,1,1,0],[1,1,0,1,1,0],[1,1,0,1,1,1],[0,1,0,1,0, 1],
[0,0,1,0,1,1],[0,1,0,1,0,0],[1,1,0,0,1,0],[1,1,0,0,1,1]] .
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Python implementaciéja a csatornanak

¢ _damaged list = []

for ¢ in ¢ list:
t = random.randint (0,2)
error list = random.sample(range(1l, len(alpha)+1), t)
¢ _damaged = damage(c, error list)

¢ _damaged list.append(c_ damaged)

Ebben a kodrészletben a ¢ kodszavakbol a damage fiigvénnyel ¢ damage hibas kddszavak
lesznek szimulalva a zajos csatornat. Az hogy hény hiba torténjen a ¢ random sorsolt valtozo

értéke hatarozza meg és hogy ezek hol legyenek, azt is visszatevés nélkiil sorsoljuk.

8.5. Dekddolas

8.5.1. Hibahely detektalas

Az elméleti Osszefoglaloban leirt N — k > 2t egyenlGtleség teljesiilésének ellendrzését a
kodomban nem végzem el, hiszen a valosagot probélja szimulalni, ahol pedig el6re nem
prediktalhato a sériilések szama a csatornan.

Ezek utan a Q(z) = R(z)- E(x) egyenletrendszer ismeret értékeibdl konstruélok egy matrixot,
ahol az E(z) = (z—e1)(x—e3) = 22+ (—e1 —e3)r+e, ey dtalakitassal az ismeretlen egyiitthato
az —e;—eqy = [y és az ejeq = Iy lesznek. Tgy a matrix, amelyre Gauss-eliminéaciot alkalmazunk,
az alabbi lett:

9 41 Qg2 g3 44 G5 Iy ly
a; 1 o oz% oz:f a‘ll oz“;’ —c1 —c1-o1 | Cpc a%
ay 1 ay a3 a3 a3 af —cy —cyrap | cy-ad
ag 1 ag oz§ ag a§ ag —cg —Cg-ag | Ccg- Oz§

A Gauss-eliminécié eredményébdl sok értékes inorméaciot kapunk. Elgszor is ha a kodunk a
szamolas alatt nem futott hibéara, akkor valéban két helyen sériilt. Tovabba az [; valamint
az ly értékeit felhasznalva, az F(x) = 22 + liz + [, fiiggvényen végigiterdlunk az o vektor
értékeivel és megnézziik, hogy mely a-kra ad nulla értéket. Ebbsl pontosan ketts lesz és meg
is tudtuk, hogy ezen « helyeken sériilt meg a kodszo.

Elsfordul, hogy ketténél kevesebb hibat tartalmaz a kodszo, ilyenkor hibara futunk a Gauss-
eliminacioban, de elkapjuk azt és kezeljiik. Mivel az elején feltételeztiik, hogy létezik mésodik

hiba, igy az [, illetve [y értékekre nem kapunk pontos megoldasokat, hiszen végtelen szabadsagi
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fokkal rendelkeznek az e, tényezd miatt. Ezért modositsuk a matrixot, amire meghivjuk a

Gauss-eliminaciot az alabbiras

9 1 92 43 44 (G5 €
ar 1 ap o o af af —¢ | —c-a
ay 1 s a3 a3 a3 a) —c| —cy-a
ag 1 ag af af ai ay —cg| —cg-ag

Ennek a megolddsdban mar megkapjuk az egyetlen hiba pontos helyét, mint e; értéket.
Elsfordulhat, hogy nem tortént hiba. Ebben az esetben ebben a Gauss-eliminéciéban is hibara
futunk. Ekkor megtartjuk a korabban hibésnak feltételezett kodszot, amirél most mér tudjuk,
hogy nem sériilt.

Az utolso lehetséges eset, amely elGéllhat az amikor ketténél tobb a sériilések szdma és emiatt
fut hibara a program. Ebbdl az esetbdl probafuttatasokkal az alabbi konklazidokat vontam le:
A hiba nem a Gauss-eliminaciéban keletkezik, mert az gond nélkiil lefut, hanem az azutani
részben amikor a megkapott [y, [y értékeket probalja értelmezni a program. Itt az «a értékein
iteral végig és ez esetben a program egyiket sem talalja megfelelének. Ebbdl adédéan kapunk
hibat, raadéasul ez azt jelenti, hogy egy hibahelyet sem tudott meghatarozni a programkédunk.
Lassunk erre egy példat: Tegyiik fel, hogy ketts hibat varunk de harom érkezik. Ez esetben
a hibahely polinomunk az E(X) = (z — e1)(z — e3) = 2? + (—e1 — e2)T + e1ey helyett az
E(X)=(x—e1)(z—e)(x—e3) =23+ (—e; — ey —e3)x? + (e1e3 + e1e3 + exe3)x + (—ejeqes)
lenne, ahol I} = (—e; —ex—e3),la = (e1e2+ €165+ €ge3), 3 = (—ejeqes). Itt lathatjuk, hogy ez
egy harmad fokd hibaegyenlet. A programkdd csak egy masodfoku hibaegyenlet megoldésait
keresi, ezért ha talalna is [y, [y értékeket mindet igy sem tudna meghatarozni. Azonban az a-
kat tgy valasztottam, hogy egyik sem egyenls nullaval vagy eggyel, ezért az e3 elem minden
esetben modosit az [q,[3 értékeken. Ezért nem ad megoldast és fut hibara a programkod
kettonél tobb sériilés esetén.

8.5.2. Hiba javitas

Kideriilt, hogy hol tortént a hiba. Ezek utéan intuitiven az lenne a kovetkezs 1épés, hogy
talaljuk ki ezeken a helyeken mi lehetett az eredeti kod. Ehelyett azonban most a sértetlen
kodrészletekbdl kovetkeztetjiik ki a teljes eredeti iizenetet.

Konstrualjunk még egy matrixot, amely az f,,(z) = mgo+miz+mox?+msz?® ismert értékeibdl
all, de azuttal csak azon o értékeket helyettesitsiik be, amelyrdl biztosan tudjuk, hogy nem
sériiltek meg. Legyen ez a két o érték az aq, és az ar. Ismét Gauss-eliminacioval szamoljuk

ki a fiiggvény ismeretlen egyiitthatoit. Ekkor az alabbi méatrixbol induljunk ki:
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ar 1 ay a5 a; |

as 1 a3 o aic

ag 1 ag o af |cs

A szamolas eredménye megadja az eredeti tizenet tombokkel reprezentélt alakjat, ezt atforitva
megkapjuk azt a négy karaktert amely az lizenet volt.

A példankban ez az alabbi:

[1,1,0,0,1,0],[0,0,1,1,0,0],[1,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,0,0]] — [T, h, e, sz6ki]

8.5.3. Konkatenalas

Miutan megérkezett és dekodoltuk az Osszes négy hosszi karaktert készen all, hogy ezeket

Osszeragasztva megkapjuk az eredeti lizenet teljes alakjat. Visszakaptuk a
The cat is sleeping. The dog is eating.

iizenetet helyesen tehét hibatlan a dekoddolas.

Python implementaci6éja a dekdédolasnak

decoded message list = |[]|

for ¢ in ¢ damaged list:

A, number of errors = gauss(alpha, c¢)

damaged alpha = error locator (A, number of errors)

decoded message list.append(decoder (alpha,
¢,
number of errors,
damaged alpha ,
idx _poly))

Ebben a koédban bemenetként egy sériilt kodszot kapunk (c_damage) elvégezziik a Gauss-
eliminaciot (gauss), ebbdl megtudjuk a hibak szamat, amibdl az error_locator fliggvény
meghatarozza a hibak pontos helyét. Innentél a decoder fiiggvény mar a dekodolt lizenetet
adja vissza, ezeket konkatenalva megkapjuk a teljes szoveget, amit a feladd kozolni szeretett

volna.
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Fuggelék

e A projekt soran hasznalt Python kod:

https://github.com/sargakerites/BScThesis

e A kodban hasznalt fliggvények:

def block separator(message):
i =20
blocks = |[]
lista = []
for m in message:
if i < 3:
lista .append (m)
1 +=1
else:
lista .append (m)
blocks .append(lista )
lista = []
1 =0
if lista != []:
blocks .append(lista )
while len(blocks|[—1]) < 4:
blocks|[—1].insert (3, "_")

return blocks

def source coding(abc, word):
m — ]
for i in range(len(word)):
m. append (abc [word |1 ]])

return m
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def f m(m, x):
c =0
X_power = copy.deepcopy (x)
for i in range(len(m)):
if i — 0:
¢ = m|0]
else:
¢ = F.add(c, F.mul(m[i], x_power))
x_power = F.mul(x_ power, x)

return c

def damage(c, error_list):
¢ _damaged = copy.deepcopy(c)
for i in error list:
c¢_damaged|i—1] = []
for j in range(6):
c¢_damaged|i —1].append (random.randint (0, 1))

return ¢ damaged

def gauss(alpha, ¢ damaged):
n =38
a = []

for i in range(n):
L=
for j in range(n-+1):
1.append (0)
a.append (1)

for i in range(n):
for j in range(n+1):
if j — 0:
ali][j] = idx_poly[1]
elif j > 0 and j <— 5:
co = alphali]
for k in range(j—1):
co = F.mul(co, alphali])
ali][j] = co

31



elif j — 6:

ali][j] = ¢_damaged|1i|

elif j — T7:
co = F.mul(alpha|i], ¢ damaged|i])
ali][j] = co

else:

co = F.mul(c_damaged|i], F.mul(alpha|i], alpha[i]))
ali][j] = co

n—_=8

number of errors = 2

for i in range(n):

if ali][i] = [0, O, O, 0, O, O] and i != n—1:
k =1
while a|i+k]|[i] = [0, 0, 0, 0, 0, O]:
k +=1
if itk > T:
number of errors = 0

return a, number of errors
temp = copy.deepcopy(ali])
ali] = copy.deepcopy(alitk])
alitk] = temp

if ali][i] = 1:
pass
else:
divisor = copy.deepcopy(a|i][i])
for j in range(n+1):
if divisor =— [0, 0, 0, 0, 0, O]:

pass
else:
inverse = F.inv(divisor)
ali|[j] = F.mul(a[i][j], inverse)

for j in range(n):
if j =— i:

pass
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else:
ratio = a[j][1]
for k in range(i, n+1):
s = F.mul(ratio, a|i][k])
aljllk] = F.sub(a[j][k], s)

if a|-1||—2] = [0, 0, O, O, O, O]:
number of errors = 1
n — 8
a =[]

for i in range(n):
L=
for j in range(n-—1):
1.append (0)
a.append (1)

for i in range(n):
for j in range(n—1):
if j = 0:
ali][j] = idx_poly[1]
elif j > 0 and j <= 4:
co = alpha|i]
for k in range(j—1):
co = F.mul(co, alphalil])
ali][Jj] = co
elif j — b5:
ali][j] = ¢ _damaged]1i|
else:
co = F.mul(alpha|i], c¢_damaged|i])
ali][j] = co

n— 6
for i in range(n):

if ali][i] = [0, 0, 0, 0, 0, 0] and i != n—1:
k = 1
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while a|i+k|[i] — [0, 0, 0, 0, 0, 0]:

k=1
temp = copy.deepcopy(ali])
ali] = copy.deepcopy(ali+k])

alitk] = temp

if ali][i] = 1:
pass

else:
divisor = copy.deepcopy(a|i][i])
for j in range(n-+1):

if divisor =— [0, 0, 0, 0, 0, O]:
pass

else:
inverse = F.inv(divisor)
ali][j] F.mul(a[i][j], inverse)

for j in range(n-+2):
if j — i:
pass
else:
ratio = al|j][|1]
for k in range(i, n+1):
s = F.mul(ratio, a|i][k])
alillk] — F.sub(alj][k], )

return a, number of errors

def error locator(a, numer of errors):
b=
if number of errors =— 0:
return |
elif number of errors — 1:
if a|-3|[—-1] = [0, 0, O, O, O, O]:
return |
else:
l.append (a|—3]|[—1])

return 1
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else:
11 = a|6]]8]
12 = a|7]]8]
for i in alpha:
s = F.sub(12, i)
if 11 — F.mul(s, 1):
e2 — 1
el = F.sub(12, e2)
1.append (el)
1. append(e2)

return |
def decoder (alpha, ¢ damaged, number of errors, damaged alpha, idx poly):

alpha lack = list (copy.deepcopy (alpha))

¢ _lack = copy.deepcopy(c_damaged)
ind = |[]

mes = |]

message back = str ()

abc _key list = list (abc.keys())
abc val list = list (abc.values())

for e in damaged alpha:

alpha lack.remove(e)

for e in damaged alpha:
i = alpha.index(e)
ind . append (i)

ind.sort (reverse=True)

for i1 in ind:

c¢_lack.pop (i)

n =4
a = ||

for i in range(n):
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L=

for j in range(n+1):
1.append (0)

a.append (1)

for i in range(n):

for j in range(n+1):

if j = 0:

ali][j] = idx_poly[1]
elif j — 1:

ali][j] = alpha lack|[i]
elif j — 2:

pw = F.mul(alpha_ lack|[i], alpha_ lack][i])
ali][j] = pw

elif j — 3:
pw = F.mul(alpha_ lack[i], alpha_ lack][i])
cu = F.mul(pw, alpha lack][i])
ali][Jj] = cu

else:
ali][j] = ¢ _lack]|i]

n—4

for i in range(n):

if a[i][i] — [0, 0, 0, 0, 0, 0]:
k =1
while a[i+k|[i] = [0, 0, 0, 0, 0, 0]:
k += 1

temp = copy.deepcopy(a[i])
ali] = copy.deepcopy(alitk])
ali+k| = temp

if ali|[i] = [0, O, O, O, O, 1]:
pass

else:
divisor = copy.deepcopy(a|i][i])
for j in range(n+1):

inverse = F.inv(divisor)
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ali][j] = F.mul(ali]|[j], inverse)

for j in range(n):
if j — 1i:
pass
else:
ratio = alj|[1]
for k in range(i, n+1):
s = F.mul(ratio, al|i][k])
aljllk] = F.sub(a[j][k], s)

for i in range(len(a)):

mes . append (a|i]]—1])
mes 0] = F.mul(mes|[0], [0, 0, 0, 0, 1, 0])

for m in mes:

message back = message back + abc key list[abc val list.index (m)]|
return message back

def block concatenator(blocks):
message = str ()
for block in blocks:
message = message + block

return message
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