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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Dr. Csomos Petréanak a dolgozatomhoz nyj-
tott segitségét és tdmogatasat, amit minden koriilmény kozott megkaptam.
Ko6szonom szobatarsaimnak az egyiitt szerzett tapasztalatokat, és hogy motivaltak sa-

jat munkéjukkal.



Bevezetés

A szakdolgozat témaja kiilonb6zd numerikus médszerek bemutatasa a bolygdémozgasok
példajan keresztiil. Vizsgéalni fogjuk a modszerek hibédjat, illetve azt, hogy mennyire
6rzik meg az energiat. Utobbihoz az elsé integralokat fogjuk hasznalni. Emellett tanul-
manyozni fogjuk a modszerek viselkedését egy perivdus elteltével.

Az els6 fejezetben bevezetjiik a sziikséges matematikai fogalmakat, amik a differenci-
alegyenletek és a numerikus modszerek megértéséhez kellenek. A maéasodik fejezetben
megmutatjuk, hogy a korabban bevezetett modszereket hogyan lehet a harmonikus
rezgbmozgasra alkalmazni. A dolgozat harmadik és negyedik fejezete arrol szol, ho-
gyan lehet a numerikus moédszerekkel meghatarozni speciélis bolygémozgasokat leird
differencidlegyenletek kozelité megoldasat. Ehhez levezetjiik az elsd integralokat, illetve
ezek és a periodikus megoldasok segitségével vizsgaljuk a numerikus moédszerek hibé-
jat.

A Fiiggelékben a szakdolgozat dbraihoz irt MATLAB kodok talalhatok meg.



1. fejezet

Matematikal elGismeretek

Ebben a fejezetben 6sszefoglaljuk a téma megértéséhez sziikséges matematikai elGisme-
reteket, a késébbiekben hasznalt definiciokat, allitasokat és tételeket.

A fejezet Toth Janos és Simon L. Péter: Differencidlegyenletek [1] tankonyv, Fekete Im-
re: Alkalmazott Analizis 1 [2] jegyzet és Pfeil Tamas: Differncialegyenletek 1 [3| jegyzet
[3], illetve Farago Istvan — Horvath Robert: Numerikus modszerek [4] tankényv alapjan

késziilt.

1.1. Kozonséges differencialegyenletek

A kozonséges differencidlegyenletek elengedhetetlenek a folytonos matematikai model-

lek felirasdhoz, igy a bolygéomozgésok leirasdhoz is.

1.1. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum, G C I x R? egy tartoméany (azaz
osszefiiggd, nyilt halmaz), (to,ug) € G egy adott pont, f: G — R? egy folytonos
leképezés. Ekkor az

at) = f(t,ult)), ults) = uo (L1)

feladatot kezdetiérték-feladatnak, vagy Cauchy-feladatnak nevezziik.

1.2. Definici6. Az olyan u: I — R (I C R egy nyilt intervallum) folytonosan diffe-

rencialhato fliggvényt, amire
o {(t,u(t)):tel} CQG,
o U(t) = f(t,u(t)), minden t € I,

° to el és U(to) = Ug



teljesiil, az (1.1) feladat megoldasanak nevezziik.

1.3. Definicié. Legyen G C R x R? egy tartomany. Az f: G — R? fiiggvényt a
masodik valtozojaban Lipschitz-tulajdonsidgunak nevezziik, ha létezik L > 0 ugy, hogy
minden (t,py), (t,p2) € G esetén

[f(t,p1) = (8, p2)| < Llpy = pal-

1.4. Tétel (Picard-Lindelof). Legyen f: G — R folytonos fiigguény, ahol
G={(t,u) eRxR: |t —to| < a és|u—ug| < b}

henger, (to,up) € R x R és 0 < a < 00, 0 < b < oco. Legyen M = (m?XG|f(t,u)|,
t,u)e

tovdbbd tegyiik fel, hogy az f fligguény mdsodik vdltozojaban Lipschitz-tulajdonsdgi. Ek-

kor az (1.1) alaki Cauchy-feladatnak egyértelmien létezik megolddsa a [ty — 0,1y + 0]

intervallumon, ahol § = min {a, —}

M
1.5. Definici6. Legyen [ adott intervallum, ¢g: I — R adott fiiggvény és a,ag € R.

Ekkor az x: I — R"™ ismeretlen fiiggvényre vonatkozo
E(t) + a12(t) + aox(t) = g(1)

differencidlegyenletet allando egyiitthatoés masodrendi linearis differencialegyenletnek

nevezziik. Az egyenlet homogén, ha g = 0 konstansfiiggvény, maskiilénben inhomogén.

1.6. Definici6. Az z: I — R" ismeretlen fiiggvényre vonatkozo
Z(t) + ar(t) + apx(t) =0

alland6 egyiitthatos mésodrend homogén linearis differencidlegyenlet karakterisztikus
egyenletének mondjuk a

N4+ ad+a =0
masodfokt algebrai egyenletet.

1.7. Definici6é. Legyen n pozitiv egész szam és I C R intervallum. Ekkor

ag,ay,...,a, € Rés g: I — R adott fiiggvény esetén az
2 () + an 1 ()" (@) + .+ ag(t)z(t) = g(t)

egyenletet n-edrendt linearis differencidlegyenletnek nevezziik.



1.8. Definici6é. Ha F': R"™ — R adott fiiggvény, akkor az
™) = F(t,z(t), &(t),..., 2" V(1)) (1.2)
egyenletet n-edrendii explicit kozonséges differencidlegyenletnek nevezziik.

1.9. Definicié. Az uq,...,u,: I — R ismeretlen fiiggvényekre vonatkozé elsérendi

explicit kdzonséges differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik az

U1<t) = fl(t,ul(t),,un(t))

: (1.3)
Un(t) = falt,ur(t), ... un(t))
egyenletrendszert, ahol fi,..., f,: I x R” — R adott fiiggvények.
Legyen u = (uy,...,u,): I — R" az ismeretlen fliggvényekbdl, mint koordi-

natafliggvényekbdl képzett vektorértékd fliggvény. Ekkor a derivaltfiiggvénye @ =
(1, ...,10,). Legyen tovabba f = (fi,..., fn), akkor f: I x R" — R™ vektorérté-
ki fiiggvény, mellyel az (1.3) differencidlegyenlet-rendszert atirhatjuk az (1.1) alaku,
u(t) = f(t,u(t)), u(ty) = ug vektoregyenletteé.

1.10. Allitas. Minden (1.2) alaki magasabb rendi explicit kézinséges differencidl-
egyenlet visszavezethetd (1.1) alaki elsérendd explicit kozonséges differencidlegyenlet-

rendszerré.

Bizonyitds. Legyen az n-edrendd explicit kozonséges differencidlegyenlet alakja (1.2)
alapjan
#() = F(t, (), #(1), ..., 2" (1)), (1.4)

akkor legyenek 1j ismeretlen fliggvények
ui(t) = x(t), ug(t) = a(t),..., un(t) = 2"V (¢).

Ekkor
u(t) = us(t)
us(t) = us(t)
: (1.5)
i1 (t) = un(t)
() = Fltu(t),... un(t).




Egy fliggvény pontosan akkor megoldéasa az (1.4) differencidlegyenletnek, ha az (1.5)
differencidlegyenlet-rendszer megoldasanak megfeleld (jelen feliras szerint elss) koordi-
natafiiggvénye.

Ekkor (1.5) egy elsérendii explicit kozonséges differencidlegyenlet-rendszer az u(t) =
(ui(t), ..., u,(t)) fiiggvényre, ahol az (1.1) alaka u(t) = f(t,u(t)), u(ty) = uo vektor-
egyenletben

U2
Uus
fltug, .. uy,) =
Unp

F(t,ui(t),. .., uy(t))

]

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy a V': R” — R folytonosan differencialhat6 (nem-
konstans) fiiggvény elsd integralja az © = f(x) kozonséges differencialegyenletnek, ha

V' a megoldasok mentén allando, azaz V(:):(t)) allandé minden ¢ > 0 esetén, tehat

0=V (z(t) ={(V(z(t)),2@t)) = (V(2(t), f(z(1))), t>0.

1.2. Numerikus modszerek

A differencidlegyenletek megoldasat csak ritkédn lehet zart alakban elGéllitani, azaz
olyan képletek segitségével megadni, amelyek ismert és konnyen kiértékelhets fiiggveé-
nyeket tartalmaznak. Emiatt alkalmazunk numerikus modszereket, melyek segitségével
a megoldast valamilyen kozelits alakban keressiik.

A tovabbiakban tekintsiik az y: I — R fiiggvényre vonatkozo (1.1) feladatot:

{y@ = Jy), >0 (1.6

Z/(O) = Yo-

Vélasszunk h > 0 1épéskozt, legyen t, = to +n - h, n € Ny, illetve jelclje a pontos
megoldas y(t,) értékének kozelitését y,.

1.12. Definici6. Az n-edik 1épésig elkovetett hibat globalis hibdnak nevezziik:

5(tn) = |y(tn) - yn’a n € Np.



1.2.1. Az explicit Euler-mé6dszer

Az els6 numerikus modszer, amit alkalmazni fogunk, az explicit Euler-modszer.
El6szor y derivaltjat kozelitjiik a jobb oldali differenciahanyadossal:
y(t+h) —yt) ylt+h) —y)

yﬁt) = ;115% h ~ h (h > 0 rogzitett).

f(ty(t))

Azaz minden t > 0 esetén teljesiil a kdvetkezd becslés:

LU~ y()
ity = L E

A kozelit§ egyenletet atrendezve kapjuk:

y(t+h) = y(t) +h- f(ty().

Azaz az explicit Euler-modszer t = t,, esetén:

Ynt1l = Yn + - f(tn7yn)7 nc NO' (17)

1.2.2. Az implicit Euler-moédszer

A kovetkezd numerikus modszer, amivel foglalkozunk, az implicit Euler-modszer.
Itt y derivaltjat most nem a jobb oldali differenciahanyadossal kozelitjiik, mint az
explicit Euler-modszer esetében, hanem a bal oldali differenciahanyadossal:

y(t) —y(t—h) y(t) -yt —h)

y(Ht) = llllir(l) h ~ h (h > 0 rogzitett).

f(ty(t))

Azaz minden t > 0 esetén teljesiil a kdvetkezd becslés:

() —yt —h)
Y :

f(ty(t) ~ 2

ahonnan:

y(t) =yt —h) +h- f(t,y(t)).



Az implicit Euler-moédszer t = t,,,1 esetén:

Yn+1 = Yn + h - f(tn—i—lyyn-i-l)v ne NO' (18>

1.2.3. A szimplektikus Euler-moédszer

Legyen az (1.6) feladatban y: R — R? specialisan

NECAW NEE0)
y@—(v(t)) £t y(0) (q(t’x(t))).

Ekkor az explicit Euler-modszert alkalmazva felirhaté a kovetkezd egyenletrendszer:

{ Tp+l = Tp + h 'p(tm Un)
Upy1 = Up + h - Q(tna xn)

A maésodik egyenletben x,, helyére a méar kiszamolt z,,,-et frva megkapjuk a szimp-

lektikus Euler-modszert erre a feladatra:

{ Tpt1 = T + h 'p(tm Un)

(1.9)
Ung1 = U + R g1, Tngr).

1.2.4. A Runge-Kutta moédszer

1.13. Definicié. Legyen a kovetkezGkben s € Z a lépcs6k szama, legyenek b; € R,
A = (a;5), a;; € R a stlyok és ¢; € [0, 1] a csomdpontok (¢,7 =1,...,s). Ekkor az

Yn+1 = Yn + hz bz : kn,i
i=1

kn,i = f(tn + Cih7 Yn + h Z Qij - kn7j>
j=1
képletekkel definialt modszert s-1épcsés Runge-Kutta modszernek nevezziik.

A negyedrendi Runge-Kutta modszert az

00 00
1111 L0000 11
s=4,b=(=,-,=,=], A=1]?2 ésce=(0,-,-,1
6 6 o%()o 22
0010



valasztassal kapjuk. Ekkor a modszer felirhaté az alabbi alakban:

1 1 1 1
it = tnthe (= kb= kot = kst~ ko ), No, 1.10
Ynt1 = Yn + (6 ,1+3 ,2+3 ,3+6 ,4) n € Ny ( )
ahol
knlff(tna yn)
kn3—f(tn+%7 yn+g kn2)

Latni fogjuk, hogy a fent bevezetett modszerek altal elGallitott kozelité megoldasok
kiilénboznek pontossag és kvalitativ tulajdonsagok (pl. energia-megérzés) tekintetében.

A dolgozat tovabbi részében ezen modszereket alkalmazzuk.
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2. fejezet
Harmonikus rezgémozgas

Ebben a fejezetben a harmonikus rezgémozgéas példajan keresztiil bemutatjuk a mar
bevezetett numerikus modszereket. Mivel a harmonikus rezgémozgasnak ismerjiikk a
pontos megoldasat, ki tudjuk szdmolni a moédszerek hibajat.

A harmonikus rezgémozgast az F' harmonikus erd hozza létre, ami egyenesen aranyos és

ellentétes irdnya a pont egyensilyi helyzetétsl mért x kitérésével, azaz F' = — D, ahol
D arugééllandd. A dinamika alapegyenlete szerint F' = ma, jelen esetben mi = —Duz,

ahol m # 0 a test tomege.
Az egyenlet atrendezésével és az w = \/% > 0 jelolés bevezetésével kapjuk az

i(t) + w?z(t) =0 (2.1)

masodrendii, lineéaris, allando egyiitthatos differencialegyenletet. Ezt az 1.10. Allitas
segitségével atirhatjuk els6rendid rendszerré.

Ehhez legyen az (1.3) feladatban szerepls u; = x és uy = & = v, ekkor

(2.2)

2.1. Allitas. A V: R? = R, V(z,v) = w?2® + v? fiigguény elsé integrdlja a (2.2)
feladatnak.

Bizonyitds. Elészor beszorozzuk (2.2) els6 sorat w?x(t)-vel, a masodik sorat pedig v(t)-

vel:



Az igy kapott egyenleteket Osszeadva

Wz (t)i(t) +v(t)o(t) = %(uﬂx Q(t) + 2 2(t)> =0

Osszefliggést kapjuk, azaz a test energiaja

BE(t): = w?2®(t) + v*(t) = V((t), v(t))

(2.3)

dlland6 minden ¢ > 0 esetén, tehéat az 1.11. Definicié szerint V (z,v) = w?x? + v? els§

integral.

]

A (2.1) differencialegyenlet karakterisztikus egyenlete A\* + w? = 0, melynek gyokei

A1,2 = tiw komplex szamok. A differenciélegyenlet altalanos megoldasa tehat

z(t) = ¢; cos(wt) + cosin(wt), ¢, co € R.

(2.4)

Legyen a ty = 0 idépontban a test helyzete x(0) = ¢ és a sebessége 1(0) = v(0) = vy
elére adottak. Ekkor a (2.4) megoldasba t = 0 értéket helyettesitve kapjuk, hogy

2(0) = ¢1 cos(0) + ¢ sin(0) = ¢,
azaz xo = c¢1. A (2.4) megoldasba visszahelyettesitve:
x(t) = xg cos(wt) + co sin(wt).
Ezt derivalva kapjuk a sebességet:
z(t) = v(t) = —wzgsin(wt) + weg cos(wt).

Szintén a t = 0 helyen

2(0) = v(0) = —wxsin(0) + weg cos(0) = we,

igy % _ co adodik. A kezdetiérték-feladat megoldéasa tehét
w

x(t) = xg cos(wt) + % sin(wt), t>0.
w

Az 2.1.a. és 2.1.b. adbrakon (2.4) feladat megoldasa és a megoldasok (2.3) energidja

12



lathato az idében kiillonb6zd numerikus modszerekkel. A 2.2.a. és 2.2.b. abrakon pedig

a megoldas a fazistérben lathato. Minden esetben w = 1, a szamolas ¢ idGértékig tart,

azazn =1,..., N.
200 . . . .
Explicit Euler 4000 ' ! ' !
Implicit Euler Explicit Euler
150 - - L ICl
........... Penios megndas 3500 Implii Euler
zimplektikus Euler
100r 3000 r Pontos megoldés
ol 2500 +
X 2000
O -
1500
_50 - -
1000
-100
500 +
150 . . . .
0 5 10 15 20 25 0 : : : :
t 0 2 4 6 8 10
2.1.a A (2.4) feladat z(t) megoldasa h = 1/8 és 2.1.b A (2.4) feladat E(t) energidja h = 1/8 és
N = 200 esetén. N =175 esetén.

2.1. dbra. A kezdeti feltételek: zo = 35 és vy = 1.

15 F Explicit Euler - 10t Szimplektikus Euler | ]
Implicit Euler 3 sensnnns Pontos megoldas |
e PONt0s megoldas | Jaseseaag,
10 | 6 | ....00 'o.... |
“‘ 0..
e *
> 5| > 47 F Y]
2+ & i
o or 'y i
%, 4
-2 ‘0. *o‘ 4
5t ] ';._.... ....‘Qt
" L . ) -4 . .
-10 -5 0 5 10 15 20 0 5 10
X X
2.2.a A (2.4) feladat megoldasa a fazistérben h = 2.2.b A (2.4) feladat megoldasa a fazistérben h =
1/20 és N = 400 esetén. 1/20 és N = 400 esetén.

2.2. 4bra. A kezdeti feltételek: xg = 5 és vy = 2.

13



2.1. Periodikus megoldasok

Jelolje T, a periodusidét, azaz az egy teljes rezgés megtételéhez sziikséges id6t. Tudjuk,

hogy egy periddus megtétele utan a vizsgalt test ugyanoda ér vissza, vagyis

2(0) = a(Tp),
v(0) = u(T}).

A 2.3. dbran a kiilonb6z6 numerikus modszerek 1.12. Definicié szerinti globalis hibéja

lathaté T, = Nh idépillanatban, azaz £(T,) = /|zo — x| + |vo — vi|?. Leolvashato,

hogy h 1épéshossz novelésével a hiba is névekszik.

08 T J T T T T

O  Explicit Euler 5¢
0.7 1 x  Implicit Euler

Szimplektikus Euler
06 F 1

O

05+F 1

(T3)
o
P

O

L)

0.2 F @ .

01r ® 4

@
DQ%_ L 1 ! 1 | |

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
h

2.3. dbra. A globalis hibak 7 kiilénb6z6 1épéshossz esetében.

Ha vessziik a lépéshosszok és a globalis hibak logaritmusat, akkor az igy kapott
pontokra illesztett egyenes meredeksége megfelel a numerikus modszer rendjének. Ez

latszik a 2.4. Abran.

14



3

=

=g ]
10° ¢ 4

6l —6—EE ||
10° | S
F SZE

10'7 1 L

10° 1072

lgh

2.4. abra. A numerikus modszerek globalis hibéi logaritmusai 7 kiilonbozé 1épéshossz esetében. A
meredekségek rendre 1,0118, 0,9883 és 2,0026.

Tudjuk, hogy a 2.3 képlettel megadott F(t) = w?z(t)* + v(t)? energia alland6 min-
den ¢ > 0 értékre. A 2.5. dbran a kilonbo6z8 numerikus modszerek altal szamitott
energiaértékek eltérése lathato az F(0) = w?z(0)? + v(0)? =: Ey kezdeti értéktsl a T,
id6pontban, azaz |E(T,) — Ey|. Ez ugyanazt tamasztja ald, mint a 2.1.b. dbra, neve-
zetesen hogy az (1.9) szimplektikus Euler-modszer jobban megtartja az energiat, mint
az (1.7) explicit és az (1.8) implicit Euler-modszerek. Leolvashato, hogy h 1épéshossz

novelésével az energidk eltérése is novekszik.

7 -
O  Explicit Euler o
*  |mplicit Euler
6 Szimplektikus Euler
X
5 =
S a4l
=
— 3+ @]
= x
2 -
Q
l =
@
@
0 @ Il Il 1 1 1 Il 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
h

2.5. dbra. Az energia eltérése 7 kiilonb6z6 1épéshossz esetében.
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3. fejezet

A kéttest-probléma

A kéttest-probléma az égi mechanika egyik alapfeladata. A jelen fejezet Erdi Balint:
Egi mechanika [5] jegyzet alapjan késziilt.

A feladat: hatarozzuk meg két pontszeri test mozgasat, ha rajuk csak a Newton-féle
kolesonos gravitacios vonzoers hat!

A Newton-féle gravitacios torvény szerint két pontszertd, m; > 0 és mg > 0 tomegt,

egyméstol r > 0 tavolsédgra 1évs test

nagysagu erével vonzza egymast, ahol G a gravitacios allando, aminek értéke SI egy-
ségekben:
G =6,673-10"" Nm2kg=2

Az erd irdanya a testeket Gsszekots egyenes mentén a vonzott testtdl a vonzo felé mu-
tat. A bolygok mozgasanak vizsgalatakor célszert az égi mechanika mértékegységeit
hasznalni. Ekkor a tomeg, az id6 és a hossztsag egysége rendre a Nap tomege (M), a
kozépnap (T') és a csillagaszati egység (A). Jelolje k? a gravitacios allando ezen egysé-

gekkel szamitott értékét
G[N m? kg% = K*[M~* A*> T72).
Gauss szamitasal szerint

k = 0,0172020989[M ~1/2 A=3/2 71,
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ahol k a Gauss-féle gravitacios allando.

Jelolje a kéttest-problémaban a tomegpontok helyét P, és Ps, tomegiiket my és ms.
Legyen P; helyvektora egy Oxyz derékszogi koordinatarendszerben r, = (z;,vi, ),
i=1,2.

A P, tomegpontra a P, altal kifejtett gravitacios vonzoers a Newton-féle gravitacios

torvény alapjan (G helyére k?-et rva)

mime T
F = k¥——=,
T r

ahol

="y =Ty,

r=|r[= \/@2 —z1)* + (y2 — y1)* + (22 — 21)%

Az er6 irdnyat a P;-bol a Py felé mutato r/r vektor adja. Hasonloan felirhato a P,
tomegpontra P, altal kifejtett gravitacios erd, annyi kiilonbséggel, hogy —r irdnyu erd
hat.

A kéttest-probléma Newton-féle mozgasegyenletei igy:

.. mime T
mir; = k2 r2 ;
(3.1)
. lemQE
mefty = —k*—(—=.
T T

A (3.1) komponensekben kiirva hat masodrendii differencialegyenletet jelent a megha-
tarozando r(t) = (x1(t), y1(t), z1(t)), ro(t) = (22(t), ya(t), 22(t)) fliggvények szamara,
azaz a kéttest-probléma mozgasegyenleteinek differencialegyenlet-rendszerének faziste-

re 12 dimenzios.

3.1. Az els6 integralok

A (3.1) egyenletek vizsgalatahoz az els§ integraljaikat fogjuk hasznalni, amik az 1.11.

Definici6 szerint a mozgas soréan allandoak.

3.1.1. A tomegkozéppont-integral

A (3.1) rendszer egyenleteit 6sszeadva kapjuk, hogy

17



Majd ezt idG szerint kétszer integralva

mlil + m2f2 = a,

mary +mory = at +0b

egyenleteket kapjuk, ahol a és b konstans vektorok (a az ésszimpulzus).

A rendszer P, tomegkozéppontjanak r, helyvektora

miTy + Moy
ro=——"—""—".

mq +7TI2

Ekkor (3.2), (3.3) és (3.4) szerint
(m1 4 ma)iy = g,

integralas utan pedig

(m1 +ma)ry = at + b.

(3.2)

(3.3)

(3.5)

(3.6)

Tehat (3.5) és (3.6) egyenletekbdl lathato, hogy a Py tomegkdzéppont vagy nyugalom-

ban van (a = 0), vagy egyenes vonali egyenes mozgast végez (a # 0). A (3.2) és (3.3),

illetve a veliik ekvivalens (3.5) és (3.6) egyenletek a tomegkézéppont-integralok. A (3.1)

els6 integralja :

mir; + maoly = a.

A (3.7) komponensekben kiirva:

Vi1, 02, Uiy, Vag, Y1, Y2, Uy Vyas 215 22, Vg Uzy) = MUy + MUy,
‘/Q(xhx%Uz17vx27y17y27UylaUyWZhZQaUZUUZQ) = MUy +m20y27
‘/i%(xlyx%leaUz27y17y27UyuvyszlyZQavzpvzz) = M1y +m2vz2-

Az 1.11. Definici6 szerint a (3.8) fiiggvények (3.1) elss integraljai.

3.1.2. Az energia-integral

(3.7)

(3.8)

A (3.1) elsg sorat 7;-tal, masodik sorat 7,-tal skalarisan megszorozva, majd osszeadva

kapjuk, hogy

mimes

. . . . myms
MAF T+ Mty = kP r(ty —1y) = —k*——ri"

r3 r3

18



Mindkét oldalt id6 szerint integralva kapjuk, hogy

1 miMme
—myrt  —mais = kP ——

H 3.9
2 2 7"+’ (3.9)

ahol H konstans. A (3.9) az energia-integral, komponensekben felirva

V;l(xla T2, Ugyy Uzgy Y1, Y2, Vyyy Uyyy 21, 22, Uzpvzz) =

1 1
= §mlv§1 + émgvfm —k

9 mims
V(xe —21)2+ (Y2 — y1)2 + (22 — 21)2

V5(ZE'1,l’g,Uml,Um2,y1,yg,Uyl,Uy27ZI,ZQ,U21,U22) =

1 1
= §m11j§1 -+ §m2v52 — ]{32

Y

mq1me
V(re —21)2+ (y2 —y1)2 + (22 — 21)?

Vé(wlax?aU:t17v:132>y17y27’Uynvyzazla Z27U217UZQ) =

1 2 2 2
= §m11121 + 577121)22 —k

Y

mi1meo
V(Te —21)2+ (ya — y1)2 + (22 — 21)?

a (3.1) ajabb elsd integraljai az 1.11. Definici6 alapjan.

A (3.1) egyenletrendszerre tehat Osszesen 6 elss integralt irtunk fel.

3.2. Az egycentrum-probléma

A bolygok és holdak mozgasdnak vizsgalataban fontos szerepet jatszik az az eset,
amikor az egyik test, pl. P, sokkal nagyobb tomegi a masiknal. A kisebb test mozgasat
igy elsGsorban P, gravitécios hatasa hatarozza meg. Célszertd ezért a P, tomegpont
mozgasat Pi-hez viszonyitva vizsgalni.

Latni fogjuk, hogy a (3.7) tomegkozéppont-integralok felhasznalasaval a kéttest-
probléma visszavezetheté az egycentrum-probléméra. A (3.5) és (3.6) szerint a P
tomegkozéppont vagy nyugalomban van, vagy egyenes vonali egyenletes mozgést
végez. Mindkét esetben P, egy inerciarendszer kezd&pontjanak tekinthets. Ebben a
Py kezd6ponti inerciarendszerben vizsgalhatjuk P, és P, mozgasat. Jelolje Py és P

helyvektorat Fy-ra vonatkoztatva s,, illetve s,. Ekkor P, mozgasegyenlete:

. myms
mis, = k? 5D (3.10)
P, mozgésegyenlete:
. mims
Masy = k? = r, (3.11)
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ahol r = 7ry — 7y.

Figyelembe véve, hogy

ma
S, = I —Ty = —
= - mi+my
(3.12)
my
Sy = T9g—Ty = —
52 Ty —1Tp R
a (3.10) és (3.11) egyenletek az
[=—3r (3.13)

egyenletre vezetnek, ahol

p=Kk*(my +my).

Ugyanezt az egyenletet kapjuk, ha P,-nek a P-hez viszonyitott mozgasat akarjuk meg-
hatarozni, és P, mozgasegyenletébdl kivonjuk P, mozgasegyenletét (a kivonas elvégzése
elott (3.10)-ben my-gyel, (3.11)-ben my-vel egyszertsitiink). Tehat ugyanaz az egyen-
let hatarozza meg Pj-nek és Py-nek a tomegkozépponthoz viszonyitott mozgasat, mint
Py-nek a Pj-re vonatkoztatott mozgasat. Igy e harom mozgas egymashoz hasonlo.

A (3.13) formailag megegyezik az egycentrum-probléma mozgasegyenletével.

Az egycentrum-probléma feladat tehat, hogy meghatarozzuk egy m tomegt tomegpont
mozgésat egy rogzitett helyzeti, m’ tomegl pontszert test koriil a Newton-féle koleso-
nos gravitacios vonzoers hatasara. A mozgd tomegpont r = (x(t), y(t),0) helyvektorat
a nyugvo testre vonatkoztatva a mozgasegyenlet

/
oMM

. (3.14)

mir = —k

r3

A (3.13) megegyezik (3.14)-gyel, ha m = 1 és m’ = m; + my. A P, tomegpont a Py
koriil tehat gy mozog, mint ahogy egy egységnyi tomegi pontszerd test kering egy
rogzitett helyzettd, my + mq tomegi vonzo centrum koriil. Ennek megfelelgen (3.13)
megoldasat azzal a feltevéssel vizsgaljuk, hogy P, tomege egységnyi, az mq + mso tOmeg
pedig P;-ben van koncentrélva.

A tovabbiakban elegendd tehat (3.13) megoldaséaval foglalkozni. A megoldast megha-
tarozva a (3.1) egyenletrendszer megoldasat (3.12)-bdl és (3.7)-bdl kovetkezd

1 m
ry = ———(at+b) - e
mi + Mo mi + Mo
(3.15)
1 ma
ma + mo ma + mo

20



Osszefliggések adjak.

A (3.13) komponensekben felirva hdrom mésodrend differencidlegyenletbdl &ll, igy az
egycentrum-probléma differencidlegyenlet-rendszerének fazistere 6 dimenzios.

A 3.1., 3.2. és 3.3. abrakon a (3.13) feladat megoldasa lathato az (1.7) explicit
és az (1.8) implicit Euler-modszerrel, illetve az (1.10) negyedrendd Runge-Kutta
modszerrel kiilénbozs kezdeti feltételek mellett. A v, érték Ggy van valasztva, hogy
rendre kor, ellipszis, illetve parabola alakt péalyat kapjunk. Kor alaku palya esetében
ezt Kepler-sebességnek, parabola alaki palya esetében pedig szokési sebességnek
hivjuk. Itt m; = 1 a Nap tomege, mo = 0,001 a Jupiter tomege, m’ = 1,001 a
Jupiter és a Nap tomegének Osszege, |r| = 5,2 csillagészati egység a Jupiter és a

Nap téavolsaga, k = 0,0172020989 pedig a méar bevezetett Gauss-féle gravitacios allando.

10 — r 1
— Explicit Euler
81 Implicit Euler | ]|
e RK4
5 L 4
4t .
> 2 T
D L 4
-2t !f! J
-4 ,-// T
-6 t ==
-5 0 5 10
X

3.1. abra. A kezdeti feltételek: zo = 5,2, vy, =0, yo = 0 és vy, = k /%.
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15 + Explicit Euler
Implicit Euler
RK4
10 ¢
5 L
=,
O -
-5t
=10 +

3.2. abra. A kezdeti feltételek: zg = 5,2, vy, = 0, yo = 0 és vy, = 0,0095.

500 F
Explicit Euler
400 r Implicit Euler
300 L RK4
200
ool é\
or
-100 +
-200 +
-300 +
-1000 -800 -600 -400 -200 0

X

3.3. abra. A kezdeti feltételek: xg = 5,2, vz, = 0, yo = 0 és vy, =k, /2%.

22



3.2.1. Az energia-integral

A (3.13) megoldéaséhoz irjuk fel az energia integralt, ami az 1.11. Definicié szerint
alland6 a megoldasok mentén.

A (3.13)-et r-tal skalarisan megszorozva, majd id§ szerint integralva kapjuk, hogy

—d, (3.16)

1
ahol d konstans. A (3.16) bal oldalan 5['2 az egységnyi tomegi P, tomegpont kinetikus

energiaja, A a potencialis energia, igy (3.16) a tomegegységre vonatkozd energia-
r

integral. Vagyis
i

a (3.13) egyenlet elsd integralja az 1.11. Definici6 alapjan.

1
V(mayvvxavy) = _<Ui + UZ) -

> (3.17)

A 3.4. és 3.5. abrakon a Jupiter korpalyajanak (3.16) Osszefliggésbdl szamitott ener-
gidja lathato az (1.7) explicit és az (1.8) implicit Euler-modszerrel, illetve az (1.10)
negyedrendd Runge—Kutta modszerrel kiilonb6z6 h és N értékek esetén. Az dbrakrol
leolvashato, hogy az explicit és az implicit Euler-modszer rendre energiat nyer, illetve
veszit, a negyedrendd Runge-Kutta modszer pedig elég kicsi h esetén megtartja az

energiat.

E(1)

Explicit Euler
T Implicit Euler |
RK4
-8 . .
0 5 10 15

t

3.4. dbra. A (3.16) megoldasa h = 1/2 és N = 3 - 10° esetén.
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‘2847 T T T T

-2.848
-2.849
-2.85
hg -2.851
-2.852
-2.853
Explicit Euler
-2.854 Implicit Euler
RK4
-2.855 ! : ! .
0 1000 2000 3000 4000 5000

t

3.5. dbra. A (3.16) megoldasa h = 1/20 és N = 10° esetén.

3.2.2. Periodikus megoldasok

Jelolje T}, a periodusidét, azaz a keringési id6t. Tudjuk, hogy egy periddus megtétele

utan a P, testnek a fazistérben ugyanoda kell visszaérnie, azaz

z(0) = (T}),
v:(0) = vi(T}),
y(0) = y(Tp),
vy(0) = vy(Tp).

A 3.6. abran a kiilonb6z6 numerikus médszerek 1.12. Definicié szerinti globéalis hibaja

lathato T, = Nh idépillanatban, vagyis

&(Ty) = \/lto — 2 + sy — v 2 + 0 — Un[2 + vy — vy 2
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0.075 T T T
x
O  Explicit Euler
*  Implicit Euler
O  RK4
0.07 7
X
X
— x
- L X 4
(0]
(o]
0.06 0 7
0.055 = ! L L L e i
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

3.6. dbra. A numerikus modszerek globalis hibai 5 kiilénb6z6 lépéshossz esetében.

Ennek a globalis hibanak logaritmusa latszik a 3.7. abran.

0.074 ' ' ' ST T

0.072 1 T

0.07 [ ]

0.068 - :

0.066

< 0.064 | 1
0.062 | 1

0.06 [ ]

—O&—EE 8
——|E

0.056 O— R4

0.058

10° 107

lg h

3.7. abra. A numerikus modszerek globalis hibai logaritmikus skidlan abrazolva 5 kiilonboz6 1épéshossz
esetében.
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Tudjuk, hogy a 3.17 képlettel megadott

L

energia alland6. A 3.8. abran a kiilénb6z6 numerikus modszerek éltal szamitott ener-

1
Vi, vnw) = 502 +02) -

giaértékek eltérése lathato a

H = EO

NCET

kezdeti értéktél a T), id6pontban, azaz |E(T),) — Ey|, ahol E(T),) = V (2N, Yn, Va,n, Uy N)-

Ez ugyanazt tdmasztja ald, mint a 3.5. dbra, nevezetesen hogy az (1.10) negyedrendii-

1
V(170;y07vwouvyo> = §(Uio + U§0> -

Runge-Kutta modszer jobban megtartja az energiat, mint az (1.7) explicit és az (1.8)

implicit Euler-modszerek.

-8
12 X0 l . . .
O  Explicit Euler ®
X Implicit Euler
1L © Rk4 ]
08 g
[I?
|
;: 06 ® .
il
04 r .
®
0.2r g
@
®
O — ' —
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

h

3.8. dbra. Az energia eltérése 5 kiilonboz lépéshossz esetében.
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4. fejezet
A haromtest-probléma

Az égi mechanika egy masik alapfeladata a haromtest-probléma. A jelen fejezet Erdi
Balint: Egi mechanika [5] jegyzete és Victor G. Szebehely, Theory of orbits. The rest-
ricted problem of three bodies [6] cimi konyve alapjan késziilt.

A feladat: hatarozzuk meg harom pontszeri test mozgasat, ha rajuk csak a Newton-féle
kolesonos gravitacios vonzoerdk hatnak!

Jelolje a haromtest-problémaban a tomegpontok helyét P, P, és Ps, tomegiiket
my, mo és mg. Legyen P; helyvektora egy Ozyz derékszogi koordinatarendszerben

r; = (i, Yi, 2i), © = 1,2,3. A haromtest-probléma Newton-féle mozgasegyenletei:

—1

m;T; — ou
Al - 8IZ7
oU
i = ) 4.1
mijj 0, (4.1)
m;z; = ou
e 87:,» ’

ahol

U= k2 (m1m2 4 maoinsg i m3m1)

712 723 T'31
rij = |ris| = [y — il
A (4.1) mozgasegyenletek vektorialis alakban

mims omims

. 72
mity =k —3 Lo — k —3 Iis (4.2)
T12 713
mim Mom
.. 5 MM SIS
Moty = —k"—5—ry + k" —5 T, (4.3)
T'12 T'a3
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mim Mam

.. o 11617763 o ML21763

mgi3 = k —3 Iz — k —3 Ilos. (4.4)
13 23

A (4.1) differencidlegyenlet-rendszerének fazistere 18 dimenzios.

4.1. Az els6 integralok

Irjuk fel a haromtest-probléma 1.11. Definici6 szerinti elsé integraljait!

4.1.1. A tomegkozéppont-integral

A (4.2), (4.3) és (4.4) egyenleteket Osszeadva, majd ezt id6 szerint kétszer integralva
kapjuk, hogy

Zmzfl = a. (4'5)

> mir; =at +b, (4.6)

ahol a és b konstans vektorok.

A rendszer P, tomegkozéppontjanak r, helyvektora

3

> mr;
=l
g = .

3
> m;
=1

Tehat (4.5) és (4.6) azt fejezik ki, hogy a Py tomegkozéppont vagy nyugalomban van
(a = 0), vagy egyenes vonali egyenes mozgast végez (a # 0). A (4.5) skalaregyenletek-

ben felirva (4.1) harom elss integraljat adja. Azaz

Vi(21, T2, T3, Vs, Vag s Vg, Y1o Y2, Y35 Vyys Uy, Uygs 21, 22, 23, Uz Usgy Uzy) =
= M Vpy + MUz, + M3Vzy4,
V2($1,$2,iEs,le,szyvzyyhyz,ys,UynUyz’Uyg,21722,2’37%1,%2,%3) - (4 7)
= MUy, + MaVy, + M3Vy,, '
%(mlax%x&vmmUmvvxg?ylay%y37vy17/0y27vy37 217227237UZ17U227UZ3> =

= M1V, + MoV, + M3V,

els6 integralok az 1.11. Definici6 szerint.
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4.1.2. Az energia-integral

A (4.2), (4.3) és (4.4) egyenleteket rendre 7, 7, és r;5-tal skalarisan megszorozva, majd

id6 szerint integralva kapjuk, hogy
13
2 Z mzLQ -U=d, (4.8)
i=1

ahol d allando. A (4.8) az energia-integral, (4.1) egy tjabb els6 integralja. Vagyis

‘/4(5(]1, X2, X3, Vgyy Uggy VUrsy Y1, Y2, Y3, Vyyy Uyoy Uysy 21, 22, 23, Uzy 5 Uzg, Uzg) =

1 2 1 9 2 9 mime
= —myv, + —mov, + —msv; —k +
2 b2 P2 ’ V(e —21)2+ (Y2 — 1) + (22 — 21)?
mams maimy
+ -+ :
Vs —22)2+ (y3 —y2)? + (23 — 22)2 /(21 — 23)2 + (11 — y3)2 + (21 — 23)2

‘/5<CU1, X2, X3, Vg Uggy VUrsy Y1, Y2, Y3, Vyyy Uyoy Uyzy 21, 22, 235 Uzyy Uzg, UZg) =

1 9 1 2 1 9 2 m1Mmso
= —mUs. + —movs + —mavi — k +
2 2 "2 . V(s —x1)? + (g2 — 1) + (22 — 21)?
maom msm
+ 2 — 2 2 + 2 — 2 2 |’
\/(CU3 —22)% + (Y3 — ¥2)? + (23 — 22) \/(ivl —x3)2 4+ (11 —y3)? + (21 — 23)
%(xla X2, X3, Vgyy Uggy VUrsy Y1, Y2, Y3, Vypy Uyoy Uyzy 21, 22, 23, Uzyy Uzg, UZg) =
1 9 1 2 1 2 2 mime
= —myv;, + —mov, + —mgv;, — k +
2 22w V(e —21)? + (g2 — 11)? + (22 — 21)?
maing msmy
T 2 2 2 T 2 2 2
\/(553 —x2)% + (Y3 — ¥2)? + (23 — 22) \/(5U1 —x3)2 4+ (11 —y3)? + (21 — 23)

elsG integralok az 1.11. Definici6é alapjan.

A (4.1) egyenletrendszerre tehat Gsszesen 6 elss integralt irtunk fel.

4.2. A korlatozott haromtest-probléma

A naprendszerbeli égitestek mozgasat vizsgalva a haromtest-probléma azon eseteivel
talalkozunk, melyekben az egyik test tomege elhanyagolhatéan kicsi a masik kett6hoz
képest. Ezt nevezziik korlatozott haromtest-problémanak. Tegyiik fel, hogy a két na-
gyobb test egyenletes kormozgést végez, tovabba tegyiik fel, hogy a hdrom test mindig

ugyanabban sikban mozog, azaz z; = 0, ¢+ = 1, 2, 3. Hatarozzuk meg a harmadik, elha-
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nyagolhato test mozgasat.

A (4.5) tomegkoézéppont-integral és (4.6) alapjan helyezziik az Oxyz koordinéta-
rendszer kezdSpontjat a rendszer tomegkozéppontjaba. Tartsunk példaul ms-mal 0-hoz!
Ekkor (4.2) és (4.3) esetében a jobb oldalon 1évé masodik tag, azaz a harmadik test ha-
tésa egyre kisebb lesz, és hataresetben 0. Az mg = 0 esetben ezekbdl az egyenletekbdl

azt kapjuk, hogy

myms mims

.. 2 .. 2
miiy = k" —5—ry, Mmafy = —k"—5—T,, (4.9)
T2 12

amik azt adjak meg, hogy a P és P, tomegpontok kdlesonos gravitécios vonzasuk haté-
sara hogyan mozognak. A (4.4) érvényes, ha mg # 0, de az m3 = 0 esetben az egyenlet
azonosan nullava valik. Emiatt tegytik fel, hogy mgs kicsi, de nem 0. Egyszertsitsiik
(4.4)-et msz-mal:

m m
O L 21102
T13 T3

A (4.10) egyenlet pontosan meghatarozza P; mozgasat, de (4.9) egyenletek csak koze-
litleg adjak meg P, és P, mozgésat. Ez a kozelités annal jobb, minél kisebb mg.

A (4.9) és (4.10) adja a korlatozott haromtest-probléma mozgasegyenleteit.

Az egyenletes kormozgést végzs Py és P, tomegpontok téavolsaga legyen ¢, k6zépmozga-
suk (szogsebességiik) n. A rendszer O tomegkozéppontja P és Py Gsszekots egyenesén

van, tavolsaga P»-t6l

a= l,
mq + mo
illetve P;-t6l
p—_ "M,
my1 + Mg

A OXY inercierendszerben P3; mozgésegyenletei

’X oU &Y oU

- 2 - = 4.11
dt?> 90X’ dt*? oY’ (4.11)
ahol t* az idé6,
mq mo
U=Fk|—+-=-2 4.12
( s RQ), (1.12)

és Ry = |P Ps|, Ry = |P,Ps|. Ha t* = 0 esetén P; és P, az OX tengelyen van, akkor a
Pi(X1, Y1), Po(Xo, Y2) koordinatak

X1 =bcosnt*, Xy = —acosnt”,

Y] = bsinnt*, Y, = —asinnt*.
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Igy az

Ri= (X =X+ V)2 Rp=+(X-X)2+ (Y =Yy

tavolsagok az id§ explicit fiiggvényei. Mivel Ri-en és Ro-n keresztiil U is fiigg az id6-

t6l, a (4.11) egyenletekre a szokdsos modon nem vezethets le a (4.8) alakihoz ha-

sonld energia-integral. Ha a mozgasegyenleteket egy Pj-gyel és P,-vel egyiitt forgo

koordinata-rendszerben irjuk fel, melyben P; és P, koordinatéi allandok, akkor levezet-

hets lesz egy az energia-integrallal analég integral, ami az Gj koordinata-rendszernek

koszonhetGen 18 ismeretlen fiiggvény helyett mar csak négyet fog tartalmazni.

Legyen Oy egy n szogsebességel egyenletesen forgd koordindta-rendszer, melynek O

tengelye t* = 0 esetén egyezzen meg O X-szel!

A (4.11) az O7y koordinata-rendszerben felirva

de_2 dy , 00U
ar Mg T o
d2y z oU

ahol

U:k2<@+ﬂ_ﬁ),
T r2

(4.13)

és T = ‘Plpgl, Ty = |P2P3’ Mivel P1 koordinétai: T = b, gl = 0, P2 koordinétai:

To = —a, Yy = 0, ezért
TL=\ @02+ To=\/(F+a)?+7

Ekkor 7y, 7, és igy U mar nem fiigg explicit az id6t6l.

A (4.13) egyszerisithets dimenziotlan koordinatak bevezetésével. Legyen t = n - t* 4

fiiggetlen valtozo. A tovabbiakban ezt fogjuk idének nevezni. Emellett legyen

T Yy T T
r=— ==, =, T9g=—
67 Y E? 1 €7 2 67
ahol ¢ = | P, P,|. Végiil legyen
- my mo
'ul_ml—i-mg’ _m1+m2.
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A (4.13)-bol az 4j valtozokkal azt kapjuk, hogy

iz = U
y - ax7

- oU* (4.14)
y+2r—y = ;
dy

ahol
Ut = k*(my + mo) (/ﬂ N /ﬂ)

n2e3 r Ta

A harmadik Kepler-torvény! szerint

kz(ml + mz) = n2€3,

igy
U* — & + &’
1 )
ahol
b\ > a\’
r = <CL’—2) +y2, Tr9 = (l"f‘z) +y2
Mivel
b my a  my
6_7711‘|‘77'L2_H,27 f_ml—i—mg_'ul’
igy
ri=v(@— )2+, ro=(2+m)?+y2
Legyen
— 1
Q=_(®+y7) + 2+ 22,
2 T1 T2
Ezzel (4.14) felirhato a kévetkezd alakban:
o0Q
ooy — 9
:’U y 8$7
50 (4.15)
ion . 90
Y+ 2z oy

LAz ellipszispalya fél nagytengelyének (a) kébe és a bolygd keringési idejének (T) négyzetének
a® _ k2(my + ma)

aranya: ﬁ = 47‘(2
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Legyen

— 1
Ekkor
9 0N
€T — — -
y am )
00 (4.17)
y+2z = —.
dy

Ellenérizhets, hogy
(v + pord) + 22 4 22,
(A1 T2

Q:

N —

azaz ) a valtozok szimmetrikus fliggvénye. A (4.17) egyenletrendszert tovabb tudjuk
egyszertisiteni, ha figyelembe vessziik, hogy p; + p2 = 1. Legyen

W= H2 = my + m27
igy
L —p=pu.
Ekkor
.. . 0N}
.’L‘-2y = a,
N (119
Yy r = -,
dy
ahol
1 2 2 L—p  p
Q= 5[(1 — )y +l”‘2} + " +E;

ro= V(= p R = (@l ) R

4.2.1. A Jacobi-integral

A (4.18) egyenleteknek egy elss integraljuk ismeretes. Szorozzuk meg (4.18) els6 egyen-
letét 2-tal, a masodikat pedig y-tal

cr  ou o9 .

rr — r = —X

y ax )

.. of .

yy +2zy = A
Yy
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majd az igy kapott egyenleteket adjuk Ossze

... 0000,
xm+yy:%x+a—y.

Ha figyelembe vessziik, hogy €0 explicit nem fiigg ¢-t6l, és mindkét oldalt id§ szerint

integraljuk, akkor azt kapjuk, hogy
P4+t =20-C,
ahol C' konstans. A (4.19) a Jacobi-integral. Az 1.11.Definici6 szerint

V(@,y,ve,0y) =(1 = p)[(z — ) +y°] + pl(z + 1 - p)* +y°]+
L —p H 2 _ 2
+ 2 +2 —v; =
(@—p)?+y2 V0E+1-p)?+y? !

els6 integral.

4.2.2. Az Arenstorf-palyak

(4.19)

(4.20)

A korlatozott haromtest-problémanak léteznek specialis periodikus megoldésai, ezeket

Richard Arenstorf fedezte fel. A dolgozat jelen része Victor G. Szebehely, Theory of

orbits, The restricted problem of three bodies [6] cimi konyve és R. F. Arenstorf,

Existence of periodic solutions passing near both masses of the restricted three-body

problem [7] cimi cikke alapjan késziilt. Tekintsiik a Fold-Hold rendszert, ekkor pu =
0,012277471. Megfelels kezdeti értékekkel harom eset lehetséges. Két hurok esetén a

kezdeti feltételek:

z(0) = 1,2,
v,(0) = 0,
y(0) = 0,
v,(0) = —1,049357510,
hérom huroknél:
z(0) = 0,994,
vz(0) = 0,
y(0) 0,
vy, (0) = —2,0317326295573368357302057924,
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és négy hurok esetén:

z(0) = 0,994,

(0) = 07

%(0) (4.23)
y(0) = 0,

v, (0) = —2,00158510637908252240537862224.

Az 4.1.a. és 4.1.b. abrakon (4.18) megoldésa, a 4.2. dbran pedig ezek (4.19) alaka
energiaja lathato (4.21) kezdeti feltételekkel h = 1076 és N = 107 értékek esetén.

1

T T 1 T
tal , wal ,

0.6 b 06
04 1 04
0.2 1 0.2}
> 0 E > 0
-0.2F b -0.2
0.4 f 1 -0.4Ff
-0.6 + 1 -0.6
-0.8+ E -0.8

-1 : : : : : -1 : : : : :

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
X X

4.1.a A (4.18) megoldasa explicit Euler-modszerrel 4.1b A (4.18) megoldasa negyedrendd Runge-
két hurok esetében. Kutta modszerrel két hurok esetében.

E(t)

Explicit Euler
RK4

15 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10
t

4.2. 4dbra. Az explicit Euler-moédszer és a negyedrendti Runge-Kutta modszer energija

Ahhoz, hogy az implicit Euler-modszer megfelels pontossagot érjen el, a h 1épéskozt
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nagyon Kkicsire kell allitani, emiatt a kod lassan fut le. Ez is mutatja, hogy a valos
alkalmazasok soran el6fordul6 problémék esetében az elsérendi modszerek sok esetben

mar nem elegenddek.

Implicit Euler

3, ,

4.3. abra. A (4.18) megoldasa implicit Euler-modszerrel (4.21) kezdeti feltételekkel h = 1076 és
N =107 értékek esetén.

4.2.3. Periodikus megoldasok

Jelolje T}, a periodusidét, azaz a keringési id6t. Tudjuk, hogy egy periodus megtétele

utan a P, testnek a fazistérben ugyanoda kell visszaérnie, azaz

z(0) = x(T}),
v:(0) = v(T}),
y(0) = y(Tp),
vy(0) = vy(T}).

A 4.4. dbran a kiilonb6z6 numerikus modszerek 1.12. Definicio szerinti globalis hibéja

lathat6 7, = Nh idépillanatban, vagyis

e(Ty) = /10 — 2w [2 + [0ay — 02 [ + [0 — v [2 + [y — vy
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1 800 T T T T T T

Explicit Euler
Implicit Euler g
RK4

1400 - |

1600

<%0

1200 - b

1000 - b

£(1})

800 = |

600 - b

400 - b

200 - .

4.4. dbra. A numerikus modszerek globalis hibai 5 kiilénb6z6 lépéshossz esetében.

Ennek a globalis hibanak a logaritmusa latszik a 4.5. abran.

10* .
103!\-/\/- E
10%F 1
&
"] //&/‘e’"—@/—ﬁ
50
10'¢ 3
—6—EE
—— |E
i RK4
10° F 3
10-1?. L L | P | L L L L . L
10 107

lgh

4.5. abra. A numerikus modszerek globélis hibai logaritmikus skalan abrazolva 5 kiilénbz6 1épéshossz
esetében.

Tudjuk, hogy a 4.20 képlettel megadott V(z,y,v,,v,) energia allando. A 4.6. ab-

rén a kiilonb6z6 numerikus modszerek altal szamitott energiaértékek eltérése lathato
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a V(xo, Yo, Vay, Vy,) =: Eo kezdeti értéktdl a T, idépontban, azaz |E(T,) — Ey|, ahol
E(T,) = V(rN,Yn, Vsn,Vy ). Leolvashato, hogy az (1.10) negyedrendtd-Runge-Kutta

modszer jobban megtartja az energiat, mint az (1.7) explicit Euler-modszer.

35 T T T T T T

O  Explicit Euler
O RK4

@

30

25

o

20

15

|E(T,) — Eo|

10

h %107

4.6. abra. Az energia eltérése 5 kiilonboz6 1épéshossz esetében.
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Osszefoglalas

A szakdolgozatban az égi mechanikidban fontos differencidlegyenletek elméleti és nu-
merikus vizsgalataval foglalkoztunk. Ehhez elGszor a harmonikus rezgémozgast tekin-
tettiik, mert ennek ismert a pontos megoldasa. Mivel a vizsgalt bolygémozgasoknél
mar nem ismert a pontos megoldas, bevezettiink egy masik hibafogalmat. A numerikus
modszerektdl is elvarjuk, hogy megtartsak az elsé integralokat, ezért ezeket vezettiik
le elméletileg egy-egy feladat esetén. Majd numerikusan vizsgaltuk az explicit, az imp-
licit, a szimplektikus Euler-modszerekkel és a negyedrendd Runge-Kutta moédszerrel.
Utobbi volt a legpontosabb, ahogy azt vartuk. Az explicit Euler-modszer energiat nyert,
mig az implicit energiat veszitett. Az els6rendd modszerek koziil a szimplektikus Euler-
modszer tartotta meg az energiat a legjobban.

Emellett felhasznaltuk, hogy mindegyik feladatnak létezik periodikus megoldéasa, és
ennek segitségével is mértiik a hibat, vagyis azt, hogy a periddusidé utan az adott test
mennyire nem ért vissza a fazistérben a kiindulési pontba.

A dolgozat eredményei azt mutattak, hogy a valodi alkalmazéasokban el6fordulé felada-

tokra érdemes magasabb rendd modszereket alkalmazni.
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Fuggelék

A fliggelékben megtaldlhatoak azok a MATLAB kodok, amelyekkel a dolgozatban sze-
replé abrakat készitettem. Az egyes dbrak a megfelel kommentek ki- és bekapcsolaséaval
késziiltek el. A kod elsé fliggvényének elsé paramétere azt adja meg, hogy a palyakat és
az energiat, vagy a periodust vizsgaltuk-e, a masodik paraméter pedig azt, hogy a har-
monikus rezgémozgés, az egycentrum-probléma vagy a korlatozott haromtest-probléma
esetével akarunk-e foglalkozni. A tobbi fliggvény a kozelitésekhez, az energidhoz és a
globalis hibahoz sziikséges segédfiiggvényeket tartalmazza. Ha a palyakat és az energiat
vizsgaljuk, akkor a kod kiszamitja és abrazolja kiilonb6zé modszerekkel a megoldéast
és az energiat. A harmadik és a negyedik paraméter a h lépéskoz és az N lépésszam
értékeit adja meg. Ha pedig a periodussal foglalkozunk, akkor a kéd ebben a pontban
vizsgéalja a megoldasokat és ezek energidit. A harmadik paraméter azt adja meg, hogy
hany kiilonboz6 h értékre vizsgaljuk az adott modszereket, a negyedik paraméter pedig

az N lépésszam értéke. A kezdeti feltételek a kodon beliil valtoztathatoak.

function plan_motion(code_type,problem_type,par,N)
global omega mu Mu

k = 0.0172020989; % Gauss-féle gravitacidés alland6 (CsE,
nap, Naptomeg)

% kezdeti feltételek
if strcmp(problem_type, 'harmonikus')

omega = 1;

x_0 = 5;

v_0 = 2;

Y = [x_0; v_0];

T_p = 2*pi/omega; 7, periddusidd
elseif strcmp(problem_type, 'egycentrum')

ml = 1; % Nap tomege

m2 = 0.001; % Jupiter tdmege
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M = ml + m2; % Nap + Jupiter tomege
Dist = 5.2; % Jupiter tavolséaga

x_0 = Dist;

v_x_0 = 0;

y_0 = 0;

v_y_0 = k*xsqrt(ml/Dist); % koérpalya
hv_y_0 = 0.0095; % ellipszis
%v_y_0 = kx*sqrt(2*ml/Dist); % parabola

Y = [x_0; v_x_0; y_0; v_y_0];
T_p = sqrt(Dist~3) * 365.25; % periddusidd

elseif strcmp(problem_type, 'kht')
Mu = 0.012277471;
% Arenstorf - két hurok

= 1.2;

= O;
0;

o

-1.049357510;
6.192169331;

o
I

_0
_X_
_0
_y_
-p

H g < <9 X

% Arenstorf - harom hurok
x_0 = 0.994;

v_x_0 = 0;

y_0 = 0;

v_y_0 = -2.0317326295573368357302057924;
T_p = 11.124340337266085134999734047;

% Arenstorf - négy hurok

0 = -2.00158510637908252240537862224;
= 17.0652165601579625588917206249;

<
I

[x_0; v_x_0; y_0; v_y_01;
end

if strcmp(code_type, 'orbit')
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=g
1]

par; % h lépéskéz
h*x(0:N);

—
Il

if strcmp(problem_type, 'harmonikus')

Y,
= Y;

<o
n Foo
]

y = exact_sol(x_0,v_0,omega,N,h); % pontos megoldas

% numerikus megoldasok
for n = 1:N
Y _e(:, n+1l) = explicit_e(h, Y_e(:, n), '
harmonikus ') ;
Y i(:, n+1) = implicit_e(h, Y_i(:, n), '
harmonikus');
Y_s(:, n+1) = symplectic_e(h, Y_s(:, n));
end

% energia

E_ex = arrayfun(@(n) energy(y(:, n), 'harmonikus'),
1:N+1);

E_ee = arrayfun(@(n) energy(Y_e(:, n), 'harmonikus')
, 1:N+1);

E_ie = arrayfun(@(n) energy(Y_i(:, n), 'harmonikus')
, 1:N+1);

E_se = arrayfun(@(n) energy(Y_s(:, n), 'harmonikus')
, 1:N+1);

elseif strcmp(problem_type, 'egycentrum')

Y e =Y,
Y_i =Y,
Y_rk4d = Y,

% numerikus megoldasok

for n = 1:N
Y _e(:,n+1) = explicit_e(h,Y_e(:,n),'egycentrum');
Y_i(:,n+1) = implicit_e(h,Y_i(:,n),'egycentrum');
Y_rk4(:,n+1) = rkd(h,Y_rk4(:,n), ' 'egycentrum');

end

% energiaintegral

E_ee = arrayfun(@(n) energy(Y_e(:, n), 'egycentrum')
, 1:N+1);

E_ie = arrayfun(@(n) energy(Y_i(:, n), 'egycentrum')
1:N+1);

E_rk4 = arrayfun(@(n) energy(Y_rk4(:, n), '
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egycentrum'), 1:N+1);
elseif strcmp(problem_type, 'kht')

Y e =Y;
Y_i=1Y,;
Y_rkd = Y;

% numerikus megoldasok

for n = 1:N
Y_e(:,n+1) = explicit_e(h,Y_e(:,n), " 'kht');
Y_i(:,n+1) = implicit_e(h,Y_i(:,n),'kht');
Y_rk4(:,n+1) = rk4(h,Y_rkd4(:,n), 'kht');

end

% energiaintegral
E_ee = arrayfun(@(n) energy(Y_e(:, n), 'kht'), 1:N

+1);
E_ie = arrayfun(@(n) energy(Y_i(:, n), 'kht'), 1:N
+1);
E_rk4 = arrayfun(@(n) energy(Y_rk4(:, n), 'kht'), 1:
N+1) ;
end
% abrak
hd
figure;
set(gcf, 'Renderer ', 'painters')
plot(T,Y_e(1,:), 'Color', [0 0.4470 0.7410], 'LineWidth'
, 1.5)
hold on

plot(T,Y_i(1,:), 'Color', [0.8500 0.3250 0.0980], '
LineWidth', 1.5)

plot(T,Y_s(1,:), 'Color', [0.9290 0.6940 0.1250], '
LineWidth', 1.5)

plot (T,y(1,:), 'LineStyle', ':', 'Color', [0.4940 0.1840

0.5560], 'LineWidth', 2)

legend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "Szimplektikus
Euler" "Pontos megoldéas"], 'Location','northwest')

xlabel ('t"')

ylabel ('x(t) ")

%}

figure;

set (gcf, 'Renderer ', 'painters')

plot(T,E_ee, 'Color', [0 0.4470 0.7410], 'LineWidth',
1.5)

hold on
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plot(T,E_ie, 'Color', [0.8500 0.3250 0.0980], 'LineWidth'

, 1.5)

plot(T,E_se, 'Color', [0.9290 0.6940 0.1250], 'LineWidth
', 1.5)

plot(T,E_ex, 'Color', [0.4940 0.1840 0.5560], 'LineWidth
', 1.5)

hplot (T,E_rk4, 'Color', [0.4660 0.6740 0.1880],
LineWidth', 1.5)

xlabel('t")

ylabel ('E(t) ')

legend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "Szimplektikus

Euler" "Pontos megoldéas"], 'Location', 'northwest')
hlegend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "RK4"],'
Location', 'southwest ')
figure;

set (gcf, 'Renderer ', 'painters')

plot(Y_e(1,:) + x_ 0, Y_e(2,:) + v_0, 'Color', [0 0.4470
0.7410], 'LineWidth', 1.5)

hold on

plot(Y_i(1,:) + x_0, Y_i(2,:) + v_0, 'Color', [0.8500
0.3250 0.0980], 'LineWidth', 1.5)

plot(y(1,:) + x_0, y(2,:) + v_0, 'Color', [0.4940 0.1840

0.5560], 'LineWidth', 2.5)

%hplot (Y_rk4(1,:), Y_rk4(3,:),'Color', [0.4660 0.6740
0.1880], 'LineWidth', 1.5)

axis equal

xlabel('x")

ylabel ('v")

legend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "Pontos megold
4s"], 'Location', 'northeast')

/A

legend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "RK4"],'
Location', 'northeast ')

xlabel ('x")

ylabel('y")

%

hh{

figure;

set (gcf, 'Renderer ', 'painters')

plot(Y_s(1,:) + x_ 0, Y_s(2,:) + v_0, 'Color', [0.9290
0.6940 0.1250], 'LineWidth', 2.5)

hold on

plot(y(1,:) + x_0, y(2,:) + v_0, 'LineStyle', ':', '
Color', [0.4940 0.1840 0.5560], 'LineWidth', 2.5)

axis equal

xlabel ('x")

ylabel ('v"')
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legend (["Szimplektikus Euler" "Pontos megoldéas"],'
Location', 'northeast')

5}

elseif strcmp(code_type, 'periodic')

I = par; % I a kildonbozd lépéskdzoék szama
tmax = T_p;

if strcmp(problem_type, 'harmonikus')

% numerikus megoldéasok

Y_e_at_period = zeros(2,I);
Y_i_at_period = zeros(2,I);
Y_s_at_period = zeros(2,I);

h = zeros(1,I);

for i = 1:1I

T = linspace(0,tmax, (2~ (I+1-i))*N); 7 lépések sz
ama felezddik

h(i) = T(2)-T(1); % lépéshossz
kétszerezddik

n = 1;

t = 0;

Y e =Y;

Y_i =Y,

Y_s =Y;

while (t<tmax)
Y_e(:, n+1) = explicit_e(h(i), Y_e(:, n), '
harmonikus ') ;
Y_i(:, n+1) = implicit_e(h(i), Y_i(:, n), '
harmonikus ') ;
Y_s(:, n+1) = symplectic_e(h(i), Y_s(:, n));
n =mn+ 1;
t =t + h(i);
end
period_ind = round(tmax / h(i)) + 1;
Y_e_at_period(:, i) = Y_e(:, period_ind);
Y_i_at_period(:, 1) = Y_i(:, period_ind);
Y_s_at_period(:, i) = Y_s(:, period_ind);
end

exact_at_period = exact_sol(x_0, v_0, omega, 1, T_p)

3

% hiba

eps_ee = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,
Y_e_at_period(:, 1)), 1:I);

eps_ie = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,
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Y_i_at_period(:, 1)), 1:1I);
eps_se = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,
Y_s_at_period(:, i)), 1:I);

% energia

E_ex = arrayfun(@(i) energy(exact_at_period, '
harmonikus'), 1:I);

E_ee = arrayfun(@(i) energy(Y_e_at_period(:, i), '
harmonikus'), 1:I);

E_ie = arrayfun(@(i) energy(Y_i_at_period(:, i), '
harmonikus'), 1:I);

E_se = arrayfun(@(i) energy(Y_s_at_period(:, i), '
harmonikus'), 1:I);

elseif strcmp(problem_type, 'egycentrum')

% numerikus megoldasok
Y_e_at_period = zeros(4,I);
Y_i_at_period = zeros(4,I);
Y_rk4_at_period = zeros(4,I);
h = zeros(1,I);

for i = 1:1I
T linspace (0, tmax, (2~ (I+1-1i))*N); 7 lépések sz
ama felezddik
h(i) = T(2)-T(1); % lépéshossz
tszerezddik

ké
= 1;
0;
Y;
=Y

SR
[

|
-

while (t<tmax)
Y_e(:, n+1) = explicit_e(h(i), Y_e(:,n), '
egycentrum') ;
Y_i(:, n+1) = implicit_e(h(i), Y_i(:,n), '
egycentrum') ;
Y rk4(:, n+1) = rk4(h(i), Y_rk4(:,n), '
egycentrum') ;
n =mn + 1;
t + h(i);

t
|

end

period_ind = round(tmax / h(i)) + 1;

Y_e_at_period(:, i) = Y_e(:, period_ind);

Y_i_at_period(:, i) = Y_i(:, period_ind);

Y_rk4_at_period(:, i) = Y_rk4(:, period_ind);
end

exact_at_period = Y;
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% hiba

eps_ee = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,
Y_e_at_period(:, 1)), 1:I);

eps_ie = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,
Y_i_at_period(:, 1)), 1:I);

eps_rk4 = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,
Y_rk4_at_period(:, i)), 1:I);

% energia

E_ex = arrayfun(@(i) energy(exact_at_period,
egycentrum'), 1:I);

E_ee = arrayfun(@(i) energy(Y_e_at_period(:, i),
egycentrum'), 1:I);

E_ie = arrayfun(@(i) energy(Y_i_at_period(:, i),
egycentrum'), 1:I);

E_rk4 = arrayfun(@(i) energy(Y_rk4_at_period(:, i),
"egycentrum'), 1:I);

elseif strcmp(problem_type, 'kht')

% numerikus megoldasok
Y_e_at_period = zeros(4,I);
Y_i_at_period zeros (4,1);
Y_rk4_at_period = zeros(4,I);
h = zeros(1,I);

for i = 1:1I

T = linspace(0,tmax, (2~ (I+1-i))*N); 7 lépések sz
dma felezddik

h(i) = T(2)-T(1); % lépéshossz
kétszerezddik

n = 1;

t = 0;

Y e =Y,

Y_i=1Y;

Y_rkd = Y;

while (t<tmax)

Y_e(:, n+1)
kht ') ;

Y_i(:, n+1)
kht');

Y _rk4(:, n+1) = rk4(h(i), Y_rk4(:,n), 'kht')

explicit_e(h(i), Y_e(:,n), '

implicit_e(h(i), Y_i(:,n),

n=mn+ 1;

t =t + h(i);
end
period_ind = round(tmax / h(i)) + 1;
Y_e_at_period(:, i) = Y_e(:, period_ind);
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Y_i_at_period(:, i) = Y_i(:, period_ind);
Y_rk4_at_period(:, i) = Y_rk4(:, period_ind);

end

exact_at_period = Y;

% hiba

eps_ee = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,
Y_e_at_period(:, i)), 1:I);

eps_ie = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,
Y_i_at_period(:, i)), 1:I);

eps_rk4 = arrayfun(@(i) err(exact_at_period,

Y_rk4_at_period(:, i)), 1:1I);

% energia

E_ex = arrayfun(@(i) energy(exact_at_period, 'kht'),
1:1);

E_ee = arrayfun(@(i) energy(Y_e_at_period(:, i),
kht'), 1:1I);

E_ie = arrayfun(@(i) energy(Y_i_at_period(:, i),
kht'), 1:1I);

E_rk4 = arrayfun(@(i) energy(Y_rk4_at_period(:, i),
'kht'), 1:1);

end

%» meredekség / rend

slope_e = mean(diff (log(eps_ee)) / diff(log(h)))
slope_i = mean(diff (log(eps_ie)) / diff (log(h)))
slope_s mean (diff (log(eps_se)) / diff (log(h)))
hslope_rk4d = mean(diff (log(eps_rk4)) / diff(log(h)))

% abrak

figure;

set (gcf, 'Renderer ', 'painters')

plot(h,eps_ee,'o', 'Color', [0 0.4470 0.7410], '
LineWidth', 1)

hold on

plot (h,eps_ie,'x', 'Color', [0.8500 0.3250 0.0980], '
LineWidth', 1)

hni

plot (h,eps_se,'s
LineWidth', 1)

legend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "Szimplektikus
Euler"], 'Location', 'northwest ')

"Color', [0.9290 0.6940 0.1250], '

h}

H{

plot(h,eps_rk4,'d', 'Color', [0.4660 0.6740 0.1880], '
LineWidth', 1.25)
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legend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "RK4"],'

Location', 'northwest ')
h}
xlabel ('$h$', 'Interpreter', 'latex')
ylabel ('$\varepsilon(T_p)$', 'Interpreter', 'latex')
figure;
set (gcf, 'Renderer ', 'painters')

loglog(h,eps_ee,'-0o', 'Color', [0 0.4470 0.7410]1, '
LineWidth', 1.25)

hold on

loglog(h,eps_ie,'-x', 'Color', [0.8500 0.3250 0.0980], '
LineWidth', 1.5)

hh{

loglog(h,eps_se, '-s', 'Color', [0.9290 0.6940 0.1250],
'LineWidth', 1.5)

legend (["EE" "IE" "SZE"],'Location', 'southeast')

%}

Al

loglog(h,eps_rk4, '-d','Color', [0.4660 0.6740 0.1880],
'LineWidth', 2)

legend (["EE" "IE" "RK4"], 'Location', 'southeast ')

b}

xlabel ('$\1g{h}$', 'Interpreter', 'latex')

ylabel ('$\1g{\varepsilon(T_p)}$', 'Interpreter', 'latex'
)

figure;

set (gcf, 'Renderer ', 'painters')

plot(h, abs(E_ee - E_ex), 'o', 'Color', [0 0.4470
0.7410], 'LineWidth', 1)

hold on

plot(h, abs(E_ie - E_ex), 'x', 'Color', [0.8500 0.3250
0.0980], 'LineWidth', 1)

%hi

plot(h, abs(E_se - E_ex), 's', 'Color', [0.9290 0.6940

0.1250], 'LineWidth', 1)

legend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "Szimplektikus
Euler"], 'Location', 'northwest')

h}

hi

plot(h, abs(E_rk4 - E_ex), 'd', 'Color', [0.4660 0.6740
0.1880], 'LineWidth', 1.5)

legend (["Explicit Euler" "Implicit Euler" "RK4"],'

Location', 'northwest ')
3
xlabel ('$h$', 'Interpreter', 'latex')
ylabel ('$[E(T_p)-E_O0|$', 'Interpreter', 'latex')
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end

end

Tt

function dY = f(Y, problem_type)

global omega mu Mu

if strcmp(problem_type, 'harmonikus') %Y = [x; v]
dY = [Y(2); -omega~2*Y(1)];
elseif strcmp(problem_type, 'egycentrum') %Y = [x; v_x;
y; v_yl
Grav = (-mu) / (sqrt(Y(1)~2 + Y(3)"2))"3;
dY = [Y(2); Grav * Y(1); Y(4); Grav * Y(3)];
elseif strcmp(problem_type, 'kht') hY = [x; v_x;
y; v_yl
r_1 = sqrt((Y(1) - Mu)~2 + Y(3)"2); % r_1 hossza

r_2 = sqrt((Y(1) + 1 - Mu)~2 + Y(3)"2); % r_2 hossza
Omega_x = (1 - Mu)*(Y(1) - Mu) + Mux(Y(1) + 1 - Mu) - (1
- Mw)*x(Y(1) - Mu) / r_1-3 + Mu*x(Y(1) + 1 - Mu) / r_2

~3,
Omega_y = (1 - Mu)*Y(3) + Mu*Y(3) - (1 - Mu)*Y(3) / r_1
"3 - MuxY(3) / r_273;
dY = [Y(2); Omega_x + 2*xY(4); Y(4); Omega_y - 2xY(2)];
end
end
%% harmonikus rezgdmozgds pontos megoldasa
function y = exact_sol(x_0,v_0,omega,N,h)
y = zeros(2,N+1);
T = h*(0:N);
for n = 1:N+1
y(1,n) = x_Oxcos(omega*T(n)) + v_0/omega * sin(omega*T(n
));
y(2,n) = -omega*x_Ox*sin(omega*T(n)) + v_0 * cos(omega*T(
n));
end
end
5
function E = energy(params, problem_type)

global omega mu Mu

if strcmp(problem_type, 'harmonikus')

x = params (1) ;
v = params (2);
E = omega~2*x"2 + v~2;
elseif strcmp(problem_type, 'egycentrum')

Y = params (1:4);
E = 1/2 % (Y(2)"2 + Y(4)"2) - mu/sqrt(Y(1)"2 + Y(3)"2);
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elseif strcmp(problem_type, 'kht')
Y = params (1:4);
r_1 sqrt ((Y(1) - Mu)~2 + Y(3)~2); % r_1 hossza
r_ 2 = sqrt((Y(1) + 1 - Mu)~2 + Y(3)"2); % r_2 hossza
Omega = 1/2 * ((1 - Mu)*r_1-2 + Mu*r_2-2) + (1 - Mu)/r_1
+ Mu/r_2;
E = 2%0Omega - Y(2)"2 - Y(4)"2;
end

end

hhh

function eps = err(Y_O, Y_N)
eps = norm(Y_O0 - Y_N);

end

hhh

function Y_1 = explicit_e(h, Y_O, problem_type)
Y1 =Y 0+ h .x £(Y_0, problem_type);

end

hhh

function Y_1 = implicit_e(h, Y_O, problem_type)

F =0(Y_1) Y.0 +h .x £(Y_1, problem_type);
X = Y_O0 + h.*xf(Y_0, problem_type); %EE
for k=1:10
x = F(x);
end
Y_1 = x;
end
Dot

function Y_1 = symplectic_e(h,Y_0) % Y_0 = [x_0; v_0]
global omega
x_1 = Y_0(1) + h*xY_0(2);
v_1 Y_0(2) - h*omega~2*x_1;
Y_1 [x_1; v_1];
end
hh
function Y_1 = rk4(h,Y_0, problem_type)
k1 = £(Y_0, problem_type);

k2 = £(Y_0 + h/2 * k1, problem_type);
k3 = £f(Y_0 + h/2 * k2, problem_type);
k4 = £(Y_0 + h * k3, problem_type);

Y1 = Y_0 + 1/6 * h * (k1 + 2*xk2 + 2%xk3 + k4);
end
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