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tottak, nékiiliik nem jutottam volna idaig.
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1. Bevezetés, probléma leirasa

Arthur Cayley a grafok egy 1j osztalyat vezette be egy 1878-as cikkében. A de-
finicié a csoport generatorainak egy meghatarozott részhalmazat hasznalja, és igy
szimmetrikus és jol struktaralt grafokat kapunk, amik tobbek kozott az expander
grafok keresésére is alkalmas eszkozzé teszi Gket. Ezek a grafok azota Cayley gra-
fokként valtak ismertté és azota is széles korben kutatjak Gket.

Egy 1970-es cikkében D. Z. Djokovié eredményt ért el a ciklikus grafok izomorfizmu-
saval kapcsolatban és ez az eredmény konnyen kapcsolhato a Cayley grafokhoz. Nem
olyan rég pedig Stefaan De Winter, Ellen Kamischke, és Zeying Wang egy 2016-ban
megjelent tanulményban a parcialis differenciahalmazok és erésen regularis grafok
kapcsolatat vizsgalva bukkantak egy kapcsolatra a Cayley grafokkal. Ezeket Ossze-
kapcsolja, hogy mindkét cikk az adjacencia matrix sajatértékeinek felhasznalasval
oldjak meg a problémat. Ebben a dolgozatban részben ezt a két eredményt dolgo-
zom fel, valamint egy megoldasi utat fedezek fel az egyik, De Winterék cikkében
meg nem valaszolt problémara.

Ehhez viszont sziikség lesz a témakor linearis algebrai alapjaira, amit a masodik
fejezetben taglalok, tovabba sziikségilink van némi csoportelméleti alapra, illetve né-
hany bonyolultabb fogalomra, hogy jobban &atlathato legyen a témakdr, ezt a 3.
fejezetben fejtem ki. A 4. fejezetben az erdsen regularis grafok tulajdonsagait vizs-
galom, igy minden el6 lesz készitve, hogy rendesen beszélhessek a Cayley grafok és
az erdsen regularis grafok kapcsolatardl az 5. fejezetben. Az 5. fejezet tovabba tar-
talmaz értekezéseket parcialis differencia halmazok és Cayley grafok kapcsolatardl,
valamint a cospektralis Cayley grafok izomorfizmusanak vizsgalatarol és esetleges
eldontésésr6l. Ezek utan a dolgozat befejezs 6. fejezetében a fentebb mar emlitett
problémat fogom probalni megoldani, ami nem méas, mint (216,40, 4, 8) paramétert,

erésen regularis Cayley grafot keressek (izomorfia erejéig).

2. Linearis algebrai alapok

2.1. Grafok és matrixok kapcsolata

2.1. Definicio. [8] Egy n-csucsu, iranyitott T' graf A(T") adjacencia matrixanak
neveziink egy Z™*" matrixot, ha A(I"),, a graf u csicsabol v cstcsaba futo éleinek

szama. (Ez altalaban 0 vagy 1.)

Ha a I' iranyitatlan, akkor minden élt két ellentétes iranyu iranyitott élnek ve-
sziink, ekkor A(T") egy szimmetrikus (0, 1)-matrix. Ha a grafban nincsenek hurok-

élek, akkor az A(I') diagonalisa csupa 0. Megjegyzendd, hogy azonos cstucsokon



értelmezett, kiilonbozd iranyitott grafok adjacencia matrixa eltérd, még akkor is, ha

ezek a grafok izomorfak. Az alabbi lemma megmutatja, hogy ez nem lesz probléma.

2.2. Lemma. [8] Legyen X ésY két kilonbozd iranyitott grdf ugyanazon a csics-

halmazon. X ésY izomorf akkor és csak akkor, ha létezik eqy P permutdcio mdtrix,

hogy PTA(X)P = A(Y).

Bizonyitds. X és Y ha izomorfak, akkor létezik X cstcsainak egy permutécidja,
amelyik Y csticsaiba viszi 6ket.

Ha ezt tekintjiik a grafok A(X) és A(Y) adjacencia matrixain, akkor A(X) oszlopai
a csucsok felsorolasa valamilyen sorrendben, a sorai a csticsok ugyanebben a sorrend-
ben. A cstuicsok permutalasa igazabdl azt jelenti, hogy a megfelels csticshoz tartozo
oszlopot atcseréljiik a megfelels helyre. Viszont ez pontosan akkor térténik meg, ha
A(X)-et megszorozzuk jobbrol egy P permutacié métrixszal. A sorok hasonloan, itt
a szorzas viszont a P matrix transzponaltjaval torténik.

Igy megkapjuk, hogy PTA(X)P = A(Y). O

2.3. Definici6. [8] Egy matrix karakterisztikus polinomja ¢(A, z) = det(zl — A).
Ha T egy graf, akkor az A(T") adjacencia méatrix karakterisztikus polinomjat jeloljiik
(T, x)-szel.

2.4. Definici6. [§8] Egy matrix spektruma a matrix sajatértékeinek listaja, az &
multiplicitasaikkal. Hasonléan fogalmazhatjuk meg I' graf spektrumét, ami legyen
A(T") spektruma.

Fontos megfigyelni, hogy a graf spektruma nem hatarozza meg a graf izomorfiz-

mus osztalyat:




2.5. Példa. Ez a két graf lathat6an nem izomorf, viszont mindkét graf karakterisz-
tikus polinomja
(. +2)(x + 1)*(z — 1)*(2* — 22 — 6),

igy a sajatértékeik:
{—2,—-1® 1@ 1+ V7.

(Itt a kitevk a sajatértékek multiplicitasat hivatottak jeldlni.)

2.6. Definicio. [8] Két grafot, akik spektruma megegyezik, kospektralis grafoknak

nevezzik.

Viszont némi informécio6 igy is kinyerhets a graf spektrumabol:

2.7. Lemma. [8] Legyen I' egy iranyitott graf, A(T') adjacencia matrizzal. Az u és

v csticsok kozotti r-hosszi sétdk szama (A(T)")yy-

Bizonyitds. Jeloljik A(T')-t A-val.

Tekintsiik r = 1-et. Ekkor A" = A és ekkor az 1 hosszi séta u és v kdzotti élt jelenti,
ami azt jelenti, hogy A,, = 1, ami valéban 1, mert uv is szomszédosak. Tegyiik fel,
hogy r = n-re teljesiil, ekkor tekintsiik A" = A"A-t. Az indukcios feltétel miatt
Al az u és v cstcsok kozotti » = n hosszu sétédk szamat adja.

Ekkor az u és v kozotti n + 1 hosszu sétdk szama megegyezik az két cstics kozotti
n hosszi sétédk szama u-bol w csicsokba, amik szomszédosak v-vel. De ez a (u,v)
eleme az A"A = A""! matrixnak, ahol A v-hez tartozoé oszlopanak nem nulla elemei

pontosan v szomszédai. Tehat az allitas kovetkezik az indukciobol. O

2.8. Definici6. [8] Egy A maétrix nyoma a maéatrix diagonalis elemeinek Osszege.
Jele: tr(A).

A lemma eredménye megmutatja, hogy a I'-beli r-hosszu séték szama tr( A(I")"),
igy megkapjuk a kovetkezot:
o tr(A(T) =0
o tr(A(T)?) = 2e
o tr(A(T')3) = 6t,

ahol e a I' graf éleinek szama, t pedig a haromszogek szama.

Bar ezek is fontos eredmények, egy graf adjacencia matrixabol még egy kicsit tobb in-
formacio szerezhetd: A matrix négyzetes, igy a matrixa nyoma megegyezik a métrix

sajatértékeinek osszegével is, valamint A(I')" sajatértékei a méatrix sajatértékeinek



az r-edik hatvanyai, tehéat tr(A(I")")-t meghatarozza az adjacencia méatrix spektru-

ma.

2.9. Definicio. [16] Egy graf két pontjanak tavolsaga a koztiik 1évs legrovidebb 1t

hossza.
2.10. Definicio. [16] Egy graf atmérgje a két legtavolabbi csticsanak tévolsaga.

2.11. Lemma. [16] Ha T grdf dtmérdje d, akkor A(T') mdtriznak legaldbb d + 1

kiilonbozo sajatértéke van.

Bizonyitds. Az (A + I)" matrix ij elem csakis akkor nemnulla, ha i és j cstucsok
egy legfeljebb r hosszu uttal vannak o6sszekotve. Kovetkezésképpen az (A + I)",
r = 0,...d méatrixok egy linearisan fiiggetlen halmazt alkotnak az A-n értelmes
polinomok terében. Ez azt jelenti, hogy A, A%, ... hatvanyok d fokig linearisan fiig-
getlenek lesznek.
Az A matrix valos szimmetrikus, igy diagonalizalhat6, viszont a minimélpolinom
nem valtozik a diagonalizalassal. A minimalpolinom ([J(x — A;), A; a sajatértékek)
lesz a legkisebb foki olyan polinom, amibe A-t helyettesitve 0-at kapunk, tehat itt
mar Osszefiiggének kell lennie az A hatvanyoknak. A miniméal polinomban szerepld
A sajatértékek végig kiilonbozdek, a minimal polinom foka igy a kiilonbozé sajat-
értékek szama. A¢ fokig fiiggetlenek az A méatrix hatvanyai, igy minimalpolinom
fokanak magasabbnak kell lennie, ami d + 1, ami azt jelenti, hogy d + 1 kiillénb6z6
sajatértéke van az A matrixunknak.

O

2.2. Szimmetrikus matrixok

Mint az el6z6 alfejezetben kideriilt, a graf adjacencia matrixa egy szimmetrikus mat-
rix. Ezen matrixoknak sok nagyon hasznos tulajdonsaguk van, amit a késGbbiekben

kihasznalunk majd. Kezdjiik az egyik taldn legfontosabb eredménnyel:

2.12. Lemma. [8] Legyen A egy valds szimmetrikus matriz. Ha w és v a mdtric

kiilonbozd sajdtértékethez tartozo sajatvektorai, akkor u é€s v ortogondlisak eqgymdsra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Au = \u és Av = Tv. Mivel A szimmetrikus, u’ Av =
(vT Au)T. A bal oldal megfelel 7u”v-nek, mig a jobb oldal Au’v-nek. Mivel feltéte-
liink az, hogy \ # 7, igy az egyenléség csak akkor teljesiilhet, ha uTv = 0. O]

2.13. Lemma. [8] Egy valds szimmetrikus A mdtriz sajdtértékei is valdsak.
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Bizonyitds. Legyen u az A matrix A\ sajat értékéhez tartozo sajat vektora. Tekintsiik
az Au = \u egyenletet. Ha vessziik az egyenlet komplex konjugaltjat, akkor A7 = \u
egyenlethez jutunk. Ebbdl kovetkezik, hogy w is az A métrix sajatvektora. @ # 0

Tu > 0. Az el6z6 lemmabol latszik, hogy nem lehet a két

definici6 szerint, igy u
sajatvektornak kiilonbo6z6 sajatértéke, mert ha azok kiilonbozéek lennének, akkor
a vektorok ortogonalisak lennének egymasra. igy A = X és ezzel bizonyitottuk az

allitast. [

Sziikségiink lesz még a szimmetrikus matrixok diagonalizalhatosagara is, de eh-

hez elGszor be kell vezetniink az invariancia fogalmat.

2.14. Definicié. 7] Az U alteret A-invariansnak nevezziik, ha Au € U minden

u € U esetén.

2.15. Lemma. [8] Legyen A € R™ ™ eqy szimmetrikus mdtriz. Ha U egy R™-beli

A-invaridns altér, akkor Ut is A-invaridns.

Bizonyitds. Barmely két u, v vektorra nekiink teljesiil a
v! (Au) = (Av)Tu

egyenléség. Ha u € U, akkor Au € U, igy ha v € Ut, akkor vT(Au) = 0. Ebbdl
kovetkezik, hogy (Av)Tu = 0, amikor u € U és v € UL. Ebbél pedig Av € Ut
kovetkezik, ha v € U+, emiatt pedig U+ A-invarians. O

Lattuk, hogy minden négyzetes matrixnak van legalabb egy sajatértéke, mert a
det(zI — A) = 0 egyenletnek van legalabb egy valos megoldasa, mert az A méatrix
szimmetrikus. (A det(xl — A) = 0 egyenletnek mindig van komplex gyodke, de
esetliinkben ez a megoldas valos és ez az igazi eredmény.) Egy valos szimmetrikus
matrixnak igy kell lennie legalabb egy valos sajatértékének, amit jel6ljon 6, és emiatt
kell lennie legalabb egy valos sajatvektoranak is. Ezt fogja erésiteni az alabbi lemma

1S:

2.16. Lemma. /8] Legyen A € R™ " szimmetrikus mdtriz. Ha U egy nemnulla

A-invaridns altér R™-ben, akkor U tartalmazza A egy sajdtvektordt.

Bizonyitds. Legyen R egy egy olyan méatrix, aminek az oszlopai ortonormélt bazist
alkotnak U-ban, tehat U-t pontosan az Rz alakd vektorok alkotjik. Ekkor U A-
invarianciaja miatt AR = RB valamilyen B négyzetes méatrixra.
Mivel RTR =1

R"AR = R"RB = B,



ami implikalja, hogy B valés szimmetrikus. Mivel minden szimmetrikus méatrixnak
van legalabb egy sajatértéke, igy valaszhatunk egy u valos vektort, hogy B A sajat-
értékéhez tartozo sajatvektora legyen. Ekkor ARu = RBu = ARu, és mivel u # 0
és R oszlopai linearisan fiiggetlenek, Ru # 0. Tehat Ru egy U-beli sajatvektora
A-nak. ]

2.17. Tétel. [8] Legyen A € R™™ mdtrix. Ekkor R™-ben van egqy A sajatvektoraibol

allé ortonormdlt bdzis.

Bizonyitds. Indukciot hasznalunk. Vegyiink egy A ortonormalt sajatvektoraibol allo
{u1, ..., uy} halmaz, valamilyen m < n-re és legyen M az altaluk kifeszitett altér.
Mivel A-nak van legalabb egy sajatértéke, m > 1.

Ekkor az M-altér A-invarians, igy M+ is A-invarians, igy M~ tartalmaz egy 41
(normalizalt) sajatvektort. Ekkor {uy, ..., upm, umi1} A sajatvektorainak egy m + 1
méreti, ortonormalt halmaza. Innen indukciéval latszik, hogy ez a halmaz kiter-

jeszthetd tgy, hogy R™-beli bazist kapjunk, ami tisztan A sajatvektoraibol all. [

3. Csoportelméleti alapok

A dolgozat altal feldolgozott téma nem igényli semelyik csoportelméleti téma ko-
moly bevezetését, viszont nagyon is érdemes alapvets fogalmak bevezetése, hogy a
késébbi eredményeket megfelel§ kontextusba helyezhessiik. Felelevenitjiik a csoport

fogalméat, utdna csoportok néhany fajtajat vizsgaljuk meg.

3.1. Definicid. [7] A G nem iires halmaz csoport, ha értelmezett rajta egy kétval-

tozos * mivelet dgy, hogy
1. a * mivelet asszociativ, azaz minden g, h,k € G esetén (gxh)xk = g* (hxk);

2. létezik e € G kétoldali neutrdlis elem, melyre e * g = g * e teljesiil minden
g € G-re;

1 1 1

3. minden g € G-nek van kétoldali g7 inverze, melyre gx g~ = g~ * g = e;

3.2. Definici6. |7] Kommutativ csoport vagy Abel-csoport: a * kommutativ, azaz

minden g, h € G esetén gxh = h *x g.

3.3. Definicid. [7| A G csoport ciklikus, ha egy eleme hatvanyaibol all.

Az ilyen elem neve G egy generdtora.



3.4. Definicié. [7] Legyen G csoport a * miveletre, és H csoport a e miveletre.
A ¢ : G — H leképzés homomorfizmus, ha mivelettartd: ¢(a x b) = ¢(a) o ¢(b)
minden a,b € G-re. Ha ¢ kolcsondsen egyértelmt is a G és H csoportok kozott,
akkor ¢ izomorfizmus. A G és H izomorf csoportok, ha van kézottiik izomorfizmus,
jele: G = H.

3.5. Tétel. [7] G ciklikus <= G = Z" vagy G = Z, ahol n egy pozitiv egész.

n’

3.6. Definicio. [8] Egy I' graf énmagaval vett izomorfizmuséat automorfizmusnak
hivjuk. Az automorfizmus tehat a graf csticsainak olyan permutaciéja, ami a csi-

csokat csticsokba, az éleket pedig élekbe viszi.

3.7. Definici6. [8] Vegyiik egy T' graf minden automorfizmusat. Ez nem egy iires
halmaz, mivel az identitas egy graf automorfizmus, ezt jelolje e. Ha g a ' graf
egy automorfizmusa, akkor ¢g~! is egy automorfizmus, és ha vesziink egy mésodik
h automorfizmust, akkor gh kompozicié is I' egy automorfizmusa lesz. Tehat I’

automorfizmusai csoportot alkotnak, ezt I' automorfizmus csoportjanak nevezziik,

jele: Aut(T).

3.8. Definici6. [8] A Sym(V) szimmetrikus csoport egy olyan csoport, ami egy V'
halmaz elemeinek minden permutéciojat tartalmazza, igy Aut(I') egy részhalmaza,
s6t részesoportja Sym(V (I'))-nek. A permutaciok egymas utani végzése a permuta-

ciok szorzata.

3.9. Példa. A K, (n csucsu teljes graf) csticsain minden permutéacié automorfizmus,
tehat Aut(K,) = Sym(n).

A Cayley grafokat ebben a szekcidban vezetjiikk be, mivel a definicié szorosan

kapcsolodik a csoportelmélethez.

3.10. Definicié. [6] |Cayley-grif| Legyen G egy véges csoport, és legyen S a {G\e}
elemeinek egy részhalmaza, amire igaz, hogy zart inverzképzésre, azaz s € S =
st e S. AT(G, E) grafban u,v € G csticsok szomszédosak, ha Js € S, hogy

UosS=v

ahol o a csoportmiivelet.

3.11. Megjegyzés. Abel csoportok felett ezt gyakran u + s = v-ként frnank fel.
Azért volt fontos kikdtni, hogy S inverzre zart legyen, mert igy a graf irdnyitatlan
lesz:

ut+s=v<=>v+(—s) =u.

10



3.12. Definici6. [8] Egy grafot csicstranzitivnak neveziink, ha automorfizmus cso-
portja tranzitivan hat a csiicsain. Tehéat barmely u; v csicsparra 1étezik automorfiz-

mus, ami egyiket a masikba viszi.
3.13. Tétel. [8] A T(G,C) Cayley grif csicstranzitiv.

Bizonyitds. Minden g € G-re a
Pg 1T —xg

leképzés G eleminek egy permutacioja. Ez I'(G, C') automorfizmusa, mivel

(y9)(zg) ™ = ygg~'a™t = ya™},
igy g ~ yg <= x ~ y, ahol x ~ y azt jelenti, hogy van a két cstucs kozott él. A
py Permutaciok egy G-vel izomorf részesoportjat alkotjak a I'(G, C') automorfizmus
csoportjanak. Ez a részcsoport tranzitivan hat T'(G,C) csicsain, mert barmely
g,h € V(I') parra a p,-1;, permutécié g-t a h-ba viszi. Ezzel belattuk, hogy I'(G, C)

csucstranzitiv. O

3.14. Definicio. I'(G, C) cstucstranzitiv <= I'(G, C) szimmetrikus graf.

4. Eré6sen regularis grafok

A dolgozat az additiv Abel-csoportokon értelmezett, erésen regularis Cayley grafokat
vizsgalja, ehhez viszont a csoportelmélet mellett le kell fektetni elég erds grafelméleti
alapokat, mivel az erGsen reguléris grafok témakore eléggé Osszetett. Megjegyzendd,
hogy egyatalan nem trivialis eldonteni, hogy két graf izomorf-e, vagy hogy egy graf-
nak létezik-e nem-identitds automorfizmusa. Viszont vannak esetek, amikor ezek

egészen egyértelmien latszanak:

4.1. Definici6. [8] Legyen I' egy nem iires és nem teljes graf. T-t erdsen requldris
grdfnak hivjuk erg(n, k, A\, u) paraméterekkel, ha k-regularis, minden szomszédos
csticsnak A\ kozos szomszédja van és minden nem szomszédos cstcsnak pontosan

1 k6z0s szomszédja van.

4.2. Példa. Egy egyszert példa az 5-hosszu kor (Cs). A graf 2-reguléris, ugy hogy
a szomszédos csiicsoknak nincs kézos szomszédja, valamint a nem szomszédos cst-
csoknak pontosan 1 szomszédja van. Igy megkapjuk, hogy a Cs erésen regularis graf
(5,2,0,1) paraméterekkel.

11



Konnyen belathato, hogy ha I' er6sen regularis graf (n, k, A, u) paraméterekkel,

akkor a komplementere is erésen reguléris (n, k, A, i) paraméterekkel, ahol

k=n—Fk—1,
A=n—2-2k+pu,
n=mn-—2k+ A\

Egy erdsen regularis graf primitiv, ha mind énmaga, mind a komplementere Gssze-

fiiged, kiillonben imprimitivnek hivjuk.

4.3. Lemma. [8] Legyen T' eqy erdsen requldaris grdf (n, k, X\, u) paraméterekkel. Ek-

kor az aldbbiak ekvivalensek:
1. T nem dsszefliggd
2. n=0,
3 AN=k—1,

4. T izomorf mKj.yq, valamilyen m > 1-re. (Itt mK; 1 m darab diszjunkt k + 1

méretd teljes graf inidja)

Bizonyitds. A bizonyitasunk egy korbe bizonyitas lesz. Tegyiik fel, hogy I' nem
Osszefiiged és legyen I'y a I' egy komponense. Egy I'i-beli cstcsnak nincs kézos
szomszédja I'\I';-beli cstucsokkal, igy 1 = 0. Ha vesziink egy u csicsot, és az 6 szom-
szédait (legyen V' a szomszédok halmaza), akkor V-ben barmely két cstics 6ssze van
kotve. Ez a p = 0-bol kovetkezik, mert két V-beli kiilénb6z6 pont kozos szomszéda-
inak szama nem 0. Most tekintsiik az u-to6l 2 tavolsagra 1évé pontokat. (Ezek olyan
pontok akik nincsenek Gsszekotve u-val.) Viszont ezekhez a pontokhoz vezet u-bol
2-hosszu ut, ami ellentmondas. Pontosabban kifejtve ez a p = 0 feltétel azt mondja,
hogy ha két pont kézott van 2-hossza 1t, akkor van 1-hossz is, azaz szomszédosak.
Ha p = 0, akkor Vu € V(I') csticsnak szomszédosnak kell lennie, ebbdl kovetkezik,
hogy A=k — 1.

Végiil, ha A = k — 1, akkor a cstcsunkat tartalmazé komponensnek muszaly a

Kj11 teljes grafnak lennie, igy I ilyen teljes grafok diszjunkt Gnio6ja. O]

Az er6sen regularis grafok paraméterei nem fiiggetlenek, mar csak egyszert sza-
molasokbdl is kovetkezik, hogy ha egy cstcsnak k szomszédos csiicsa van, akkor
n —k — 1 nem szomszédos csticsanak kell lennie. Egy kicsit tovabb gondolva: Ha egy

u csucsnak k szomszédja van, akkor 6k szomszédosak u-val, valamint szomszédosak
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u tovabbi A\ szomszédjaval. Ezek a cstucsok igy kK — A — 1 csiicesal szomszédosak,
amik u-val nem, igy k(k — A — 1) élt szamolhatunk meg az wu-val szomszédos csu-
csok kozott. Ha tekintjiik az n — k — 1 nem-szomszédot, amikkel u-nak van p kdzos

szomszédja, ami Osszesen p(n — k — 1) élt alkot. A fentiekbdl a

k(k—XA—=1)=pn—k—1)

egészsegi feltétel kovetkezik. (Nyilvan itt minden szamnak egésznek kell lennie, mert
egy grafban se a csicsok szama, se a regularitds nem lehet nem-egész, és nyilvan-
valdan a szomszédok és nem szomszédok széma se.) Sokszor tugy keresnek erdsen
regularis grafokat, hogy ehhez hasonld egészségi feltételek mellett megalkotnak le-
hetséges paraméterlistdkat és ilyen paraméterekkel rendelkezs grafokat probalnak
talalni. A dolgozatban késébb mi is hasonlé médszert fogunk alkalmazni egy erdsen
regularis Cayley graf keresésére.

Legyen A matrix egy erdsen regularis I'(n, k, A, 1) graf adjacencia métrixa. Az alabbi
sorokban megvizsgaljuk, hogy hogyan szdmolhatoak a graf paramétereibsl sajatér-

tékek és azokbol megallapitunk tovabbi egészségi feltételeket.

[8] Az A% métrix ij eleme megmutatja az ¢ és j cstcsok kozotti 2-hosszi sétéak
szaméat. Egy erGsen reguléris grafban ez a szam csak attol fiigeg, hogy a két cstcs
megegyezik-e vagy kiilonbozdek és szomszédosak vagy nem szomszédosak. Ebbdl

felirhatjuk, hogy
A=Kkl 4+ M+ pu(J—T—A) <= A2~ A—p)A—(k—p) =pul

alakba is atirhato.

Ebbdl az egyenletbdl felirhatoak A sajatértékei. Mivel I k-regularis volt, igy k
biztosan A sajatértéke lesz, az 1 sajatvektorral. A 2.12 lemma alapjan A minden
mas sajatvektora merdleges kell, hogy legyen 1-re. Tehat ha vessziik az A 0 # k

sajatértékét és a hozza tartozo v sajatvektort, akkor
A%y — (N = p)Av — (k — p)Iv = pJv =0,

Igy
0 — (A — )0 — (k — p) = 0.

Tehat A k-tol kiilonboz6 sajatértékei az 22 — (A — p)x — (k — p) masodfoki polinom
gyokei kell, hogy legyenek.
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Legyen A = (X — p)? + 4(k — p). Ekkor a polinom két gyoke:

+

)

2 7 1
: (1)
2

B

01:@ p

(A—p

15

92:

0105 = (n — k), igy feltéve, hogy u < k, kovetkezik, hogy a sajatértékek kiilonbozs
elgjeld, nem nulla szamok. Feltehetjik, hogy 6; > 0

Lattuk, hogy az er6sen regularis graf sajatértékei fliiggenek a paraméterektsl, akkor
mit tudunk elmondani a multiplicitasukrol? Legyenek a sajatértékek multiplicitasai
mg, és my,. Mivel a k multiplicitasa 1 és a sajatértékek osszege az A nyoma, ami 0,

igy megkapjuk, hogy:
my, +mg, =n — 1,mg, 01 + mp,0> = —k, (2)

Atalakitva megkapjuk, hogy

B (n—1)92+k _(n—1)91+k‘
meg, = 01 — 92 y Mey = 91 — 02 (3)

Most tekintsiik az alabbit:
(01— 05)% = (01 +602)% — 460,10, = N — p)?> +4(k —p) = A

Behelyettesitve ezt és a sajatértékek képletét a multiplicitasok képletébe kapunk két

erGs egészségi feltételt:

és

1 2k+(n—1)()\—u))
mg, =—|(n—1)+ .

02 9 (( ) \/Z
Ezek a képletek nagyon erds feltételek, mivel adott paraméterekre ki tudjuk direkt
szamolni a multiplicitasokat, amik, ha nem egész szamok, akkor nem létezik ilyen

paraméterezési erGsen regularis graf.

4.4. Lemma. [8] Egy dsszefiiggd reguldris grdf, aminek pontosan 3 kilobozd sajdt-

értéke van erdsen requldris.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy I' egy Osszefiiggs reguléris graf, k, 0, 7 sajatértékekkel,
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ahol k a fokszam. Ha A = A(T"), akkor a

S
(k—0)(k—r1)

M = A—00)(A—1I)

matrix polinom minden sajaértéke 0 vagy 1. A barmely 6-hoz vagy 7-hoz tartozo
sajatvektora benne van M magterében, igy megkapjuk, hogy M rangja megegyezik
k, mint sajatérték multiplicitasaval. Mivel I' 0sszefiiggd volt, igy ez a multiplicitéas
1, azaz M1 = 1, amibdl kévetkezik, hogy M = %J.

Itt lathatjuk, hogy J A-ban egy masodfokt polinom, azaz A? az I, J és A méatrixok

linearis kombinacioja. Ennek megfelelGen I' erésen regularis. O]

A Krein korlatok az erésen regularis grafok kutatasanak talan legfontosabb fel-

tételei, de a bevezetésiikhiiz még néhany karakterizéciot be kell, hogy vezessiink.

4.5. Lemma. [8] Legyen I' eqy erdsen requldris graf (n,k,\, u) paraméterekkel és
k,0 és 1 kiilonbozd sajatértékekkel. Ekkor

nkk
(0 —7)

memm, =

Bizonyitds. Induljunk ki a multiplicitasok (3) egyenletbeli alakjaibol, valamint a
sajatértékek (1) egyenletbeli alakjaibol. Ekkor atalakitasok sorozatabol megkapjuk

a végeredményt. O]

4.6. Lemma. [8] Legyen I' eqy erdsen requldris graf (n,k,\, u) paraméterekkel és
k,0 és T kilonbozd sajatértékekkel. Ha mg = m., akkork = (n—1)/2,A = (n—5)/4
és p=(n—1)/4.

Bizonyitds. Ha my = m., akkor mindkét multiplicitas (n — 1)/2, ezt jeloljiik m-mel.
Ez alapjan m relativ prim n-nel, igy az el6z6 lemmabol 4.5 kévetkezik, hogy m?|kk.
Mivel k+k = n—1, igy az egyetlen lehetséges eset, hogy kk < (n—1)2/4 = m?, ahol
egyenlGség csakis k = k estén all fennt. Az el6z6 két feltétel szerint egyenléségnek
kell lennie, igy k = k = m. Mint korabban (2) belattuk, m(f + 7) = —k, ebbdl
kovetkezik, hogy @ +7 = A — u = —1, tehat A = u — 1. Végiil k(k — X — 1) = kpu
miatt p = k — X\ — 1, amibsl u = k/2. Ezekbdl kovetkezik, hogy I" a lemméaban
megallapitott paraméterekkel rendelkezik. O

4.7. Tétel. [8](A tétel is a bizonyitdsbeli lemmdk is ebbdl a forrdsbol szirmaznak)
[Krein korlatok| Legyen T' egy primitiv, erdsen requldris graf (n,k,\, pu) paraméte-

rekkel és k,0 és T kiilonbozd sajdatértékekkel. Jeldlje my és m, a 0 és T sajdtértékek
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multiplicitasait. Ekkor

0% — 201 — 0> — kO + k1> + kT > 0,
0?1 —207% — 7% — kT + kO* + kO >0

Ha az elsd egyenldtlenség éles, akkor k > my, ha a mdsodik, akkor k > m,. Ha

mindkét eqgyenldtlenség éles, akkor az alabbiak eqyike teljestil:
1. T az 5-hosszi kor Cs,

2. I'-nak vagy a komplementerének elsd komponense iires, a masodik pedig erdsen

requldris,
3. I' minden részkomponense erdsen reguldris.

Bizonyitds. A bizonyitas hosszi és rész-lemmaékra lesz bontva. A kdnnyebb olvas-
hatosdg miatt bevezetek par jelolést:

I egy primitiv, erésen regularis graf (n, k, A\, u) paraméterekkel és k, 0 és 7 kiilénbo-
z6 sajatértékekkel, ahol nem tesziink fel semmit 6 és 7 elGjelérsl (avagy barmelyik
lehet a pozitiv sajatérték). Legyen u a graf egy tetszéleges csicsa és legyen X és
X5 az u-hoz viszonyitott el§ és méasodik komponensen a grafnak. A grafkomponen-
sek adjacencia matrixai legyenek A; és As. A lemmék bizonyitasaiban m-et fogok

hasznalni my helyett.

4.8. Lemma. Ha k > my, akkor T az elsd komponens eqy sajdtértéke, legaldbb

k — mg multiplicitdassal.

Bizonyitds. Legyen U egy V(I')-a4n értelmezett tér, ami magéaba foglalja azokat a
fiiggvényeket, amik osszege 0 I' u-tol fliggé komponensein. Ez a tér n — 3 dimenzios.
Legyen T az a tér, amit I' 7-hoz tartozo olyan sajatvektorai feszitenek ki, amik
osszege 0 V(Xq)-en. T egy n —m — 2 dimenzi6s tér, aminek az egésze benne van
U-ban. Jelolje N azt a teret, ami tartalmazza a V(I')-an 0 értékd fliggvényeket,
amik tartoja V(X;)-ben van; Az N dimenzidja k — 1 és 6t is tartalmazza U.

Amennyiben k > m, akkor teljestil, hogy dim(N)+dim(T) > dim(U), tehat dim(NN
T) > k—m. Minden N NT-beli vektor egy T-hoz tartozo sajatvektora I'-nak, amiket

megszoritva V(X7 )-re X; sajatvektora ugyanahhoz a sajatértékhez. O

4.9. Lemma. Ha k > my, akkor
(mg — 1) (kXA — A — (k —mg)T?) — (A + (k —myg)7)* > 0.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy A\ Ay egy sajatértéke, aminek a multiplicitasa legalabb 1,

valamint hogy 7 is sajatérték, legalabb k — m multiplicitassal. Igy marad m — 1
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sajatértékiink kezeletleniil, jelolje 6ket oy ... 0p,_1.
Ekkor
0=tr(A;) =X+ (k)-m)T—i—ZO‘i

és
EA=tr(A}) = N+ (k—m)T> + ) o7,

A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy

(m—l)z:oi2 > <Zai) ,

Ahol egyenlség akkor és csak akkor all fenn, ha mind az (m — 1) o; sajatérték
megegyezik. A fenti két egyenletbdl kovetkezik a lemma allitdsaban szerepls egyen-

16tlenség. O]

4.10. Lemma. Ha k < my, akkor

(mo — 1) (kX — A2 — (k —mg)7?) — (A + (k — myg)T)? > 0.
Bizonyitds. Definialjuk a p(x) polinomot a kovetkezsképp:

p(z) = (m — 1) (EX = X2 — (k —m)z?) — (A + (k —m)z)>.
Ekkor a polinomot atrendezhetjiik, hogy

p(z) = (m — DX —mA\* + 2\ (m — k)z + (k — 1)(m — k)2?,
Amibél kiszamolva a diszkriminanst, a kovetkezét kapjuk:
—4AN(m —k)(m — Dk(k —1—=X).

Mivel £k < m és 1 < m, latszik, hogy a kifejezés értéke negativ, hacsak A = 0 nem
teljesiil. A = 0 esetén
pla) = (k= 1)(m — k)a?,

Nyilvan p(7) # 0, hacsak 7 nem 0. Ha A = 0 és 7 = 0, akkor T" egy teljes paros
graf Ky i, ami sajatértékei k, 0, —k. Viszont, ha 7 = 0, akkor 6 = —k és m = 1, ami

ellentmond a k£ < m feltevésiinknek. O

Erdemes megjegyezni, hogy a 4.9 lemma alapjan, ha k < my, akkor p(z) > 0

minden x valasztds mellett. A 4.8 lemma alapjan pedig ha & > mg, akkor a 7
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sajatértéknek teljesitenie kell a p(7) > 0 egyenldtlenséget.
Most megmutattuk, hogy akér teljesiil, hogy k& > my, akar nem,

(mg — 1) (kXA — A — (k —mg)7?) — (A + (k —myg)7)* > 0.

Az egyenlet atirhato k, 0 és T fliggvényére:

N 1{27/;3(:— —ng))((QHjTl)) (207 + 0% — 07 + kO — kT* — 2k7) > 0. (4)

Hasonléan kifejezhet6 az Xso-ben 16vG csiicsok szama az

k(r+1)(0+1)

li= k+0r

Y

és ' primitivitasa miatt ez szigorian pozitiv szam. Ebbdl kovetkezik, hogy

kr(r+1)(0+1) It

(k+0r)O0—7) O—1

[ primitivitdsabol kovetkezik, hogy 7 # 0, tehat 7(6 — 7)7! < 0, a (4) egyenletbdl
kovetkezik, hogy
(20%7 + 6% — 07% + kO — kT* — 2k7) < 0.

Ezzel befejeztiik a tételiink elsg allitasanak bizonyitésat, és mivel nem tettiink fel
semmit a sajatértékeink elGjelérdl, igy megkapjuk a mésik egyenlGtlenség bizonyita-
sat 0 és 7 felcserélésével.

Kovetkez§ 1épésben azt az esetet vizsgéljuk, ahol az egyik egyenltlenség éles.

4.11. Lemma. Ha
(mg — 1) (kX — A2 — (k — m9)7'2) - A+ (k- m9)7)2 =0,

akkor k > my. Tovdbba vagy I' elsd komponense erdsen reguldris, vagy k = my €s

A=0.

Bizonyitds. A 4.9 lemma alapjan egyenlGség nem teljesiilhet & < my esetén, igy k >
my. Ha 4.9 lemméban 1év6é Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség egyenlséggel teljestil,
akkor minden o; sajatértéknek egyenlének kell lennie; ezt az értéket jeldljiik o-val.
Ezek alapjan Xi-nek legfeljebb 3 sajatértéke lehet, amik \, o és 7.

Ha k = m, akkor

0= (k—1)(kA—A2) — A2 = K2\ — kA% — kA = kA(k — A — 1).
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Mivel T se iires, se teljes graf, igy k # 0 és k # A+ 1, amibdl kovetkezik, hogy A = 0.
Most feltehetjiik, hogy k > m és szétvalaszthatjuk az eseteket, ahol X;-nek 1,2 vagy
3 sajatértéke van. Ha csak 1 van neki, akkor iires, tehat A = 0 = 7 = 0. Mivel
0t = p — k, igy p = k teljesiilne, avagy I' egy teljes paros graf lenne, ami viszont
nem primitiv.

Ha Xj-nek 2 sajatértéke van, akkor a [2.11] alapjan X; minden komponensének az
atmérdje legfeljebb 1 lehet, igy X7 klikkek unioja.

Mivel I' nem teljes, igy legalabb 2 klikk van, amibdl kovetkezik, hogy X; erésen
regularis.

Ha 3 sajatértékkel rendelkezik X, akkor & egy regularis graf, aminek a legnagyobb
sajatértéke egyszertd. A Perron-Frobenius tétel miatt a legnagyobb sajatérték mul-
tiplicitasa megegyezik a reguléris graf komponenseinek szamaval, amibdl kovetkezik,
hogy X, Osszefiiggs. A 4.4 lemma alapjan X; erdsen regularis.

A befejezéshez sziikségilink van I' komplementerére, ami erésen reguléris lesz
(n,n—1—k,n—2—-2k+p,n—2k+X)

paraméterekkel, és sajatértékei (n—k—1),(=1—7), (—1—0), megfelelgen 1, m, és my
multiplicitasokkal. Ha egyenlové tessziik -t (n—1—k)-val és b-t (n —2— 2k + p)-vel,

akkor az
(me — 1)(Ib — b* — (I —me) (T +1)%) — (b+ (I —mg) (=7 —1))> >0

egyenletet kapjuk. Ha ismét alkalmazzuk a k, 0 és 7 fiiggvényébe atirast:

kr(r+1)(0+1
= (2(1 *9‘7%9 _+T)) (267 + 6% — 072 + k) — ki — 2k

Megleps modon tjra ezt az eredményt kapjuk. Igy kijelenthetjiik, hogy ha egyenls-
séggel teljesiil a korlat I'-ra akkor egyenléséggel teljesiil I-ra is, amibdl kovetkezik,
hogy vagy | = mg vagy I elsé komponense is erdsen regularis. Ebbsl adodéan T
maéasodik komponense vagy teljes graf vagy erésen reguléris.

Osszefoglalva, ha egyenl6ség teljesiil, akkor X iires vagy erdsen regularis, X, teljes
graf vagy erGsen regularis. Ebbdl egyenesen kovetkezik, hogy C5 az egyetlen erGsen
regularis graf, amire X; iires és Xj teljes graf, a Clebsch-graf egy példa arra, amikor
X, lires és X, erdsen regularis és mutatunk majd példat arra, hogy mindkét rész
ergsen reguldris.

]

]
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5. Cayley grafok, er6sen regularis grafok és parcialis

differencia halmazok kapcsolata

5.1. Parcialis differencia halmazok

A Cayley grafok jobb megértéséhez elGszor érdemes bevezetni a parcialis differencia

halmazok fogalméat, valamint megismerni néhany tulajdonsagukat.

5.1. Definici6. [15] Legyen G egy (additiv) Abel-csoport. A D C G részhalmazt
(n, k, \) differenciahalmaznak nevezziik, ha |G| = n, |D| = k, és minden 0 # g € G-
re pontosan A db olyan d,d" € D par van, melyre d — d' = g.

5.2. Példa. A mod 7 additiv csoportban differenciahalmaz D = {0, 1,3}; D(7,3,1)
paraméterekkel.
A mod 11 additiv csoportban differneciahalmaz a D = {1,3,4,5,9}; D(11,5,1)

paraméterekkel.

5.3. Definicid. [4] Legyen G egy n elemi véges csoport, e egységelemmel.
Az D(n, k, A\, ) parcialis differencia halmaz (PDS, az angol partial difference set-bol)
G egy k-elemi részhalmaza, amire teljesiil, hogy a gh™!; g, h € D kifejezés:

1. minden D-beli nem egység elemet pontosan A-szor vesz fel,
2. minden G'\D-beli nem egység elemet pontosan p akalommal vesz fel.

Ha D! = D és e ¢ D, akkor D-t regularisnak nevezziik, valamint ha A # u, akkor

a D! = D automatikusan teljestil.

5.4. Példa. Legyen g egy pératlan primhatvany, amire teljesiil, hogy ¢ = 1(mod 4).
Ekkor GF(q) nemnulla négyzetei egy parcialis differencia halmazt alkotnak GF(q)
additiv csoportjaban (g, %, %5, %1) paraméterekkel. Ezeket a PDS-eket Paley-
tipust parcialis differencia halmazoknak nevezziik. [4]

5.2. Cayley grafok

Korabban, a 3.10 definicibban lattuk, hogy ez eléggé megengedd, igy a Cayley
grafok a grafok egy elég népes és kutatott osztalya, mivel sok jo tulajdonsaggal
rendelkeznek, mint pl. szimmetria. Ez a dolgozat viszont nem vizsgélja a teljes
osztalyt, csak egy szabalyosabb részét, nevezetesen az erésen regularis Cayley gra-

fokat. A kovetkezs definicié meg is fogja mutatni, hogy miért volt fontos a PDS-ek
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bevezetése, utdna pedig az erdsen regularis Cayley grafok paramétereit vizsgéljuk
majd.

5.5. Példa. Az 5 elemi kor erdsen regularis Cayley erg(5,2,0,1) paraméterekkel,
ahol a csoport az 5 elemt additiv Abel-csoport, és D = {1,4}.

A 9 cstucsu altalanositott négyszog (generalized quadrangle) erdsen regularis Cayley

erg(9,4,1,2) paraméterekkel, Zs x Zs additiv Abel csoport felett és
D ={(1,0),(2,0),(0,1),(0,2)}

5.6. Definicio. [3] Legyen G egy csoport. A § leképzést komplex szamok multip-
likativ csoportjaba a csoport egy karakterének nevezzik, ha d(x + y) = d(z)d(y)

teljestil, x,y € G. § igy a csoport egy homomorfizmusa is.

5.7. Allitas. [3] Legyen T'(G, S) egy Cayley grdf és § eqy karaktere G-nek. Ekkor G

eqy karakterébdl szamolt

vektor I' sajdtvektora, ahol §(go) = 6(1) = 1.
5.8. Allitas. Az el6z6 dllitasban szerepld sajdtvektorhoz tartozd sajdtérték: Y ees0(s).

Bizonyitds. Jeloljik y ~ x-szel azon y csucsokat, akik x szomszédai. Mivel I'(G, S)
egy Cayley-graf, igy >° . 6(y) = > .cs0(z +s). Ez Cayley grdfokban homomor-
fizmus, igy > . cq0(x +5) =D . g0(x) - 0(s) = 0(2)(D_,cq0(s)). Ha megszorozzuk
a A(I') grafot egy karakterébdl szamolt vektorral, akkor szintén 0(z)(D . 46(s))

eredményt kapjuk, igy > ¢ d(s) valoban sajatérték. ]

5.9. Allitas. [9] [Elsé Ortogonalitdsi Reldcid] Ezek a vektorok pdronként linedrisan

fiiggetlenek, hisz az aldbbi formula szerint paronként ortogondlisak.

ZW%(Q) =0

geG
Ahol a & # 02, kilonben az egyenlet jobb oldaldn akkor |G| dlina.
5.10. Allitas. [3] A G Abel csoport kiilénbizd karaktereinek szima |G|.

5.11. Allitas. A trividlis karakter 6 = 1; 6(g) = 1(g) = 1. A1 =k -1, ahol a T

grdaf k requldris.

5.12. Lemma. [3] Legyen § eqy karaktere G-nek, ami egy olyan § : G — C* leképzés,
hogy 6(x +y) = 0(x)d(y) teljesil. Ekkor ) . 0(y) = (3_es0(s))0(x), dgy, hogy a
(0(x))zeq vektor egy jobb-sajatvektora az A(I') mdtriznak a 0(S) = Y .4 0(s) sajdt-
értékkel. Az n = |G| kilonbozd karakter figgetlen sajdtvektorokat ad, igy megkapjuk

a graf spektrumdt.
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5.13. Példa. Tekintsiik a C5 5-hosszt kort, mint Cayley-grafot Zs felett.
Itt S = {—1.1}. A grafspektruma {{+¢7'|¢° = 1}, ami 2 és 2(—1£+/5). (Mindkettd

multiplicitésa 2.)

5.3. Caley grafok izomorfizmus problémaja

1967-ben A. Adam [1] felvetette a kovetkezs problémat:

5.14. Probléma. Vegyik a 0 < k; < ky < ... < ky, < n adott egész szamokat és
legyen G (k1, ..., kn) egy irdnyitott graf Py, ..., P, pontokkal. P; és Py kozott fut él
akkor és csak akkor, ha valamilyen t-re ky = j—i (mod n). Két ilyen G, (k1, ..., kny)
és G (ky,..., kL) grdif izomorfizmusdnak elégséges feltétele volt akkoriban, hogy lé-
tezik eqy 0 < r < n szdm, ami relativ prim n-hez és egqy a permutdcidja {1,...,n}

elemeknek, hogy k; = rkaw) (mod n) minden 1 <t < n-re.

Djokovic bebizonyitotta [5], hogy ez a feltétel nem csak elégséges, de sziikséges ha
n egy primszam. A probléma felvetésében megnevezett grafok a 3.10 definicibban
mar ismertetett Cayley-grafok, amik kutatésanak torténete igazan itt kezdsdott
el: Li survey cikkében [11] lathato rengeteg eredmény amit a Djokovic tanulmany
tovabbfejlesztései (|2], [13], [14]) inspiraltak.
A cikk n = p primre vonatkozo része konnyen értelmezhetd, aminek j6 értelmezéséhez
érdemes bevezetniink egy par jelolést:
Legyen N = {1,2,...,n — 1} C Z,. A Z, elemein M multiplikativ csoport N
részhalmazain hat. Egy a € M elem hatasa egy K C N halmazon

K —aoK={aok|keK},

ahol (n,a) = 1. Specidlisan |K| = |a o K|. K ~ K'-vel jeloljiik, ha létezik olyan
a € M, amire teljesiil, hogy K’ = a o K. Jelen esetben vegyiik mind K-t, mind
K'-t egy m elemii halmaznak, amikre a fenti elGallitas ugy is igaz, hogy ha G,,(K) =
Gn(K'), akkor K ~ K’  aminek nyilvan a megforditasa is igaz, avagy ha K ~ K’

akkor G, (K) ~ G,(K").

5.15. Lemma. [5] Ha G,(K) = G,(K'), n = p*, akkor léteznek K1 ~ K, K| ~ K’
és N egy T permutdcidja, amikre T(k) =k és k € N illetve K,(¥) = K| (7®); k €
N. (N° az az m = p®-hoz relativ prim szimok halmaza és € a primitiv n-edik

egységqyokok. )
Bizonyitds. Mivel p»~! — 1 szam oszthaté p-vel N-ben,
pt=1>p(p* 1),
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tehat kell, hogy létezzen legalabb egy ko € N, hogy w(ko) € N°. Beillesztve
Ky = koo K és K| = m(ko) o K’ képleteket kapjuk, ammibdl G, (K) = G, (K;) és
Gn(K') = G, (K1) kovetkezik. G,,(K) = G,(K;) miatt létezik egy o permutécioja
N-nek, hogy

Ky (") = Ki (™)), k € N.

Mivel n = p, ezért a 0 kivételével minden szam relativ prim p-hez, igy NV lecserélhetd
N-re. K; és K7 definiciojabol kovetkezik, hogy

Ki(z) = K(zF)%, K} = K'(™*0)«
ahol a csillag azt jelenti, hogy a kitevSket mod n kell venni. Ebbdl latszik, hogy

Ki(e) = Ki(e)

valamint
Ky (") = K} (¢¥),k € N°,
Amibél o kicserélhets 7-ra ami kielégiti a 7(k) = k-t a fenti feltételekre. O

5.16. Tétel. [5/ Ha n = p prim, akkor a 5.14 problémdban definidlt G (kq, ..., kn)

és Gl (Ky, ... kL) grifok izomorfak <= létezik egqy 0 < r < n szdm, ami relativ
prim n-hez és egy a permutdcidja {1,...,n} elemeknek, hogy ki = rkou) (mod n)

minden 1 <t < n-re.

Bizonyitds. Legyen G, (K) = G,(K'). Az €l6z8 lemmabol
Ky(e") = Ki(),k € N,

ahol K; ~ K, K| ~ K'. Ha K;(z) — K{(x) # 0, akkor ez egy legfeljebb p — 1 foku
egész egylitthatds polinom konstans tag nélkiil. Ez a polinom nem oszthaté az e
miniméalpolinomjaval, ami

14+a+...+2P7 L

Ebbdl kovetkezik, hogy csakis K;(z) = K{(z) allhat fenn, avagy K; = K], amibdl

K ~ K'. Ezzel belattuk a nehezebb iranyat az allitasnak, a masik irany trivialis. []

5.17. Allitas. n = p prim és relativ primmel szorzds esetén a kospektralitds ekviva-
lens az izomorfiaval, viszont ez az ekvivalencia prim hatvanyok esetén mdr nem dll

fenn.

Bar ez az allitas igaz, a szerzé altal hozott példa nem helyes: n = 5% és K =
{1,2,4,5,7,12,17,22}, K' = {1,3,4,5,8,13, 18,23} esetén, ha K-ba és K’'-be behe-
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lyettesitjiik as 25. egységgyokoket, akkor nem azonos sajatértékeket kapunk, avagy

a két graf a példaban nem is kospektralis, igy egyatalan nem relevans a példa.

6. Erdsen regularis Cayley graf keresése

S. L. Ma egy 1994-es cikkében [12]| létrehozott egy listat, ami tartalmazta minden
lehetséges parcialis differencia halmaz paramétereit k£ < 100 esetén. 32 kivételével
mind a 187 eset létezése ismert volt. '97-ben még megoldott 13 esetet, melyekrsl igy
mar tudjuk, hogy nem léteznek, ez hagyott 19 paraméterhalmazt nyitott kérdésnek.
Fiedler és Klin bebizonyitottak még egy esetet 1998-ban amit 2007-ben Kohnert is
megtalalt. S. de Winter 2 kivételével kizarta a maradék 1étezését. Ez a ketts pedig
a (216,40, 4, 8) és (216,43,10,8). En az elsbbivel fogok foglalkozni.

Mielétt viszont belefogunk a keresésbe, fontos lesz par eszkoziink miikodését lefek-

tetni:

6.1. Definicié. [9]
Legyen G egy véges csoport, |G| = n és legyen v egy csoportelem. Definialjuk y,(x)

2mi
n

reprezentaciot, amire teljesiil, hogy x,(z) = exp(<* - (v, z)),ahol (v, x) a mod n vett

skalaris szorzata a 2 elemnek.

A fenti definiciobol nyilvan koévetkezik, hogy
271 271 271
Xo(T +y) = exp <7 (v, T+ y)) = exp <7 : <U7x>) texp (7 : <U7y>>

6.2. Allitas. [9] Legyen G egy véges Abel csoport, |G| = n és legyen g eqy csoport-
elem. Ezen feliil legyen x4(x) a fentiekben definidlt reprezentdcio. Ekkor ) ¢ x4(s) €
Spec(G, S) minden g eleme G-re, a 5.8 dllitds alapjdan.

Specifikusan mi ezt a 216 elemt Z3 x Z3 csoportra, fogjuk nézni, mivel a de Win-
ter tanulméanybol kiindulva ezen érdemes a (216,40, 4, 8)-at keresni, ha létezik. A
tanulmanybol latszik, hogy minden kisebb csoportra a PDS létezése mér eldontott,
valamint a dolgozatban feljebb emlitett egészségi feltételek teljesiilnek a paraméter-

szettre:
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(k=40;m; = 1)
_4-8x /(47 4(40 - §)

01

2 )
215 - (—8) +40
e, 41+38 ’
4—8x+/(—4)2 — 4(40 - 8)
02 = 2 = — 5
215 - 4 + 40
me, = 2 T _ 5

4+38
Tovabba a Krein-korlatok is rendben vannak,
4% (—8)% — 2% 16 % (—8) — 16 — 40 * 4 + 40 * (—8)* + 40 * (—8) = 2576 > 0,
42 % (—8) — 2% 4% (—8)* — (—=8)* —40 % (—8) +40 % 16 + 40 x4 = 416 > 0.

21 21
Sp(u,v)(xay) = exp (7 : <$7 u>2) *€Tp (? . <y,U>3) )

ahol u € Z3, v € Z3 és (.,.), a mod n skalar szorzast jelenti.
Mivel az exponencialis fiiggvény szdmitasa numerikusan nem annyira pontos és na-

gyon koltséges, ezért mi az egységgyokok egy més alakjat hasznaljuk majd az algo-

<y,U>3
Pl (T, 9) = (1)1 - (5 + 7) :

ritmusunkhoz:

6.1. Az algoritmus altaldnosan

Egy moho algoritmust fogunk hasznélni a keresésre, ezt elGszor altalanosan fogal-
mazzuk meg, aztan teszteljiik kisebb csoportokra és végiil megnézziik, hogy hogyan
teljesit a Z3 x Z3 csoporton.

Legyen u € G\{0}, ahol G egy n elemii additiv Abel-csoport.

Legyen C halmaz G minden k elemi részhalmaza altal alkotott halmaz és ezeket
a részhalmazokat jelolje S;,i = 1...k. A lehetséges PDS-eket jelolje PDS,u, a
megtalaltakat jelolje PDSy,.
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1. Algorithm Altalanos algoritmus

PDSyp — @ > Az elsé nagy ciklusban megkeressiik a lehetséges PDS-eket.
a < exp(*)
h+0
for i =1...|C| do
Sum < 0
for j=1...kdo
h < q<%SiiZn >s;; €95

Sum < Sum+h
end for
if Sum € Spec(G, S) then
PDSpot <~ PDS,0t U{S;}
else
11+ 1
end if

end for

PDSin <+~ 2 > A masodik nagy ciklusban a PDS jeloltjeinkbdl kivalasztjuk
azokat, akik tényleg teljesitik a feltételeinket.
fori=1...|PDS,.| do

SumErr < 0 > Az Osszeghibak szama egy jeloltnél, ha ez 0, akkor 6t
PDS-nek jeloljiik.
forj=1...(n—1) do > A G\{0} elemein megytink végig
Sum <+ 0
for/=1...kdo > S| =k
h < a<8iSii=n >ge G\{0}

Sum < Sum-+h
end for
if Sum ¢ Spec(G, S) then
SumErr «+ SumErr+1
else
j—7+1
end if
end for
if SumErr = 0 then
PDS ¢y <= PDSy;, U S;
else
11+ 1
end if
end for 26




Bar kicsi csoportokra kézzel még szamolhato lenne az algoritmusunk, megéri mar
ezekre is szamitogéppel szamolni, mivel igy ellenérizheté a modszeriink helyessége.
Sagemathben implementaltam a algoritmust, mivel ebben a programozasi nyelvben
mar megvalositottak a csoportokat és az egységgyokoket. (Nem tokéletes a megva-
lositas, de erre majd a nagy csoportunk vizsgalatdnal visszatériink.) A Sagemath
egy szimbolikus nyelv, igy egészen tisztan fordithatoak at a matematikai koncepciok
kodba, viszont ez néhény, idénként zavar6 kompromisszumot hordoz magaban. A
legfontosabb talan az objektumok tipusanak konfliktusai. A csoportok elemei mo-
dulé léteznek és a veliik végzett miveletek is autéomatikusan modulé szémoldonak,
ami nem teszi Sket kompatibilissé csoportjukon kiviili objektumokkal (pl. sima egész
szamok (int)). Ezt helyenként elég csinyéan lehet megoldani, ez majd tiikr6z6dni fog
a kodban.

A rovid kornyezeti bevezetd utan tekintsiik az algoritmus teljesitményét két kisebb
példan, amit akéar kézzel is lehet ellendrizni: Zs és a Zs3 x Z3 erre megfelelGek lesznek.
A két csoport sajatértékei a (1) egyenletek alapjan:

Ls: k=20, =5 g, = =125

Ty X Ly k=4,0, =20 =1 g, = =10 — 9

A ko6d a kovetkezSképp nézz ki:

Az els6 kodrészben meghivunk minden sziikséges konyvtarat és csoportokat 1ét-

rehozzuk beépitett fliggvények segitségével, valamint rogzitjiik a sajatértékeket.
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Ezutan jon a lehetséges PDS-ek létrehozasa. Fogjuk a csoport nem 0 elemeit
és létrehozzuk minden k elemt részcsoportjukat. (Ez a Zs-nél 2 elemii csoportokat

jelent, a Z3 X Zs-nal pedig 4 elemiieket.)

d.choice

Az els6 nagy ciklus jon az algoritmus szerint. Lathato, hogy a tipusok néhany
esetben kényelmetlenek, de a szamitasok jok, a korabban definialt reprezentéicionk
szerint jonak itélt PDJS,q-jainkat kigydjtjiik egy listaba, amivel majd tovabb fogunk
szamolni. Megjegyzendd, hogy a tesztelés a lehetséges PDS-ekre egy (véletlenszert-

en) valasztott csoportelemmel torténik.
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A kod utols6 részében, az algoritmusunk szerinti masodik nagy ciklusban a PDS-
jeloltjeinkbdl valogatjuk ki azokat, akik tényleg jok. A megfelel6 PDS-ek minden
nem 0 csoportelemmel szorozva sajatértéket kell, hogy adjanak, ha barmely csoport-
elemre ez nem teljesiil, akkor 6ket kidobjuk. Az algoritmus és a kod is for ciklust
hasznal itt, viszont ez javithato lenne, egy while ciklussal, SumErr > 0 leallasi fel-
tétel mellett.

Outputok:
Csak a Z3 x Zs-re szamolt outputot fogjuk elemezni, mivel az sokkal tanulsdgosabb

a 216 elemi csoportunk vizsgélatara nézve.
Az els6 for ciklusbol kapott PD.S,:

Kicsit nehezen olvashaté, de a csoportok 4 darab 2 dimenziés vektorokbol allnak.
EmlékeztetSképp ezek voltak azok a részhalmazai a csoportnak, amik egy csoport-
elemmel szorozva teljesitették a feltételt. Most ket vizsgaljuk tovabb minden

csoportelemmel:

A maésodik szirést mar csak 6 darab 4 elemi részhalmaz élte til. Ezek kozott
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fellelhets a 5.5 példdban mar emlitett PDS is, de jelen vannak masok is. Ezek
izomorf grafokat eredményeznek. Ebbdl latszik, hogy az algoritmusunk jol miikodik,

igy kiprobalhatjuk a nagy csoportra is.

6.2. A 216 elemiti Abel csoport vizsgalata

Az el6z6 alfejezetben lathattuk, hogy az algortimusunk helyesen miikodott vek-
torok hasznélata mellett is, igy egészen jo esélyiink lehet taldlni vele valamit a
(216,40,4,8)-ra is. Ekkor érdemes belegondolni, hogy hany 40 elemt részhalmazt
tudunk kivélasztani a Z3 x Z3\{0}-bol. Ez egy 10*® nagysdgrend( szdm, tehat nem
sok reményilink van kiszdmolni minden részhalmazéra felfoghat6é idén belil. Ezért
kénytelenek vagyunk bevezetni valamiféle randomizalast a kodba és reménykedni,

hogy szerencsések lesziink a valasztéassal.

Ekkor szembesiiliink a kovetkezs technikai probléméval: El6zéleg emlitettem,
hogy a Sagemath csoport implementalasa nem tokéletes, és ez itt bukott ki, ugyanis
a vegyes moduloju csoportok elemeit nem tudja jol kezelni. A csoport létrehozasa
még probléma nélkiil megvalosul, de barmely miivelet a csoport elemein a vektor
elsé elemének modulusaval fog torténni, ami nekiink nem elfogadhato, igy egy kicsit

szokatlan, de funkcionalis megoldast kellett alkalmazni a csoport generalédsanal:

CUZ:

&,t.append{{i,j)}
out

Ez a fiiggvény legenerélja az Osszes part a két csoport 3 dimenzids vektoraibol,
valamint igy elég ugyanigy a csupa 0 elemet eltavolitanunk, ami szintén a legels6
lesz. Nyilvan az elemek 1j felépitése némi valtoztatast kivin meg a konkrét szami-

tasokban.
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Paraméterezés:

31



Hatodik egységgyokoket szorzunk 6ssze (mésodik és harmadik egységgyokok szorza-
ta hatodik), ami azt jelenti, hogy ezeknek csak bizonyos kombinacioi adhatnak ki

sajatértékeket. A 4 példajan keresztiil mutatom be a kod miikodését:

4

A tablazat oszlopai a 3. egységyokok balrol jobbra, a sorai a 2. egységyokok fentrsl
le. Ha a 4-et akarjuk megkapni sajatértéknek, akkor az (1,1) cellaban kell 4-nek
szerepelnie. Nyilvan itt csak 4 elemet néztiink meg, igy ehhez hozza kell még adnunk
707-kat. Ezt a gy tehetjiik meg, hogy az alabbi két tipust formacioé egyikével

noveljiik a tablazatot:

vagy

1
1

Nyilvan ezt lehet novelni méas oszlopokban vagy sorokban is hozzaadni a tdblazathoz.
Ezek harmadik vagy masodik egységgyokok osszege lesz, ami 0, igy a célunknak
megfelel. A modszer pontos részletei olvashatoak a [10] cikkben. A kodban kicsit
egyszeribben gondolkozunk: nem engediink meg egy celldban se 36-nal nagyobb

szamot.

Ezen megkozelitéssel van némi probléma: nem pontosan ellenérzi, hogy a ”0”-
ak jol jonnek-e ki vagy, hogy a 40 sajatérték nem csak a triviadlis paraméterezésbsl
jon ki, viszont kellett valamilyen kompromisszumot koétni, hogy az igy is lassan futo
program értelmes idén beliil adjon eredményt. Igy itt is van egy fejlesztési lehetéség.

Output:
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1 milli6 futtatéasra is kb. 4 6ra volt a futasi ideje a programnak, ami jol mutatja,
hogy az algoritmus nem tokéletes. A legeneralt részcsoportok koziil kb. 7000 volt
PDS,ot, ami nem sok aranyaiban, de koriilbeliil erre szamitottunk. Ezutan még
Gket teszteltiik minden csoportelemmel, és az eredményiink az lett, hogy nem talal-
tunk ténylegesen PDS tulajdonsagu halmazt. Ez egyfelsl varakozasainknak megfelel,
masfel§l Gnmagéban nem til sokatmondé, mivel az 1 milliés minta még mindig nagy-
sagrendekkel kisebb, mint a részhalmazok lehetséges széma.

Osszefoglalva, az eredményiink nagyon is limitalva van a szamitasi kapacitasaink,
illetve az algoritmus tokéletlensége altal. Egy jobb algoritmus biztosan jobb eredmé-
nyeket érne el, valdsziniileg nagyobb méretii halmazt is tudna egyszerre feldolgozni.
Ami viszont lényegesen javitana az eredményeken az a keresési spektrum valami-
lyen el6leges sziikitése a lehetséges PDS-ek keresési halmazan, hiszen ott torténik a

legnagyobb sztirés, ott iteralunk végig a legnagyobb halmazon.
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