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Bevezetés

A szakdolgozat témdja a késleletetést tartalmazo6 kozonséges differencidlegyenletek és azok nu-
merikus megolddsai. A dolgozat célja rdmutatni arra, hogyan véltozik a numerikus megoldési
modszer, ha a differencidlegyenletiink késleltetést is tartalmaz. Ebbdl kifolydlag egyardnt taldl-
hatunk benne késleltetést nem tartalmazoé és tartalmazé példédkat is.

Az elsé két fejezetben bevezetjiik a differencidlegyenletekhez tartozé alapfogalmakat, és a két
példat, amiker a dolgozat tovédbbi részeiben is visszatériink. A dolgozat harmadik fejezetében
taglaljuk a dolgozat f6 témadjat, a numerikus megolddsi mdodszereket. Ezutdn a kdvetkez6 rész-
ben megtekintjiik a mar kordbban bevezetett modszereket két populdcids példa keretein beliil.

A dolgozat hatodik fejezetében a dolgozat dbrdihoz és szdmoldsaihoz haszndlt MATLAB koédok
talalhatok.

A dolgozat legfébb forrasa Alfredo Bellen and Marino Zennaro: Numerical Methods for Delay
Differential Equations [1] c. kdnyve, amely a szakdolgozat témajaval, azaz a késleltetést nem
tartalmaz6 €s tartalmazo differencidlegyenletekkel, azok numerikus megoldédsaival és a kozeli-
tésekre haszndlt médszerekkel foglalkozik.



1. Ko6zonséges differencialegyenletek

Ebben a fejezetben bevezetjiik a kozonséges differencidlegyenlet fogalmat, majd megvizsgal-
juk a megoldas 1étezésének feltételeit. Itt kapnak helyet azon tételek €s definicidk is, amelyek
elengedhetetlenek a dolgozat tovébbi fejezeteihez.

Mikor differencidlegyenletekrdl besz€liink, akkor tulajdonképpen az ismeretlen fiiggvény és
annak derivéltja kozti kapcsolatot vizsgdljuk. Ennek az Osszefiiggésnek a vizsgdlata nemcsak
elméleti szempontbdl fontos és érdekes, hanem rengeteg gyakorlati haszna is van a matema-
tika melett még a természet-, miiszaki €s tarsadalomtudomdnyok kiilonb6z6 teriiletein is. Ez
azért van, mert differencidlegyenletekkel konnyen modellezhetiink olyan folyamatokat, ahol az
ismeretlen mennyiség megvaltozdsara van valamilyen informaciénk.

A fejezet T6th Janos és Simon L. Péter: Differencidlegyenletek (Typotex, Budapest, 2020) [2],
Fekete Imre: Alkalmazott Analizis jegyzet [4] és [6] online jegyzet forrdsok alapjan késziilt.

1.1. Definici6. Legyen G C R x R” tartomany (6sszefliggs, nyilt halmaz), U C R nyilt halmaz,
f: G — R" folytonos fiiggvény és (¢,y(t)) € G minden ¢ € U esetén. Ekkor haazy: U — R”
differencidlhaté fiiggvényre teljesiil, hogy

Y(t) = fle,y()), teU, (1)

akkor az y fiiggvényt az f jobb oldald elsérendd explicit differencidlegyenlet megolddsanak
nevezziik.

1.1. Allitas. Legyen az F : R x (R™)™ — R" folytonos fiiggvény dltal meghatdrozott

YO () = F(e,3(1),y (1), (£),... .y V)

egy m-ed rendii explicit egyenlet. Ekkor az y1 = y,y2 = V,...,Ym = y(mfl), vi : R — R" dj fiigg-
vények bevezetésével az m-ed rendii egyenlet dtirhato elsorendii egyenletrendszerré:

Yu(t) = F(t,y1(2),y2(2), -, ym(2))

1.2. Definicié. Legyen G C R x R" egy tartomany, (fo,y0) € G egy adott pont és f : G — R”
egy folytonos leképezés. Az

Y(6) = f(t:3()), ¥(to) =0 2)
feladatot kezdetiérték-feladatnak, mas széval Cauchy-feladatnak nevezziik.
1.3. Definicio. Az olyany: 1 — R x R" (I C R egy nyilt intervallum) folytonosan differenciél-
hat6 fliggvényt, amelyre:
1. {(z,y(t)):t€l} CG
2. y/(t) =flt,y(t)) Viel
3. 101, y(to) =0



a (2) kezdetiérték-feladat megoldasdnak nevezziik.

1.4. Definici6. Legyen G C R x R” egy tartomany. Az f : G — R” fiiggvényt a masodik valtoz-
jaban Lipschitz-tulajdonsdgtinak nevezziik, ha létezik olyan L > 0, hogy minden (¢, p;), (¢,p2)

€ G esetén ‘f(tvpl) _f(t7p2)‘ < L|p1 _p2|‘
1.5. Tétel (Picard-Lindelof). Legyen f : G — R” folytonos fiiggvény, ahol

G={(t,y) ERxR": |t —t,| < a,|y—yo| < b}

2z

henger, (t9,y0) € R X R" és 0 < a < 0,0 < b < oo. Legyen M = max; e |f(¢,y)|, tovdbbd
tegyiik fel, hogy az f fiiggvény mdsodik vdltozojaban Lipschitz- tulajdonsdgii a G halmazon.
Ekkor a kezdetiérték-feladatnak létezik egyértelmii megolddsa a [ty — 8,1 + O] intervallumon,
ahol 6 = min(a, %)

1.6. Definicio. Legyen f : G — R”" folytonos fiiggvény. Ezt az f fiiggvényt, akkor nevezziik
sima fiiggvénynek, ha G intervallumon az f csak véges szamu pontban nem folytonos, és a

nem folytonos pontok kozott f derivéltja folytonos.

1.7. Példa. Keressiik azt az f : R — R fiiggvényt, melyre
Y(t) =—y(), y(0)=1

A feladat egyértelmi megolddsa y(r) = e~ '. Ezt tigy kapjuk meg, hogy az egyenletet beszoroz-
zuk €' -vel, majd felismerjiik, hogy egy szorzat derivaltjat kaptuk:

Y (1) =—y(r)
Y(t)-e =—y(t)-¢
y(t)-e+y(t)-é =0
(y(r)-€') =
()¢ =1
yt)=1-¢"'

A feladat megoldasa grafikonon abrazolva
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1. dbra: Az y fiiggvény grafikonja

Az 1. dbran lthatjuk az 1.7. példa esetén kapott megoldds fiiggvényét ¢ € [0,4] esetén.



2. Késleltetést tartalmazo differencialegyenletek

A legnagyobb kiilonbség a késleltetést nem tartalmazé kozonséges és a késleltetést tartalmazo
differencidlegyenletek kozott az, hogy mig az el6bbiben a megoldds csak egy kordbbi yq érték-
tol fiigg, addig a késleltetést tartalmazé differencidlegyenletek esetében ezt egy ¢(r) fiiggvény
véltja fel. Ez azért van, mert a fiiggvényt, mint a nevébdl is sejthetd, késleltetjiik, ezt egy 7 ér-
tékkel fogjuk jelolni. Erre a késleltetésre akkor van sziikség, ha a fiiggvénnyel egy kordbbi adat
derivéltja 4ll 6sszefliggésben, nem pedig dnmaganak a derivaltja. Ekkor 7 jeloli, hogy a mennyi-
vel ezel6tti fliggvényérték az, amellyel Osszefiiggésben dll. A kordbban bevezetett definicidk és
tételek eszerint médosulnak.

A fejezet Alfredo Bellen and Marino Zennaro: Numerical Methods for Delay Differential Equa-
tions [1] forrés 1. fejezete és Svantnerné Sebestyén Gabriella: Populdciéodinamikai modellek
és matematikai vizsgalatuk [3] forras alapjan késziilt.

2.1. Allitas. Legyen G C [t0,70 + B] X R" egy konvex tartomdny és 0 < 1) < Tp < T3, ++ < Ty,
Tegyiik fel, hogy f : G — R" folytonos G-n és @(t) : [to — Tn] — G. Ekkor a

{ y/(t):f(tvy(t_'rl)ay(t_TZ)?"'7y(t_Tm)) (3)

yi)=0@), to—Tm<t<ip

késleltetést tartalmazd differencidlegyenletnek egyértelmii megolddsa van a |ty,to + B| interval-
lumon.

2.1. Példa. Keressiik azt az y: [—1,o0] — R fiiggvényt, melyre

y/<>:—y<r—1> >0
{ YO =@ =1, re[-1,0] @

Ezt a 3. feladatbol az alabbi véltoztatasbol kapjuk:

tp=20
m=1
T1=1

azaz,

fly(t=1))=—y(r—1)
ot)=1, —-1<t<l.

A feladat megolddsat az aldbbiak alapjin sejthetjiik meg.

Mivel a feladat késleltetést tartalmaz, ezért a megoldédsat szakaszonként fogjuk tudni eldalli-
tani. A példaban 7 = 1, igy az ismeretlen y fliggvény derivéltja mindig az y fiiggvény 1-gyel
azeldtti értékétdl fiigg, igy 1 hosszisagu intervallumokban 1épiink eldre, hiszen az el6z8 y(r — 1)
iddintervallumon a fiiggvény mar ismert.

Az y fiigvvény a r € [0, 1] intervallum esetén az y(r — 1) értékbdl tudjuk elGallitani, amely a
t € [0, 1] miatt egyenl§ lesz a kezdetiérték fiiggvénnyel, azaz ¢(r — 1) értékkel.



t€10,1]

Yit)=-n@—1)=o(t)=-1
yi(t) :/—ldz =—t+c

A ¢ értékét abbdl kaphatjuk meg, hogy feltételezziik y folytonossagat:

y0(0) = y1(0)
1=0+c¢;.
Tehat
c1=1
yi(t) =—(—1).

A tovabbiakban ugyanezen logika mentén haladunk tovdbb, mikdzben szabalyossdgot kere-
siink, hogy fel tudjuk irni a példa altalinos megoldasat.

tell,2]
W) = —yalt—=1) = —yi(t=1) = —(—=((t=1) =) = (t— 1) — 1
YZ(l):/t—ldt—/—ldt: (t_zl)z—t-l—cz

A ¢; értékét az el6bbihez hasonl6an a megoldas folytonossagabdl kaphatjuk meg:

yi(1) =y2(1),
azaz )
1—1
—(1—1):( ) —1+4+c.
2
Tehat
62:1
t—1)?
ya(t) = U,
Itt mar lathatjuk, hogy:
yi(t)=—1+1
t—1)?
pin= 0

Ezek alapjén azt varjuk, hogy a kovetkezd intervallumokban a megoldds dgy 4lljon el8, hogy
mindig egy Uj tag adédjon hozz4 az el6z6ekhez képest.



te€2,3]

1) —1)2 o2 i
yg(l)z—%(l—l):—yz(t—l):w+(t_1)_1:(f 22) L 11) 4

y3(t):/(t_zz)zdt+/t—1dt—/—1dt:—(t_62)3+(t_zl)z—t+c3

A cj3 értékének kiszamitasa:

¥2(2) =y3(2)

12 _9\3 12
G 5020 62) L@ 21) —2+a3.
Azaz
0321
_9\3 12
y3(t)=—((t 62> e 21) +t—1).
t €[3,4]

_ _n\3 _ _1)2
yix(t)z—y4(t—1)=—y3(t—1)=—<—<((t D=2)" (=)= +(r—1)-1.)):

6 2
_ (t_3)3 _(t_22)2+(t_1)_1

6
y4(t):/@dt—/%dﬁ/t—ldr—/—wr:

_(e=3)*

T

—3)* (-2 (t—1)?
: 3 2

—t+cy

A ¢4 értékét az eldbbiekhez hasonldan gy kaphatjuk meg, hogy

¥3(3) = y4(3)

oY (3_1)2 -3 (3-2)°  (3-1)
_((3 62) -2 21) +3_1>:(3 4!3) -2 3!2) +8 2!1) Tt
C4=1
y4(t):<f—3)4_(f—2)3+(t_1)2—r+1.

4! 3! 2!

Osszegezve az eddig kapott megolddsainkat, azt lathatjuk, hogy:

yi(t)=—1+1

yz(t)=(t_1)2—t+1

(1) = G _62)3 - (t—21)2 41

ya(t) = (t=3)* (-2) +(t—1)2_t+1

4! 3! 2!



Ezek alapjdn a sejtésiink tehdt az lesz, hogy ¢ € [k — 1,k] esetén,

_(l_ k
i(t) = (—l)k-w +y1(t), k=1,2,...

amely Osszegképlettel kifejezve

A példa grafikonja t = 4-ig tehat igy néz ki:

A feladat megoldasa grafikonon abrazolva
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2. dbra: Az y fiiggvény grafikonja

2.2. Allitas. A 2.1. feladat megolddsa

k . P
wiy=Y -1y L= =D (5)

j=0 J!
k=1,2,... ést € [k—1,k] esetén.

Bizonyitds. Az allitas bizonyitdsat két részre kell bontanunk, mert egyszer igazolnunk kell:

masodszor pedig:

egyenleteket.

Az allitas azon részét, hogy



konnyen bizonyithatjuk, hiszen ezt mdr a feladat kikoti szamunkra. Mivel y; (¢) esetén 1 € [0, 1],
igy ebben az esetben r — 1 € [—1,0]. A (4) feladatot megnézve lathatjuk, hogy:

yt) =), te[-1,0].

Most tekintsiik a bizonyitas
Yelt) = =yt —1)

részét:

Ebben az esetben konnyen lathatjuk, hogy j = 0 esetén egy konstanst kapunk, hiszen

40 (1= (8:11!))01 1

ennek a derivéltja 0, igy a szummat 4tindexelhetjiik j = 1-t8l és k-ig, azaz

= j—1!
és ez egyenld
S (t—Jj)’
/ +1
()= ) (=)
(1) j§_o< e

Emellett felhasznaljuk, hogy yi(t — 1) = y_;(t — 1), ami pedig az aldbbiak szerint alakithaté
at:

k—1

it —1) = - Z(_l)j.((t—l);!(j—l))f __ Z(_l)j.(t;!j)’ _
Jj=0 j=0
k—1 .
_ v e=J)
‘,.X::;( i

Azaz ezzel megmutattuk hogy
Yelt) = =1 (t = 1),

és az allitast bebizonyitottuk.

Ezek alapjdn a 2.1. példa megoldésa:



melynek grafikonja pedig a megadott paraméterekre igy néz ki:

A példa megoldasa abrazolva
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3. édbra: Az y fliggvény grafikonja



3. Numerikus modszerek

A fejezet Alfredo Bellen and Marino Zennaro: Numerical Methods for Delay Differential Equa-
tions [1] és Farago Istvan — Horvath Rébert: Numerikus médszerek [5] forrdsok alapjan késziilt.

A numerikus matematika a folytonos matematikai problémak megolddsdhoz gyart modelleket,
€s azokat elemezve igyekszik a legjobb kozelitd eljarast megtaldlni. Erre azért van sziikség,
mert a folytonos matematikai problémak sok esetben nem megoldhatdk, vagy pedig megoldasuk
rengeteg 1d6t vesz igénybe.

A folyamat alatt, amig eljutunk a folytonos matematikai probléméatdl a megoldasig, tobb pon-
ton is felléphetnek hibaforrdsok. Az ebben a dolgozatban taldlhat6 példdk €s feladatok sordn a
kovetkezOk hibafajtak 1éphetnek fel:

1. Modellhiba: A legtobb esetben a tudomanyos modellek nem tiikr6zik teljesen a valésagot.
Sok esetben bizonyos koriilményeket és adatokat ki kell hagynunk a modellbdl ahhoz,
hogy az kezelhetd legyen.

2. Képlethiba: Ebben az esetben azért 1éphet fel hiba, mert a képlet kezelhetdsége érdekében
sokszor leegyszertsitjiik azt, esetleg bizonyos részeit elhagyjuk.

3. Diszkretiz4cids hiba: A folytonos feladatok numerikus mdédon torténd megoldédsa sordn az
adott fiiggvényt un. racsfiiggvényekkel kozelitjiik, igy tudjuk megadni a fiiggvény értékét
bizonyos pontokban. Azonban mivel ez csak egy kozelités, ez nem tiikrozi hibétlanul a
folytonos fiiggvényt.

4. Kerekitési hiba: A szamitégéppel torténd szamolds sordn bevitt adatokat a szdmitdégép
kerekiti, kiillonb6z6 szamrendszerekben szdmol, igy ebbdl is adédhatnak hibék.

Fontos az, hogy az éltalunk létrehozott modell hibdit mérni tudjuk. Ez garantilja, hogy Ossze
tudunk hasonlitani kiilonboz6 modelleket, és elmezni tudjuk Sket.

3.1. Definici6. Adott y € R esetén, amelyet egy v skaldr értékkel kozelitiink, abszolit hibat
tudunk mérni. Abszolut hibanak az |y — v| értéket tekintjiik.

A dolgozatban MATLAB programcsomaggal késziilt szamitasok és ardzolasok lathatok.

3.1. Kozonséges differencialegyenletek numerikus megoldasai

A kovetkez0 alfejezetekben bevezetjiikk az Euler- és a Runge—Kutta-mddszereket késleltetést
nem tartalmazé differencidlegyenletek esetén.

3.1.1. Az explicit Euler-modszer

Az explicit Euler-mddszerrel a feladat megoldasat rekurziv médon allithatjuk eld. Ez a médszer
elsérenddi kozelités, igy a hibara adott felsGbecsés a h zsugoritdsa esetén h-val csokken. Ezt
az (1) elsérendti explicit differencidlegyenlet esetén a kovetkez6 sorokban lathaté médon tudjuk
eldallitani.



Eldszor felirjuk az y fliggvény ¢ helyen vett differencidlhanyadosat:

Vi) = }}L%WM) —(1)

Legyen h > 0 rogzitett és elegendden kicsi. Ekkor igaz lesz a kdvetkez6 osszefiiggés:

Y(t+h) = y(t)+h-y'(1)
Emelett tudjuk, hogy az f fiiggvényre igaz, hogy:
ft,y() =Y ().
Ekkor a korédbbi kozelité egyenldséget fel tudjuk irni dgy, hogy:

y(t+h)=y(t)+h-f(t,y()).

Ezek utan mar felirhat6 az Euler-mddszer, hiszen

h=k-h k=12,...
y(tk) ~ yk
Y(te +h) = iy

Tehat a kozelitésre felirhatd az alabbi modszer:

)’k+1:)’k+h‘f(t,yk>» k:1;27

A megoldas a fentiek szerint az 1.7. példa esetében a kdvetkezbképpen fog kinézni:

)’k+1:)’k+h'f(tk)a k:1727

ahol & > 0 a 1épéskoz és
f(t) = =Y

Kiilonbozd h értékek esetén kiilonbozd kozelitéseket kaptunk. Megmutathatd, hogy a médszer
konvergens, tehiat minél kisebb 1épéskozzel dolgozunk, az eredmény anndl pontosabb lesz. A
fliggvény értékét jelenleg nem folytonosan szdmoljuk ki, hanem diszkerét médon. Ezért minél
tobb pontban szdmoljuk ki a kozelitést, anndl stirlibben lesznek a kiszdmolt pontok, és igy az
eredmény is pontosabb lesz. Ezt szemléletesen a 4. dbran tekinthetjiik meg, ahol pirossal a
kiilonboz6 h értékek esetén kapott eredményt lathatjuk, a kék gorbe pedig a pontos megoldas

grafikonja.



. 5K(':'nzelit(’:i és pontos érték 6sszehasonlitasa . 5K(':'nzelit(’:i és pontos érték 6sszehasonlitasa
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(a) h=0,01 esetén (b) h=10,2 esetén
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(c) h=0,5 esetén (d) h =1 esetén

4. dbra: Euler-mddszer altal szamolt megoldasok kiilonb6z6 h értékekre

3.1.2. A Runge-Kutta-médszer

A negyedrendli Runge—Kutta-mddszerrel az (1) elsdrendi explicit differencidlegyenlet kezdeti-
értékfeladat megolddsanak negyedrendben konvergens kozelitését kaphatjuk meg. Negyedrendd
kozelités esetén a h zsugoritdsdval 4*-nel csokken a hibara adott felsS becslés is.

Eldszor tekintsiik meg az algoritmust az (1) esetén, ekkor a mddszerrel kapott kozelitésnek a
alakja az al4bbi:

Yi+1 ZYk+g'(F1+2'Fz+2-F3+F4), k=1,2,...



ahol & > 0 a 1épéskoz és

tk+§,yk+§ -F)

Lathatjuk, hogy a kozelités médja hasonlé az Euler-mddszerhez, tulajdonképpen annak egy
javitott véltozata. Mivel itt a meredekségeket is becsiiljiik és azokat silyozzuk, ezért pontosabb
megoldast kapunk, mint az Euler-mddszernél.

A moddszert az 1.7. példa esetén a kdvetkezdképpen irhatjuk fel:

Virl =Wk + 2 (F+2-FB+2-F+F), k=12,...

ahol h a 1épéskoz és

F = f(n)

B=fx+5-F)
F=f+5 R)
Fy=f(ye+h F3).

Ahol a az 1.7. példdban taldlhat6 f fliggvényt a kordbbiakhoz hasonléan ismét

f(t,y)=—y
képlettel tudjuk kiszamolni, tehat
Fi = —yx
F=—(+5-F)
B=—(w+% F)
Fy=—(yx+h-F3).

Az 5. abran itt is lathatjuk, hogy kiilonbozd h értékekre mennyire pontos kozelitést kapha-
tunk. Megfigyelhetjiik, hogy a Runge—Kutta-mddszerrel val6é kozelités lathatéan sokkal jobb
eredményt ad a kiilonbozd h értékekre, akkor is ha a & nem kicsi. Ez azért van, mert a Runge—
Kutta-mdédszer tobb meredekség becslése alapjan szamol, igy sokkal jobban meg tudja becsiilni
az eredeti fliggvény alakjat.
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(c) h=0,5 esetén (d) h =1 esetén

5. ébra: Runge—Kutta-modszer altal szamolt megoldédsok kiilonbozd h értékekre

3.2. Késleltetést tartalmazo differencidlegyenletek numerikus megoldasa

Az alfejezetben megnézziik, hogy a fent bevezetett modszereket egy kis véltoztatdssal a késlel-
tetést tartalmazo differencidlegyenletek esetén is tudjuk-e haszndlni igy, hogy azok j6 kozelitést
adjanak. A kiilonbség a kordbbiakhoz képest az, hogy a késleltetés miatt nem csak az adott ¢

id6ponttdl fog fiiggeni az ismeretlen fiiggvény derivéltja, hanem ¢ — 7 id6ponttdl is. Ekkor 7 a
késleltetés mértékét jeloli.

3.2.1. Az explicit Euler-médszer

A (3) késleltetett differencidlegyenlet esetén az explicit Euler-mddszer alakja a kovetkezd lesz:

yk+1:yk+h'f(tkayk—l_c)7 k:1727

ahol h > 0 1épéskoz mellett k olyan, hogy



T=k-h.
Ekkor a 2.1. példa esetén az f(,y,_z) igy néz ki, hogy:
fte i) = =iz

A jelenlegi példdban 7 = 1. A késleltetés miatt sziikségiink van még egy segédfiiggvényre is,
mivel jelen esetben az f fliggvénynél nem az yj, hanem az y, 1 helyen felvett értékét hasznaljuk

7

a kozelitéshez. Ehhez az el6z6 k értéket el kell tarolnunk egy masik vekotorban.

2Kt’)zelit(’:i és pontos érték 6sszehasonlitasa 2Kt’)zelit(’:i és pontos érték 6sszehasonlitasa

m—— k{zelites Euler-modszerrel m—— k{zelites Euler-modszerrel
— DONtOS €rté€k — DONtOS €rté€k
151 — kezdeti fliggvény 1 151 m——— kezdeti fliggvény

(a) h=0,01 esetén (b) h=10,2 esetén

2K(':'.zelit(’:i és pontos érték 6sszehasonlitasa 2K(':'.zelit(’:i és pontos érték 6sszehasonlitasa

m— kzelités Euler-médszerrel m— kzelités Euler-médszerrel
— pONtOS €rték — pONtOS €rték
151 m— kezdeti fliggveény 1 151 m— kezdeti fliggveny

1 0 1 2 3 4 1 0 1 2 3 4
t t
(c) h=0,5 esetén (d) h =1 esetén

6. abra: Euler-mddszer dltal szamolt megoldasok kiilonbozd / értékekre

A 6. dbran ismét megtekinthetjiik a megoldast kiilonbozd h értékek esetén. Lathatjuk, hogy a he-
lyes h megvélasztasa nagyon fontos, mert csak tigy kapunk pontos kozelitést, ha elég kis 1épés-
kozt hasznalunk. Megfigyelhetjiik, hogy minél bonyolultabb a fiiggvényiink, anndl fontosabb,
hogy h elég kicsi legyen, mivel a bonyolult fiiggvények gyakrabban véltoztatnak meredekséget.



3.2.2. A Runge-Kutta-modszer

A (3) késleltetett differencidlegyenlet esetén a modszer gy fog valtozni a kordbbiakhoz képest,

hogy
Vi+1 ZYk+g‘(Fl+2'F2+2'F3+F4), k=12,...

ahol tovédbbra is & > 0 a 1épéskoz és

F s Yi—i)

= flo_z+5 Y5 +5 F1)
(
(

[ i+ 4y i+5-F)

F
F
F3
Fs=f(ty_z+hy_;z+hF).

Mivel a 2.1. feladatban is
f(x) = =X,

és Euler-mddszerhez hasonldan itt is teljesiil, hogy:

ezért hasonldan az elb6zb6ekhez:

A 7. dbran megfigyelhetjiik, hogy nagy & > 0-k esetén a Runge—Kutta-kozelités ldtszolag rosszabb
eredményt ad, mint az Euler-mddszer. A késleltetést nem tartalmazé példankban ez éppen for-
ditva tortént. Elegenden kis 2 > 0 esetén az 4brabol még nem tudunk kovetkeztetéseket levon-
ni, ehhez sziikségiink lesz az abszolut hiba kiszémol4sara.
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(c) h=0,5 esetén (d) h =1 esetén

7. dbra: Runge—Kutta-mddszer altal szamolt megoldasok kiilonb6zd h értékekre

3.3. Példak és modszerek osszehasonlitasa
3.3.1. Az 1.7. példa és a 2.1. példa ésszehasonlitasa

Konnyen lathatd, hogy az 1.7. példa és a 2.1. példa igen hasonléak egyméshoz. A két példa
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felépitése ugyanaz és kezdeti fliggvényiik is megegyezik. Emellett mindkét megoldas fiiggvény
a nullahoz konvergal.

A kiilonbség a kett6 kozott az, hogy mig az 1.7. példdban késleltetést nem tartalmazd kdzonsé-
ges differencidlegyenletrdl besz€liink, ahol a fiiggvényiink a kezdetiértéktdl és egy ¢ idéponttol
fligg, addig a 2.1. példdban a késleltetést tartalmazo fliggvényiink a kezdeti fiiggvénytdl, és a
t — 1 id6ponttdl fiigg. Ez kezdetben egy kis valtoztatdsnak tlinhet, de a 8. dbran lathatjuk, hogy



mekkora véltozast okoz a késleltetés még két ilyen egyszerd fiiggvény esetén is. A masik na-
gyon szembet{ind kiillonbség az, hogy mig az 1.7. példa esetén a kapott fliggvény sima, addig
a2.1. példa esetén nem az. A késleltetés miatt a fiiggvényben toréspontok taldlhatok, és a fligg-
vény simasdga a r-vel egyiitt szakaszonként n3. Igy tehat r = 0 esetén a fiiggvény megoldds nem
derivalhato, t = 1 esetén egyszer, t = 2 esetén kétszer stb. . . derivdlhato.

A feladat megoldasa grafikonon abrazolva A példa megoldasa abrazolva

15

y(t)
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t t

(a) Az 1.7. példa megolddsa (b) A 2.1. példa megoldédsa

8. dbra: Példdk megolddsainak dsszehasonlitdsa

3.3.2. Az 1.7. példa hibafiiggvénye

Ebben az alfejezetben az 1.7. példara korabban bemutatott kozelitések hibdit vizsgaljuk meg. A
hibafiiggvények kiszamoldsdra hasznalt MATLAB kdd a fiiggelékben tekinthet6 meg.

A két kozelités Osszehasonlitdsdra abszoluat hibat mériink a kovetkez6 médon:

hibag ;. = YE k — Ypontos,k
hibagg k = YRK k — Y pontos,k
amelyeket igy szamolunk ki, hogy:
hibag (1) = y£ (1) = Ypontos k(1)
hibag 1(2) = YE k(2) = ¥ pontos.k(2)
hibag 1 (3) = YE x(3) = Y pontosk(3)

hibaE’k (n) =YE k (n) — Ypontos,k (l’l)

hibaRK,k(l) = yRK,k(l) - ypom‘os,k(l)
hibaRK,k(z) = yRK,k(z) - yp()nt()s,k(2>
hibaRK,k(3) = YRK ,k (3) — Ypontos .k (3)

hibaRK,k(n) = yRK,k(n) - ypontos,k(”)



A két hibafiiggvényt h = 0,01 és h = 1 értékekre is megtekinthetjiik a 9. dbrén. Itt ldthatjuk a
kozelitéseket és azok hibafiiggvényeit egymds mellett. Mint azt a kordbbiakban is megfigyel-
hettiik, a kozelitések kisebb 1épéskoz, azaz h esetén egyre pontosabb eredményt adnak. Ennek
kovetkeztében a hibajuk is kisebb lesz. Mig & = 0,01 esetén a hiba olyan kicsi, hogy az 10~
nagysagrendd, addig 4 = 1 esetén az Euler-mddszer hibdja akar 0, 35 is lehet bizonyos értékek-
re.

Megfigyelhetd az is, hogy a feladatokra a Runge—Kutta-mddszer sokkal jobb kozelitést ad mind-
két h esetén. Ebbdl kifolydlag az 1.7. példamegolddsara ezt a kozelitést lesz célszerl hasznélni,
mert igy pontosabb eredményt kaphatunk.

- Kozelltgsek a peldal esetén | , 10t | Hlbafuggvenyek
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(a) fiiggvények h = 0.01 esetén (b) hibafiiggvények 7 = 0.01 esetén
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15 : ;  perda ‘ Hibafliggvények
— ozelités Euler modszerrel 0.05 " ' "
m— DONtOS Erték
— kOzelités RK4 modszerrel 0 |
-0.05 f
01+
_ _ 0151
g g
,02 L
025 f
03+
Euler-modszer hibafliggvény
035 Runge-Kutta hibafiiggvény |
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(c) fiigggvények h =1 esetén (d) hibafiiggvények i = 1 esetén

9. dbra: Euler-mddszer 4ltal szamolt kozelitések hibafiiggvényei az 1.7. példa esetén

3.3.3. A 2.1. példa hibafiiggvénye

A 2.1. példa esetén a hibafiiggvényeket ismét a kordbban mar levezetett

hibaEJc = YE .k — Ypontos,k
hibaRK,k = YRK ,k — Ypontos,k



moédon szamitjuk ki.

A hibat ismét & = 0,01 és h = 1 esetén nézziik meg. A 10. dbrdn lathatjuk, hogy a késlel-
tetést tartalmazo differencidlegyenlet esetében is nagyon j6 kozelitéseket kapunk az altalunk
hasznalt médszerek éltal. EbbdI arra kovetkeztethetiink, hogy mikor a fiiggvényiink késleltetést
tartalmaz, akkor elég egyszer(ien dtalakitani ugy, hogy a késleltett értékkel szdmoljon és nincs
sziikség tovabbi véltoztatdsokra.

Lathatjuk, hogy mig a kozonséges differencidlegyenlet példanknal megfeleld £ esetén a hiba-
fliggvényiinkben nem taldlunk toréspontokat, addig a jelenlegi feladatban minden esetben tar-
talmaz ilyet. Ez azért van, mert t = 0 id6pontban mar az eredeti fiiggvényben is mindenképp
taldlhat6 egy toréspont.

Emelett érdekes megfigyelés az is, hogy a Runge—Kutta-mddszer nagy & > 0 esetén rosszabbul,
megfelelden kis 4 > 0 esetén pedig jobban teljesit, mint az Euler-médszer.

v teax & sl s 3 Hibafiiggvények
2Kozellto és pontos érték dsszehasonlitasa 72— ‘ Patiggveny
m— kzelités Euler-modszerrel 61 )
— DONLOS EMé€K
151 m— kGzelités Runge-Kutta-madszerrel | | 5 1
4+ il
3l i
1 i
0 i
-1r 4
o Euler-médszer hibafiiggvény g
Runge-Kutta hibafiiggvény
1 ! : : - 5 ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘ . !
-1 0 1 2 3 4 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
t t
(a) fiiggvények h = 0,01 esetén (b) hibafiiggvények 7 = 0,01 esetén
Kozelits és pontos érték dsszehasonlitisa Hibafiiggvények
m— kOzelites Euler-modszerrel 06}
m— nONtoS Erték
15 = kizelités Runge-Kutta-modszerrel | 1 05+t

Euler-maédszer hibafliggvény
Runge-Kutta hibafliggvény

4 ‘ ‘ ‘ . 03 ‘ . . . ‘ . .
-1 0 1 2 3 4 0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 a4
t t
(c) fiiggvények h =1 esetén (d) hibafiiggvények 7 = 1 esetén

10. dbra: Euler-mddszer altal szamolt kozelitések hibafiiggvényei a 2.1. példa esetén



4. Populaciéos modellek

A fejezet Svantnerné Sebestyén Gabriella: Populdciddinamikai modellek €s matematikai vizs-
gélatuk [3] forrds alapjan késziilt.

Kiilonféle é161ények populdciddinamikdjat differencidlegyenletekkel tudjuk modellezni, ahol a
kiilonb6z6 paraméterek mas-mas a populaciéra haté tényezdket irnak le.

Egy adott csoport egyedszdma rengeteg kiilonbozd tényezo6tdl fiigg, ilyen befolydsolhat6 koriil-
mény lehet példaul a jelenlegi egyedszam, a sziiletési rata, az él6hely eltartoképessége, kiilon-
b0z virusok elterjedése, természeti katasztrofak, a vele azonos kornyezetben megtalalhaté mas
csoportok egyedszdma €s tulajdonképpen barmi, ami hatdssal van az adott csoportra.

4.1. Verhulst-féle modell

A jelenlegi fejezetben egy olyan populacios modellt fogunk megtekinteni késleltetés nélkiil és
késleltetéssel is, amelyet a populdcié mérete, a sziiletési rata és az él6kornyezet eltartoképessége
befolyasol. Ebben a fejezetben a kozelitéshez az Euler-mddszerrel szamolunk.

Ezt a populdciés modellt a logisztikai novekedés, vagy Verhulst-féle modellnek nevezziik. A
modell sordn figyelembe vessziik azt, hogy a populdcié véges eltartoképességgel rendelkezik,
emelett a novekedés zart kornyezetben zajlik.

A kovetkezdkben 4, a fenti paraméterekkel rendelkez6 pupuldciés modellt fogunk megtekinteni,
ezek koziil 1 nem tartalmaz késleltetés, a mésik 3 pedig kiilonb6z6 médokon tartalmaz. A 3
késleltetést tartalmazé modell kozotti kiillonbség az, hogy az adott modell melyik véltozdja
tartalmaz késleltetést.

A populdciés modell ezen paraméterek esetén késleltetés nélkiil igy fog kinézni:

4.1. Példa. Tekintsiik

Y(t)=a-y(t)- (K—y(1)),

ahol y(¢) a populdcié mérete, a > 0 a sziiletési rita és K > 0 a teriilet eltartoképessége. Ez a
modell nem realisztikus, hiszen nem veszi figyelembe azt, hogy a szaporodasnak és az éloteriilet
kihasznaldsanak is vannak idGbeli késleltetései, mivel a legtobb populdcionak az 1) egyedek
sziiletéséhez és a taplalék feldolgozdsdhoz is idére van sziiksége.

Erre az egyenletre az Euler-mddszerrel val6 kozelités képlete:

Vet = Ve +h- fOryer), k=12,...
FOoyiez) =a-yi- (K—yk),

ahol & > 0 1épéskoz.

A héarom késleltetést tartalmazé modell pedig:



4.2. Példa. Tekintsiik
Y(t)=a-y(t)- (K=y(t—1)), t>0
)=o) =1 te[-1,0]

ahol 7 =1 a késleltetés mértéke. Ebben az valtozatban a tdplalék feldolgozasi id6 kapcsan
alkalmazunk késleltetést, igy figyelembe véve azt, hogy a taplalék feldolgozasahoz idére van
sziikség, ezért a teriilet eltartéképességébdl, nem y(¢), hanem y(t — 7) értékét vontuk ki.

Erre az egyenletekre az Euler-moédszer a koveztkez6képpen fog kinézni:
yk+l:yk+h'f(yk7yk—l_<)7 k:1727
Ok ye—r) = a-yi- (K =y _p)-
Ahol h > 0 1épéskoz és mellette k olyan, hogy
T=k-h.
4.3. Példa. Tekintsiik
Y()=ay(t—1) (K=y({r)), t>0
yt)=o)=1 te[-1,0]

ahol 7 = 1 a késleltetés mértéke. Ebben a valtozatban azért alkalmazunk kséleltetést, mert a
szaporodas mértéke fiigg a terhességi/vemhességi 1d6tol.

Erre az egyenletekre az Euler-modszer a koveztkez6képpen fog kinézni:
)’k+1:)’k_/}+h'f()’k;yk—12), k:1727
FOrYer) =a- vz (K—y).
Ahol h > 0 1épéskoz és mellette k olyan, hogy
T=k-h.
4.4. Példa. Tekintsiik
V() =a-y(t—1)-(K=y(t—1)), >0
yit)=o()=1, te[-1,0]

ahol 7 =1 a késleltetés mértéke. Ebben a viltozatban mindkét korabbi késleltetést egyszerre
alaklmazzuk, ugyanakkora 7 értékkel. A négy egyenlet koziil ezzel kaphatjuk a legrealisztiku-
sabb képet. Konkrét populdciora nézve az egyenletet tigy kaphatunk valdsdghi képet, ha két
kilonbozd T értékkel szamolunk, hiszen a két valtozonak az eltolodasa nem feltétlen azonos.

Erre az egyenletekre az Euler-moédszer a koveztkezképpen fog kinézni:

Yk+1:)’k_/}+h'f()’k,}’k—l_c)’ k:1727
TOeyer) =a Y (K—=y_p)-
Ahol h > 0 1épéskoz és mellette k olyan, hogy

T=k h.



A 11. 4bran lathatjuk a 4.1. populdciés modell megoldasét kiilonboz6 paraméterek esetén. Lat-
hatjuk, hogy a gorbe o véltoztatdsaval egybevagd marad; olyan, mintha az x-tengelyen eltol-
nank a fiiggvényt a késleltetés, azaz 7 = 1 értékkel. A sziiletési rata valtoztatdsaval lathajuk,
hogy minél nagyobb az érték, anndl gyorsabban érjiik el a maximum K értéket.

Populéacié egyedszamanak alakulasa Populéacié egyedszamanak alakulasa
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11. abra: A 4.1. populaciés modell megoldasa kiilonb6z6 paraméterekre



Populaci6 egyedszaméanak alakulasa Populaci6 egyedszaméanak alakulasa
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12. dbra: A 4.2. populaciés modell megoldasa kiilonb6zd paraméterekre

A 4.2. modell esetén a 12. dbran lathatjuk, hogy ebben az esetben a megoldds nem valtozik
sokat a 4.1. modellhez képest. A kiilonbség az, hogy itt a késeltetés miatt a [0, 1] intervallumon
megjelenik a fiiggvényben egy Uj szakasz, majd a toréspontot kdvetden a modell megoldasa

el6z0 esetekkel egybeviago, igy tehat a megoldds ¢ szerint mindig el lesz tolva 1-el.

A 13. dbran igazdn érdekes fiiggvényeket lathatunk. Erdekes megfigyelés, hogy a populdci6

sz 2

méretét mennyire befolydsolja a fiiggvény ilyen médon torténd késleltetése. A megoldds a to-
réspont utdn hasonlit a kordbbiakhoz, de egyik szakaszban sem veszi fel a 4.1. modell megol-

dasanak alakjat.
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13. dbra: A 4.3. populaciés modellek kiilonboz6 paraméterekre

A 14. dbran lathatjuk azt a modellt, amleyben a fiiggvényiink csak a t-val ezel6tti idGpont
beli értéktdl fiigg. Itt tehdt figyelembe vessziik mindkét kordbban emlitett paraméter id6beli
eltolodasat. A mindkét helyen késleltetést tartalmaz6 modell jobban hasonlit a 4.1. és a 4.2.
modellekre, mint a 4.3. modellre.
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14. dbra: A 4.4. populacioés modell megoldasai kiilonb6zd paraméterekre

A 15. dbran megtekinthetjiik, hogy a kiillonb6z6 példdk megoldésai, hogy néznek ki azonos
paraméterek esetén egymashoz képest. Zolddel lathatjuk a 4.3., pirossal a 4.1., kékkel a 4.2. és
rozsaszinnel a 4.4. modellt.

Megfigyelhetjiik, hogy a kisebb modellbeli véltozatasok ellenére az 6sszes fliggvény koriilbeliil
ugyanabban a ¢ id6pontban €ri el a maximalis egyedszamot. Abban viszont, hogy a fiiggvény
hogy viselkednek ezel6tt a ¢ id6pont elbtt, vannak kiilonbségek.

A késleltetést tartalmaz6 véltozatokban minden esetben taldlhaté egy toréspont r = 1 idépont-
ban, ez T = 1 miatt van igy. A fiiggvényeink a toréspontok utdn mind simdk.

Erdekes, hogy a maximalis egyedszdmot minden esetben a 4.3. késleltetést tartalmazé modell
éri el, hiszen azt varnank, hogy a késleltetést tartalmazé modelleknek az eredménye kés6bb éri
el a maximumot a késleltetést nem tartalmazé modellekhez képest, mert novekedd egyedszamu
modellek esetén a kordbbi értékekbdl valo szamolds éltaldban kisebb értékekkel valé szamolast
jelent.
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15. dbra: A 4 példa megoldésainak 0sszehasonlitdsa azonos paraméterek esetén



4.2. Lotka—Volterra-féle zsakmany-ragadozé-modell

A Lotka—Volterra-féle zsadkmany-ragadozé-modell megolddsdhoz nem csak szimpla differenci-
alegyenletekre, hanem differencidlegyenlet rendszerekre van sziikség. Ez azért van, mert ebben
az esetben két populdcié egymdsra gyakorolt hatdsat vizsgaljuk, igy két osszefiiggd valtozonk
van. Ebben a fejezetben a megoldasok kozelitését Runge—Kutta-mddszerrel szamoljuk ki.

El6szor nézziik meg a populdcids modellt késleltetést nem tartalmazé differencidlegyenlet ese-
tén.

4.5. Példa. Keressiik annak az egyenletrendszernek a megoldasat, ahol:

W' (t) = g(t,u(t),v(t))

V(1) = 1(t,u(t),v(1))
gt u(t),v(r)) =a-u(t)—b-u(t) v(t)
It u(t),v(t)) =c-u(t) v(t)—c-v(t)

u(0) = ug

v(0) = vo,

a,b,c,d >0
u,v:R—R

¢, :RxR?> - R.

A 4.5. feladat numerikus megolddsahoz vezessiik be az alabbiakat:

y(t) = (ig;) , y:RoR?

Ekkor a 4.5. példa atirhato az aldbbi alakba:

(1) = f(t,y(1))
¥(0) = yo.

7 7z

Innentd8l konnyd dolgunk van, hiszen az el6z6 fejezetkben mar taldlhaté numerikus médszer az
ilyen alaku egyenletekre. A kiilonbség csupan annyi, hogy y, jelen esetben egy vektor.

A feladatra felirva a Runge—Kutta-mdédszert:

Yi+1 :yk+%'(F1+2'Fz+2-F3+F4), k=1,2,...



ahol & > 0 a 1épéskoz és

Fi = f(tr i)

B=fl+iw+iF)
Fi=fti+in+24R)
Fy= f(tx+h,yc+h-F3)

megkapjuk a 4.5. példa megoldasat, amelyet a 16. dbran lathatunk. Az dbra a ragadozo és a
zsdkmany kozotti viszonyt mutatja meg. Az id6 eldrehaladtaval nem tériink le a mar ismert got-
bérdl, ugyanis a megoldas periodikus €s mindig megvan az egyensuly a ragadoz6 €s a zsdkmany
kozott.

. Ragadozé-zsakméany modell
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16. abra: A 4.5. feladat megoldésa fazistérben dbrazolva

Azért, hogy a modell pontosabb legyen, érdemes bizonyos részeit késleltetéssel leirni. A kovet-
kezb6kben tekintsiink egy olyan modellt, ahol figyelembe vessziik a zsdkmany populdcié szapo-
rodasi idejét is.

4.6. Példa. Keressiik annak az egyenletrendszernek a megoldasat, ahol:

u' (1) = g(t,u(r),v(t))
v/(t) = l(t>u(l)7v(l))
gtyu(t),v(t),u(t—1))=a-u(t—1)—b-u(t)-v(r)
L(t,u(t),v(t)) =c-u(t) -v(t)—c-v(t)
u(0) = ug
v(0) = vo,

A fentebb mar bemuatott médon erre a feladatra is alkalmazzuk a Runge—Kutta-mddszert. A 17.
abran lathatjuk a 4.6. példa megoldasat. Lathatjuk, hogy a késleltetés miatt mar nem alakul ki
periodikus megoldds, mint a kordbbi esetben.
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17. abra: A 4.6. feladat megoldésa fazistérben abrazolva

Egy édbrdra helyezve a két modell megoldésat, megtekinthetjiik, hogy azonos paraméterekkel
mennyire kiilonobznek egymdstol. A 18. dbran lathatjuk, hogy a két modell igencsak eltérd

értékeket ad.
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18. abra: A két modell megoldasa fazistérben dbrazolva

Osszességében elmondhatjuk, hogy a késleltetést tartalmazé differencidlegyenletek fontos ré-
szei a modellalkotdsnak és semmiképp sem szabad megfeledkezni réluk, mivel segitségiikkel a

kornyezetiinket sokkal pontosabban tudjuk modellezni.



5. Osszefoglalas

A dolgozatban arra a kérdésre kerestem a valaszt, hogy a késleltetést tartalmazé differencidl-
egyenletek esetén hogyan véltoznak a numerikus megoldédsi médszerek.

Ehhez el6szor bevezettem az alapfogalmakat, majd egyszerd példdk esetén megnéztem a kii-
lonbségeket a késleltetést tartalmaz6 és a késleltetést nem tartalmazo differencidlegyenletek
kozott. A dolgozatban az Euler- és a Runge—Kutta-mddszereket hasznaltam a fiiggvények ko-
zelitésére. Az egyik példa esetén a pontos értékét is kiszdmoltam, hogy a késdbbiekben mér-
hessem a kozelitési modszerek hibdjat.

Késleltetés esetén a modszereken annyit valtoztattam, hogy a y(z) helyett y(z — 7)-val szamol-
tam. Ez az 4talakitds pozitiv eredményeket adott, ugyanis a hibafiiggvények kiszdmoldsa és
abrazolédsa sordn arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy elégséges ezt a két numerikus mddszert
a fenti modon 4tirni, hogy j6 kozelitéseket kapjunk.

A dolgozat végén bemutattam és numerikusan megoldottam két populdcidés modellt késleltetés
nélkiil és késleltetés esetén is. Ezekbdl az egyik egy bonyolultabb két ismeretlenes egyenlet-
rendszert tartalmazott.

A dolgozatban taldlhat6 dbrdkat sajat kodokkal készitettem, amelyek a fiiggelékben taldlhatok.



6. Fiiggelék - MATLAB kédok és leirasuk

A fiiggelékben megtaldlhatéak azok a MATLAB kédot, amelyekkel a kozelitéseket, a hiba-
fliggvényeket és az ezeket bemutat6 dbrdkat készitettem. A dolgozathoz sok kiilonboz6 kédot

készitettem, az itt megjelenitett kddok kommentek ki és be kapcsoldsdval az 6sszes elkészitett
kédot lefedik.

6.1. Kozonséges példa

A koédban két fiiggvényt taldlhatunk, az els6 kiszdmolja az 1.7. példa esetén a pontos fiiggvényt,
annak Euler- és a Runge—Kutta-mddszerekkel val6 kozelitését, €s ezek hibafiiggvényeit.

A hibafiiggvényt két konkrét h esetre irtam fel, ez azért van, mert azt a ,,probléméat”, hogy
kozelitések esetén r = 0-t6] ¢ = 4-ig kevesebb adatom van, mint a pontos fiiggvény esetén — igy
a vektoraim nem egyforma hossziak — tigy hidaltam at, hogy a vektorhosszusig kiilonbségekre
szdmoltam ki egyéni hibaszdmitdsi modszereket.

A masodik fliggvény a kozelitésekhez sziikséges segédfiiggvényt tartalmazza.

A kéd:

%Kozonseges differencialegyenlet

function E = hiba_sima (x0,t,h)
x (1) = x0;
z(1l) = x0;
b(l) = 0;
a(l) = 0;
N = floor (t/h)+1;

tex = linspace (0,t,4001);
x0*xexp (-tex) ;

)
Il

x(i) = x(i-1) + h * fgv_sima(x(i-1));
k.1 = h % fgv_sima(z(i-1));
k_ 2 =h x fgv_sima(z (i-1)+k_ l*h/Z)
k_3 h » fgv_sima(z (i-1)+k_2%h/2)
k_ 4 = h x fgv_sima(z (i-1)+k_3xh);
z(1) = z(1-1) + (1/6)*(k_1+2*xk_2+42xk_3+k_4);
s{
$h=0.01
a(i) = x(i) - e((10)*(i-1)+1);
b(i) = z(i) - e((10)*(i-1)+1);
5}
end




28 th=1

29 a(2) = x(2)-e(1001);

30 a(3) = x(3)-e(2001);

31 a(4) = x(4)-e(3001);

32 a(b) = x(5)—-e(4001);

33

34 b(2) = z(2)-e(1001);

35 b(3) = z(3)-e(2001);

36 b(4) = z(4)-e(3001);

37 b(5) = z(5)-e(4001);

38 %}

30 | &{

40 $hibafuggvenyek

41 plot ([O:h:t],a, "green", 'LineWidth', 2)

42 axis ([0 t -20+x10"-4 2%x10"-4])

43 hold on

44 plot ([0O:h:t],b, "cyan", 'LineWidth', 2)

45 hold on

46

47 title('Hibafuggvenyek', 'fontsize',15)

48 xlabel ('t', '"fontsize',10, 'fontweight', 'bold")

49 ylabel ('e(t)', '"fontsize',10, "fontweight', "bold")

50 legend('Euler—-modszer hibafuggveny', 'Runge-Kutta
hibafuggveny')

51 1%}

52 1%¢

53 %Kozelitesek

54 plot ([0:h:t],x, "red", "LineWidth',2)

55 $axis ([0 t -1 x0+0.5])

56 hold on

57 plot (tex, x0+exp (-tex), "blue", 'LineWidth',2)

58 hold on

59 plot ([0:h:t],z, "magenta", 'LineWidth',2)

60

61 title('Kozelitesek a pelda eseten', 'fontsize',15)

62 xlabel ('t'", "fontsize',10, 'fontweight', "bold")

63 ylabel ('y(t)', "fontsize',10, "fontweight', '"bold")

64 legend('kozelites Euler-modszerrel', 'pontos ertek’','
kozelites RK4-modszerrel')

65 | %}

66

67 |end

68

69 | function dy= fgv_sima (y)

70 1dy = -y;

71 |end

72

73| % hiba sima(l1,4,0.01)




% hiba sima(1,4,1)

6.2. Késleltetett példa

A kédban két fiiggvényt taldlhatunk, az els6 kiszamolja a 2.1. példa esetén a pontos fiiggvényt,
annak Euler- és a Runge—Kutta-mdédszerekkel val6 kozelitését, és ezek hibafiiggvényeit.

A hibafiiggvényt két konkrét h esetre irtam fel, ez azért van, mert azt a ,,probléméat”, hogy
kozelitések esetén r = 0-t6] = 4-ig kevesebb adatom van, mint a pontos fiiggvény esetén — igy
a vektoraim nem egyforma hossziak — ugy hidaltam at, hogy a vektorhosszuisag kiilonbségekre
szamoltam ki egyéni hibaszamitdsi modszereket.

A masodik fliggvény a kozelitésekhez sziikséges segédfiiggvényt tartalmazza.

A kod:

%3Kesleltetest tartalmazo differencialegyenlet
function E = hiba_delay (x0,t,h)

N = floor(t/h+1l);
X (1) = x0;
z (1) = x0;

xn = ones(1l,1/h);
zn = ones(1l,1/h);

b(l) = 0;

a(l) = 0;

bl =linspace(0,1,1001);

b2 =linspace(1,2,1001);

b3 =linspace(2,3,1001);

b4 =linspace(3,4,1001);

el = —(bl-1);

e2 =  (((b2-1).%(b2-1)) / 2)-b2+1;

e3 = —((b3-2).73)/6 + (((b3-1).x(b3-1)) / 2)-b3+1;

ed = +((b4-3) .74)/24-((b4-2).73)/6 + (((b4-1).x(b4-1)) / 2)
-bd+1;

for i = 2:N
x(i) = x(i-1) + h x fgv_delay2(xn(l));

Xn = circshift (xn,-1);

xn(end) = x(1i);

k_1 =h  fgv_delay2(zn(l));

k_2 =h » fgv_delay2(zn(l)+h*k_1/2);
k_3 =h » fgv_delay2(zn(l)+h*k_2/2);
k_ 4 = h » fgv_delay2(zn(1l)+hxk_3);




32 z(1) = z(i-1) + (1/6)x(k_14+2xk_24+2xk_3+k_4);

33 zn = circshift (zn,-1);

34 zn (end) = z(1);

35 ${

36 %h=0.01

37 1f 1 <=100

38 a(i) = x(i) - el ((10)*(i-1)+1);

39 b(i) = z(i) - el ((10)*(i-1)+1);

40

41 elseif i > 100 && 1 <=200

42 a(i) = x(i) - e2((10)*(i-101)+1);

43 b(i) = z(i) - e2((10)*(1i-101)+1);

44

45 elseif 1 >= 200 && 1 <=300

46 a(i) = x(i) — e3((10)(i-201)+1);

47 b(i) = z(i) - e3((10)*(i-201)+1);

48

49 elseif 1>=300

50 a(i) = x(i) — e4((10)+(i-301)+1);

51 b(i) = z(i) - e4((10)*(i—-301)+1);

52

53 end

54 %}

55 end

56 ${

57 % h=1I

58 a(2) = x(2)-el(1001);

59 a(3) = x(3)-e2(1001);

60 a(4) = x(4)-e3(1001);

61 a(b) = x(5)-e4(1001) ;

62

63 b(2) = z(2)-el(1001);

64 b(3) = z(3)-e2(1001);

65 b(4) = z(4)-e3(1001);

66 b(5) = z(5)-e4(1001);

67

68 %)

69 | &{

70 $hibafuggvenyek

71 plot ([0O:h:t],a, "green", 'LineWidth', 2)

72 hold on

73 plot ([0O:h:t],b, "cyan", 'LineWidth', 2)

74 hold on

75 title('Hibafuggvenyek', 'fontsize',15)

76 xlabel ('t', '"fontsize',10, 'fontweight', 'bold")

77 ylabel ('e(t) ', '"fontsize',10, 'fontweight', "bold")

78 legend ('Euler—-modszer hibafuggveny', 'Runge—-Kutta
hibafuggveny')




oo oo
~ e

%kozelitesek

plot ([O:h:t],x, "red", "'Linewidth', 2)
hold on

axis([-1 t -1 x0+1])

plot([-1 0], [1 1],"blue", 'LineWidth',2)

hold on

plot ([0O:h:t],z, "magenta"”, 'Linewidth',2)
hold on

plot ([-1 0], [1 1], "blue"”, 'Linewidth',Z2)
hold on

plot (bl,el, "blue", 'LineWidth',2)

hold on

plot (b2,e2, "blue", 'LineWidth',2)

hold on

plot (b3,e3, "blue", 'LineWidth',2)

hold on

plot (b4,e4, "blue", 'LineWidth',2)

title('Kozelito es pontos ertek osszehasonlitasa', 'fontsize
", 15)

xlabel ('t', "fontsize',10, '"fontweight', '"bold")

ylabel ('y(t) ', "fontsize',10, '"fontweight', "bold")

legend('kozelites Euler-modszerrel', 'pontos ertek','
kozelites Runge—-Kutta-modszerrel')

function r = fgv_delay2(y)

r= -Y;
end

¢ hiba delay(1,4,1)
s hiba_delay(1,4,0.01)

6.3. Verhulst-féle modell

A kédban 5 fiiggvényt taldlunk, az els6 kiszamolja és dbrdzolja a megadott paraméterekkel a
dolgozatban taldlhaté Verhulst-féle modellhez tart6z6 értékeket. Az értékek meghatarozasara
Euler-mddszeres kozelitést alkalmazunk.

A tobbi fliggvény a kozelitésekhez sziikséges segédfiiggvényt tartalmazza.

function r = populacio(x0,t,h,a,K)

x (1) = x0;




N = floor(t/h)+1;

hossz = linspace(0,t,t/h+1);
zn = ones(1l,1/h);

z (1) = x0;

x(i) = x(i-1) + h * fgv_pop(a,x(i-1),K);

x(1i) = x(i-1) + h » fgv_pop(a,x(i-1),K);

z(i) = z(i-1) + h = fgv_pop3(a,z(i-1),zn(1l),K);
zn = circshift (zn,-1);

zn (end) = x(1);

end

plot (hossz,x, "red", 'LineWidth', 2)

hold on

plot (hossz, z, "blue", 'LineWidth', 2)
%plot (hossz, z, "green", "LineWidth', 2)
gplot (hossz, z, "magenta", "LinewWidth', 2)
hold on

axis ([0 t 0 z(end)+0.2])

yline (K)

title('Populacio egyedszamanak alakulasa', 'fontsize',15)
xlabel('t', "fontsize',10, 'fontweight', "bold")
ylabel ('y(t) ', "fontsize',10, 'fontweight', '"bold")

end

function dy = fgv_pop(a,y,K)
dy = a ~ y * (K-y);
end

function dy = fgv_popl(a,y,tau,K)
dy = a » y » (K-tau);
end

function dy = fgv_pop2(a,y,tau,K)
dy = a * tau x* (K-y);
end

function dy = fgv_pop3(a,y,tau,K)
dy = a » tau » (K-tau);
end




populacio(0.1,20,0.
populacio(0.1,20,0.
populacio(0.2,20,0.

01,0.4,1)
01,1.2,1)
01,0.4,1)

oo o oo oo

W N =

populacio(0.2,20,0.01,1.2,1)

6.4. Lotka—Volterra-féle zsakmany-ragadoz6-modell

A kédban 3 fiiggvényt taldlunk, az els6 kiszamolja és dbrdzolja a megadott paraméterekkel a
Lotka—Volterra-féle zsdkmany-ragadoz6-modellhez tart6zé értékeket. Az értékek meghataroza-
sdra Runge—Kutta-mddszeres kozelitést alkalmazunk.

A tobbi fliggvény a kozelitésekhez sziikséges segédfiiggvényt tartalmazza.

unction r

rzs (u0,v0,t,h)

3ul0 - zsakmany, v0 - ragadozo

y (1,1)=u0;

y(2,1)=v0;

z(1,1)=u0;

z(2,1)=v0;

N = floor(t/h)+1;

zn = ones(2,1/h);

for i = 2:N
k1l = func(y(:,1i-1));
k2 = func(y(:,i-1) + h/2 * k1);
k3 = func(y(:,i-1) + h/2 % k2);
k4 = func(y(:,i-1) + h * k3);
y(:,1) = y(:,1-1) + h/6 = (k1 + 2 = k2 + 2 * k3 + k4);
k1 = func_(z(:,1i-1),zn(:,1));
k_2 func_(z (:,1-1)+k_1+xh/2,zn(:,1)+k_1xh/2);
k_3 func_(z(:,1-1)+k_2+xh/2,zn(:,1)+k_2xh/2);
k_ 4 = func_(z(:,i-1)+h * k_3,zn(:,1)+h %= k_3);
z(:,1) = z(:,1-1) + (h/6)*(k_1+2*xk_2+2%k_3+k_4);
zn(l,:) = circshift(zn(l,:),-1);
zn(2,:) = circshift(zn(2,:),-1);
zn(:,end) = z(:,1);

end

plot(y(2,:),y(1,:),"blue", "Linewidth', 2);

axis([-0.5 5 -0.5 57)

hold on

splot(z(2,:),z(1,:),"red", 'Linewidth',2);




saxis ([-0.5 5 -0.5 5])

title ('Ragadozo-zsakmany modell', 'fontsize',15)
xlabel ('zsakmany', 'fontsize',10, 'fontweight', 'bold")
ylabel ('ragadozo', 'fontsize',10, 'fontweight', 'bold")
%legend('Kesleltetes nelkuli modell', '"Kesleltetest
tartalmazo modell")
end

function dy = func (y)

dy (1,1) = y(1,:) = y(1,:) * yv(2,:);
dy(2,1) = y(1,:) = y(2,:) = v(2,:);
end
function dy = func_ (z, zn)
dy(1,1) = zn(l,:) — z(1,:) * z(2,:);
dy(2,1) = z(1l,:) * z(2,:) — z(2,:);
end

% rzs(0.2,0.2,50,0.01)
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