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1. Bevezetés

Giovanni Domenico Cassini neve leginkabb
azok szamara lehet ismerds, akik érdek-
16dnek a csillagészat irant, esetleg nyomon
kovetik az trkutatas fontosabb, aktudlis
eredményeit. Legutébb a nevét visel6 Cas-
sini trszondardél hallhattunk, amelyrél —
annak hisz éves miikodése alatt — tobbszor
is beszamoltak kiilonb6z6 hiradasok, hirol-
dalak, tudomanyos szakoldalak. [13], [14],
15

Az eszkoz eredetileg tarsaval, a Huygens le-
szalloegységgel indult 1997. oktéber 15-én, Giovanni Domenico Cassini (1625 — 1712)
és hét évvel késobb érte el céljat, a Sza-

turnuszt. [12] A Huygens leszallbegység sikeres landoldst hajtott végre a névadéja dltal
felfedezett Titanon, a Szaturnusz legnagyobb holdjan, ahol a stirti kod alatt szilard fel-
szinre bukkant. Az {irszonda és a leszalloegység altal végzett vizsgalatok alapjan kideriilt,
hogy a Titan felszinén nagy kiterjedésii etan- és metantavak talalhatok, amelyek péaro-
lognak, majd es6 forméajaban visszahullanak a felszinre. Ezek a koriilmények nagyban
megegyezhetnek azokkal az idéjarasi és 1légkori viszonyokkal, amelyek a Foldet jellemez-

hették torténetének korai szakaszaban.

A bolygo koriil kering6 Cassini tirszonda kiildetése soran vizsgalta a Szaturnusz 6sszetéte-
1ét, szerkezetét, a gytiriii és a holdjai kozott lejatszodé dinamikai folyamatokat, a holdak
felszinét, Osszetételét és belsé szerkezetét. A program legjelentGsebb eredményei k6zott
tartjak szamon, hogy az eszkoz a felszint boritd jégtakard aldl kitord gejzireket figyelt
meg az Enceladuson, a Szaturnusz hatodik legnagyobb holdjan. Ebbol arra lehet kovet-
keztetni, hogy a hold jégrétege alatt globalis viz-6cean hizodik. Az Enceladus e gejzirjei
taplaljak a bolygd E-gytriijét, amely miatt a gytriik aktivak, idében valtoznak, és igy a
holdak keletkezésének folyamatait figyelhetjiik meg ezek vizsgalatan keresztiil.

Az {irszonda 2016 végén megkezdte kiildetésének végsd, Nagy Finalénak nevezett fazisat.
A program utolsé szakaszaban az eszkoz megkozelitette a Szaturnuszt, tobbszor a legbelsd
gylri és a bolygd kozott haladva adatokat gytjtott annak légkorérdl, a gytirtikrdl, a
bolygd gravitacios és magneses terérdl. Végul 2017. szeptember 15-én belépett a légkorbe,

és befejezte kiildetését.

Az lrszonda névaddjanak kivalasztdsa nem a véletlen eredménye: Cassini volt koranak

legfejlettebb eszkozokkel rendelkezé csillagasza, és tobb olyan tudoméanyos eredményt is



neki koszonhetiink, amely a Szaturnuszhoz kapcsolédik. O fedezte fel a bolygd holdjai
kozul az lapetus, Rhea, Tethys és Dione holdakat, valamint a Szaturnusz A- és B-gytirti

kozotti hézagot, a rola elnevezett Cassini-rést.

Kozépiskolai tanulméanyinkbél jol ismerjiik a bolygdk mozgasat leiré Kepler-torvényeket.
[9] A hédrom torvény koziil az elsé a mozgasok palyajanak alakjat hatarozza meg: a bolygdk
palyaja ellipszis, és annak egyik fékuszpontjaban a Nap van. Cassini elutasitotta Kep-
lernek ezt az elképzelését. Ehelyett ¢ tigy gondolta, hogy a palya valdéjaban — a késébb
rola elnevezett — Cassini-gorbe. Hogy mik a Cassini-gorbék, és milyen tulajdonsagokkal

rendelkeznek, ezzel foglalkozunk a szakdolgozatban.

A Kepler-tovényekben is elokertild ellipszis, valamint a hiperbola definiciéja szintén jol
ismert az iskolas tananyagbol. Tulajdonképpen ezeknek a természetes folytatasaként ju-
tunk a Cassini-gorbékhez. Ko6zos ezekben a gorbékben, hogy mindannyian két, rogzitett

fokuszpont segitségével vannak meghatarozva.

Az ellpiszis azon pontok mértani helye a sikon, amelyek fokszpontoktol mért tavolsagai-

nak osszege allando.

1. abra. Ellipszis F1, F, fokuszpontokkal.

A hiperbola a sik azon pontjainak mértani helye, amelyek fokszpontoktél mért tavolsagai

kiilonbségének abszolut értéke allando.

F By

2. abra. Hiperbola F;, F, fékuszpontokkal.



A definiciokban szereplé oOsszeg, illetve kiilonbség szavak helyettesithet6k mas miivele-
tekkel is. Igy jutottunk egyetemi tanulmanyaink sordn az Apolloniusz-kdrhoz. Ezt tgy
definialhatjuk, hogy a sik azon pontjai alkotjak, amelyek fokuszpontoktél — azaz a két

rogzitett ponttol — mért tavolsdgainak hanyadosa allando.

3. &bra. Egy, az A, B pontokhoz tartozé Apolléniusz-kor.

Végiil tekinthetiik a fékuszpontoktél mért tavolsagoknak a szorzatat is, ekkor érkeziink
a Cassini-gorbékhez: azok a pontok alkotnak egy Cassini-gorbét, amelyek esetén ez a

szorzat ugyanakkora, meghatarozott értéket vesz fel.

4. abra. Cassini-gorbe F1, F, foékuszpontokkal.

A szakdolgozat a tanarszakos bevezeté matematikatantargyak anyagara tamaszkodik. A
sziitkséges geometriai hattérismeretek megtalalhatok Hajos Gyorgy: Bevezetés a geomet-

ridba (Tankonyvkiadd, 1966) cimi konyvében.



2. A Cassini-gorbe de nicidja és egyenlete

De nicié. Legyenek adva aa ésc pozitiv valds szamok, tovabba legyenek adva a sikban
az egymastola tavolsagra IéveF, ésF, pontok.

Az F1, F, fokuszpontokkal és ac®> paraméterrel meghatarozott Cassini-féle gérbe azon
pontok mértani helye a sikban, amely pontokr&1P ésF,P tavolsagok szorzata allando,
¢ nagysagu.

5. abra. Rogzitett fokuszpontl Cassini-gdrbék kilonbdz@&? paraméterek esetén. A gorbék fo-
kuszpontjai a fekete pontok.

2.1. A Cassini-gorbe egyenlete Descartes-féle koordinata-rend-
szerben

Vegyuk fel ugy a koordinata-rendszert, hogy ax-tengelye azFiF, egyenes, origbja az
F1F, szakasz felez®pontja legyen. A fokuszpontok koordinatai ekker( a;0), F»(a;0).

A Cassini-gorbét kanonikus helyzetfnek hivjuk, ha fokuszpontjai a koordinata-rendszer
x-tengelyén ugy helyezkednek el, hogy & F» szakasz felez®pontja az origo.



6. abra. A Cassini-gdrbe fokuszpontjai és &P (x;y) pontja.

A P(x;y) pont és a fékuszpontok tavolsaga a kovetkez®képpen irhat6 fel:

q — — g — — —
FiP = (x+a)2+y2 FoP = (x a)2+yZ

A P(x;y) pont pontosan akkor van rajta azFq, F, fokuszponti, ¢ paramétery Cassini-
gorbén, haF{P FoP = ¢, azaz

q
(x+a)2+y? (x a)?+y?=c
Mindkét oldalon nemnegativ kifejezések allnak, ezért a négyzetreemelés ekvivalens atala-
kitas,
(x+a)’+y®  (x @+y? =t
Az igy kapott egyenletet tovabb alakitjuk:

2 (x+a)?+(x @) +y'=ch

2

(x+a)(x a +y
2

X2 @ “+y? x%42a2 +yt=

X4 2X2a2+ a4+2X2y2+2y2a2+ y4 — C4;

x4 +2x22+yh 2aBx2+2a%2= ¢t a

22

X2 +y 2a° x> y? =¢* a* 1)

Mivel az egyenletrendezési lépések soran ekvivalens atalakitdsokat hajtottunk végre, a
végeredmeényll kapott (1)-es egyenletet pontosan a gérbe pontjai elégitik ki. Az (1)-es
egyenlet a Cassini-féle gorbe egyenlete a Descartes-féle koordinata-rendszerben.
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A Cassini-féle gorbe egy specialis esete, amikor a. Ekkor az (1)-es egyenlet

2
X2+ y2 — 2a2 X2 y2 (2)

alakra hozhaté. Ez a Bernoulli-féle lemniszkata egyenlete, ami a Cassini-gérbék kozé

tartoz6 specialis sikgorbe.

Megjegyzés. A Bernoulli-féle lemniszkatan kivil 1éteznek még mas, szintén lemnisz-
katanak nevezett gorbék is. A tovabbiakban a Bernoulli-féle lemniszkatat egyszerfen
lemniszkatanak fogjuk nevezni.

2.2. A Cassini-gorbe egyenlete polarkoordinatakkal

Az (1) egyenletb®I indulunk ki, és elvégezzik az=r cos ,y=r sin' helyettesitést,
ahol06 r,06"' 6 2 .

2

r2cog’ +r?sin’' 2a° r’cos'  r?sin®' =c* at
2
r2 co$' +sin?' 22 r? cos' st =c* at
2
r21 2% r?cos(2) =c* a*
r4 2a’rcos(2 )= c¢* a* (3)
Ebb®Ir2-et kifejezve:
q
, 2a%cos(2)  4a*co(2' )+4(ct at)
r2= :
2 i)
2_ .2 K
re=a‘cos(2) a*co(2 )+t at 4)




3. A gorbe alakja

Ahogy az 5-0s és a 7-es abran is lathatd, a Cassini-gorbéknek tobb, egymastél Iényegesen
kilonbdz® tipusa lehetséges. Van olyan Cassini-gorbe, amely egyetlen 6sszefiigg®, 6nma-
gat nem metsz® zart gorbe, van olyan Cassini-gérbe, amely 6nmagat metszi, és létezik
olyan tipus is, amelyik két kilén darabbdl all. Ez a gorbe ésc paraméterének viszo-
nyatol fiigg. A (4)-es egyenlet felhasznalasaval tudjuk az esetek szétvalasztasat precizen
megtenni.

7. &bra. Cassini-gorbékc >a (z6ld), c= a (kék), c <a (piros) tipusai.

Megkulonboztetiink harom esetet:

1. Ha ¢ > a, akkor ¢* > a%, vagyis ¢* a*> 0. Emiatt a (4)-es egyenletben szerep-
I® négyzetgyokds kifejezés mindén szog esetén biztosan értelmezve van a valos
szamok halmazan, ugyanis®cog(2' ) mivel négyzetszdm nemnegativ, tehat a
négyzetgyok alatt biztosan pozitiv szam all. Tovabba a feltétel miatt fennall, hogy

q q
atcoR(2' )+ 4 at> a*co(2' )= ajcos(2 )j> a’cos(2 );

vagyis

q
atco2(2' )+ & a*>acos(2 ):

Emiatt a (4)-es egyenletben a négyzetgyok el®tti negativ el®jel valasztasa esetén a
jobb oldal negativ lenne. Az egyenlet bal oldalan viszont masodik hatvany szerepel,
ami nem lehet negativ, tehat a negativ el®jel valasztasa nem ad megoldast. Ezért
c > a esetén a (4)-es egyenletben csak pozitiv el®jel valaszthatd a négyzetgyok el®tt.
Ebben az esetben viszont mindeh sz6ghdz pontosan egy-érték tartozik, mivel r
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nemnegativ a de nicié szerint. Az -et egyértelmfen ki tudjuk fejezni' segitségével:
' q
r= a?cos(2 )+ a%coF(2' )+ c* at

Ez az 6sszefiiggés megadja ebben az esetben a gorbe dsszes pontjat. Ahogy az abran
lathatd, ekkor dsszefligg®, 6nmagat nem metsz®, zart gorbét kapunk.

. Hac= a, akkor a (3)-as egyenlet
r2 r? 2a%cos(2) =0

alakra hozhat6 atrendezéssel és kiemeléssel. Ennek mindeszdg esetén megoldasa
azr =0 pont, tehat a Cassini-gdrbének ebben az esetben eleme az origé mint pont.
Viszont megoldast kaphatunk akkor is, ha azt vizsgaljuk, hogy? 2a2cos(2 )=0
mikor teljesull, azaz az

r2=2a’cos(2) (5)

egyenlet megoldéasait keressik. Mivel® és 2a® nemnegativ, ezértcos(2 )-nek is
biztosan legalabb O értéket kell felvennie. Ezt a feltételt azok 'a szogek biztosit-

jak, amelyeket egy egyszery trigopnometrikus egyenl®tlenség megoldasan keresztl
tudunk megtalalni: ' 2 Z;Z [ Z;Z . Ekkor az (5)-6s egyenlet jobb oldala
nemnegativ, a négyzetgyokvonas elvégezhet®, és mivel 0, ezért adatt, a felté-
telnek megfelel® sz6ghotz egyetlem érték, egészen pontosan az= 2cos(2)
tartozik. A gorbe ebben az esetben is 6sszefigg®, viszont 6nmagat metszi a kozép-

pontban. Ez az eset a lemniszkata esete.

. Hac<a, akkor ¢* a*< 0. Ebb®I az kovetkezik, hogy van olyah szdg, amelyhez
nem tartozik a gorbének pontja. Ugyanisc < a esetén lehetséges, hogy a (4)-es
egyenletben talalhato négyzetgyok alatt allé kifejezés negativ értéket vesz fel, emiatt
a jobb oldalon allé6 kifejezés bizonyos szdgek esetén nincs értelmezve a valos
szamok halmazan. Ez akkor torténik meg, ha

a*cog(2 )+ ¢t at<

azaz . .
1 a — C .
cog(2' ) < 1 &

vagyis

ct
1 ¥<cos(2)< 1

(6)
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Olyan ' szOgek esetén viszont, amikor a (4)-es egyenletben talalhaté gyokjel alatt
nemnegativ kifejezés all, vagyis ha

a*cog2 )+ ¢t a*> 0
mivel ¢* a*< 0, ésa*cog(2' ) > 0, ezért a kovetkez® egyenl®tlenség teljesiil:

a*cog(2' )+ ¢t a*<a’tcog(2):

Mivel itt mindkét oldal nemnegativ, és a négyzetgyok-fliggvény szigorian monoton
n®, ezért ezek négyzetgyokei kozott a kovetkez® egyenl®tlenség all fenn:

q q
atco@(2' )+ & at< atco(2' )= a%jcos(2 )j: (7)

Ebb®I az kdvetkezik, hogy abban az esetben, ha a (4)-es egyenletben a négyzetgyo-
kot tartalmazo kifejezés értelmezve van, & cos(2 ) pozitiv, azazcos(2 ) pozitiv,

mind a pozitiv, mind a negativ el®jel valasztasa esetén a jobb oldal nemnegativ,
hiszen 6sszeadas esetén két pozitiv szam 6sszege is pozitiv, kivonas esetén pedig az
a?cos(2 )-b®I nala kisebb szamot vonunk ki (7) miatt.

Abban az esetben viszont, amikoa?cos(2 ) negativ, azazcos(2 ) negativ, mind a
plusz, mind a minusz el®jel valasztasa esetén negativ szam all a (4)-es egyenlet jobb
oldalan. Ugyanis (7) miatt 8sszeadas esetén a negat¥cos(2 )-hez az abszolat
értékénél kisebb szamot adunk hozza, emiatt a végeredmény negativ, kivonas esetén
pedig mindenképpen negativ a mfvelet végeredménye.

Tehat minden megfelel® sz6ghdz a hatarhelyzetek ki\aételével két pontja tarto-
zik a Cassini-gorbének. A hatarhelyzetek esetén amikoracog(2' )+ ¢ a*=0
éscos(2 ) nemnegativ a hatarszéghoz a gorbének csak egyetlen pontja tartozik.
A nem megfelel® szdgekhez nem tartozik pontja a gérbének. Tovabba az is meg-
allapithatd, hogy a megfelel® szodgek intervalluma a jobb félsikban &-ra, a bal
félsikban a -re szimmetrikus. Ez a koszinusz-fliggvény paros voltanak a kdvetkez-
ménye:

cos2(2 ') =cos(2);

€s persze
cos2( ") =cos2( +'"):

3.1. A Cassini-gorbék szimmetriatulajdonsagai

El®sz6r azt vizsgaljuk, hogy a sik milyen egybevagésagi transzformaciéi viszik az adott
Cassini-gorbét bnmagaba, azaz milyen szimmetriai vannak a gérbéknek.
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1. Allitas. A Cassini-gorbe tengelyesen szimmetrikus & F» egyenesre, aE1F» szakasz
felez®mer®legesére, és kdzéppontosan szimmentrikus; Bz szakasz felez®pontjara.

Bizonyitas. A Cassini-gdrbét meghatarozza a két fokuszpontja ésca paramétere, ezért
pontosan azok a szimmetriai, mint a két pontbdl allé6 halmaznak. Ugyanis azok az egy-
bevago6sagi transzformaciok, amelyek a gorbét 6nmagara képezik, a gorbe fokuszpontjat
is fokuszpontba képezik. Ez kétféleképpen lehetséges:

1.) a geometriai transzformécié xen hagyja mindkét fékuszpontot;
2.) a geometriai transzformacio mindkeét fokuszpontot a méasikra képezi.

Az els® eset Ugy lehetséges, ha a geometriai transzformécié az a tengelyes tikrozés, amely-
nek tengelye az1F; egyenes. (Természetesen ugy is lehetséges, ha a geometriai transz-
formacio a helybenhagyas, azaz a sik identikus leképezése 6nmagara ez nem meglep®,
az identikus leképezés minden alakzatot 6nmagara képez.)

A masodik eset kétféleképpen lehetséges: ha a geometriai transzformacio az a tengelyes
tikrozés, amelynek tengelye aF;F, szakasz felez®mer®legese; illetve ha a geometriai
transzformécio az a kdzéppontos tikrozées, amelynek kbzéppontjara¥, szakasz felez®-
pontja, hiszen a két tengelyes tukrozés kompozicidjaként el®all a kozéppontos tikrozés.
O

A kovetkez® allitast, amely a gorbék hasonlésagara ad szikséges és elégséges feltételt, a
kés®bbi fejezetek soran fogjuk alkalmazni.

2. Allitas. A Cassini-gorbét hasonldsag erejéig meghatarozzaagsc paramétereinek
aranya.

8. abra. Cassini-gorbe fokuszai és egy pontja, valamint ezek képei az origd centrumu kbzéppontos
hasonlésagnal.

Bizonyitas. Tekintsiik az F1( a;0), F2(a;0) fokuszpontokkal ésc? paraméterrel meg-

adott Cassini-gorbét, amelynek az origé a kézéppontja. Legyéh pont a Cassini-gorbe
pontja, ekkor F1P F,oP = 2.
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Tekintslink az origd kdzéppontu, aranyu kézéppontos hasonldésagot. Ekkor & ( a;0)
pont képe azF) a; 0) pont, az F»(a;0) pont képe azFJ a; 0) pont. A P pont PO
képére teljesiil egyrészt, hogy °rajta van a Cassini-gorbe -szoros nagyitottjan, masrészt
OP%= OP,FPO= FiP ésFPO= F,P. Innen

FPOFPO= FiP FP= 2FP FoP= 2¢2=( 0%

Vagyis a aranyu kdzéppontos hasonldsag soran az eredefisc paraméterek -szorosukra
valtoztak, azaz az aranyuk allandé maradt.

Ha két Cassini-gorbe esetén a paramétereik aranya megegyezik, akkor az itt leirt gondo-
latmenet és szdmolas visszafelé is elvégezhet®: a Cassini-gérbék hasonlok. O

4. Cassini-gorbék és a torusz

K6zépiskolai tanulményainkbol ismerjik, hogy korok, ellipszisek, parabolék, hiperbolak
el®allnak forgaskup és sik metszetekéent. Tudjuk, hogy kortket kaphatunk, ha forgasfeli-
leteket olyan sikokkal metsziink, amelyek mer®legesek a forgasfelllet tengelyére. Kés®bbi
tanulméanyaink soran talalkoztunk példaul azzal is, hogy a parabolak segitségével el®al-
lithaté nyeregfelllet a hiperbolikus paraboloid megfelel® sikkal vett metszeteiként
hiperbolékat kapunk.

Most a Cassini-gorbéket szeretnénk valamilyen felllet sikmetszeteként el®allitani. Ez a
felilet a térusz. A torusznak nem minden sikmetszete Cassini-gorbe: példaul koroket
kapunk, ha olyan sikkal metsszik a téruszt, amely tartalamazza a torusz tengelyét, és a
korok nem Cassini-gorbék. De specialisan elhelyezked® sikok segitségével el®allithatok a
Cassini-gorbék.

3. Allitas. Legyen adva egy térusz és a torusz tengelyével parhuzamos sik, amelynek a
térusz tengelyét®l mért tavolsaga egyezzen meg a téruszt generald kor sugaraval. Ekkor
torusz és a sik metszeteként el®allo alakzat Cassini-féle gorbe.

Bizonyitds. Egy olyan térusz esetét vizsgdljuk, amely axy-sikban talalhatdé kor y-
tengely koruli korbefogatasa soran keletkezik.
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9. 4bra. Térusz és a tengelyével parhuzamos, megfelel® sik metszete.

Legyen0<r<R és legyen a kérink az
(x R)?+y?=r? (8)
egyenlet,(R;0) kbzépponta,r sugaru koér azxy-sikban. A zarojelet felbontva az egyenlet:
X2 2Rx+ R%+y?=r? (9)

A térusz az a forgasfelilet, amely ennek a koérnek aztengely koruli korbeforgatasa-
kor forgasfellletként keletkezik, ennek az egyenlete a kovetkez® gondolatmenet alapjan
vezethet® le.

A kiindulasi kér barmely pontjat ha tekintjik, a forgatas sordn ennek a pontnak forgas-
tengelyt®l mért tavolsaga végig allando. Legyen R(x;y) a kiindulasi kor egB/ pontja.
Mivel mivel x pozitiv, ennek a pontnak azy-tengelyt®l mért tavolsagax, azaz x2.

A pont a tengely korili forgatas soran végig egy olyan sikban mozog, amelyre mer®leges
az y-tengely, tehat ez a sik azz-sikkal parhuzamos. Tovabba a pont és ag-tengely
tavolsaga allando, altalanos helyzeteben ez egyenl®2 + z2-tel.

A forgasfellletnek barmely, ay-tengelyt tartalmazo sikkal vett metszete olyan kdr, amely

a kiindulasi korrel egybevago. Ennek a kdrnek az egyenlete megkaphat6 a kiindulasi kor
egyenletéb®l ugy, hogy a (8)-as és (9)-es egyenletekben szerepéRaz altalanos helyzet
elforgatott esetén a x2+ z2 helyettesitést alkalmazzuk. Vagyis egy altalanos szégben
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elforgatott sikban a kiindulasi kor a (9)-es egyenlete a kovetkez® alakot veszi fel:

q
X2+ 7% 2R x2+ 272+ R%?+y?=r?;

illetve atrendezés utan

q
x°+y?+ 72+ R? r2=2R x2+z2

Mivel mindkét oldal nemnegativ, a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas, igy az atalanos
helyzet] kor egyenlete:

2
X2+ y?+ 722+ R? 1?2 "=4R? x°+ 7% : (10)

A térusz mint forgasfellilet ezeknek a koéroknek az unibjaként all el®, vagyis pontosan
azok a pontok alkotjak a toruszt, amelyek ezeken a korokon vannak. Tehét a toruszt leird
egyenlet ugyanez, vagyis a (10)-es egyenlet.

Metsszlk el a toruszt az = r egyenlety sikkal. A metszet pontjai rajta vannak a sikon és

a téruszon is, vagyis kielégitik mindkét alakzat egyenletét. A metszetként kapott alakzat
egyenletének meghatarozasahoz tehat elvégezzik a (10)-es egyenletlren a helyettesi-

tést, igy a (11)-es egyenletet kapjuk, majd a négyzetreemelést kbvet®en megfelel® mddon
rendezzik ezt.

2
x2+y?+ R? "=4R? x%+r? (11)
x2 24222+ y?2 2+ R4+ 2x2R2+2y?R% = 4R?? + 4R?r2

X2+ y2 2 ®?R2+2y?R2=4R%2 R*

22

X2+y 2R? x?2 y?> =4R?*? R* (12)

Az igy kapott (12)-es egyenlet pedig a Cassini-gérbe (1)-es egyenlate R ésc? = 2Rr
adatokkal. Specialisan, abban az esetben, ha a forgastengely és a toruszt generalé kor
kozéppontjanak tavolsaga kétszerese a kor sugaranak, vagyis 2r, a metszet egyenlete

a (12)-es egyenlet alapjan

2
x?+y? " 82 x? y? =0; (13)

amely a lemniszkata egyenleta = 2r adattal. m
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5. A lemniszkata szerkesztése

A szerkesztés alatt matematikadran az euklideszi eszkdzokkel azaz korz®vel és beosztas
nélkidli vonalzéval végrehajtott szerkesztéseket értjik. Rengeteg példat ismerink arra,
hogy milyen alakzatokat tudunk ezekkel az eszktzdkkel megszerkeszteni, és milyeneket
nem. Ellipszist nem tudunk igy szerkeszteni, viszont vannak olyan modszerek, amelyekkel
bizonyos pontossagi szintig megfelel® ellipszist lehet rajzolni. llyen példaul, hogy rogzitjik
egy kotéldarab két végét ugy, hogy magatol ne fesziljon a kotél, és a ceruzat végightizzuk a
kétéldarab mentén, mikbzben azt a ceruzaval kifeszitjiik. Abrazolé geometrian gy szokas
ellipszist rajzolni ez a pontossag miatt tulajdonképpen mar szerkesztésnek min®sul

, hogy az ellipszisnek euklideszi eszkdzokkel megszerkesztjik megfelel®en sok pontjat
és ezeken athaladd érint®jét, majd specidlis, gorbe vonalzok segitségével megrajzoljuk
az érintési ponoton keresztll az ellipszist. Ez a mfszaki gyakorlat szamara elfogadhat6
pontossag.

Most a lemniszkata szerkesztésével foglalkozunk, amely alatt nem eulkideszi eszkdzokkel
€s modszerekkel tortén® szerkesztést értiink, hanem sokkal inkdbb annak megrajzolasat.

A lemniszkata megrajzolhato olyan eszkdz segitségével, amely harom mer&v radbal all. A

harom rad kozul kett® egyforma hosszu, hosszuk a harmadik rad hosszanal§aszerese

A harom rudat szabadon forgd csuklok segitségével egymas utan kapcsoljuk ugy, hogy
a hosszabbik rad helyezkedik el kozépen. A két rovidebb rad szabad végeit rogzitjuk a
sik egy-egy pontjaban ugy, hogy a rogzitési pontok tavolsaga megegyezzen a kézéps® rud
hosszaval, és a rogzitési pontok korll a rudak szabadon tudjanak forogni.

Ez az eszkdz otthon is el®éllithaté nahany kartonpapircsik és rajzszog felhasznalaséaval.

10. abra. Lemniszkata szerkesztésére alkalmas csuklés szerkefat ésF, rogzitési pontokkal.

4. Allitas. Legyen adva a sikon két pont F; ésF, egymastdl 2a tavolsagra. A csuklos
szerkezet szabad végeit rogzitsik &z, illetve F, pontokban, rddjainak hosszat valasszuk
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meg Ugy, hogy a rovidebb rudak hossmp 2, a kozéps®, hosszabbik rud hosszalegyen.
Legyenek azA ésB pontok a rudakat 6sszekot®, csuklos pontok. A mozgatast ugy kezdjik
meg, hogy a kiindulasi pillanatban azF1 ésF, pontok ne essenek aAB egyenesnek
ugyanabba a nyilt félsikjaba, és ezt a mozgatas soran vegig fenntartjuk. Legyen a kozéps®
rad felez®pontjaP. Ekkor a szerkezet mozgatasa sordn R pont bejarja az F1 ésF»
pontokhoz mint fokuszpontokhoz tartoz6,a paramétery lemniszkata pontjait.

11. abra. Lemniszkata szerkesztése az eszkdzzel.

Bizonyitds. Legyen a csuklés szerkez& pontban rogzitett ridjanak masik végpontja
azA, F, pontban régzitett ridjanak masik végpontja aB pont az abranak megfelel®en.

Az AF,BF 1 négyszog szimmetrikus trapéz a kdvetkez®k miatt:

1. ABF 14 haromszog egybevage,F1B4 haromszéggel, mert megfelel® oldalaik egyen-
I®k. Emiatt a megfelel® szogeik is egyenl®k, B1A = F1BF

2. AF,F14 haromszog egybevagb,AB 4 haromszdggel, mert megfelel® oldalaik egyen-
I®k. Emiatt a megfelel® szdgeik is egyenl®k, fpAF>, = BF2A

Az AF,BF 1 négyszog bels® szogeinek 6sszage, a fenti két megallapitas felhasznala-
saval adodik, hogyF1AF, +BF;A =180 ésBF>A + FiBF, =180.

Az APF14 haromszog és aAF1B4 haromszdg hasonld, mert a2 csucsnal lév® bels®
szOguk kdzos, és ax csucsnal 1év® bels® szoguket kdzbezard oldalaik aranya megegyezik.

AP AF; 1
AF,~ AB - P5

igy AF1P = ABF1
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12. abra. A szerkesztési mdd igazolasa.

A BPF24 haromszdg és &88F,A4 haromszog hasonld, mert 8 csucsnal 1év® bels®
szoguk kozos, és B csucsnal [ev® bels® szoguket kozbezard oldalaik aranya megegyezik.

BP BFy 1
BF, BA "3
igy BFoP = BAF»
Az AF;BF1 négyszogberABF 1 ésBAF, valtészogek, ezérABF 1 = BAF, |, igy

AFiP = ABF; = BAF, =BF,P

Tekintsik az F1AP 4 ésAF,P4 haromszogeket, ezek bels® szdgeit:
F]_AP = F]_AFZ PAFZ = F]_AFZ BAF2 = BF2A PFzB = AFZP ;

tehat
FIAP = AF,P

Ebb®I az kovetkezik, hogy1AP 4 ésAF,P4 haromszdgek hasonlok, mert szogeik meg-
egyeznek. Ekkor a megfelel® oldalaik aranya is megegyezik:

FiIP AP
AP~ FyP’
tehat
FiP FoP = APZ= a2

Vagyis aP pont befutja az F1, F, fokuszpontl, a2 paraméter] Cassini-gérbe pontjait.
Mivel az 6sszedllitasbam a fokuszpontok tavolsdganak a fele, ezért a (2)-es egyenlet esete
all fenn: a Cassini-gorbe itt specialisan a lemniszkata. ]
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6. A lemniszkata mint talpponti gorbe

Ebben a fejezetben az Ugynevezett talpponti gérbével foglalkozunk. A talpponti gérbe
egy adott gérbéhez és a sik egy adott pontjahoz tartozik. Az adott gorbe egy érint®jének
a kijelolt ponthoz legkdzelebbi pontja az érint® talppontja. Ha el®allitjuk az 6sszes érint®
talppontjat, akkor e talppontok mértani helyeként a talpponti gérbét kapjuk.

De nici6. Legyen adva a sikon aD pont és ag gorbe, amelynek minden pontjan at
hdzhat6 érint®. Ag gbrbe Q pontjan athaladd érint® egyenese és az erre mer®le@es,
ponton athalad6 egyenes metszéspontja legyerPapont. A g gérbe O pontra vonatkozé
talpponti gérbéje aP pont palydja, mikézben aQ pont befutja a g gorbét. Vagyis ag
g6rbe O pontra vonatkozo talpponti gorbéje azon pontok mértani helye, amelyek a gérbe
érint®jének és a® ponton athaladd, az érint®re mer®leges egyenesnek a metszéspontja-
ként allnak el®.

5. Allitas. A kanonikus helyzety derékszog{ hiperbola origéra vonatkoz6 talpponti gor-
béje egy lemniszkata.

13. abra. Kanonikus helyzetf derékszdg{ hiperbola és origéra vonatkoz6 talpponti gorbéje.

Megjegyzés. A hiperbola érint®i kozé soroljuk az aszimptotakat is. Ezzel érhetjuk el azt,
hogy a lemniszkéata kbzéppontja azaz az origd is el®alljon talppontként. A bizonyitas
soran latni fogjuk ennek a szilkségességét.

Bizonyitas. Az Alliths igazoldsdhoz el®szor a hiperbola érint®jének egyenletét fogjuk
meghatarozni.

A kanonikus helyzet{ hiperbola ugy helyezkedik el a Descartes-féle koordinata-rendszerben,
hogy fokuszpontjainak egyenese egybeesik a koordinata-rendszeéengelyével, a kozép-
pontja pedig megegyezik koordinata-rendszer origojaval.
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Ekkor a hiperbola egyenlete

2 2

¥
a2 P
alakban irhato fel, ahola a hiperbola valos tengelyhosszanak fele, és 2ma fokuszpontok

=1 (14)

tavolsaga, akkorb= " ¢ a2

A hiperbola paraméterezése tobbféleképpen is lehetséges, most a szokasos paraméterezést
fogjuk alkalmazni.

Legyenr: R! R?egy vektor-skalar leképezés. A kanonikus helyzet{] hiperbola jobb oldali
aganak pontjait az
r(t)=(a cht;b sht) (15)

vektorértéky fuggvény adja meg, ugyanis a koordinatai kielégitik a (14) egyenletet, vagyis

a?ch’t WPsht _

a2 P

tovabba az els® koordinatafiggvényének értékkészlete[azl ) intervallum, a masodik
koordinatafiiggvényének értékkészlete pedig a valés szamok halmaza.

ch?t shPt=1:

A kanonikus helyzet] hiperbola bal oldali aganak pontjait az
r(t)=( a cht;b sht)

vektorértéky flggvény adja meg, hiszen itt az els® koordinatafliggvény értékkészlete a
(1 ; a]intervallum. A hiperbola adott pontjan athaladé érint®jének egyenletét csak a
jobb oldali &g esetén fogjuk levezetni, a bal oldali &g érint®ire hasonlo levezetéssel ugyanaz
az eredmény jon Ki.

Legyen azO pont a koordinata-rendszer origoja. Legyen @(Xo;Yo) pont a hiperbola jobb
2 2
oldali 4ganak egy pontja, ekkor);—g Yo 1. Legyen azr(tg) vektor az origé kezd®pontd,

Q végpontu vektor. Emiatt (15) alapjan

(x0:¥0) = OQ= r(to) = (a chto;b shto);

vagyis
Xo = a chtg; (16)
yo = b shtg:
Az r fuggvény derivaltja atg helyen
rdto) = (a shtg;b chto): (17)

A hiperbola Q pontbeli érint®je az az egyenes, amely athaladaponton, ésr{te) vektor
az iranyvektora.
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Legyens: R! R? az a vektor-skalar leképezés, amely megadja a hiperb@apontjan
athalado érint® egyenesének pontjait. igy (17) alapjan

s(u) = 6Q+ u rto) = r(to)+ u rqto) = (a chtg;b shtg)+ u (a shtg;b chto);

vagyis
s(u)=(a chtg+ u a shtg;b shto+ u a chtp): (18)

Legyen P(x;y) pont a hiperbola Q pontjan athaladd érint® egyenesének azon pontja,
amelyre |
OP =(x;y) = s(u): (19)

Az érint® egyenletének felirasdhoz R pont koordinatai kozott allitunk fel kapcsolatot.

A kovetkez® egyenletrendszert kapjuk (18) és (19) alapjan:

9
X = a chtg+ u a shtg=

y=b shtg+u b chtg’

A masodik egyenletb®I kifejezzil-t:

_y bshtg.
" bchty
Az igy kapott kifejezést behelyettesitjik az els® egyenletbe, és rendezzik az egyenletet:
y b shtp
= + — .
X = a chtg b chto a shtp;

mindkét oldalt b chtg-lal szorozva
b chty x = ab ch’tg+ a shtg y ab shftp;
amely rendezés és kiemelés utan
b chto x a shtg y=ab ch’ty shtg (20)

alakra hozhato.

A (20)-as egyenlet tovabbi alakitasahoz felhasznaljuk, hogh’ty sh?tg = 1, tovabba

azt, hogy (16) alapjanchtg = Xé), ésshtg = y—g. igy

b Xo X ayoyzab;
a b

azaz

Xo X Yoy _.,.
2 2 1: (21)

A véegeredmeényl kapott (21)-es egyenlet a kanonikus helyzet{ hiperbdbeg;yo) koor-
dinat4ju pontjan athaladé érint®jének egyenlete. Ez az egyenlet érvényes akkor is, ha a
Q(xo;Yo) érintési pont a hiperbola bal oldali agan talalhato.
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A bizonyitas masodik |épésében megmutatjuk, hogy hiperbola érint®je és az érint®re
mer®leges, origbn &thaladd egyenes metszéspontjaként el®alld pontok egy lemniszkatan
helyezkednek el.

Altalanosan, ha azn = (ny;n,) vektor mer®leges egy adott egyenesre, amely@ko; o)
az egyik pontja tehat ro=(Xop;Yo) a Q pont helyvektora , akkor pontosan azok a
pontok alkotjak az egyenest, amelyek = ( X;y) helyvektorara teljesil, hogy

n( rog=0: (22)

A (22)-es egyenlet a vektorok koordinatainak segitségeével ugy irhato fel atrendezeés utan,

hogy
Ny X+N2 y=n1 Xo+ N2 Yo=Q: (23)

Ha a normalvektor egységvektor, azamj = 1, akkor a g értéke egyenl® az origd és az
egyenes tavolsagaval.

Legyen adva a hiperbol@(Xo;Yo) pontja, €s legyerP (xp;yp) pont a hiperbolaQ pontjan
athalado érir|1t®jének és az érint®re mer®leges, origon athalado egyenesnek a meltszéspont-
ja. Ekkor az OP =(xp;yp) vektor mer®leges & ponton athaladé érint®re, tehat aZOP

vektor az érint® normalvektora.

Olyan normalvektor segitségével irjuk fel az érint® egyenletét, amelynek hossza egységnyi.
Ehhez aP (xp;yp) pont koordin4téit polarkoordinata-alakban adjuk meg:
9
Xp=1r CcOS =
o (24)
yp =1 sin'
aholr a P pont orig6tdl mért tavolsdga amely egyben az érint® egyenes origotol meért
tavolsaga, hiszen aDP szakasz mer®leges az érint®re ,pedig azOP irany altal meg-

hatarozott iranyitott szég. A P pont Descartes-koordinataival az tavolsag kifejezhet®:

q
r= x3+y3: (25)

A poléarkoordinatas felirasméd miatt egységho'sszu normalvektor ag = (cos'; sin')
vektor, hiszen parhuzamos az érint®re mer®led@B = (r cos;r sin') vektorral, és a
hossza egységnyi, ugyans' +sin?' =1 minden' sz6g esetén.

igy a Q(xo;Yo) ponton athaladé érint® egyenlete (23) és. felhasznalasaval
cos Xx+sin' y=r

alakban irhatod, hiszenr az érint® origétdl mért tavolsaga. Mivel a kanonikus helyzet{
hiperbolanak nem halad at érint®je az origdn, ezért minden érint® origotol meért tavolsaga
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pozitiv, vagyisr > 0 minden érint® esetén. igy az érint® el®bb leirt egyenlete
Cos X L SNy
r r

=1 (26)
alakra hozhatbé.

A hiperbola érint®jének egyenlete felirhaté a kordbban levezetett alakban is a (21)-es

egyenlet alapjan:
Xo X Yoy _
a2 k2
A (26)-0s és (27)-es egyenletek ugyanazt az egyenest adjak meg. Mivel mindkét egyenlet
jobb oldalan ugyanaz a szam all, az egyenletek bal oldalanak is meg kell egyeznie, tehat

1: (27)

_a%cos P sin'
Xo= ———; €és Yo= —

(28)

Mivel a Q(Xo;Yo) érintési pont a hiperbola egy pontja, ezért koordinatai kielégitik a

hiperbola egyenletét, vagyis ,

2
& yio =1:
a2 I
Ez az egyenl®ség a (28)-as 0sszefuiggések behelyettesitése utan felirhato
a*cog'  btsin®'
a2r? kPr2

alakban, amelyet azr > 0 feltétel felhasznaladsaval tovabb alakitva az
a’cog’ Psin®' =r?

egyenletet kapjuk. Mivelr és' a P(xp;yp) pont polarkoordinatai, a (24)-es és (25)-0s
0sszefliggések alapjan az el®bbi egyenlet

=1

vagyis

alakra hozhatoé.

Ha a hiperbola deréksz6g", azea= b, akkor ez az egyenlet végs® soron

w242 2
a Xp Yp = XptVp

alakra hozhato.

Ez a lemniszkata egyenlete, amelyet B pont koordinatéi kielégitenek. Vagyis a vizsgalt
pontok mind ezen a lemniszkatan helyezkednek el. Mivel az egyetlen feltételiink az volt,
hogyr> 0, és emellett végig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért lemniszkata min-
den pontja, amelyrer > 0, el®all ilyen metszéspontként. Az =0 ponton csak a hiperbola
aszimptotdi mennek at, ez a pont az aszimptotak talppontja. Ha az aszimptotakat is az
érint®k kozé soroljuk, akkor a lemniszkata kbzéppontja is el®all talppontként. O

24



7. A lemniszkata mint inverz alakzat

Az inverzioval mint geometriai transzformacioval egyetemi tanulmanyaink soran talalkoz-
tunk, sok tulajdonsagat megismertik. Célunk, hogy meghatarozzunk a Cassini-gérbék
inverzeit a kdézéppontjuk koruli kérre vonatkozoan. Ebben a fejezetben a lemniszkata
megrajzolaséarol szélo 5. fejezetben leirtakat fogjuk alkalmazni. igy azt a kérdést vizsgal-
juk, hogy a lemniszkata milyen alakzat inverzeként all el®. Kés®bb, a 9. fejezetben, Uj
moddszerek alkalmazasaval az 6sszes Cassini-gorbe teritékre kerl.

De nicié. Legyen adva az sikban azO kdzépponta,r sugaruk kor. A k korre vonatkozé
inverzion azt az : snfOg! snfOg leképezést értjik, ahol egy tetsz®legPspont képe
az aP%pont az OP félegyenesen, amelyre

OP OP%=

A k kort az inverzio alapkorének, aO pontot az inverzié pélusanak, az? értéket pedig az
inverzié hatvanyanak nevezziik. 2 %pont a P pont inverz pontja, Egy alakzat pontjainak
inverzei az inverz alakzatot alkotjak. Ha egy alakzatrol az inverz alakzatra tériink at,
akkor azt mondjuk, hogy az alakzatot invertaljuk.

6. Allitas. Legyenek adva az i, F, pontok, legyen azFiF, szakasz felez®pontja az
O pont. Az F1, F» fokuszpontokkal megadott derékszdgy hiperbol@ kdzéppontu, OF;
sugaru korre vonatkozo inverze ag1, F» fokuszpontokkal megadott lemniszkata annak
O pontja kivételével.

Bizonyitas. Az allitas bizonyitasa a lemniszkata szerkesztési modjanak felhasznalasaval
torténik. A 4. allitassal megegyez®en legyenek adva Bz és F, pontok egymastdl2a
tavolsagra, azFiF, szakasz felez®pontja legyen & pont. Legyen ugyanugy az1, A
pontok tavolsaga és aF»,, B pontok tavolsaga xena 2, az A ésB pontok tavolsaga
Xen 2a nagysagu. Ha aP pont az AB szakasz felez®pontja, akkor R pont az F1, F2
fokuszpontokkal megadott lemniszkata egy pontja.

Ha a P pont nem esik egybe a2 ponttal, akkor az AF; és BF, egyenesek metszik
egymast (kulonben parhuzamosak). Legyen@ pont az AF; ésBF, egyenesek metszés-
pontja. Legyen azR pont a Q pont tiikdrképe azF1F, egyenesre. Cél, hogy megmutassuk,
az R pontnak a P pont az O kézéppontu,OF; sugaru kérre vonatkozo inverze.

A tengelyes tikrézés tulajdonsagai miatFoR = F2Q ésFiR = F1Q. Mivel az AF1BF»
négyszog hirtrapéz, ezé,Q = AQ. igy

: o - , P_ F4F
JFoR  F1Rj = JF2Q F1Qj=JAQ F1Qj=AF1=a 2=q6?2:

Ez azt jelenti, hogy R ésQ pontok rajta vannak az F1, F»> fékuszpontokkal megadott
derékszog hiperbolan. AR pont a hiperbola barmelyik pontja lehet.
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14. abra. Az F1, F, fokuszpontokkal megadott derékszdg{ hiperbola (zold) és a@ kdzéppontd,
OF; sugaru korre vonatkozé inverze (piros).

15. abra. A szerkesztési méd alkalmazasa az inverziéra vonatkozé allitas igazolasahoz.

Megmutatjuk, hogy F1P 04 ésQF;04 haromszogek hasonlok.
Mivel F1B ésP O szakaszok parhuzamosak, ezért &P OB négyszog trapéz. Emiatt

OPF, +PFB =180;

hiszen ezek a szdgek a trapéz egyazon szaran fekv® bels® szdgei.
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Tovabba, mivel AF1Q sz6g egyenesszdg, ezért

AF10 +OF1Q =180 :

A 15-6s &bra és a hurtrapéz tengelyes szimmetridja alapj@aFiB = ABF, . igy
PFB = AF;:B AF1P = AF:B ABF1 = AFiB FoFiB = AF,0

vagyis
PFlB = AF10

Toljuk el az OPF; szbget az-1-be mint szégcsucsba. Ekkor

OPF;1 = OFQ : (29)

Mivel PFoB = PFA | ezértPF1Q + QF2P =180 . Emiatt a QF1PF2 négyszog
harnégyszog, vagyis van koréirt kore. AF,F1P  ésF,QP  szdgek a korulirt kéron
ugyanahhoz az ivhez tartozo6 keruleti szogek, idpF1P = F2QP

A hartrapéz tengelyes szimmetriaja miattFoF{P = F1QO . Vagyis

F2F1P :FlQO . (30)

Ezzel belattuk, hogy F1PO4 és QF104 haromszodgek hasonldk, hiszen (29) és (30)
alapjan két szdéguk megegyezik.

Mivel két szbguk megegyezik, a harmadik szbéguk is egyenl®, aFa®P = F;0Q .
Ennek felhasznéalasaval jutunk oda, hogy aR pont az OP félegyenesen talalhat6, mivel
a Q pontbdl azR pontot az F1F, egyenesre tortén® tengelyes tikrozéssel kapjuk.

Mivel RF104 ésQF104 haromszogek egybevagok, ezéyP O4 ésRF104 harom-
szodgek hasonlok. igy megfelel® oldalaik arany megegyezik, tehat

OP _ OF;
OF; OR’
azaz
OP OR= OF%

Tehat R ésP pontok egymas képei aD kdzéppontu, OF; sugaru korre vonatkozé in-
verzional. AzR pont a hiperbola barmelyik pontja lehet, az inverze vagyis & pont
mindig a lemniszkata pontja. Valamint a lemniszkata barmely? 6 O pontjanak R inver-
ze mindig a hiperbolan van. igy a lemniszkata aD pontja kivételével és a hiperbola
egymas inverzei. ]

27



Mésodik bizonyitas. Az allitas belathaté masképpen is, analitikus geometriai eszktzok
segitségével. Ehhez el®szor az inverzid analitikus leirasat tessziik meg.

Legyen a koordinata-rendszer origéja a@ pont, és tekintsiik azO kézéppontd,r sugaru
kdrre vonatkozé inverziot.

| !
Legyen aP(x;y) pont inverze aP{x%y9 pont. Mivel OP, OP°vektorok parhuzamosak

es egyiranyuak, ezeért

!
2 op 2 2 2 2
_ T O _ T op = r (xy) = r X: r y
OP OP OP x2+y? X2+ y? X2+y2 T x2+y?

Vagyis aP (x;y) pont P{x%y9 képének koordinatai:

2 2
o I~ x o_ Iy.
X'= a2 S Y= o2

Xe+y Xe+y

Legyen adva aZ (x;y) = c egyenlety alakzat. AP (x;y) pont pontosan akkor tartpzik az
r2x r2y

) = , . . 0
F (x;y) = c egyenlety alakzat inverzéhez, h® mverzle, azaz P X2+ 2 X2 Y2 pont
az alakzathoz tartozik, vagyis az~ x 1ty c egyenlet teljesul
) gy X2+y2’X2+y2 - gy J .
Tehat az F (x;y) = c egyenlet] alakzat inverze az
|
2 2
r<x r
Y - 31)

X2 + y2’ X2 + y2
egyenlety alakzat.

Legyenek az1, F» pontok a koordinata-rendszeix-tengelyének pontjai gy, hogy tavol-
saguk?2a, a koordinata-rendszelO origbja pedig azF1F, szakasz felez®pontja legyen.

A derékszogT hiperbola valds féltengelyének hossza egyenl® a centruma és egyik fokusz-
pontja tavolsaganak 2-ed részével. Tehat az allitasban szerepl® hiperbola egyenlete:

2
X y
> =1
e e
2 2
azaz X
2 2_ a,
X = —.
y'=3

Ennek az inverze a0 kdzéppontu,r = OF; = a sugaru korre (31) alapjan:
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a’x aly a2
ay2 aty? 2

2 (242
a® x2+y
4.2 2
a* x2 y s
2
2a% x? y? = x2+y? " (32)

A végeredmeényll megkapott (32)-es egyenlet & ésF, pontokhoz mint fékuszpontok-
hoz tartozé lemniszkata egyenlete. Természetesen a hiperbola inverzéhez nem tartozik

hozzéa az origd, ugyanis?+ y? =0 esetén nincs értelmezve a (31)-es dsszefuiggés, az in-
verzio alapkorének kbzéppontja nem invertalhato. O
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8. Négyzetreemelés, négyzetgyokvonas a komplex si-
kon

A komplex szdmokkal és a veluk végezhet® miveletekkel az érdekl®d®k mar kdzépisko-
laban is talalkozhattak. Mig a valos szamok kélcsondsen egyértelmfen megfeleltethet®k
a szamegyenes pontjainak, a komplex szamok a sik pontjaival allnak ilyen bijektiv kap-
csolatban. A komplex szamokkal végzett mfveletek is szemléltethet®k a sik pontjaival és
vektoraival. Kiemelten fontos a témakorink szempontjabdl a komplex szamokon végzett
négyzetreemelés és negyzetgyokvonas. Ha a sik pontjait komplex szamnak tekintjik, ak-
kor ezek a mflveletek a siknak dnmagara vald leképezéseit jelentik. Erdekes kérdés, hogy
bizonyos alakzatokat mivé transzformalnak ezek a leképezések. EI®sz6r megvizsgaljuk
korok, egyenesek, hiperbolak négyzetét, korok gyokét. A négyzetreemelés és négyzetgyok-
vonas mint a leképezések 6nmagukban is gyelemre meéltok, viszont a kés®bbi fejezetekben
kiemelt szerepe lesz az itt teritékre kerul® esetek alkalmazasanak.

El®sz6r csak emlékeztet®ul felsoroljuk a komplex szamok és a komplex szamsik néhany
tulajdonsagat, jellemz®jét.

8.1. Komplex szamok, komplex szamsik, a komplex szamok tri-
gonometrikus alakja

Komplex szamoknak nevezziik aa+ bi alaku formdlis kifejezéseket, ahch és b val6s
szamok.

Az a+ bi ésc+ di komplex szamok akkor egyenl®k, hea= ¢ ésb= d.
A komplex szamok dsszeadasat és szorzasat a kovetkez®képpen de nialjuk:
(a+ bi)+(c+di)=(a+ c)+( b+ d)i;

(33)
(a+ bi) (c+di)=(ac bd+(ad+ boi

A z = a+ bi komplex szam valés részRe(z) = a, képzetes részém(z) = h.
A komplex szamok testet alkotnak az dsszeadas és a szorzas mYvelettel.

A z = a+ bi komplex szam konjugaltjanak & = a bi komplex szamot, abszolut értékének
ajzj= zz= a2+ P nemnegativ valés szamot nevezziik.

Vegylk a Descartes-féle koordinata-rendszerrel ellatott euklideszi sikot, és a(sil) ko-
ordinataju pontjahoz rendeljik hozzé aa+ bi komplex szamot. Ez a hozzarendelés kdlcso-
ndsen egyértelmy, azaz a sik minden pontjahoz pontosan egy komplex szamot rendelink,
é€s minden komplex szam megfeleltethet® a sik egy pontjanak. Az igy felkoordinatazott
sikot nevezzik komplex szamsiknak.
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Ha azO(0;0) pont a k?ordinéta-rendszer orig0ja, akkor a® kezd®pontuA(a; b végpontu
irdnyitott szakasz azOA = (a;b helyvektor. Vagyis a felkoordinatazott sik helyvektorai
es a komplex szamok kozott is létesithet® kblcsondsen egyeértelmy a hozzarendelés, ha az
a+ bi komplex szamot megfeleltetjik ata; b helyvektornak. Emiatt a komplex szamokkal
végzett mfveleteket a nekik megfeleltetett vektorok segitségével is értelmezni tudjuk.

A komplex szamok 6sszeadasa a vektorésszeadasnak felel meg, ugyar(ia; Bzés(c;d)
vektorok dsszege af@a+ c; b+ d) vektor, amely a (33)-as mfvelet-de nici6 alapjan aa+ bi
ésc+ di komplex szamok(a+ c¢)+( b+ d)i 6sszegének megfeleltetett vektor.

A z = a+ bi komplex szam abszolut értéke egyenl® a neki megfeleltetédt b vektor
hosszaval, amelyet -rel jelolink: jzj=r = a2+ k2.

Ha z 6 0, akkor a z = a+ bi komplex szam szdgén vagy argumentuman amelyét=
arg(z)-vel jelolink az ®t reprezentald helyvektornak a koordinata-rendszer-tengelye
pozitiv iranyatol mért el®jeles szogét értjuk.

A z = a+ bi komplex szamz = a bi konjugaltjat reprezentalé helyvektor az-t repre-
zentald helyvektornak azx-tengelyre vonatkozé tukorképe. Vagyis, ha szoge , akkor z

szOge

Egy helyvektort egyértelmflen megadhatunk a hossza és a koordinata-rendsz¢engelyének
pozitiv iranyatol mért el®jeles szoge segitségével. Ha a a+ bi komplex szam szége,
akkor a z-t reprezentéld(a; b helyvektor koordinataira teljesul, hogy

a=r cos;

b=r sin"
Tehat z=r cos +i r sin' =r (cos +1i sin'), amely felirdst az komplex szam
trigonometrikus alakjanak nevezzik.

A komplex szamok szorzasat is értelmezni tudjuk a nekik megfeleltetett vektorok segit-
ségével, felhasznélva a trigopnometrikus alakot: legyem = ri(cos 1+ isin' 1) ész, =
ro(cos >+ isin' ). Ekkor a szorzatuk

z1 2p=r1 12 cos( 1+ ' 2)+i sin( 1+ ) : (34)

Komplex szamok szorzésa sordn a hosszuk 6sszeszorzodik, a szoguk 6sszeadddik. Ez geo-
metriai értelemben azt jelenti, hogy az komplex szamot reprezental6 vektor av-vel valé
szorzas sorarjwj-szeresere nyulik, és elfordurgw el®jeles szoggel. Azaz wa-vel valo
szorzas egy forgatva nyujtast jelent.

Komplex szamok szorzatanak hossza egyenl® a hosszaik szorzataval,jazeg = jzj jwj:
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16. abra. Komplex szamok szorzasa.

8.2. Négyzetreemelés

A z = a+ bi komplex szam négyzete a (33)-as mfvelet-de nicié alapjan & = z2 =

2

a’? b? +2abi komplex szam.

Tekintsik most a négyzetreemelést a komplex szamsik pontjain értelmezett fliggvénykent,
amely a sikot 6nmagara képezi. Lathatjuk, hogy ez nem a szokasos iskolas értelemben
vett geometriai transzforméacio, mert példaul nem bijektivz? = (  z)?, azaz vannak olyan
pontok, amelyeknek ugyanaz a képe. Viszont néhany alakzat esetén érdemes megvizsgalni,
hogy mivé transzformélja azokat ez a leképezés.

A komplex szamsik(a; b pontjahoz a négyzetreemelés-fliggvény a si@? ©?;2ab pont-

jat rendeli. A szorzas tulajdonsagai alapjan, geometriai értelemben a komplex szam és
igy az azt reprezentalo vektor hosszat a négyzetreemelés-fiiggvény négyzetre emeli, a
szogét pedig megkétszerezi.

Tekintstk az r(t) = ( x(t);y(t)) gorbét a sikon. E gbrbe négyzetének az

r2t) = x3(t)  yA(t);2x(t)y(t)

gorbét nevezzik. Vagyis az(t) gorbe négyzete az a gorbe, amelyet a@) gorbe pontja-
inak mint a komplex sikon elhelyezked® komplex szamoknak a négyzete alkot.

7. Allitas. Origo kozéppontl kor négyzete origo kozéppontl kor.

Bizonyitas. Az origé kézéppontd,r sugaru kér minden pontjat olyan komplex szam
reprezentdlja, amelynek hossza. A négyzetreemelés soran ez a hosszre valtozik, a
komplex szam szdge pedig megkétszerez®dik az 6sszes ilyen pont esetén, igy minden pont
képe rajta van az origo kdzéppontlr? sugari kdrén. Tovabba az utdbbi kérnek minden
pontja az eredeti kor valamelyik pontjanak a képe, ugyanis e kor pontjait reprezentalo
komplex szamok hosszabdl gyokét vonva, szogét megfelezve az eredeti kér egy pontjat
reprezentald komplex szamot kapunk. O
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17. abra. Orig6 kdzéppontu kor (zold) és négyzete (piros).

Masodik bizonyitds. Az origé kdzéppontl,r sugarl kér pontjait azr: [0;2 )! R?,
r(t)=(r cog;r sint) vektorértéky fliggvény adja meg. Ennek a gérbének a képe a négy-
zetreemelés utan az

r2(t)= r? cot r? sin’t;r? 2sintcost = r? cos(2);r? sin(2t)
gorbe, amely az origd kdzéppontir,? sugart kér pontjait irja le. O

Megjegyzés. Lathatd, hogy a képként kapott kor minden pontja két, az eredeti korén
[év® pontnak is a képe: & és a' + szogf ahol' 2[0; ) komplex szamok négy-
zeteinek szoge?' és2 +2 . Utdbbi sz6g pedig ugyanugy & szdognek felel meg: a

2 +2 szo0g jelentése, hogy a komplex szamot reprezentald vektort>arengelyt®l mér-

ve 2 szoggel, majd egy teljes kdrbefordulassal forgattuk el. Ezt a forgatast egyszerfen
csak a2 szoggel val6 forgatassal is elérhetjuk. Ezért e komplex szamok képeinek szdge
megegyezik. Ha a hosszuk is egyenl®, akkor a négyzetik is egyenl®. Ezzel arra lattunk
példat, hogy a négyzetreemelés nem bijektiv, egy képpont tobb eredeti pont képe is lehet.

8. Allitds. Origén atmen® egyenes négyzete origébdl indulo félegyenes.

Bizonyitas. Az origon athalad6 egyenes egyik felét reprezentalé komplex szamok szdge
', a masik felének + , ahol' 2 [0; ). igy a négyzetilk szoge és2' +2 . Ezek a
szogek az el®bbi megjegyzés alapjan ugyanazok, vagyis a képalakzat pontjait reprezentalo
komplex szamok szdge megegyezik. Azok a komplex szamok, amelyek szége megegyezik,
az origbébdl induld, az origét nem tartalmazd, nyilt félegyenes pontjai a komplex sikon.
Origdén athalado egyenes négyzetreemelésekor az origdé képe az orig0, a tdébbi pont pedig
az el®bb leirt mdédon az origébdl induld, az origdét nem tartalmazé, nyilt félegyenesre
képez®dik. Ennek a félegyenesnek minden pontja az eredeti egynes valamely pontjanak a
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18. abra. Origon atmen® egyenes (z0ld) és négyzete (piros).
képe, amelyet reprezentald komplex szamot a kép a szogének felezésével, és a hosszabdl
tortén® négyzetgyokvonassal visszakaphatunk. ]

Masodik bizonyitds. Az origon athaladd egyenest az: R! R?, r(t)=(a t;b t) gbrbe
adja meg, ahola ésb olyan valés szamok, hogy kozulik legalabb az egyik ndnEnnek a

gorbének a képe a négyzetreemelés utanrdtt)= a? ¥ t%2ab t? gorbe. It t? a
nemnegativ szamok halmazat futja be, vagyis a képgorbe egy origébdl indulé félegyenes.
O

9. Allitds. Origon at nem men® egyenes négyzete origd fokuszi parabola.

Bizonyitas. Az x-tengellyel parhuzamos egyeneseket az R! R?, r(t) = (t;c) gorbe

irja le, ahol c egy tetsz®leges, neMvaldés szam. Az egyenes képe a négyzetreemelésnél az
ré(ty= t2 c%2tc gorbe. Ennek a koordinataira teljesil, hogy? = 4c?x +4c?, vagyis

a képalakzat egy jobbra nyil6, ax-tengely egyenesével megegyez® tengelyy parabola.

A kanonikus helyzet] parabola egyenletg? = 2px, ahol a p paraméter a parabola ve-
zéregyenesének és fokuszpontjdnak tavolsaga, azaz a parabola cslicsa és fokuszpontja
tavolsaganak kétszerese. A képgorbe egyenlgte= 4c%(x + ¢?) alakra hozhatd, amely-

b®I leolvashatjuk, hogy a parabola paramétere m= 2c? szam, valamint azt is, hogy a
parabola a kanonikus helyzethez képest, aztengely mentén negativ iranybang?-tel el

van tolva. Ebb®I az kbvetkezik, hogy a parabola fokusza az orig0, hiszen ez a pont van a
parabola tengelyén a csucsét(g = ¢ tavolsagra (a megfelel® iranyban).

Ha egy alakzat helyett az alakzat origé korlll szdggel elforgatottjanak nézzuk a négy-
zetét, akkor az az eredeti alakzat képének 2 szdggel vett elforgatottja. Ez a komplex
szamok trigonometrikus alakjabol kévetkezik: ha az alakzat minden pontjanak szégéhez
hozzdadunk' -t, akkor a képek szoge' -vel n®. Vagyis minden, origbn at nem haladé
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19. abra. Origbn at nem men® egyenes (z0ld) és négyzete (piros).

egyenesre teljesul az allitas: minden egyenes el®alledggngellyel parhuzamos egyenés
sz0g¥, origo kordli elforgatottjaként. Az elforgatott egyenes képe pedig az eredeti egyenes
képének origd korlli,2° szdggel vett elforgatottja, azaz tovabbra is egy origd fékuszu
parabola. Példaul fligg®leges egyenesek képei igy balra nyil6 parabolak. O]

10. Allitas. Orig6 kozéppontl derékszogy hiperbola négyzete origbn 4t nem men® egye-
nes.

20. abra. Orig6 kdzéppontlu derékszdgy hiperbola (zold) és négyzete (piros).

Bizonyitas. Kanonikus helyzet], derékszdgf hiperbola jobb oldali 4gat az R! R?,
r(t)=(a cht;a sht) gorbe irja le, bal oldali 4gat azs: R! R?, s(t)=( a cht;a sht)
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gorbe irja le, ahola egy tetsz®leges, pozitiv valés szam. Ezek négyzete rendre az

r’(t)= a? (ch®t+sh?t);a? 2shtcht
s’(t)= a® (ch’t+sh?t); a? 2shtcht

a’;a® sh(2) ;

a%; a’ sh(2)

gorbe. Mivel a szinusz hiperbolikusz fliggveny értékkészlete a valés szamok halmaza, a
négyzetreemelés eredményéiil kapott gérbe mindkét esetben megegyez{lagn) ponton
athalado, y-tengellyel parhuzamos egyenessel. A 9-es llitas bizonyitasaban leirt gondo-
latmenet felhasznaladsaval barmilyen allasu, origd kozéppontl derékszdgy hiperbolara iga-
zoljuk az éllitast: a kanonikus helyzetq hiperbolanak az origd kortli, barmilyen széggel
vett elforgatasakor a képe2' szoggel fordul el az origd korul, azaz a kép tovabbra is
origébn at nem men® egyenes marad. O

11. Allitas. A négyzetreemelés szogtartd, pontosabban: ha két gérbe egy az origétol
kilénbdz® pontban metszi egymast, akkor a négyzetreemeléssel kapott két gérbe ugyan-
akkora szdgben metszi egymast.

Bizonyitds. Legyenf a sikot 6nmagara képez® négyzetreemelés-fliggvénik;y) =
x? y22xy . Mivel f egy vektor-vektor leképezés, a derivaltja az
0 1
YPy)= @ Ya
2y X
Matrix.

Legyent a paraméter, és legyen(t) = x(t);y(t) egy mindenhol di erencialhaté gorbe.
Ennek a négyzete az?(t) = (f r)(t)= x2(t) y2(t):2x(t)y(t) gbrbe. Azr(t) gbrbe
r(to) pontbeli azaz at = tg helyen vett érint®jének iranyvektora azrqtg) vektor.
Tegyilk fel, hogy a gorbe regulériso-ban, azazr{tg) nem a nullvektor.

Az r(t) gbrbe négyzete érint®inek iranyvektorait az
0

1
20 _ _ /40 _ 22X 2y(t)
2t =(f N=(f° N r\H=@ A rqt)
2y(t)  2x(t)
derivaltfiggvényb®I kapjuk: a gorbe (tp) pontjanak négyzetén athaladod érint® irdnyvek-
tora az 0

1
2X(to)  2y(to)5 Yto)

2 Oty = - @
r2 (to)=(f r)%to) its)  2x(to) (35)

vektor.

Legyenekr1(t) = xa(t);y1(t) ésro(t)= xo(t);y2(t) olyan paraméterezett sima gorbék,
amelyek metszik egymast az orig6tol kilonb6z®(to) = ro(tp) pontban, tovabba tegyuk
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fel, hogy a gorbék regularisakq-ban. Ekkor

X1(to);y1(to) = Xao(to);ya(to) ;

azaz
X1(to) = X2(to); y1(to) = ya(to): (36)

Az rq ésry gorbék szogén a metszéspontjukon athaladé érint®ik szogét értjik, amely
megegyezik az érint®k irdnyvektorainak a szogével vagy az ezt a szd@etre kiegészit®
szoggel, ha el®bbi nagyobb lennenél. Azaz a gérbék szoge egyenl® Exto) ésr(to)
vektorok szdgével vagy az ez -re kiegészit® szbggel.

Ha azry ésr, gorbék metszik egymast ar1(tg) = ro(tp) pontban, akkor négyzeteik met-
szik egymast azr$(tg) = r(to) pontban. Négyzeteik metszéspontjaban a szogiik szintén
az érint®ik iranyvektoranak szogéb®l szarmazik, amely vektorokat a (35)-6s egyenl®ség
alapjan kapjuk: 0 1
2 %tg) = @>1(to)  2yi(to) 5 O(to):
2y1(to)  2xa(to)

(37)
0

1
2 0\ gXe(to)  a(to)y o .
"2 10)= Tt 20t 2O

Az itt szerepl® matrixok a (36)-os Osszefiiggések miatt egyenl®k. Emiatt ezek a mat-
rixok ugyanazt a forgatva nyujtast jelentik mindkét érint®-iranyvektor esetén, tovab-
b4 ez a transzformécid csakp-tdl fligg. Mivel a négyzetreemelésnél az eredeti érint®-
irAnyvektorok ugyanazon a forgatva nyujtason esnek at, a szogik valtozatlan marad,
ezért a gorbék szoge is valtozatlan marad. Ha a metszéspont az origé lenne, a matrix a
nullmatrix lenne, és az érint®-iranyvektorra a nullvektort kapnak. Ez azt jelentené, hogy

a gorbe itt nem reguléris, és a metszéspontjukban nem reguléris gérbéknek (az érint®k
hijan) nem tudunk metszési szdget tulajdonitani. O

8.3. Négyzetgyokvonas

Ertelmezhetjik komplex sikbeli ponthalmazok négyzetgyokét is:

De nici6. A H halmaz négyzetgyoke azokbol a pontokbdl all, amelyeknek a négyzete
H-ban van.

12. Allitas.
(1) A Cassini-gorbék pontosan a nem origd kbzéppontu kordk négyzetgyokei.
(11.) Aszerint kapunkc > a tipusu, c < a tipusu Cassini-gorbét, illetve lemniszkatéat, hogy

az orig6 a kornek a belsejében, a kilsejében, vagy a kérvonalon van.
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(111.) A rogzitett ( a;0), (a;0) fokuszokkal megadott Cassini-gorbék seregét ga2;0)
kdzépponta koncentrikus korok seregéb®I kapjuk négyzetgyokvonassal. Ezek kdzil
pontosan ac® sugar( kor négyzetgydke lesz @ paraméter] Cassini-gorbe.

Bizonyitds. Legyenc pozitiv valés szam, és a komplex szamsikon helyezkedjen el agy a
¢ paramétery Cassini-gorbe, hogy a fokuszpontjai azés a komplex szamok legyenek.
Ekkor a Cassini-gorbe k6zéppontja az origo.

A z komplex szam pontosan akkor tartozik hozz4 a Cassini-gérbéhez, ha a fokuszoktol
mért tavolsagainak szorzata egyenl® a paraméterrel, ajaz aj jz aj= ¢

21. abra. A komplex szamsika és a pontja mint a Cassini-gorbe fokszpontjai és a gérbez
pontja.

A komplex szdmok és hosszuk szorzasara vonatkozé tulajdonsag alapjan

jz+d jz aj=j(z+a) (z aj= 2* a*;

vagyis
7?2 a? =¢&

Ez azt jelenti, hogy z négyzete, azaz? az a® ponttdl ¢ tavolsagra van, vagyisz? rajta

van aza? kbzéppontu,c? sugard kérén. Mivelz a Cassini-gdrbe egy tetsz®leges pontja, igy
a Cassini-gorbe négyzete a koron van. Es a kor barmely pontjaval elvégezhet® az imént
leirt szamolas visszafelé, azaz a kér minden pontja a Cassini-gdrbe valamely pontjanak
négyzete.

Tovabba barmilyen, nem origd kézéppontu kor négyzetgytke Cassini-gorbe: a kor sugara
a Cassini-gorbec? paramétere, a kbzéppontjanala és a négyzetgyokei pedig a Cassini-
gorbe fékuszpontjai.

Ha az origd a kor belsejében talalhato, vagyis he > ja?j = jaj?, akkor ¢ > jaj. Tehat a
Cassini-gorbe 6sszefligg®, 6nmagat nem metsz® tipuséat kapjuk négyzetgyokként.

Ha az origé a kérén kiviil talalhato, vagyis hac? < ja?j = jaj2, akkor ¢ < jaj. Tehéat a
Cassini-gorbe nem 6sszefiigg®, két diszjunkt részb®! all6 tipusat kapjuk négyzetgyokkeént.
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22. abra. Kor (piros) és négyzetgyoke (zold).

Ha az orig6 a kordn van, vagyis ha? = ja?j = jaj?, akkor c = jaj. Tehat a lemniszkatat
kapjuk négyzetgyokkent.

23. abra. Kor (piros) és négyzetgyoke (zold).

Ha a kor kozéppontja a komplex szamsik valos tengelyén azaz a val6s szamparok sikjan
az x-tengelyen helyezkedik el, akkor kdzéppontjanak koordinata(a?;0), ahol a® ésa is

valds szamok. Ekkor a kor négyzetgydke az a Cassini-gorbe, amelynek paramétere egyenl®
a kor ¢? sugaraval, fokuszpontjainak négyzete pedig egyerd®tel, vagyis a fékuszpontjai

az (a;0) és( a;0) pontok. ]
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9. Inverzié a komplex sikon

A komplex szamokra vonatkozo ismereteink alapjan el®szor azt szeretnénk meghatérozni,
hogy a komplex szamsilk pontjanak mely komplex szam az origd kézépponta, sugaru
korre vonatkozo inverze. Ezt kdvet®en a Cassini-gorbék négyzeter®I leirtak felhaszna-
lasdval megkeressik az dsszes Cassini-gorbe inverzét a gorbék kozéppontja kortli kdrre
vonatkozoéan, azaz tulajdonképpen a 7. fejezetet folytatjuk Uj modszerek alkalmazéasaval.

13. Allitas. Legyen a sik a komplex szamsik, legyenegy pozitiv valdés szam. Az origd
2

kdzéppontl,r sugard kérre vonatkozo inverzié & komplex szamhoz a®= ~ komplex
szamot rendeli képként.

24. abra. A z komplex szam inverze, konjugaltja, inverzének és konjugaltjanak szorzata.

Bizonyitas. Az inverzié de nicioja alapjan z és z° ugyanazon az origébdl indulé fél-
egyenesen van. Tehar és z® szége megegyezikargz = argz°= ' . Szintén a de nici6
alapjan irhatjuk, hogy jzj jz9 = r2. Innenjzj jz9 = jzj jz9, hiszen a komplex szdmnak
és a konjugaltjanak megegyezik a hossza. A korabban mar alkalmazott tulajdonsag miatt
izi iz9 = jz z9. Mivel a komplex szamnak és konjugaltjanak szége egymas ellentettje,
ezértargzl=argz= argz. Ebb®I az kdvetkezik, hogy a zVszorzat egy olyan (komplex)
szam, amelynek szdég@ hiszen szorzasnal a szog dsszeadddik , vagyig a®szorzat egy

pozitiv valos szam. Ez a szam megegyeiik z4-vel, azazjz z4= z z° A gondolatmenet
2
elejét és végét dsszefoglalvel = z z° Innen z°= ~ O
14. Kovetkezmény. A négyzetreemelés és az inverzié sorrendje felcserélhet®, ha az in-

verzié korének sugara =1.

5 0

o 12 1
Bizonyitas. z© = - .

11 2
?—?,GS(Z% =

9.1. Cassini-gorbék és az inverzio

Meghatarozzuk a kanonikus helyzet{ Cassini-gorbe képét origd kozéppontl inverzional.
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15. Allitds. Ha a kanonikus helyzet{ Cassini-gorbe < a tipusu, akkor az inverze ko-
zéppontosan hasonld hozza.

25. 4bra. c < a tipusl Cassini-gorbe (z6ld) és inverze (piros).

Bizonyitas. A bizonylitas soran felhasznaljuk a 14-es kdvetkezményt: az origd kdzéppon-
tu, r =1 sugaru korre vonatkozoan vegezzik el az inverziot, ugyanis ekkor az inverzio
€s a négyzetreemelés sorrendje felcserélhet®. Az inverzid helyett el®sz6r az alakzat négy-
zetét hatarozzuk meg, utana invertaljuk az igy kapott alakzatot, majd vesszik ennek

az alakzatnak négyzetgyokét. A felcserélhet®ség miatt igy ugyanazt a képet kapjuk vég-
eredmeényl, amelyet csak az inverzié sordn kapnank. Utana az eredményt altalanositjuk
barmilyen origé kézéppontu kérre mint az inverzio alapkérére.

A 12-es dllitas alapjan a < a tipusu Cassini-gorbe négyzete olyan kor, amelynek az origo
kuls® pontja, tovabba amelynek kézéppontja az-tengely pozitiv felén talalhatd. Ennek

a kornek az origb kézéppontar =1 sugaru korre vonatkozé inverze olyan kér, amelynek
az origo6 kuls® pontja, kdzéppontjx-tengely pozitiv felén talalhatd, tovabb4 az origéra
mint centrumra vonatkozéan kézéppontosan hasonlé hozza.

26. abra. A g kor és az origo kdzéppontly sugart kdrre vonatkozogl inverze.

igy az inverz alakzatként kapott kér négyzetgyoke egy < a tipust Cassini-gérbe, amely
kanonikus helyzet] a 12-es &llitds alapjan. Mivel az inverzié eredményéul kapott kor
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orig6 kozépponta hasonlésaggal is el®allithaté az eredeti korb®I, az inverzid meg®rzte az
invertalt kor sugaranak és kdzéppontja origotol mért tavolsdganak aranyat. A Cassini-
gorbét hasonlosag erejéig meghatarozza azés c paramétereinek aranya. Mivel ez az
arany megmaradt a transzformacié soran, az eredeti és a végeredményul kapott Cassini-
gorbe kdzéppontosan hasonlé az origéra vonatkozéan.

Tudjuk az inverziérdl, hogy ha az inverzioé alapkérének a sugarat ugy valtoztatjuk, hogy
a kozéppontja x, az inverzié soran kapott kép csak az eredetihez kbzéppontosan hasonld
alakzattd valtozik. Azaz barmilyen, nem csak =1 sugaru korre vonatkozo inverzio esetén
teljesul az allitas. m

Megjegyzés. Az el®z® bizonyitas utols6 bekezdése alapjan lathatjuk, ha az inverzié
korét megfelel®en valasztjuk meg, akkor elérhet®, hogy a végeredmeényként kapott Cassini-
gorbe megegyezzen az eredeti gérbével: ehhez azt kell elérni, hogy az invertalandé kor az
inverzié soran dnmagara képez®djon, hiszen igy ugyanannak az alakzatnak kell venni a
négyzetgyokét, amelyet négyzetreemeléssel allitottunk el®.

16. Lemma. Legyeng egy olyan kor, amelynekK 1 k6zéppontja azx-tengely pozitiv
felének egy pontja, a sugara pedig Ennek a kérnek az orig6é kbzéppontr, sugaru korre
vonatkozo inverze olyan kér, amely az origra vonatkoz6an kdzéppontosan hasonlo hozza,
vagyis az inverz kor kdzéppontja is ax-tengely pozitiv felén talalhaté. A hasonlésag

ardnya = h(g)g) ahol h(O; ) az origbnak ag koérre vonatkoz6 hatvanya, éh(O;g) =

OK? 9%.

Mivel esetiinkbenOK 1 = a2 és%= ¢ hiszen K az (a%;0) kézéppontu,c? sugari kér
kdzéppontja a 12-es allitas alapjan , ezém(O;g)= a* c*. A kor képe abban az esetben
2

6nmaga az inverzié soran, ha a hasonlésag aranya= 1, vagyis 1 = . Azaz az

r
p a*t ¢

r="a* c*sugard, origd kozéppontl kérre vonatkoz6 inverzié soran lesz a Cassini-gérbe

képe dnmaga.

17. Allitds. Ha a Cassini-gorbe > a tipusu, akkor az origé koriili90 -os forgatva nyujtas
viszi az origb kézéppontu korre vonatkozo inverzébe.

Bizonyitds. Ebben az esetben is a 15-6s allitas bizonyitadsanal leirt eljarast hajtjuk végre:

az origd kdzéppontl,r =1 sugaru kor mint inverziés alapkor esetét vizsgaljuk el®szor,
hiszen ekkor az inverzio a felcserélhet®seg miatt elvégezhet® egy négyzetreemelés-inverzio-
négyzetgyokvonas sorozattal is. Ezt kdvet®en szintén a 15-0s allitas bizonyitasanal le-
irtak alapjan barmilyen sugaru alapkorre altalanositjuk az allitast.

A 12-es dllitas alapjan a > a tipusu Cassini-gorbe négyzete olyan kor, amelynek az origd
bels® pontja, tovabba amelynek kézéppontja aztengely pozitiv felén taladlhatd. Ennek
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27. 4bra. c > a tipust Cassini-gorbe (z6ld) és inverze (piros).

a kornek az origd kézéppontar =1 sugaru korre vonatkozé inverze olyan kor, amelynek
kdézéppontjax-tengely negativ felén taldlhaté hiszen itt az origbnak a korre vonatkozé

hatvanya negativ. Az inverz alakzatként kapott kdrnek az origdé bels® pontja, igy ennek
a koérnek a négyzetgyoke egy > a tipusu Cassini-gorbe a 12-es allitas alapjan.

28. abra. A g kor és az origo kdzéppontly sugarl korre vonatkozogl inverze.

Mivel olyan kornek vettik a négyzetgyét, amely az origé korulil80 -os elforgatottja
egy olyan kérnek, amelynek négyzetgytkeként kapott Cassini-gérbe tengelyexaengely
lenne, ezért a korink négyzetgyoke az origd kor@D -os elforgatottja egy ilyen Cassini-
gorbének, vagyis egy flgg®leges tengelyy Cassini-gorbe.
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Az inverzié alapkore sugaranak valtoztatasa csak egy, a korabbi képhez kézéppontosan
hasonlé képet hoz létre, ezért barmilyen, origd kézéppontl kdr mint inverzios alapkor
esetén igaz az éllitas. ]

Megjegyzés. Ha azt akarjuk elérni, hogy az inverzié végeredményeként kapott Cassini-
gorbét el® tudjuk allitani csak egy origd korili forgatassal, és ne torténjen nyujtas, az
inverzid korének sugarat ugy kell megvalasztani, hogy az inverzidé soran az eredeti és a
képként kapott kor hasonlésaganak ardnya = 1 legyen. Azaz a korabbi szadmolast
alkalmazva az inverzio kdrének sugarat = c*  ad-nek kell valasztani.

Megjegyzés. Korabban mar lattuk, hogy a kanonikus helyzet] lemniszkata azaz a
c= atipusu Cassini-gérbe inverze egy kanonikus helyzety derékszdgf hiperbola. Ennek
az eredménynek egy harmadik fajta bizonyitdsat kaphatjuk, ha a 15. és 17. allitAsok
bizonyitasanak gondolatmenetét alkalmazzuk erre az esetre.

29. abra. Lemniszkéata, azazc = a tipusu Cassini-gérbe (z6ld) és az origé kézéppontl korre
vonatkozo inverze.

Megjegyzés. Ha egyetlen, origo k6zéppontl kdrre vonatkozo inverziét alkalmazunk egy-
szerre az 0sszes, rogziteft a;0), (a;0) fokuszpontl Cassini-gorbére, akkor is Cassini-
gorbék seregét és egy derékszogy hiperbolat kapunk, amelyek belepik a sikot. Ez lathat6
a 30. abran.
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30. abra. Rogzitett, ( a;0), (a;0) fékuszu Cassini-gérbék (zold) és inverzik (piros).
10. Deréksz6gy hiperbolak és ortogonalis trajektoriak

Fizikabol ismerjuk, [7] hogy az elektromosan t6ltott testek elektrosztatikus terét er®vona-
lakkal lehet szemléltetni. Az elektromos er®vonalak olyan gorbék, amelyek pontjaiban az
erint® megmutatja az elektromos térer®sség iranyat, az er®vonalak sfrfisége pedig kifejezi
a térer®sseg nagysagat. Ponttdltés elektromos er®vonalai olyan egyenessereget alkotnak,
amelynek minden egyede athalad a ponttéltésen. Ha egy ponttéltés elektromos terében
ugy mozgatunk egy masik, elekromos tdltéssel rendelkez® pontszer( testet, hogy a se-
bessége végig mer®leges az er®vonalakra azaz a test palyaja mer®legesen metszi az
er®vonalakat akkor zikai értelemben nem térénik munkavégzés a folyamat sorén. Az
ilyen palyakat ekvipotencialis felileteknek sikban ekvipotencialis gérbéknek nevezzik.

A sik egy meghatarozott pontjan keresztiilhalado egyenesseregre mint er®vonalakra
vonatkozoan ezek az ekvipotencialis gorbék a ponthoz mint k6zépponthoz tartozé kon-
centrikus korok. Ezek a korok mind mer®legesek a ponton athalad6 6sszes egyenesre. Ma-
tematikai megnevezéssel ezek a korok az egyenessereg ortogondlis trajektéridi. Ez forditva
is érveényes: a koncentrikus korsereg ortogonalis trajektoriai a korok kozos kdzéppontjan
athaladé egyenesek.

Most azzal foglalkozunk, hogy a k6z6s fokuszponta Cassini-gérbek milyen gérbeseregnek
az ortogonalis trajektériai, majd az igy felfedezett, valamint a mar korabban is bemutatott
gOrbék tovabbi tulajdonsagait vizsgaljuk.

De nici6. Az olyan gorbéket, amelyek egy gorbesereg minden egyedét mer®legesen met-
szik, ortogonalis trajektoriaknak nevezzik.
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