Szakdolgozat

Szabd Gergely

fizikatanar-matematikatanar
osztatlan tanari mesterszak

2024



EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

Természettudomanyi Kar

Szakdolgozat

Cassini-gorbék

Témavezeto: Készitette:

Dr. Moussong Gébor Szabd Gergely

nyugdijas egyetemi adjunktus fizikatanar - matematikatanar
Geometriai Tanszék osztatlan tanari mesterszak




Eredetiségi nyilatkozat

Alulirott Szabé Gergely (M14CES8) ezennel kijelentem és aldirdasommal megerésitem, hogy
az ELTE fizikatanar-matematikatanar osztatlan tanari mesterszakjan irt jelen diploma-
munkam sajat szellemi termékem, melyet kordbban maéas szakon még nem nyujtottam
be szakdolgozatként és amelybe méasok munkajat (konyv, tanulmany, kézirat, internetes

forras, személyes kozlés sth.) idéz6jel és pontos hivatkozasok nélkiil nem épitettem be.

Budapest, 2024. 4prilis 22.

Szabd Gergely



Koszonetnyilvanitas

Szeretném koszonetemet kifejezni Moussong Gabor tanar tirnak a téma kivalasztasaért,
a rengeteg oOtletért, segitségért és utmutatasért, a javitasi tandcsokért; hogy nyugdijba
vonuldsa utan is vallalta a témavezetést; és hogy példaként szolgald egyetemi eléadasaival

és gyakorlataival elmélyitette a geometria iranti érdeklédésemet.

Koszonom Basa Istvan, Boller Balazs és Harasztos Barnabas otleteit, segitségét.



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés . . . . . o 4

2. A Cassini-gorbe definicidja és egyenlete . . . . . . . . .. .. ... ... 7

2.1. A Cassini-gorbe egyenlete Descartes-féle koordinata-rendszerben 7

2.2. A Cassini-gorbe egyenlete polarkoordinatakkal . . . . . . . . .. 9

3. A gorbe alakja . . . ..o 10

3.1. A Cassini-gorbék szimmetriatulajdonsagai . . . . . . . .. . .. 12

4. Cassini-gorbék és a torusz . . . . . . . . . ... 14

5. A lemniszkata szerkesztése . . . . . ... L 17

6. A lemniszkata mint talpponti gérbe . . . . . . ... 20

7. A lemniszkata mint inverz alakzat . . . . . . ... ... 0L 25

8. Négyzetreemelés, négyzetgyokvonas a komplex sikon . . . . . . . . . .. 30
8.1. Komplex szamok, komplex szamsik, a komplex szamok trigono-

metrikus alakja . . . ... o000 30

8.2. Négyzetreemelés . . . . . . .. ..o 32

8.3. Négyzetgyokvonas . . . . . . . . . ..o 37

9. Inverzié a komplex sitkon . . . . . . . ..o 40

9.1. Cassini-gorbék és az inverzié . . . . . . .. .. ... ... .. .. 40

10.  Derékszogt hiperbolak és ortogonalis trajektoriak . . . . . . . . . . . .. 45

11.  Lemniszkata mint korok burkoléja . . . . . . . . . ..o 51

12, Mbodszertani lehetoségek . . . . . . ..o o4

Irodalomjegyzék . . . . . . . .o 70



1. Bevezetés

Giovanni Domenico Cassini neve leginkabb
azok szamara lehet ismerds, akik érdek-
16dnek a csillagészat irant, esetleg nyomon
kovetik az trkutatas fontosabb, aktudlis
eredményeit. Legutébb a nevét visel6 Cas-
sini trszondardél hallhattunk, amelyrél —
annak hisz éves miikodése alatt — tobbszor
is beszamoltak kiilonb6z6 hiradasok, hirol-
dalak, tudomanyos szakoldalak. [13], [14],
15

Az eszkoz eredetileg tarsaval, a Huygens le-
szalloegységgel indult 1997. oktéber 15-én, Giovanni Domenico Cassini (1625 — 1712)
és hét évvel késobb érte el céljat, a Sza-

turnuszt. [12] A Huygens leszallbegység sikeres landoldst hajtott végre a névadéja dltal
felfedezett Titanon, a Szaturnusz legnagyobb holdjan, ahol a stirti kod alatt szilard fel-
szinre bukkant. Az {irszonda és a leszalloegység altal végzett vizsgalatok alapjan kideriilt,
hogy a Titan felszinén nagy kiterjedésii etan- és metantavak talalhatok, amelyek péaro-
lognak, majd es6 forméajaban visszahullanak a felszinre. Ezek a koriilmények nagyban
megegyezhetnek azokkal az idéjarasi és 1légkori viszonyokkal, amelyek a Foldet jellemez-

hették torténetének korai szakaszaban.

A bolygo koriil kering6 Cassini tirszonda kiildetése soran vizsgalta a Szaturnusz 6sszetéte-
1ét, szerkezetét, a gytiriii és a holdjai kozott lejatszodé dinamikai folyamatokat, a holdak
felszinét, Osszetételét és belsé szerkezetét. A program legjelentGsebb eredményei k6zott
tartjak szamon, hogy az eszkoz a felszint boritd jégtakard aldl kitord gejzireket figyelt
meg az Enceladuson, a Szaturnusz hatodik legnagyobb holdjan. Ebbol arra lehet kovet-
keztetni, hogy a hold jégrétege alatt globalis viz-6cean hizodik. Az Enceladus e gejzirjei
taplaljak a bolygd E-gytriijét, amely miatt a gytriik aktivak, idében valtoznak, és igy a
holdak keletkezésének folyamatait figyelhetjiik meg ezek vizsgalatan keresztiil.

Az {irszonda 2016 végén megkezdte kiildetésének végsd, Nagy Finalénak nevezett fazisat.
A program utolsé szakaszaban az eszkoz megkozelitette a Szaturnuszt, tobbszor a legbelsd
gylri és a bolygd kozott haladva adatokat gytjtott annak légkorérdl, a gytirtikrdl, a
bolygd gravitacios és magneses terérdl. Végul 2017. szeptember 15-én belépett a légkorbe,

és befejezte kiildetését.

Az lrszonda névaddjanak kivalasztdsa nem a véletlen eredménye: Cassini volt koranak

legfejlettebb eszkozokkel rendelkezé csillagasza, és tobb olyan tudoméanyos eredményt is



neki koszonhetiink, amely a Szaturnuszhoz kapcsolédik. O fedezte fel a bolygd holdjai
kozul az lapetus, Rhea, Tethys és Dione holdakat, valamint a Szaturnusz A- és B-gytirti

kozotti hézagot, a rola elnevezett Cassini-rést.

Kozépiskolai tanulméanyinkbél jol ismerjiik a bolygdk mozgasat leiré Kepler-torvényeket.
[9] A hédrom torvény koziil az elsé a mozgasok palyajanak alakjat hatarozza meg: a bolygdk
palyaja ellipszis, és annak egyik fékuszpontjaban a Nap van. Cassini elutasitotta Kep-
lernek ezt az elképzelését. Ehelyett ¢ tigy gondolta, hogy a palya valdéjaban — a késébb
rola elnevezett — Cassini-gorbe. Hogy mik a Cassini-gorbék, és milyen tulajdonsagokkal

rendelkeznek, ezzel foglalkozunk a szakdolgozatban.

A Kepler-tovényekben is elokertild ellipszis, valamint a hiperbola definiciéja szintén jol
ismert az iskolas tananyagbol. Tulajdonképpen ezeknek a természetes folytatasaként ju-
tunk a Cassini-gorbékhez. Ko6zos ezekben a gorbékben, hogy mindannyian két, rogzitett

fokuszpont segitségével vannak meghatarozva.

Az ellpiszis azon pontok mértani helye a sikon, amelyek fokszpontoktol mért tavolsagai-

nak osszege allando.

1. dbra. Ellipszis Fy, Fy fokuszpontokkal.

A hiperbola a sik azon pontjainak mértani helye, amelyek fokszpontoktél mért tavolsagai

kiilonbségének abszolut értéke allando.

F By

2. dbra. Hiperbola Fy, Fy fokuszpontokkal.



A definiciokban szereplé oOsszeg, illetve kiilonbség szavak helyettesithet6k mas miivele-
tekkel is. Igy jutottunk egyetemi tanulmanyaink sordn az Apolldniusz-korhoz. Ezt tgy
definialhatjuk, hogy a sik azon pontjai alkotjak, amelyek fokuszpontoktél — azaz a két

rogzitett ponttol — mért tavolsdgainak hanyadosa allando.

3. dbra. Egy, az A, B pontokhoz tartozé Apolléniusz-kor.

Végiil tekinthetiik a fékuszpontoktél mért tavolsagoknak a szorzatat is, ekkor érkeziink
a Cassini-gorbékhez: azok a pontok alkotnak egy Cassini-gorbét, amelyek esetén ez a

szorzat ugyanakkora, meghatarozott értéket vesz fel.

4. dbra. Cassini-gorbe F, Fy fékuszpontokkal.

A szakdolgozat a tanarszakos bevezeté matematikatantargyak anyagara tamaszkodik. A
sziitkséges geometriai hattérismeretek megtalalhatok Hajos Gyorgy: Bevezetés a geomet-

ridba (Tankonyvkiadd, 1966) cimi konyvében.
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2. A Cassini-gorbe definicigja és egyenlete

Definici6. Legyenek adva az a és ¢ pozitiv valés szamok, tovabba legyenek adva a sikban

az egymastol 2a tavolsagra 1évo Fy és Fs pontok.

Az Fy, Fy fékuszpontokkal és a ¢? paraméterrel meghatarozott Cassini-féle gérbe azon

pontok mértani helye a sikban, amely pontokra F} P és F» P tavolsagok szorzata allando,

¢ nagysagu.

5. dbra. Rogzitett fokuszpontii Cassini-gorbék kiilonbézé ¢? paraméterek esetén. A gorbék fé-

kuszpontjai a fekete pontok.

2.1. A Cassini-gorbe egyenlete Descartes-féle koordinata-rend-
szerben

Vegyiik fel gy a koordinata-rendszert, hogy az x-tengelye az FFy egyenes, origbja az

F\ F, szakasz felez6pontja legyen. A fékuszpontok koordinatai ekkor Fj(—a,0), Fa(a,0).

A Cassini-gorbét kanonikus helyzetiinek hivjuk, ha fokuszpontjai a koordinata-rendszer

x-tengelyén ugy helyezkednek el, hogy az Fi F» szakasz felezopontja az origd.



P(z,y)

F1<—(Z, 0) FQ(CL, 0)

6. dbra. A Cassini-gorbe fékuszpontjai és a P(x,y) pontja.

A P(x,y) pont és a fokuszpontok tavolsaga a kovetkezOképpen irhaté fel:
FIP=\/(z+a)?+y? FoP=\/(x—a)?+12

A P(z,y) pont pontosan akkor van rajta az Fy, Fy fokuszpontii, ¢? paraméterii Cassini-
gorbén, ha FiP-FoP = 2, azaz

V@+a)?+y2/(r—a)2+y2 =2

Mindkét oldalon nemnegativ kifejezések allnak, ezért a négyzetreemelés ekvivalens atala-
kitas,

(@+a)+y?) (2 —a)® +4°) =
Az igy kapott egyenletet tovabb alakitjuk:

(@t a)e—a) +9° (@ +a)’ +(@—a)) 4yt =

($2_&2)2+y2.<2x2+2a2> +y4 :04,

4

Y

ot —22%a% + ot + 2077 + 2070+t = ¢

ot + 222y 4yt — 20222 + 2a%y? = ¢t — o

(a:2—|—y2)2—2a2 (mQ—y2> =ct—at. (1)

Mivel az egyenletrendezési 1épések soran ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre, a
végeredménytil kapott (1)-es egyenletet pontosan a gorbe pontjai elégitik ki. Az (1)-es

egyenlet a Cassini-féle gorbe egyenlete a Descartes-féle koordinata-rendszerben.
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A Cassini-féle gorbe egy specidlis esete, amikor ¢ = a. Ekkor az (1)-es egyenlet
2
(a:2 + yQ) = 2a° (:1c2 — yz) (2)
alakra hozhat6. Ez a Bernoulli-féle lemniszkata egyenlete, ami a Cassini-gorbék kozé
tartozo specidlis sikgorbe.

Megjegyzés. A Bernoulli-féle lemniszkatan kiviil léteznek még mas, szintén lemnisz-
katanak nevezett gorbék is. A tovabbiakban a Bernoulli-féle lemniszkatat egyszertien

lemniszkatanak fogjuk nevezni.

2.2. A Cassini-gorbe egyenlete polarkoordinatakkal

Az (1) egyenletbdl indulunk ki, és elvégezziik az x =r-cosp, y =r-siny helyettesitést,
ahol 0 < r, 0 < ¢ < 27.

2 4 4

(r2 cos? w+ 2 sin® @)2 —2a® (7’2 cos? o—r sin? gp) =c' —a
(7‘2 . (COS2 p+ sin? @))2 — 24> (72 . (6082 »— sin? <p)> =ct—d

2
<7"2 : 1) —2a? <r2 'COS(QQD)) =ct—at

rt —2a%r? cos(2p) = ¢* — a* (3)

Ebbdl r2-et kifejezve:

2a? cos(2¢p) + \/4a4 cos?(2¢) +4(ct —a?)
— 5 ’

7,2

2 = a? cos(2p) \/a4 cos?(2¢p) +c* —at. (4)




3. A gorbe alakja

Ahogy az 5-0s és a 7T-es abran is lathaté, a Cassini-gorbéknek tobb, egymastdl 1ényegesen
kiillonb6z6 tipusa lehetséges. Van olyan Cassini-gorbe, amely egyetlen 6sszefliggd, 6nma-
gat nem metsz6 zart gorbe, van olyan Cassini-gorbe, amely énmagat metszi, és 1étezik
olyan tipus is, amelyik két kiilon darabbdl all. Ez a gorbe a és ¢ paraméterének viszo-
nyatol fiigeg. A (4)-es egyenlet felhasznalasaval tudjuk az esetek szétvalasztasat precizen

megtenni.

© ©

7. dbra. Cassini-gorbék ¢ > a (z6ld), ¢ = a (kék), ¢ < a (piros) tipusai.

Megkilonboztetiink harom esetet:

1. Ha ¢ > a, akkor ¢* > a*, vagyis ¢* —a* > 0. Emiatt a (4)-es egyenletben szerep-

16 négyzetgyokos kifejezés minden ¢ szog esetén biztosan értelmezve van a valds

4

szdmok halmazan, ugyanis a* cos?(2¢) — mivel négyzetszdm — nemnegativ, tehit a

négyzetgyok alatt biztosan pozitiv szam all. Tovabba a feltétel miatt fennall, hogy

\/a4 cos?(2p) +c* —at > \/a4 cos2(2¢) = a?| cos(2¢p)| = a? cos(2¢),

vagyis

\/a4 cos2(2p) 4 ct — at > a” cos(2¢p).

Emiatt a (4)-es egyenletben a négyzetgyok el6tti negativ eldjel vilasztdsa esetén a
jobb oldal negativ lenne. Az egyenlet bal oldalan viszont mésodik hatvany szerepel,
ami nem lehet negativ, tehat a negativ el6jel valasztasa nem ad megoldast. Ezért
¢ > a esetén a (4)-es egyenletben csak pozitiv el6jel vilaszthat6 a négyzetgyok elétt.

Ebben az esetben viszont minden ¢ szoghoz pontosan egy r-érték tartozik, mivel r
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nemnegativ a definicié szerint. Az r-et egyértelmtien ki tudjuk fejezni ¢ segitségével:

r= \/a2 cos(2¢) + \/a4 cos?(2¢p) +ct —at.

Ez az 6sszefiiggés megadja ebben az esetben a gérbe 0sszes pontjat. Ahogy az dbran

lathato, ekkor Osszefiiggd, onmagat nem metszo, zart gorbét kapunk.

. Ha ¢ = a, akkor a (3)-as egyenlet
r? (r2 —2a? COS(QQO)) =0

alakra hozhaté atrendezéssel és kiemeléssel. Ennek minden ¢ szog esetén megoldasa
az r = 0 pont, tehat a Cassini-gorbének ebben az esetben eleme az origd mint pont.
Viszont megoldast kaphatunk akkor is, ha azt vizsgaljuk, hogy 72 — 2a?cos(2¢) =0
mikor teljesiil, azaz az

2 = 242 cos(2¢) (5)

egyenlet megoldasait keressiik. Mivel 72 és 2a® nemnegativ, ezért cos(2p)-nek is
biztosan legalabb 0 értéket kell felvennie. Ezt a feltételt azok a ¢ szdgek biztosit-
jak, amelyeket egy egyszeri trigonometrikus egyenlétlenség megoldasan keresztiil

3m 5
Z,Z] [I,I} Ekkor az (5)-6s egyenlet jobb oldala
nemnegativ, a négyzetgyokvonas elvégezhetd, és mivel r > 0, ezért adott, a felté-

tudunk megtaldlni: ¢ € {—

telnek megfeleld ¢ szoghoz egyetlen r érték, egészen pontosan az r = y/2cos(2¢p)
tartozik. A gorbe ebben az esetben is Osszefliggl, viszont onmagat metszi a kozép-

pontban. Ez az eset a lemniszkata esete.

. Ha ¢ < a, akkor ¢* —a* < 0. Ebb6l az kovetkezik, hogy van olyan ¢ szog, amelyhez
nem tartozik a gorbének pontja. Ugyanis ¢ < a esetén lehetséges, hogy a (4)-es
egyenletben talalhat6 négyzetgyok alatt all6 kifejezés negativ értéket vesz fel, emiatt
a jobb oldalon all6 kifejezés bizonyos ¢ szogek esetén nincs értelmezve a valés

szamok halmazan. Ez akkor torténik meg, ha

a' cos?(2p) + ¢t —at <0,

azaz 4 .
9 a*—c c

cos“(20p) < ———=1——

(2¢) <= T

ct ct
— 1—¥<cos(2<p)< 1—¥. (6)

vagyis
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Olyan ¢ szégek esetén viszont, amikor a (4)-es egyenletben talalhaté gyokjel alatt

nemnegativ kifejezés all, vagyis ha
a*cos?(2p) + ¢t —at >0,
mivel ¢* —a* <0, és a* cos?(2p) > 0, ezért a kovetkezd egyenlStlenség teljesiil:

atcos?(2¢) + ¢ —at < atcos?(2¢).

Mivel itt mindkét oldal nemnegativ, és a négyzetgyok-fiiggvény szigortian monoton

no, ezért ezek négyzetgyokei kozott a kovetkezo egyenlotlenség all fenn:

\/a4 cos?(2¢) +ct —at < \/a4 cos2(2¢) = a®|cos(2¢p)|. (7)

Ebbdl az kovetkezik, hogy abban az esetben, ha a (4)-es egyenletben a négyzetgyo-

2 cos(2¢p) pozitiv, azaz cos(2p) pozitiv,

kot tartalmazo kifejezés értelmezve van, és a
mind a pozitiv, mind a negativ el6jel valasztasa esetén a jobb oldal nemnegativ,
hiszen Osszeadas esetén két pozitiv szam Osszege is pozitiv, kivonas esetén pedig az

a? cos(2¢)-bél nala kisebb szdmot vonunk ki (7) miatt.

Abban az esetben viszont, amikor a? cos(2¢p) negativ, azaz cos(2¢) negativ, mind a
plusz, mind a minusz eléjel vilasztésa esetén negativ szam all a (4)-es egyenlet jobb
oldalan. Ugyanis (7) miatt Gsszeadds esetén a negativ a®cos(2¢p)-hez az abszoltt
értékénél kisebb szamot adunk hozza, emiatt a végeredmény negativ, kivonas esetén

pedig mindenképpen negativ a miivelet végeredménye.

Tehat minden megfelel6 ¢ szoghtz — a hatarhelyzetek kivételével — két pontja tarto-

zik a Cassini-gorbének. A hatarhelyzetek esetén — amikor \/ atcos?(2p) +ct—at=0
és cos(2¢) nemnegativ — a hatdrszoghoz a gorbének csak egyetlen pontja tartozik.
A nem megfelel6 ¢ szogekhez nem tartozik pontja a gérbének. Tovabba az is meg-
allapithatd, hogy a megfeleld ¢ szogek intervalluma a jobb félsikban a O-ra, a bal
félsikban a 7w-re szimmetrikus. Ez a koszinusz-fliggvény paros voltanak a kovetkez-
ménye:
cos (2(27r - <p)) = cos(2¢p),
és persze
cos (2(7r - 90)) = cos (2(7T + 90)) :

3.1. A Cassini-gorbék szimmetriatulajdonsagai

El6szor azt vizsgaljuk, hogy a stk milyen egybevagdsagi transzformacioi viszik az adott

Cassini-gorbét énmagaba, azaz milyen szimmetridi vannak a gorbéknek.
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1. Allitas. A Cassini-gérbe tengelyesen szimmetrikus az Fy Fy egyenesre, az Iy Fy szakasz

telez6merdlegesére, és kozéppontosan szimmentrikus az Fi F» szakasz felez6pontjara.

Bizonyitas. A Cassini-gorbét meghatarozza a két fékuszpontja és a ¢ paramétere, ezért
pontosan azok a szimmetriai, mint a két pontbdl all6 halmaznak. Ugyanis azok az egy-
bevagdsagi transzformaciok, amelyek a gorbét énmagara képezik, a gorbe fékuszpontjat

is fokuszpontba képezik. Ez kétféleképpen lehetséges:
1.) a geometriai transzformécié fixen hagyja mindkét fékuszpontot;
2.) a geometriai transzformacié mindkét fékuszpontot a masikra képezi.

Az elsé eset igy lehetséges, ha a geometriai transzformacié az a tengelyes tiikrozés, amely-
nek tengelye az FFy egyenes. (Természetesen tgy is lehetséges, ha a geometriai transz-
formécié a helybenhagyéas, azaz a sik identikus leképezése onmagara — ez nem meglepo,

az identikus leképezés minden alakzatot 6nmagara képez.)

A masodik eset kétféleképpen lehetséges: ha a geometriai transzformacié az a tengelyes
tikkrozés, amelynek tengelye az FiF5 szakasz felezOmerolegese; illetve ha a geometriai
transzformacio az a kozéppontos tiikrozés, amelynek kozéppontja az Fi Fb szakasz felezo-
pontja, hiszen a két tengelyes tiikrozés kompozicidjaként eléall a kozéppontos tiikkrozés.
O

A kovetkez6 allitast, amely a gorbék hasonlosidgara ad sziikséges és elégséges feltételt, a

késébbi fejezetek soran fogjuk alkalmazni.

2. Allitas. A Cassini-gorbét hasonlésag erejéig meghatdrozza az a és ¢ paramétereinek

aranya.

Pl

F{(=X-a,0) Fi(—a,0) 0 Fy(a,0) Fy(\-a,0)

8. dabra. Cassini-gorbe fokuszai és egy pontja, valamint ezek képei az origd centrumi kézéppontos

hasonlésagnal.

Bizonyitas. Tekintsiik az Fi(—a,0), Fy(a,0) fokuszpontokkal és ¢? paraméterrel meg-
adott Cassini-gorbét, amelynek az origd a kozéppontja. Legyen P pont a Cassini-gorbe
pontja, ekkor Fi P - FoP = ¢2.
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Tekintstink az origb kozépponti, A ardnyt kozéppontos hasonlésagot. Ekkor az Fi(—a,0)
pont képe az F{(—Ma,0) pont, az F5(a,0) pont képe az F4(Aa,0) pont. A P pont P’
képére teljesiil egyrészt, hogy P’ rajta van a Cassini-gorbe \-szoros nagyitottjan, masrészt
OP' =X-OP, F{P'=X-F\P és FiP' = \- F»P. Innen

F{P'"FyP'=XN-FIP-\-FoP=)2.F|P-F,P =)\ = (\-¢)°

Vagyis a A aranyu kozéppontos hasonldsag sordn az eredeti a és c paraméterek A-szorosukra

valtoztak, azaz az aranyuk allandé maradt.

Ha két Cassini-gorbe esetén a paramétereik aranya megegyezik, akkor az itt leirt gondo-

latmenet és szamolas visszafelé is elvégezhetd: a Cassini-gorbék hasonlok. O

4. Cassini-gorbék és a toérusz

Kozépiskolai tanulmanyainkbol ismerjiik, hogy korok, ellipszisek, parabolak, hiperbolak
el6allnak forgaskip és sik metszeteként. Tudjuk, hogy korcket kaphatunk, ha forgasfelii-
leteket olyan sikokkal metsziink, amelyek merdlegesek a forgasfeliilet tengelyére. Késobbi
tanulmanyaink soran talalkoztunk példaul azzal is, hogy a parabolak segitségével el6al-
lithaté nyeregfeliilet — a hiperbolikus paraboloid — megfeleld sikkal vett metszeteiként

hiperbolakat kapunk.

Most a Cassini-gorbéket szeretnénk valamilyen feliilet stkmetszeteként eloallitani. Ez a
felillet a torusz. A toérusznak nem minden sikmetszete Cassini-gorbe: példaul koroket
kapunk, ha olyan sikkal metssziik a toruszt, amely tartalamazza a torusz tengelyét, és a
korok nem Cassini-gorbék. De specidlisan elhelyezkedd sikok segitségével eldallithatok a

Cassini-gorbék.

3. Allitas. Legyen adva egy térusz és a térusz tengelyével parhuzamos sik, amelynek a
torusz tengelyétol mért tavolsaga egyezzen meg a toruszt generalo kor sugaraval. Ekkor

torusz és a sik metszeteként el6allé alakzat Cassini-féle gérbe.

Bizonyitas. Egy olyan térusz esetét vizsgaljuk, amely az xy-sikban taladlhatd kor y-

tengely koriili korbefogatasa soran keletkezik.
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9. dbra. Térusz és a tengelyével parhuzamos, megfelel6 sik metszete.

Legyen 0 < r < R és legyen a koriink az
(e= Ry =1 ©)
egyenletti, (R,0) kézépponti, r sugart kor az xy-sikban. A zardjelet felbontva az egyenlet:
x2—2Ra:+R2+y2:r2. (9)

A toérusz az a forgasfeliilet, amely ennek a kornek az y-tengely koriili korbeforgatasa-
kor forgasfeliiletként keletkezik, ennek az egyenlete a kovetkezé gondolatmenet alapjan

vezethetd le.

A kiindulasi kor barmely pontjat ha tekintjiik, a forgatds soran ennek a pontnak forgas-
tengelyt6l mért tavolsdga végig allandé. Legyen a P(z,y) a kiinduldsi kor egy pontja.

Mivel mivel z pozitiv, ennek a pontnak az y-tengelytél mért tavolsdga z, azaz V2.

A pont a tengely koriili forgatds soran végig egy olyan sikban mozog, amelyre meroleges
az y-tengely, tehat ez a sik az xz-sikkal parhuzamos. Tovabba a pont és az y-tengely
tavolsaga allandd, dltaldnos helyzeteben ez egyenld /a2 + 22-tel.

A forgasfeliilletnek barmely, az y-tengelyt tartalmazé sikkal vett metszete olyan kor, amely
a kiindulasi korrel egybevagd. Ennek a kornek az egyenlete megkaphato a kiindulési kor
egyenletébdl tgy, hogy a (8)-as és (9)-es egyenletekben szerepld z-re az dltalanos helyzeti

elforgatott esetén a vx2+ 22 helyettesitést alkalmazzuk. Vagyis egy dltaldnos szogben
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elforgatott sikban a kiindulési kér a (9)-es egyenlete a kovetkezd alakot veszi fel:

1?4+ 22 — 2R\ a2+ 224+ R? + ) =12,

illetve atrendezés utan

x2+y2—|—22—|—R2—r2:2R\/m.

Mivel mindkét oldal nemnegativ, a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas, igy az atalanos

helyzetli kor egyenlete:
2
(x2+y2—|—22+R2—7“2) — 4R? (x2+22>. (10)

A torusz mint forgasfeliilet ezeknek a koroknek az uniéjaként all eld, vagyis pontosan
azok a pontok alkotjak a téruszt, amelyek ezeken a korokon vannak. Tehat a toruszt leird

egyenlet ugyanez, vagyis a (10)-es egyenlet.

Metssziik el a toruszt a z = r egyenletii sikkal. A metszet pontjai rajta vannak a stkon és
a téruszon is, vagyis kielégitik mindkét alakzat egyenletét. A metszetként kapott alakzat
egyenletének meghatarozasahoz tehdt elvégezziik a (10)-es egyenletben a z = r helyettesi-
tést, igy a (11)-es egyenletet kapjuk, majd a négyzetreemelést kovetéen megfelel6 médon

rendezzik ezt.

<x2+y2—|—R2)2 — 4R? (:L'2—|—7"2) (11)
(x2)2 + 22%y% + <y2>2 +RY+22°R? + 20°R? = 4R%*4? + 4R*r?
(22 + y2)2 —22°R*+2y°R* = 4R** - R

(:L‘2 + y2)2 —2R? (12 — yz) = 4R*? — R* (12)

Az igy kapott (12)-es egyenlet pedig a Cassini-gorbe (1)-es egyenlete a = R és ¢? = 2Rr
adatokkal. Specidlisan, abban az esetben, ha a forgastengely és a toruszt generald kor
kozéppontjanak tavolsaga kétszerese a kor sugaranak, vagyis R = 2r, a metszet egyenlete

a (12)-es egyenlet alapjan
2
<x2 —|—y2) —8r? (mQ — y2> =0, (13)

amely a lemniszkata egyenlete a = 2r adattal. O]
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5. A lemniszkata szerkesztése

A szerkesztés alatt matematikaéran az euklideszi eszk6zokkel — azaz korzével és beosztas
nélkiili vonalzéval — végrehajtott szerkesztéseket értjiik. Rengeteg példat ismeriink arra,
hogy milyen alakzatokat tudunk ezekkel az eszkozokkel megszerkeszteni, és milyeneket
nem. Ellipszist nem tudunk igy szerkeszteni, viszont vannak olyan médszerek, amelyekkel
bizonyos pontossagi szintig megfelel6 ellipszist lehet rajzolni. Ilyen példaul, hogy rogzitjiik
egy kotéldarab két végét tigy, hogy magatol ne fesziiljon a kotél, és a ceruzat végighiizzuk a
kotéldarab mentén, mikozben azt a ceruzéval kifeszitjiik. Abrazolé geometridn gy szokés
ellipszist rajzolni — ez a pontossag miatt tulajdonképpen mar szerkesztésnek mindsil
—, hogy az ellipszisnek euklideszi eszkozokkel megszerkesztjiik megfeleloen sok pontjat
és ezeken athaladé érint6jét, majd specidlis, gorbe vonalzok segitségével megrajzoljuk
az érintési ponoton keresztiil az ellipszist. Ez a miiszaki gyakorlat szamara elfogadhato

pontossag.

Most a lemniszkata szerkesztésével foglalkozunk, amely alatt nem eulkideszi eszkozokkel

és modszerekkel torténo szerkesztést értiink, hanem sokkal inkabb annak megrajzolasat.

A lemniszkata megrajzolhaté olyan eszkoz segitségével, amely harom merev radbdl all. A

harom rud koziil kett6 egyforma hosszi, hosszuk a harmadik riad hosszanak a —2—szerese.
A héarom rudat szabadon forgd csuklok segitségével egymas utan kapcsoljuk gy, hogy
a hosszabbik rid helyezkedik el kozépen. A két révidebb rad szabad végeit rogzitjitk a
sik egy-egy pontjaban tugy, hogy a rogzitési pontok tavolsdga megegyezzen a kozépso rad

hosszaval, és a rogzitési pontok koriil a rudak szabadon tudjanak forogni.

Ez az eszkoz otthon is eldallithaté nahany kartonpapircsik és rajzszog felhasznalasaval.

A

B

10. dbra. Lemniszkata szerkesztésére alkalmas csuklds szerkezet Fy és Fo rogzitési pontokkal.

4. Allitas. Legyen adva a sikon két pont — Iy és Fy — egymadstdl 2a tavolsdgra. A csuklés

szerkezet szabad végeit rogzitsiik az F1, illetve Iy pontokban, riidjainak hosszat valasszuk
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meg tigy, hogy a révidebb rudak hossza a\/2, a k6zépsé, hosszabbik riid hossza 2a legyen.
Legyenek az A és B pontok a rudakat 6sszekéts, csuklos pontok. A mozgatast ugy kezdjiik
meg, hogy a kiindulasi pillanatban az Fy és F> pontok ne essenek az AB egyenesnek
ugyanabba a nyilt félsikjaba, és ezt a mozgatas soran végig fenntartjuk. Legyen a kézépso
rud felezépontja P. Ekkor a szerkezet mozgatasa soran a P pont bejarja az Fy és Fy

pontokhoz mint fokuszpontokhoz tartozo, a paraméterii lemniszkata pontjait.

A B

11. dbra. Lemniszkata szerkesztése az eszkozzel.

Bizonyitas. Legyen a csuklés szerkezet F) pontban rogzitett rudjanak masik végpontja

az A, I, pontban rogzitett riudjanak masik végpontja a B pont — az abranak megfelelGen.
Az AF,BF) négyszog szimmetrikus trapéz a kévetkez6k miatt:

1. ABF| /A haromszog egybevagd Fo Fy BA haromszoggel, mert megfelel6 oldalaik egyen-
16k. Emiatt a megfeleld szogeik is egyenlok, igy BF1 A< = F1 BF><.

2. AFyF1 /A haromszog egybevagd Fr ABA haromszoggel, mert megfelel6 oldalaik egyen-
16k. Emiatt a megfelel$ szogeik is egyenldk, igy F1 AFo<x = BFy A<
Az AF>BF) négyszog belso szogeinek 6sszege 360°, a fenti két megéllapitas felhasznéla-
saval adédik, hogy F1AFo<x 4+ BF1 A< = 180° és BFy A<+ F1 BF><x = 180°.

Az APF1 /A haromszog és az AFy B/ haromszog hasonld, mert az A csicsnél 1évé belso

szoguk kozos, és az A csucesnal 16v6 belsé szogiiket kozbezard oldalaik ardanya megegyezik.

AP AR 1

AF,  AB 2

Igy AF\P<r = ABFy 4.
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12. dbra. A szerkesztési mod igazolasa.

A BPF>/\ haromszog és a BFy A/ haromszog hasonld, mert a B cstcsnal 1é6vd belso

szoglk kozos, és a B cstucsnal 1évo belso szogiiket kozbezaro oldalaik aranya megegyezik.

BP BF, 1

BF, BA 2
lgy BF,P< = BAF, .
Az AFyBF) négyszoghen ABF1< és BAF> valtoszogek, ezért ABF1< = BAF>9, igy

AF\Py = ABF1< = BAF> = BF»P4L.

Tekintsiik az F1 AP/ és AFy P/\ haromszogeket, ezek bels6 szogeit:
AP = F1AFy<x — PAFS< = F1AFy< — BAFy<t = BFy At — Py B = AF2P<I,

tehat
AP = AF», P

Ebbdl az kovetkezik, hogy F1 AP/ és AFy, P/ haromszogek hasonlok, mert szogeik meg-

egyeznek. Ekkor a megfelel6 oldalaik aranya is megegyezik:

nP AP
AP RP’
tehat
FiP-FyP=AP?=d"

Vagyis a P pont befutja az Fy, Fy fokuszpontii, a® paraméterti Cassini-gérbe pontjait.
Mivel az 6sszedllitdsban a a fékuszpontok tédvolsiganak a fele, ezért a (2)-es egyenlet esete

all fenn: a Cassini-gorbe itt specidlisan a lemniszkata. m
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6. A lemniszkata mint talpponti gorbe

Ebben a fejezetben az tgynevezett talpponti gorbével foglalkozunk. A talpponti gorbe
egy adott gorbéhez és a stk egy adott pontjahoz tartozik. Az adott gorbe egy érintéjének
a kijelolt ponthoz legkozelebbi pontja az érinté talppontja. Ha el6éallitjuk az 6sszes érinto

talppontjat, akkor e talppontok mértani helyeként a talpponti gérbét kapjuk.

Definicié. Legyen adva a sikon az O pont és a g gorbe, amelynek minden pontjan at
htzhato érinté. A g gorbe @ pontjan athaladé érinto egyenese és az erre merdleges, O
ponton athaladé egyenes metszéspontja legyen a P pont. A g gérbe O pontra vonatkozd
talpponti gorbéje a P pont palyaja, mikozben a () pont befutja a g gorbét. Vagyis a ¢
gorbe O pontra vonatkozé talpponti gorbéje azon pontok mértani helye, amelyek a gorbe
érintdjének és az O ponton athaladd, az érintére merdleges egyenesnek a metszéspontja-

ként allnak eld.

5. Allitas. A kanonikus helyzeti derékszégti hiperbola origéra vonatkozé talpponti gér-

béje egy lemniszkata.

ug’;{;
TR

13. dbra. Kanonikus helyzetli derékszogii hiperbola és origéra vonatkozé talpponti gérbéje.

Megjegyzés. A hiperbola érint6i kozé soroljuk az aszimptotakat is. Fzzel érhetjiik el azt,
hogy a lemniszkata kozéppontja — azaz az origd — is eléalljon talppontként. A bizonyitas

soran latni fogjuk ennek a sziikségességét.

Bizonyitas. Az allitas igazolasdhoz el6szor a hiperbola érintéjének egyenletét fogjuk

meghatarozni.

A kanonikus helyzetii hiperbola tigy helyezkedik el a Descartes-féle koordinata-rendszerben,
hogy fokuszpontjainak egyenese egybeesik a koordindta-rendszer x-tengelyével, a kozép-

pontja pedig megegyezik koordinata-rendszer origdjaval.
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Ekkor a hiperbola egyenlete
2 2
=y
a2
alakban irhaté fel, ahol a a hiperbola valés tengelyhosszanak fele, és ha 2¢ a fokuszpontok

tavolsdga, akkor b = v/c2 — a?.

A hiperbola paraméterezése tobbféleképpen is lehetséges, most a szokasos paraméterezést

=1 (14)

fogjuk alkalmazni.

Legyen r: R — R? egy vektor-skalar leképezés. A kanonikus helyzetii hiperbola jobb oldali
aganak pontjait az
r(t) = (a-cht,b-sht) (15)

vektorértéki fiiggvény adja meg, ugyanis a koordinatai kielégitik a (14) egyenletet, vagyis

2¢h%t  b2sh’t
a4 02 — IS)Q :cth—sthzl,
a

tovabbé az elsé koordinatafiiggvényének értékkészlete az [a,00) intervallum, a masodik

koordinatafiiggvényének értékkészlete pedig a valds szamok halmaza.

A kanonikus helyzetii hiperbola bal oldali 4gdanak pontjait az
r(t) = (—a-cht,b-sht)

vektorértékli fiiggvény adja meg, hiszen itt az elsé koordinatafiiggvény értékkészlete a
(—o00, —a] intervallum. A hiperbola adott pontjan athaladé érintéjének egyenletét csak a
jobb oldali ag esetén fogjuk levezetni, a bal oldali 4g érintéire hasonlo levezetéssel ugyanaz

az eredmény jon ki.

Legyen az O pont a koordinata-rendszer origbja. Legyen a Q(xq,yo) pont a hiperbola jobb

2,2
oldali aganak egy pontja, ekkor % — ‘Z—g = 1. Legyen az r(tp) vektor az origd kezddpontu,

@ végpontt vektor. Emiatt (15) alapjan

(z0,y0) = Oﬁ =r(tg) = (a-chtg,b-shtp),

vagyis
xo = a-chty, (16)
yo = b-shty.
Az r fuggvény derivaltja a ty helyen
r'(to) = (a-shtg,b-chty). (17)

A hiperbola @ pontbeli érintdje az az egyenes, amely athalad a Q ponton, és r'(tg) vektor

az iranyvektora.
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Legyen s: R — R? az a vektor-skalar leképezés, amely megadja a hiperbola @ pontjan
4thaladé érinté egyenesének pontjait. Igy (17) alapjan

s(u) = (ﬁ—l—u-r'(to) =r(tg) +u-r'(ty) = (a-chtg,b-shtg) +u-(a-shtg,b-chty),
vagyis

S(’LL) — (a-Chto—{—’LL'a'Shto,b'Sht0+u'a'Cht0)' (18)

Legyen P(x,y) pont a hiperbola () pontjan &thaladd érinté egyenesének azon pontja,

amelyre

OP = (z,y) = s(u). (19)

Az érint6 egyenletének felirasdhoz a P pont koordinatai kozott allitunk fel kapcsolatot.
A kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk (18) és (19) alapjan:

z=ua-chtg+u-a-shty

y=>b-shtg+u-b-chty

A masodik egyenletbol kifejezziik u-t:

_y—b-shiy
~ bechtg
Az igy kapott kifejezést behelyettesitjiik az elsé egyenletbe, és rendezziik az egyenletet:
y—b-shty
x =a-chtg+-——-——"-a-shiy,
O hochity 0

mindkét oldalt b-chty-lal szorozva

b-chty-xz = ab-ch2t0+a-sht0-y—ab-shzto,
amely rendezés és kiemelés utan

b-chto-x—a-shto-y:ab-(Ctho—shzto) (20)
alakra hozhato.

A (20)-as egyenlet tovabbi alakitasahoz felhasznédljuk, hogy ch?tg —sh®ty = 1, tovabba
azt, hogy (16) alapjan chty = @, és shtg = Y0
a

?.
b-xo-x a-yo-y
i = ab,

a

azaz

-2 =1. (21)

A végeredményiil kapott (21)-es egyenlet a kanonikus helyzetii hiperbola (xg,yg) koor-
dinatajua pontjan athaladé érintéjének egyenlete. Ez az egyenlet érvényes akkor is, ha a

Q(xo,y0) érintési pont a hiperbola bal oldali 4gén talalhato.
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A bizonyitdas méasodik lépésében megmutatjuk, hogy hiperbola érintGje és az érintére
meroleges, origdn athaladd egyenes metszéspontjaként el6alld pontok egy lemniszkatan
helyezkednek el.

Altalanosan, ha az n = (ny,ns) vektor mer6leges egy adott egyenesre, amelynek Q(zg, o)
az egyik pontja — tehat ro = (z0,y0) a @ pont helyvektora —, akkor pontosan azok a
pontok alkotjak az egyenest, amelyek r = (z,y) helyvektorara teljesiil, hogy

n-(r—rp)=0. (22)

A (22)-es egyenlet a vektorok koordindtdinak segitségével tigy irhat6 fel atrendezés utén,
hogy

ni-r+ng-y=ni-xo+ns-yo=q. (23)
Ha a normalvektor egységvektor, azaz |n| =1, akkor a ¢ értéke egyenld az origd és az

egyenes tavolsagaval.

Legyen adva a hiperbola Q(xq, o) pontja, és legyen P(xp,yp) pont a hiperbola () pontjan
athalado érintdjének és az érintére merdleges, origdon dthaladd egyenesnek a metszéspont-
ja. Ekkor az O? = (zp,yp) vektor merdleges a () ponton dthaladé érintére, tehat az O?

vektor az érintd normélvektora.

Olyan norméalvektor segitségével irjuk fel az érint6 egyenletét, amelynek hossza egységnyi.

Ehhez a P(zp,yp) pont koordinatait polarkoordinata-alakban adjuk meg:

Tp = r-cosgo}
) (24)

yp =71-sinp

ahol r a P pont origotol mért tavolsdga — amely egyben az érinté egyenes origétdl mért
tavolsaga, hiszen az OP szakasz meroleges az érintére —, ¢ pedig az OP irdny altal meg-

hatarozott iranyitott szog. A P pont Descartes-koordinataival az r tavolsag kifejezheté:
r=\2%h+yb. (25)

A polarkoordinétés felirdsméd miatt egységhosszii normalvektor az n. = (cosp,sing)
vektor, hiszen parhuzamos az érintére meréleges Oﬁ = (r-cosp,r-siny) vektorral, és a

hossza egységnyi, ugyanis cos® ¢+ sin? o = 1 minden ¢ sz6g esetén.

Tgy a Q(z0,10) ponton 4thaladé érinté egyenlete (23) és n, felhasznalisaval
cosp-r+sing-y=r

alakban irhato, hiszen r az érinto origétél mért tavolsaga. Mivel a kanonikus helyzetii

hiperbolanak nem halad &t érint6je az origon, ezért minden érint6 origotol mért tavolsaga
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pozitiv, vagyis r > 0 minden érinté esetén. Igy az érint6 eldbb leirt egyenlete

cosp-x Singp-
2 + 903/:

. . 1 (26)

alakra hozhato.

A hiperbola érintéjének egyenlete felirhaté a kordbban levezetett alakban is a (21)-es
egyenlet alapjan:
-2l (27)

A (26)-os és (27)-es egyenletek ugyanazt az egyenest adjdk meg. Mivel mindkét egyenlet

jobb oldalan ugyanaz a szam all, az egyenletek bal oldalanak is meg kell egyeznie, tehét

a’-cos ) b2 -siny

ro=—"—"> eS Yo =
T T

(28)

Mivel a Q(xo,y0) érintési pont a hiperbola egy pontja, ezért koordinatéi kielégitik a
hiperbola egyenletét, vagyis

B #_
a2 2
Ez az egyenléség a (28)-as Osszefiiggések behelyettesitése utan felirhatéd
atcos?p  bisin?yp _q
0272 b2r2

alakban, amelyet az r > 0 feltétel felhasznaldsaval tovabb alakitva az

a?cos? o —b?sin? o = r?
egyenletet kapjuk. Mivel r és ¢ a P(xp,yp) pont polarkoordinatai, a (24)-es és (25)-0s
Osszefliggések alapjan az elébbi egyenlet

2 2
2. %p _ 2. Yp _ 2
a” - —5 —b7 -~ =77
T T

vagyis

alakra hozhato.

Ha a hiperbola derékszogi, azaz a = b, akkor ez az egyenlet végso soron
2
2 (.2 2 2 2
a”- (3713 —yP) = (IP+?JP>

alakra hozhato.

Ez a lemniszkata egyenlete, amelyet a P pont koordinatai kielégitenek. Vagyis a vizsgalt
pontok mind ezen a lemniszkatan helyezkednek el. Mivel az egyetlen feltételiink az volt,
hogy r > 0, és emellett végig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért lemniszkata min-
den pontja, amelyre r > 0, el6all ilyen metszéspontként. Az r =0 ponton csak a hiperbola
aszimptotai mennek at, ez a pont az aszimptotak talppontja. Ha az aszimptotakat is az

érintok kozé soroljuk, akkor a lemniszkata kozéppontja is eléall talppontként. O
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7. A lemniszkata mint inverz alakzat

Az inverziéval mint geometriai transzformacioval egyetemi tanulmanyaink sordan taldlkoz-
tunk, sok tulajdonsiagat megismertiitk. Célunk, hogy meghatarozzunk a Cassini-gorbék
inverzeit a kozéppontjuk koriili korre vonatkozéan. Ebben a fejezetben a lemniszkata
megrajzolasardl szol6 5. fejezetben lefrtakat fogjuk alkalmazni. Igy azt a kérdést vizsgal-
juk, hogy a lemniszkata milyen alakzat inverzeként &all el6. Késébb, a 9. fejezetben, 1j

modszerek alkalmazasaval az 6sszes Cassini-gorbe teritékre kertil.

Definicié. Legyen adva az s sikban az O kézéppont, r sugaru k kor. A k korre vonatkozd
inverzion azt az ¢: s\ {O} — s\ {O} leképezést értjik, ahol egy tetszéleges P pont képe

az a P’ pont az OP félegyenesen, amelyre
OP-OP =12

A k kort az inverzié alapkérének, az O pontot az inverzié pélusanak, az r? értéket pedig az
inverzi6 hatvinyanak nevezziik. A P’ pont a P pont inverz pontja, Egy alakzat pontjainak
inverzei az inverz alakzatot alkotjak. Ha egy alakzatrél az inverz alakzatra tériink at,

akkor azt mondjuk, hogy az alakzatot invertaljuk.

6. Allitas. Legyenek adva az Fi, Fy pontok, legyen az F\Fy szakasz felezSpontja az
O pont. Az Fy, Fy fokuszpontokkal megadott derékszogi hiperbola O kézépponti, OF
sugari korre vonatkozo inverze az Fy, Iy fokuszpontokkal megadott lemniszkata — annak

O pontja kivételével.

Bizonyitas. Az allitds bizonyitdsa a lemniszkata szerkesztési modjanak felhasznalasaval
torténik. A 4. allitdssal megegyezden legyenek adva az F| és Fb pontok egymastol 2a
tavolsagra, az FF» szakasz felez6pontja legyen az O pont. Legyen ugyanigy az Fp, A
pontok tavolsiga és az Fy, B pontok tavolsiga fixen av/2, az A és B pontok tévolsdga
fixen 2a nagysagu. Ha a P pont az AB szakasz felezOpontja, akkor a P pont az Fi, F5

fokuszpontokkal megadott lemniszkata egy pontja.

Ha a P pont nem esik egybe az O ponttal, akkor az AF) és BFy egyenesek metszik
egymast (kilénben parhuzamosak). Legyen a @) pont az AF és BF5 egyenesek metszés-
pontja. Legyen az R pont a () pont tiikorképe az [ F5 egyenesre. Cél, hogy megmutassuk,

az R pontnak a P pont az O kézépponti, OF) sugaru korre vonatkozo inverze.
A tengelyes tikrozés tulajdonsagai miatt FoR = F»(Q és 1R = F1(Q). Mivel az AF\BF,
négyszog hiirtrapéz, ezért FrQ = AQ. Igy
1 Fy
V2

Ez azt jelenti, hogy R és ) pontok rajta vannak az Fi, Fy fokuszpontokkal megadott

|F,R— FIR| = |FQ — F1Q| = |AQ — F1Q| = AFy = aV/2 =

derékszogl hiperboldn. Az R pont a hiperbola barmelyik pontja lehet.
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14. dbra. Az Fy, F5 fékuszpontokkal megadott derékszogii hiperbola (z6ld) és az O kozéppont,

OF} sugart korre vonatkozé inverze (piros).

15. dbra. A szerkesztési mod alkalmazdsa az inverzidra vonatkozé éallitas igazolasdhoz.

Megmutatjuk, hogy F1 POA és QF1O/A haromszogek hasonldk.

Mivel F| B és PO szakaszok parhuzamosak, ezért az F1 POB négyszog trapéz. Emiatt
OPF)<+ PFyB< = 180°,

hiszen ezek a szogek a trapéz egyazon szaran fekvo belso szogei.
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Tovabba, mivel AF; Q< sz0g egyenesszog, ezért

AF09 +OF Q< = 180°.

A 15-6s &bra és a hirtrapéz tengelyes szimmetridja alapjan FoFy B = ABFy <. Igy
PFiBs=AFBy— AP =AF B —ABF 13 = AF B — FoF1 B = AF10<,

vagyis
PFiB<s = ARO<.

Toljuk el az OPF1 < szoget az Fi-be mint szogesiucsba. Ekkor

OPF 4 = OF1Q4. (29)

Mivel PFoB< = PF1 A<, ezért PF1Q< + QF> P = 180°. Emiatt a QF) PF» négyszog
hiurnégyszog, vagyis van koréirt kore. Az FoF1 P és FhQP< szogek a koriilirt koron
ugyanahhoz az ivhez tartozo keriileti szogek, igy FoF'y P = FoQQP<L.

A huartrapéz tengelyes szimmetridja miatt FbFy P<t = F1QO<. Vagyis

B F P = F1QO<. (30)

Ezzel belattuk, hogy F1POA és QF1OA haromszogek hasonlok, hiszen (29) és (30)
alapjan két szogiikk megegyezik.

Mivel két szogiik megegyezik, a harmadik szogiik is egyenld, azaz F1OP<Y = F1OQ<.
Ennek felhasznalasaval jutunk oda, hogy az R pont az OP félegyenesen taldlhato, mivel

a () pontbdl az R pontot az F F5 egyenesre torténé tengelyes tiikrozéssel kapjuk.

Mivel RF1OA és QF1OA haromszogek egybevagok, ezért F1 POA és RE1O/A harom-
szogek hasonlék. Igy megfeleld oldalaik ardny megegyezik, tehét

OP OF
OF  OR’
azaz
OP-OR=OF?.

Tehat R és P pontok egymas képei az O kozépponti, OF; sugart korre vonatkozd in-
verziénal. Az R pont a hiperbola barmelyik pontja lehet, az inverze — vagyis a P pont —
mindig a lemniszkata pontja. Valamint a lemniszkata barmely P # O pontjanak R inver-
ze mindig a hiperbolén van. Igy a lemniszkéta — az O pontja kivételével — és a hiperbola

egymas inverzei. O]

27



Masodik bizonyitas. Az allitas belathaté masképpen is, analitikus geometriai eszk6zok

segitségével. Ehhez el0szor az inverzio analitikus leirasat tessziik meg.

Legyen a koordinata-rendszer origdja az O pont, és tekintstik az O kézéppontu, r sugara

korre vonatkozoé inverzidt.

—
Legyen a P(xz,y) pont inverze a P'(z’,y’) pont. Mivel O?, OP' vektorok parhuzamosak

és egyiranyuak, ezért

OP 2 OP _ * ox i (w):< r? r? y>'

O—>P/:OP, — . = . = —— - .
OP OP OP 332—{—y2 x2—|—y2 x2_|_y2 ’x2+y2

Vagyis a P(z,y) pont P'(2',y’) képének koordinatai:
x,_frz-x és ,_77“2-3/
T 24y Y=

Legyen adva az F(x,y) = ¢ egyenletii alakzat. A P(z,y) pont pontosan akkor tartozik az
2

2
re.x o ore-
F(z,y) = c egyenletii alakzat inverzéhez, ha P inverze, azaz a P’ , J pont
2?2 +y?’ a2 4y

2o 2y

x2+y2’x2_|_y2

az alakzathoz tartozik, vagyis az F’ ( ) = c egyenlet teljesiil.

Tehét az F(z,y) = c egyenletii alakzat inverze az

F( r?ox rley )Zc (31)

22 fy2 22 12

egyenletii alakzat.

Legyenek az Fy, F5 pontok a koordinata-rendszer z-tengelyének pontjai tigy, hogy tavol-

saguk 2a, a koordinata-rendszer O origdja pedig az FiF» szakasz felez6pontja legyen.

A derékszogii hiperbola valés féltengelyének hossza egyenld a centruma és egyik fokusz-

pontja tavolsaganak v/2-ed részével. Tehat az allitasban szerepld hiperbola egyenlete:

2 2
T )
2 3 =1,
4 .
) ()
azaz )
2_,2_4
e —y 5

Ennek az inverze az O kézépponti, r = OF) = a sugart korre (31) alapjan:
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2
oA (xz _ yz) _ a* <x22+ yQ) 7
2a> (:p2 - yz) = (:L‘2 +y2)2 . (32)

A végeredményiil megkapott (32)-es egyenlet az F} és Fy pontokhoz mint fékuszpontok-
hoz tartoz6 lemniszkata egyenlete. Természetesen a hiperbola inverzéhez nem tartozik
hozzé az origd, ugyanis 22 + 72 = 0 esetén nincs értelmezve a (31)-es dsszefiiggés, az in-

verzi6 alapkorének kozéppontja nem invertalhato. O
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8. Négyzetreemelés, négyzetgyokvonas a komplex si-

kon

A komplex szamokkal és a veliik végezheté miiveletekkel az érdekl6dck mar kozépisko-
laban is talalkozhattak. Mig a valés szamok kolesonosen egyértelmiien megfeleltethetok
a szamegyenes pontjainak, a komplex szamok a sik pontjaival allnak ilyen bijektiv kap-
csolatban. A komplex szamokkal végzett miiveletek is szemléltetheték a sik pontjaival és
vektoraival. Kiemelten fontos a témakoriink szempontjabél a komplex szamokon végzett
négyzetreemelés és négyzetgyokvonds. Ha a sik pontjait komplex szdmnak tekintjik, ak-
kor ezek a miiveletek a siknak énmagéra valé leképezéseit jelentik. Erdekes kérdés, hogy
bizonyos alakzatokat mivé transzformalnak ezek a leképezések. El6szor megvizsgaljuk
korok, egyenesek, hiperbolak négyzetét, korok gyokét. A négyzetreemelés és négyzetgyok-
vonas mint a leképezések 6nmagukban is figyelemre méltok, viszont a kés6bbi fejezetekben

kiemelt szerepe lesz az itt teritékre keriilo esetek alkalmazasanak.

Eloszor — csak emlékeztetoil — felsoroljuk a komplex szamok és a komplex szamsik néhany

tulajdonsagat, jellemzojét.

8.1. Komplex szamok, komplex szamsik, a komplex szamok tri-

gonometrikus alakja

Komplex szamoknak nevezziik az a + b alaku formalis kifejezéseket, ahol a és b valds

szamok.

Az a+bi és c+ di komplex szamok akkor egyenldk, ha a =c¢ és b=d.

A komplex szamok Osszeadasat és szorzasat a kovetkezoképpen definialjuk:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,

(33)
(a+bi)- (c+di) = (ac —bd) + (ad+ be)i.

A z = a+bi komplex szam valés része Re(z) = a, képzetes része Im(z) = b.
A komplex szamok testet alkotnak az Osszeadas és a szorzas mivelettel.

A z = a+bi komplex szam konjugaltjanak a z = a — bi komplex szamot, abszolut értékének
a |z| =vzz = Va? + b? nemnegativ valés szdmot nevezziik.

Vegytiik a Descartes-féle koordinata-rendszerrel ellatott euklideszi sikot, és a sik (a,b) ko-
ordinataju pontjahoz rendeljiik hozza az a+ b komplex szimot. Ez a hozzarendelés koleso-
nosen egyértelmi, azaz a sik minden pontjahoz pontosan egy komplex szamot rendeliink,
és minden komplex szam megfeleltetheté a sik egy pontjanak. Az igy felkoordinatazott

sikot nevezziik komplex szamsiknak.
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Ha az O(0,0) pont a koordinata-rendszer origéja, akkor az O kezdépontu, A(a,b) végponti
irdnyitott szakasz az O—1>4 = (a,b) helyvektor. Vagyis a felkoordinatazott sik helyvektorai
és a komplex szamok kozott is 1étesithetd kolesonosen egyértelmii a hozzarendelés, ha az
a+bi komplex szamot megfeleltetjiik az (a,b) helyvektornak. Emiatt a komplex szdmokkal

végzett miiveleteket a nekik megfeleltetett vektorok segitségével is értelmezni tudjuk.

A komplex szamok Osszeaddsa a vektorosszeaddsnak felel meg, ugyanis az (a,b) és (c,d)
vektorok Osszege az (a+c,b+d) vektor, amely a (33)-as miivelet-definici6 alapjan az a+ bi

és ¢+ di komplex szamok (a+c)+ (b+ d)i Osszegének megfeleltetett vektor.

A 2z =a+bi komplex szam abszolut értéke egyenlé a neki megfeleltetett (a,b) vektor
hosszaval, amelyet r-rel jelolink: |z| = r = va? + b2.

Ha z # 0, akkor a z = a+ bi komplex szam szogén vagy argumentuman — amelyet ¢ =
arg(z)-vel jelolink — az 6t reprezentalé helyvektornak a koordindta-rendszer z-tengelye
pozitiv irdnyatol mért elGjeles szogét értjik.

A z =a+ b komplex szdm z = a — bi konjugaltjat reprezentalé helyvektor a z-t repre-
zentalo helyvektornak az z-tengelyre vonatkozoé tiikorképe. Vagyis, ha z szoge ¢, akkor z
szoge —p.

Egy helyvektort egyértelmiien megadhatunk a hossza és a koordinata-rendszer x-tengelyének
pozitiv irdnyatél mért eldjeles szoge segitségével. Ha a z = a + bi komplex szam szoge ¢,

akkor a z-t reprezentél6 (a,b) helyvektor koordinataira teljesiil, hogy

a=7-Ccosp,

b=r-sine.

Tehat z =r-cosp+i-r-sing =1r-(cosg+i-siny), amely felirdst a z komplex szdm
trigonometrikus alakjanak nevezziik.

A komplex szamok szorzasat is értelmezni tudjuk a nekik megfeleltetett vektorok segit-
ségével, felhasznalva a trigonometrikus alakot: legyen z; = r1(cosp; +ising;) és 29 =

ro(cosa +isingy). Ekkor a szorzatuk
21 29=11"T9" (cos(901+902)+i-sin(go1+902)>. (34)

Komplex szamok szorzasa soran a hosszuk 6sszeszorzodik, a szogiik osszeadodik. Ez geo-
metriai értelemben azt jelenti, hogy a z komplex szamot reprezental6 vektor a w-vel vald
szorzas soran |wl-szeresére nyulik, és elfordul argw elGjeles szoggel. Azaz a w-vel vald

szorzéas egy forgatva nyujtast jelent.

Komplex szdmok szorzatanak hossza egyenld a hosszaik szorzataval, azaz |z -w| = |z| - |w|.
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16. dbra. Komplex szamok szorzasa.

8.2. Négyzetreemelés

A z = a+bi komplex szdm négyzete a (33)-as miivelet-definicié alapjén a w = 22 =

(a2 — 62) + 2abir komplex szam.

Tekintstik most a négyzetreemelést a komplex szamsik pontjain értelmezett fiiggvényként,
amely a sikot onmagara képezi. Lathatjuk, hogy ez nem a szokasos iskolds értelemben
vett geometriai transzformdcié, mert példdul nem bijektiv: 22 = (—2)?, azaz vannak olyan
pontok, amelyeknek ugyanaz a képe. Viszont néhany alakzat esetén érdemes megvizsgalni,

hogy mivé transzformalja azokat ez a leképezés.

A komplex szamsik (a,b) pontjahoz a négyzetreemelés-fiiggvény a sik (a2 -2, 2ab> pont-
jat rendeli. A szorzas tulajdonsdgai alapjan, geometriai értelemben a komplex szam — és
igy az azt reprezentald vektor — hosszat a négyzetreemelés-fiiggvény négyzetre emeli, a

sz0gét pedig megkétszerezi.

Tekintsiik az r(t) = (x(t),y(t)) gorbét a sikon. E gorbe négyzetének az

r2(t) = (22(t) — (1), 22(t)y (1))

gorbét nevezziik. Vagyis az r(t) gorbe négyzete az a gorbe, amelyet az r(t) gorbe pontja-

inak — mint a komplex sikon elhelyezkedd komplex szamoknak — a négyzete alkot.

7. Allités. Origé kozépponti kér négyzete origd kézépponti kor.

Bizonyitas. Az origd kozéppontd, r sugari kor minden pontjat olyan komplex szam

2_re valtozik, a

reprezentalja, amelynek hossza r. A négyzetreemelés soran ez a hossz r
komplex szam szoge pedig megkétszerezodik az Gsszes ilyen pont esetén, igy minden pont
képe rajta van az origd kozéppontt, 2 sugari koron. Tovabba az utébbi kornek minden
pontja az eredeti kor valamelyik pontjanak a képe, ugyanis e kor pontjait reprezentald
komplex szamok hosszabol gyokot vonva, szogét megfelezve az eredeti kor egy pontjat

reprezentald komplex szamot kapunk. O
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17. dbra. Origd kozépponti kor (z6ld) és négyzete (piros).

Masodik bizonyitas. Az origd kézéppontt, r sugari kér pontjait az r: [0,27) — R?,
r(t) = (r-cost,r-sint) vektorértéki fiiggvény adja meg. Ennek a gérbének a képe a négy-

zetreemelés utan az

r’(t) = (r2 -cos’t —r?-sin’t,r?- QSintcost) = (7"2 -cos(2t), 72 - sin(2t))

2

gorbe, amely az origd kozéppontt, r* sugari kor pontjait irja le. O

Megjegyzés. Lathatd, hogy a képként kapott kor minden pontja két, az eredeti kéron
16v6 pontnak is a képe: a p és a o+ 7 sz6gli — ahol ¢ € [0,7) — komplex szamok négy-
zeteinek szoge 2¢ és 2 + 2m. Utodbbi szog pedig ugyanigy a 2¢p szognek felel meg: a
2¢ + 21 sz0g jelentése, hogy a komplex szamot reprezentalod vektort az z-tengelytdl mér-
ve 2p szoggel, majd egy teljes korbefordulassal forgattuk el. Ezt a forgatast egyszeriien
csak a 2¢ szoggel valo forgatéssal is elérhetjiik. Ezért e komplex szamok képeinek szoge
megegyezik. Ha a hosszuk is egyenld, akkor a négyzetiik is egyenld. Ezzel arra lattunk

példat, hogy a négyzetreemelés nem bijektiv, egy képpont tobb eredeti pont képe is lehet.

8. Allitas. Origén dtmend egyenes négyzete origébdl indulé félegyenes.

Bizonyitas. Az origon athaladd egyenes egyik felét reprezentalé komplex szamok szoge
¢, a mésik felének ¢+, ahol ¢ € [0,7). Igy a négyzetiik szoge 2¢ és 2¢ + 2. Ezek a
szogek az elobbi megjegyzés alapjan ugyanazok, vagyis a képalakzat pontjait reprezentald
komplex szamok szoge megegyezik. Azok a komplex szamok, amelyek szoge megegyezik,
az origobol indulé, az origét nem tartalmazo, nyilt félegyenes pontjai a komplex sikon.
Origén athalado egyenes négyzetreemelésekor az origd képe az origd, a tobbi pont pedig
— az el6bb leirt médon — az origébol induld, az origdt nem tartalmazo, nyilt félegyenesre

képezddik. Ennek a félegyenesnek minden pontja az eredeti egynes valamely pontjanak a
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18. dbra. Origbn atmend egyenes (z6ld) és négyzete (piros).

képe, amelyet reprezentalé komplex szamot a kép a szogének felezésével, és a hosszabol

torténd négyzetgyokvonassal visszakaphatunk. O]

Masodik bizonyitas. Az origén athaladé egyenest az r: R — R? r(t) = (a-t,b-t) gorbe
adja meg, ahol a és b olyan valos szamok, hogy koziiliik legaldbb az egyik nem 0. Ennek a
gorbének a képe a négyzetreemelés utdn az r?(t) = <<a2 — b2> t2,2ab- t2> gorbe. Itt t2 a
nemnegativ szdmok halmazat futja be, vagyis a képgorbe egy origobol indulo félegyenes.

]

9. Allitas. Origén 4t nem mend egyenes négyzete origé fékuszii parabola.

Bizonyités. Az z-tengellyel parhuzamos egyeneseket az r: R — R?, r(t) = (t,c) gorbe
irja le, ahol ¢ egy tetszoleges, nem 0 valés szam. Az egyenes képe a négyzetreemelésnél az
r?(t) = <t2 — 02,2750) gorbe. Ennek a koordinataira teljesiil, hogy y? = 4c?x + 4¢?, vagyis

a képalakzat egy jobbra nyilo, az x-tengely egyenesével megegyezd tengelyli parabola.

A kanonikus helyzeti parabola egyenlete y?> = 2px, ahol a p paraméter a parabola ve-
zéregyenesének és fokuszpontjanak tavolsaga, azaz a parabola csucsa és fokuszpontja
tavolsaganak kétszerese. A képgorbe egyenlete y? = 4c?(x + ¢?) alakra hozhat6, amely-
bél leolvashatjuk, hogy a parabola paramétere a p = 2¢? szam, valamint azt is, hogy a
parabola a kanonikus helyzethez képest, az z-tengely mentén negativ irdnyban, ¢>-tel el
van tolva. Ebbdl az kdvetkezik, hogy a parabola fékusza az origd, hiszen ez a pont van a

parabola tengelyén a cstucsatol g = c? tavolsgra (a megfeleld irdnyban).

Ha egy alakzat helyett az alakzat origd kortili ¢ szoggel elforgatottjanak nézziik a négy-
zetét, akkor az az eredeti alakzat képének a 2¢ szoggel vett elforgatottja. Ez a komplex
szamok trigonometrikus alakjabol kovetkezik: ha az alakzat minden pontjanak szogéhez

hozzdadunk ¢-t, akkor a képek szoge 2p-vel n6. Vagyis minden, origon at nem halado
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19. @bra. Origén 4t nem mend egyenes (zold) és négyzete (piros).

egyenesre teljestl az allitas: minden egyenes el6all egy z-tengellyel parhuzamos egyenes ¢
szogl, origd kortli elforgatottjaként. Az elforgatott egyenes képe pedig az eredeti egyenes
képének origd koriili, 2¢p szoggel vett elforgatottja, azaz tovabbra is egy origd fékuszu

parabola. Példaul fiiggoleges egyenesek képei igy balra nyilé parabolak. O

10. Allitas. Origé koézépponti derékszigii hiperbola négyzete origén at nem mend egye-

nes.

Y

20. abra. Origd kozéppontu derékszogii hiperbola (zold) és négyzete (piros).

Bizonyitas. Kanonikus helyzetii, derékszogii hiperbola jobb oldali 4gat az r: R — R?,
r(t) = (a-cht,a-sht) gorbe irja le, bal oldali 4gét az s: R — R?, s(t) = (—a-cht,a-sht)
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gorbe irja le, ahol a egy tetszoleges, pozitiv valos szam. Ezek négyzete rendre az

= ( -(ch?t+sh?t), a2-28htcht) :(aQ,az-sh(Qt)),
sz(t) ( 2. (ch®t+sh?t), —a2-28htcht) :<a2,—a2-sh(2t))

gorbe. Mivel a szinusz hiperbolikusz fiiggvény értékkészlete a valdés szamok halmaza, a
négyzetreemelés eredményéiil kapott gérbe mindkét esetben megegyezik az (a2,0) ponton
athaladé, y-tengellyel parhuzamos egyenessel. A 9-es allitas bizonyitasdban leirt gondo-
latmenet felhasznaldsaval barmilyen allasa, origd kézépponti derékszogii hiperbolara iga-
zoljuk az allitast: a kanonikus helyzetl hiperbolanak az orig6 koriili, barmilyen ¢ szoggel
vett elforgatasakor a képe 2¢p szoggel fordul el az origd koriil, azaz a kép tovabbra is

origdn a4t nem mené egyenes marad. O

11. Allitds. A négyzetreemelés szégtartd, pontosabban: ha két gorbe egy az origotdl
kiilénb6z6 pontban metszi egymast, akkor a négyzetreemeléssel kapott két gorbe ugyan-

akkora szégben metszi egymast.

Bizonyitas. Legyen f a sikot énmagira képez6 négyzetreemelés-fuggvény: f(z,y) =

(xQ — 2, ny). Mivel f egy vektor-vektor leképezés, a derivaltja az
20 —2y
/:L‘, _
f(z,y) 2 %

Legyen t a paraméter, és legyen r(t) = ( ) egy mindenhol differencialhaté gorbe.
Ennek a négyzete az r2(t) = (for)(t) = (a:Q(t) y2 (1), 22 (t)y(t )) gorbe. Az r(t) gorbe

r(tg) pontbeli — azaz a t =ty helyen vett — érint6jének irdnyvektora az r'(ty) vektor.

matrix.

Tegytik fel, hogy a gorbe reguldris tg-ban, azaz r’(ty) nem a nullvektor.

Az r(t) gorbe négyzete érintdinek irdnyvektorait az

(12) () = (For)(6) = ( om)(t) x'(0) = (%(t) _2%)) 20

2y(t)  2x(t)

derivaltfiiggvénybdl kapjuk: a gorbe r(tg) pontjanak négyzetén athaladé érinté irdnyvek-

2a(to) ~2ylto))
() (t0) = (Fox) (t0) = (m) %(to))m(m) (35)

tora az

vektor.

Legyenek rq(t) = (a:l(t),yl (t)) ésra(t) = (acg(t),yg (t)) olyan paraméterezett sima gorbék,
amelyek metszik egymast az origdtdl kiillonbozd ry(tg) = ra(tg) pontban, tovabba tegyiik
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fel, hogy a gorbék regularisak tp-ban. Ekkor

(21(t0),91(t0)) = (w2 (t0), y2(t0)).
z1(to) = z2(to), y1(to) = ya(to). (36)

Az ri és ro gorbék szogén a metszéspontjukon athaladé érintéik szogét értjilk, amely
megegyezik az érinték iranyvektorainak a szogével — vagy az ezt a szoget 2m-re kiegészito
szoggel, ha elébbi nagyobb lenne m-nél. Azaz a gorbék szoge egyenld az v (tg) és rh(to)

vektorok szogével — vagy az ezt 2m-re kiegészito szoggel.

Ha az r; és ro gorbék metszik egymaést az rq(tg) = ra(tg) pontban, akkor négyzeteik met-
szik egymést az r3(tg) = r3(tp) pontban. Négyzeteik metszéspontjaban a szogiik szintén

az érint6ik irdnyvektoranak szogébdl szarmazik, amely vektorokat a (35)-0s egyenléség

(r?) (o) = (le(m) _2“(%)) 1) (to),

alapjan kapjuk:

211 (to) 2{E1(t0)
(37)
(r%>/ (to) = (21:2(250) _2y2(t0)) -15(to).

2y2(t0) 229 (to)

Az itt szereplé matrixok a (36)-os Osszefiiggések miatt egyenlék. Emiatt ezek a mét-
rixok ugyanazt a forgatva nyujtast jelentik mindkét érinto-iranyvektor esetén, tovab-
ba ez a transzformécié csak tg-tdl fiigg. Mivel a négyzetreemelésnél az eredeti érinto-
iranyvektorok ugyanazon a forgatva nyujtason esnek at, a szogiikk valtozatlan marad,
ezért a gorbék szoge is valtozatlan marad. Ha a metszéspont az origd lenne, a métrix a
nullmatrix lenne, és az érinté-irdnyvektorra a nullvektort kapnék. Ez azt jelentené, hogy
a gorbe itt nem reguldris, és a metszéspontjukban nem regularis gorbéknek (az érint6k

hijan) nem tudunk metszési szoget tulajdonitani. n

8.3. Négyzetgyokvonas

Ertelmezhetjitkk komplex sikbeli ponthalmazok négyzetgyokét is:

Definicié. A ‘H halmaz négyzetgyoke azokbdl a pontokbdl all, amelyeknek a négyzete

‘H-ban van.
12. Allitas.
(I.) A Cassini-gorbék pontosan a nem origé kézéppontu kérék négyzetgyokei.

(I1.) Aszerint kapunk ¢ > a tipust, ¢ < a tipusu Cassini-gorbét, illetve lemniszkatat, hogy

az origo a kornek a belsejében, a kiilsejében, vagy a korvonalon van.
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(IIL.) A rogzitett (—a,0), (a,0) fokuszokkal megadott Cassini-gorbék seregét az (a?,0)
kozéppontu koncentrikus korok seregébdl kapjuk négyzetgyokvonassal. Ezek koziil

pontosan a ¢® sugard kor négyzetgyoke lesz a ¢ paraméterti Cassini-gérbe.

Bizonyitas. Legyen c pozitiv valos szam, és a komplex szamsikon helyezkedjen el gy a
¢ paraméterti Cassini-gorbe, hogy a fékuszpontjai az a és —a komplex szamok legyenck.

Ekkor a Cassini-gorbe kozéppontja az origo.

A z komplex szam pontosan akkor tartozik hozza a Cassini-gorbéhez, ha a fékuszoktol

mért tavolsdgainak szorzata egyenlé a paraméterrel, azaz |z +4al|- |z —a| = c2.

A

|z — al
|z + al

21. dbra. A komplex szdmsik a és —a pontja mint a Cassini-goérbe fokszpontjai és a gorbe z

pontja.

A komplex szamok és hosszuk szorzasara vonatkozé tulajdonsag alapjan

2

Y

lz+al-|z—a|=|(z+a) (z—a)| = ‘zQ—a

vagyis
ER

2 2

Ez azt jelenti, hogy z négyzete, azaz 2% az a® ponttdl ¢? tavolsagra van, vagyis 22 rajta
van az a® kozéppontt, ¢ sugart korén. Mivel z a Cassini-gérbe egy tetsz6leges pontja, igy
a Cassini-gorbe négyzete a koron van. Es a kor barmely pontjaval elvégezhetd az imént
leirt szamoléas visszafelé, azaz a kor minden pontja a Cassini-gorbe valamely pontjanak

négyzete.

Tovabba barmilyen, nem origd kézépponti kor négyzetgyoke Cassini-gorbe: a kor sugara
a Cassini-gorbe ¢ paramétere, a kozéppontjanak a és —a négyzetgyokei pedig a Cassini-
gorbe fokuszpontjai.

Ha az origd a kor belsejében talalhat6, vagyis ha ¢ > |a?| = |a|?, akkor ¢ > |a|. Tehat a
Cassini-gorbe 6sszefliiggd, donmagat nem metsz6 tipusat kapjuk négyzetgyokként.

Ha az origd a koron kiviil talalhat6, vagyis ha ¢? < |a?| = |a|?, akkor ¢ < |a|. Tehét a

Cassini-gorbe nem 0Osszefiiggo, két diszjunkt részbol allo tipusat kapjuk négyzetgyokként.
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22. abra. Kor (piros) és négyzetgyoke (zold).

Ha az origb a koron van, vagyis ha c? = |a?| = |a|?, akkor ¢ = |a|. Tehéat a lemniszkatat

kapjuk négyzetgyokként.

A

A A
Fi(%a,0) m - F1WQ -
\C(y \—/KO\U

23. abra. Kor (piros) és négyzetgyoke (zold).

o

Ha a kor kozéppontja a komplex szamsik valos tengelyén — azaz a valds szamparok sikjan
az x-tengelyen — helyezkedik el, akkor kozéppontjanak koordinatai: (a2,0), ahol a? és a is
valés szamok. Ekkor a kor négyzetgyoke az a Cassini-gorbe, amelynek paramétere egyenlo
a kor ¢? sugaraval, fékuszpontjainak négyzete pedig egyenls a?-tel, vagyis a fokuszpontjai
az (a,0) és (—a,0) pontok. O
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9. Inverzié a komplex sikon

A komplex szamokra vonatkozo ismereteink alapjan el0szor azt szeretnénk meghatarozni,
hogy a komplex szamsik z pontjanak mely komplex szam az origé kozéppontt, r sugara
korre vonatkozo inverze. Ezt kovetéen — a Cassini-gorbék négyzetérol leirtak felhaszna-
lasaval — megkeressiik az 0sszes Cassini-gorbe inverzét a gorbék kozéppontja koriili korre

vonatkozoan, azaz tulajdonképpen a 7. fejezetet folytatjuk 11j médszerek alkalmazasaval.

13. Allitas. Legyen a sik a komplex szamsik, legyen r egy pozitiv valds szam. Az origd

oo / 7/ 7/ oo 7 . ./ 7 r
kézéppontt, r sugart kérre vonatkozé inverzié a z komplex szdmhoz a ' = — komplex
z

szamot rendeli képként.

2/4. dbra. A z komplex szam inverze, konjugéltja, inverzének és konjugaltjanak szorzata.

Bizonyitas. Az inverzié definicidja alapjan z és 2’ ugyanazon az origébdl induld fél-

egyenesen van. Tehat z és 2/ szoge megegyezik, argz = argz’ = . Szintén a definicié

alapjan irhatjuk, hogy |z|-|#’| = r%. Innen |z|-|2/| = |z| -|#'|, hiszen a komplex szdmnak

és a konjugaltjanak megegyezik a hossza. A korabban mar alkalmazott tulajdonsiag miatt
1Z| - |2'] = |z - Z’|. Mivel a komplex szdmnak és konjugdltjdnak szoge egymads ellentettje,

ezért arg 2’ = argz = —arg z. Ebbdl az kovetkezik, hogy a z- 2’ szorzat egy olyan (komplex)

szam, amelynek szoge 0 — hiszen szorzdsnél a szog osszeadddik —, vagyis a z- 2’ szorzat egy

pozitiv valés szam. Ez a szdm megegyezik |z - 2/|-vel, azaz |z-2'| = z- 2. A gondolatmenet
2

2=%.7 Innen 7/ = —. O

z

elejét és végét osszefoglalva: r

14. Kovetkezmény. A négyzetreemelés és az inverzié sorrendje felcserélhetd, ha az in-

verzio kérének sugara r = 1.

! 1 1
Bizonyités. (%) = = = —-, és (/) = (
Z z z

9.1. Cassini-gorbék és az inverzié

Meghatarozzuk a kanonikus helyzeti Cassini-gorbe képét origd kozéppontu inverzidnal.
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15. Allitas. Ha a kanonikus helyzetii Cassini-gérbe ¢ < a tipusi, akkor az inverze ko-

zéppontosan hasonlé hozza.

25. dbra. ¢ < a tipust Cassini-gorbe (z6ld) és inverze (piros).

Bizonyitas. A bizonylitas sordn felhasznéljuk a 14-es kovetkezményt: az origd kézéppon-
ta, r = 1 sugaru korre vonatkozéan végezziik el az inverziét, ugyanis ekkor az inverzio
és a négyzetreemelés sorrendje felcserélheto. Az inverzid helyett eloszor az alakzat négy-
zetét hatarozzuk meg, utana invertaljuk az igy kapott alakzatot, majd vessziik ennek
az alakzatnak négyzetgyokét. A felcserélhetoség miatt igy ugyanazt a képet kapjuk vég-
eredményiil, amelyet csak az inverzié soran kapnank. Utdna az eredményt altalanositjuk

barmilyen origd kézépponti kérre mint az inverzio alapkorére.

A 12-es allitas alapjan a ¢ < a tipusu Cassini-gorbe négyzete olyan kor, amelynek az origd
kiils6 pontja, tovibba amelynek kozéppontja az z-tengely pozitiv felén talalhaté. Ennek
a kornek az origd kozépponti, r = 1 sugaru korre vonatkozé inverze olyan kor, amelynek
az origd kilsé pontja, kozéppontja x-tengely pozitiv felén taladlhato, tovabba az origéra

mint centrumra vonatkozoan kozéppontosan hasonlé hozza.

A

26. dbra. A g kor és az origd kozépponti, r sugart korre vonatkozé ¢’ inverze.

Igy az inverz alakzatként kapott kor négyzetgyoke egy ¢ < a tipusi Cassini-gorbe, amely

kanonikus helyzetii a 12-es allitas alapjan. Mivel az inverzié eredményéiil kapott kor
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origd kozépponti hasonlosaggal is eldallithatd az eredeti korbdl, az inverzié megérzte az
invertalt kor sugaranak és kozéppontja origotol mért tavolsaganak aranyat. A Cassini-
gorbét hasonlésag erejéig meghatarozza az a és ¢ paramétereinek aranya. Mivel ez az
arany megmaradt a transzformécio soran, az eredeti és a végeredménytil kapott Cassini-

gorbe kozéppontosan hasonld az origora vonatkozoan.

Tudjuk az inverziorol, hogy ha az inverzié alapkorének a sugarat ugy valtoztatjuk, hogy
a kozéppontja fix, az inverzié soran kapott kép csak az eredetihez kozéppontosan hasonld
alakzatta valtozik. Azaz barmilyen, nem csak r = 1 sugaru korre vonatkozé inverzié esetén

teljesiil az allitas. O

Megjegyzés. Az elozd bizonyitas utolsé bekezdése alapjan lathatjuk, ha az inverzid
korét megfelel6en valasztjuk meg, akkor elérhetd, hogy a végeredményként kapott Cassini-
gorbe megegyezzen az eredeti gorbével: ehhez azt kell elérni, hogy az invertalandé kor az
inverzié soran onmagara képezodjon, hiszen igy ugyanannak az alakzatnak kell venni a

négyzetgyokét, amelyet négyzetreemeléssel allitottunk el6.

16. Lemma. Legyen g egy olyan kor, amelynek K| kézéppontja az x-tengely pozitiv
felének egy pontja, a sugara pedig o. Ennek a kérnek az origé kézépponti, r sugari kérre
vonatkozo inverze olyan kor, amely az origéra vonatkozoan kézéppontosan hasonlé hozza,

vagyis az inverz kor kozéppontja is az x-tengely pozitiv felén talalhaté. A hasonlosag
2

aranya \ = , ahol h(O, g) az origénak a g kiérre vonatkozé hatvanya, és h(O,g) =

OK? — 0%

h(0, g)

Mivel esetiinkben OK1 = a? és o = ¢® — hiszen K az (a?,0) kézéppontt, ¢ sugari kor

kozéppontja a 12-es allitas alapjan —, ezért h(0, g) = a* —c*. A kor képe abban az esetben
2

.. . .-/ 7/ 7’ /7 7z . r

onmaga az inverzié soran, ha a hasonlésig ardnya A =1, vagyis 1 = ———. Azaz az
a*—c

r =+ a*— ¢t sugari, origd kozéppontt korre vonatkozé inverzié soran lesz a Cassini-gorbe

képe dnmaga.

17. Allitas. Ha a Cassini-gérbe ¢ > a tipust, akkor az origé kériili 90°-os forgatva nytjtds

viszi az origdé kozépponti korre vonatkozé inverzébe.

Bizonyitas. Ebben az esetben is a 15-0s allitas bizonyitasanal leirt eljarast hajtjuk végre:
az origd kozéppontt, r = 1 sugaru kor mint inverzids alapkor esetét vizsgaljuk el6szor,
hiszen ekkor az inverzi6 a felcserélhetoség miatt elvégezhetd egy négyzetreemelés-inverzio-
négyzetgyokvondas sorozattal is. Ezt kovetoen — szintén a 15-6s allitas bizonyitasdnal le-

irtak alapjan — barmilyen sugart alapkorre altalanositjuk az allitast.

A 12-es allitas alapjan a ¢ > a tipustu Cassini-gorbe négyzete olyan koér, amelynek az origd

bels6 pontja, tovabba amelynek kozéppontja az x-tengely pozitiv felén taldlhaté. Ennek
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27. dbra. ¢ > a tipust Cassini-gorbe (z0ld) és inverze (piros).

a kornek az origd kozéppontt, r = 1 sugaru korre vonatkozé inverze olyan kor, amelynek
kozéppontja x-tengely negativ felén talalhatod — hiszen itt az origénak a korre vonatkozo
hatvanya negativ. Az inverz alakzatként kapott kornek az origé belsé pontja, igy ennek

a kornek a négyzetgyoke egy ¢ > a tipust Cassini-gorbe a 12-es allitas alapjan.

g 0

z
Ky Ki(a%0)

28. dbra. A g kor és az origd kozépponti, r sugart korre vonatkozé ¢’ inverze.

Mivel olyan kornek vettiik a négyzetgyét, amely az origd koriili 180°-os elforgatottja
egy olyan kornek, amelynek négyzetgyokeként kapott Cassini-gorbe tengelye az x-tengely
lenne, ezért a kortink négyzetgyoke az origd koriili 90°-os elforgatottja egy ilyen Cassini-

gorbének, vagyis egy fiiggoleges tengelyti Cassini-gorbe.
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Az inverzi6 alapkore sugaranak valtoztatasa csak egy, a kordbbi képhez kézéppontosan
hasonlé képet hoz létre, ezért barmilyen, origd kozépponti kér mint inverzids alapkor

esetén igaz az allitas. O

Megjegyzés. Ha azt akarjuk elérni, hogy az inverzié végeredményeként kapott Cassini-
gorbét eld tudjuk allitani csak egy origd kortili forgatassal, és ne torténjen nyujtas, az
inverzié korének sugarat ugy kell megvalasztani, hogy az inverzié soran az eredeti és a
képként kapott kor hasonlésaganak aranya A = —1 legyen. Azaz — a kordabbi szamolast

alkalmazva — az inverzi6 korének sugarat r = v/c* — a*-nek kell valasztani.

Megjegyzés. Korabban mar lattuk, hogy a kanonikus helyzetii lemniszkata — azaz a
¢ = a tipusu Cassini-gérbe — inverze egy kanonikus helyzetli derékszogii hiperbola. Ennek
az eredménynek egy harmadik fajta bizonyitasat kaphatjuk, ha a 15. és 17. allitasok

bizonyitasanak gondolatmenetét alkalmazzuk erre az esetre.

29. dbra. Lemniszkata, azaz ¢ = a tipust Cassini-gorbe (z0ld) és az origd kozépponti korre

vonatkozo6 inverze.

Megjegyzés. Ha egyetlen, origd kozéppontu korre vonatkozo inverziot alkalmazunk egy-
szerre az Osszes, rogzitett (—a,0), (a,0) fokuszpontu Cassini-gorbére, akkor is Cassini-
gorbék seregét és egy derékszogli hiperbolat kapunk, amelyek belepik a sikot. Ez lathato

a 30. abran.
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30. dbra. Rogzitett, (—a,0), (a,0) fékuszi Cassini-gorbék (zold) és inverziik (piros).
10. Derékszogiu hiperbolak és ortogonalis trajektoriak

Fizikabdl ismerjiik, [7] hogy az elektromosan t6ltott testek elektrosztatikus terét erévona-
lakkal lehet szemléltetni. Az elektromos erévonalak olyan gorbék, amelyek pontjaiban az
érinté megmutatja az elektromos térerosség iranyat, az erévonalak stirtisége pedig kifejezi
a térerGsség nagysagat. Ponttoltés elektromos erévonalai olyan egyenessereget alkotnak,
amelynek minden egyede athalad a ponttoltésen. Ha egy ponttoltés elektromos terében
ugy mozgatunk egy masik, elekromos toltéssel rendelkezé pontszerii testet, hogy a se-
bessége végig merdleges az erévonalakra — azaz a test palyaja merdlegesen metszi az
er6vonalakat — akkor fizikai értelemben nem toérénik munkavégzés a folyamat soran. Az

ilyen palyakat ekvipotencialis feliileteknek — sikban ekvipotencialis gorbéknek — nevezziik.

A stk egy meghatarozott pontjan keresztiilhaladd egyenesseregre — mint erévonalakra —
vonatkozoan ezek az ekvipotencidlis gorbék a ponthoz mint kézépponthoz tartozd kon-
centrikus korok. Ezek a korok mind merdlegesek a ponton athaladé osszes egyenesre. Ma-
tematikai megnevezéssel ezek a korok az egyenessereg ortogonalis trajektoriai. Ez forditva
is érvényes: a koncentrikus korsereg ortogonalis trajektoriai a korok kozos kozéppontjan

athalado6 egyenesek.

Most azzal foglalkozunk, hogy a koézos fokuszponti Cassini-gorbék milyen gorbeseregnek
az ortogonalis trajektoriai, majd az igy felfedezett, valamint a mar korabban is bemutatott

gorbék tovabbi tulajdonsagait vizsgaljuk.

Definicié. Az olyan gorbéket, amelyek egy gorbesereg minden egyedét merdlegesen met-

szik, ortogonalis trajektoriaknak nevezziik.
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18. Allitas. Tekintsiik a koordindtasikon az Gsszes olyan derékszogii hiperboldt, amely-
nek az origé a kézéppontja, és athalad a (—a,0) és (a,0) pontokon. A (—a,0), (a,0)

fokuszpontu Cassini-gorbék ezeket a hiperbolakat mind merdlegesen metszik.

Megjegyzés. Ez azt jelenti, hogy a Cassini-gorbék ennek a hiperbolaseregnek az orto-

gonalis trajektoriai.
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31. dbra. Rogzitett pontokon dthaladé derékszogi hiperboldk (z6ld) és ortogonalis trajektoriaik

(piros).

Bizonyitas. A 10-es allitas alapjan ezeknek a hiperboldknak a négyzete egyenes. Mi-
vel minden hiperbola atmegy a (—a,0) és (a,0) ponton, a négyzetitk dtmegy e pontok

négyzetén, azaz az (a?,0) ponton.

A 12-es allitas alapjan a (—a,0), (a,0) fékuszpontt Cassini-gorbék négyzetei (a?,0) ko-
zéppontii korok. Az (a?,0) ponton athaladé egyenesek mind merélegesek az (a?,0) kozép-

ponta korokre, hiszen ezek a korok atmérdinek egyenesei.

Mivel az alakzatok négyzetei merdlegesek egymasra, és a négyzetreemelés szogtarto, az

eredeti alakzatok is merdlegesek egymasra.

]

Megjegyzés. A vizsgalt hiperbolasereghez hozzasoroljuk a tengelykeresztet is. (Ez is
ugyanugy kipszelet, a hiperbola egy elfajulé véltozatanak tekinthetd.) Ezzel a gorbesereg

belepi az egész sikot. A tengelykeresztet is — az origd kivételével — merdlegesen metszik
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32. abra. A hiperboldk (z6ld) és a Cassini-gorbék (piros) négyzetei.

a Cassini-gorbék. A sik minden pontjara igaz — az origd és a fékuszpontok kivételével —
hogy ott pontosan egy hiperbola és egy Cassini-gorbe metszi egymast, és ezek merdlegesek

egymasra.

19. Allitas. A 9.1-es pontban legyartott Cassini-gérbesereg ortogonalis trajektéridi mind

lemniszkatak — a tengelykereszt mellett.

A

33. abra. Rogzitett fokuszi Cassini-gorbék inverzei (z6ld) és ezek ortogondlis trajektoéridi, ame-

lyek a Cassini-gorbék fokuszain dthaladé derékszogli hiperbolak inverzei és a tengelykereszt

(piros).

Bizonyitas. Alkalmazzunk origd kézépponti, » = 1 sugart korre vonatkozd inverziot a
18-as allitdasban szerepld, (—a,0) és (a,0) pontokon athaladd, origd kozéppontu derék-

szOgl hiperboldkra és a tengelykeresztre, valamint az (—a,0), (a,0) fékuszponti Cassini-

47



gorbékre. A hiperbolak inverzei lemniszkatdk, a tengelykereszt inverze a tengelykereszt,
a Cassini-gorbék inverzei pedig a 9.1-es pontban legyartott Cassini-gorbesereg és egy de-
rékszogl hiperbola. Mivel az eredeti gorbék a 18-as allitas alapjan merdlegesek, és az

inverzi6 szogtarto, az inverzioval eloalld képeik is merdlegesek.

34. dbra. Rogzitett fokuszu Cassini-gorbék inverzei (z6ld) és ezek ortogonalis trajektériai (piros).

]

20. Allitis. A (—a,0) és (a,0) pontokon athaladé, origé kézéppontii derékszogii hiper-
bolak fékuszpontjai pontosan a (—a,0), (a,0) fokuszi lemniszkata origotol kiilénbézé

pontjai.

Bizonyitas. FElészor a hiperboldk csticspontjait vizsgéljuk meg. Mivel minden hiperbola
kozéppontja az origd, a hiperboldk csicspontjai az origbhoz legkézelebb 1évé pontjai a
hiperboldknak. A hiperbolak négyzetének is az origbhoz legkézelebbi pontjai lesznek a
csucspontjaik négyzetei, mert a pont négyzetre emelésénél a pont origdtol mért tavolsaga
is a négyzetére valtozik, a tavolsag nemnegativ, és a négyzetreemelés-fiiggvény a pozitiv

valés szamokon szigortian monoton no.

Mivel egy ponthoz a rajta at nem haladé egyenesnek a legkdzelebbi pontja az egyenes és
a pontbol az egyenesre bocsatott merdleges metszéspontja, tovabba mivel a hiperboldk
négyzete egyenes, a hiperboldk csicspontjainak négyzete ezeknek az egyeneseknek az

origéra vonatkozoé talppontja.

A (—a,0) és (a,0) pontokon dthaladd, origd kozépponti derékszogii hiperboldk négyzetei

az (a?,0) ponton 4thaladé egyenesek. Ezeknek az egyeneseknek az origéhoz legkézelebbi
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35. abra. Rogzitett pontokon dthaladé derékszogli hiperbolak (z6ld) és fokuszaik mértani helye
(piros).

36. abra. Hiperboldk négyzetei (z6ld) és csucspontjaik négyzetének mértani helye.

pontjait tgy kapjuk meg, hogy mindegyikre merolegest allitunk az origobdl, és a met-
széspontok lesznek a keresett pontok. Ezekbdl a métszéspontokbdl tehat az origd és az
(a?,0) pontok mint végpontok &ltal meghatarozott szakasz derékszégben latszik, azaz — a
Thélész-tétel megforditésa értelmében — ezek a pontok rajta vannak az origé és az (a?,0)
pontok mint végpontok altal meghatarozott szakaszhoz mint atmérchoz tartozd koron.

1
Ennek a kérnek a kozéppontja az <2a2,0> pont.

1 1
A 12-es allitas alapjan ennek a kornek a gyoke a | ——=a,0 |, [ —=a,0 | fokuszi lemnisz-

kata. Vagyis a hiperbolak csticsai ennek a lemniszkatanak a pontjai.

Az origd kozépponti, derékszogi hiperbolandl tgy kapjuk meg a fokuszt a csticspont-

bél, hogy a csticspontot az origébél mint kozéppontb6l A = /2 ardnnyal kézéppontosan
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nagyitjuk, hiszen ebben az esetben a hiperbola fokuszanak és kozépontjanak tavolsaga

egyenld a félnagytengely hosszanak v/2-szorosével.

1 1
Tehat ha a csicspotok a | ——=a,0 ], | —=a,0 | fokuszi lemniszkatat futjak be, akkor a
V2 V2

fékuszok ennek az origdbdl v/2-szorésre nagyitottjat, azaz a (—a,0), (a,0) fokuszi lem-

niszkatat futjak be.

Az (a?,0) ponton keresztiil hiizhaté Gsszes egyenes létrejon — az x tengely kivételével —,
amikor a hiperbolakat négyzetre emeljiik, hiszen az egyenes és a hiperbola kozott kol-
csOnosen egyértelmii a megfeleltetés, és a megadott pontokon athaladd 6sszes hiperbolat
szamitasba vettiikk. Vagyis a lemniszkata minden origdtol kiillonbozé pontja valamelyik

hiperbola fokuszpontja. O
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11. Lemniszkata mint korok burkoldja

Képzeljiik el azt, ahogyan a vizszintes uton végiggurul az auténak egy kereke. A kerék
modellezhetd egy kor segitségvel, és ez a kor minden idépillanatban mas helyen van. A
mozgas soran a mozgd korbol egy gorbesereg — korsereg — keletkezett ilyen médon. A
korsereget alulrdl és felilrdl is hatarolja egy-egy egyenes: alulrél az ut, felilrdl egy tut-
tal parhuzamos, az Gttél a korok atmérojével megegyezd tavolsagra 1évo egyenes érinti a
korsereg mindegyik egyedét. Azt mondjuk, hogy a két egyenes ekkor a korsereg burkolo-
gorbéje.

Kozépiskolai fizikatanulmanyainkbol emlékezhetiink a hullamok terjedését leir6 Huygens-
elvre [10]. (Huygens nevével és felfedezéseinek egyikével a bevezetoben méar taldlkozhat-
tunk.) Ez az elv azt mondja ki, hogy egy hullimfront minden pontjabdl elemi (sikban
kor-, térben gomb)hullamok indulnak ki, és a hulldmfront egy késébbi dllapotat ezeknek
az elemi (kor- vagy gomb)hullimoknak a burkoléja adja meg. Egy egyszer(i példan ke-
resztiil ezt konnyen el is tudjuk képzelni: legyen a hullamfront egy egyenes. Az elv alapjan
ennek az egyenesnek minden pontjabél korhullamok indulnak ki. Ezeknek a korhullamok-
nak megegyezik a terjedési sebessége, ami azt jelenti, hogy a koérok sugara ugyanolyan
mértékben valtozik az idében. Az 10j hullamfront ennek a korseregnek a burkolégorbéje,

vagyis az eredeti hullamfronttal parhuzamos egyenes.

Most szintén korsereg burkolégorbéjét vizsgaljuk, azonban a kérok kozéppontjai most egy

hiperbolan helyezkednek el, és a korok atmennek a hiperbola kozéppontjan.

Definicié. Egy egyenessereg burkoldégorbéje az a gorbe, amelynek érintoi az egyenessereg

egyenesei.

Definici6. Gorbesereg burkolégérbéje az a gorbe, amely érinti a gérbesereg mindegyik
tagjat, azaz az érintési pontban a burkolo érintéje és a gorbe adott példanyanak érintéje

megegyezik.

21. Allitas. A lemniszkéta el6dll az olyan kérék burkoldjaként, amelyek kézéppontja a

derékszogti hiperbolan van, és athaladnak a hiperbola kézéppontjan.

Bizonyitas. A definici6 alapjan kovetkezik, hogy derékszogl hiperbola el6all mint a sajat

érint6ibdl allo egyenessereg burkologorbéje.

Origé kozéppontu korre vonatkozo inverziot alkalmazuk a hiperbola érint6ibél allo egye-
nesseregnek minden tagjara. Mivel ezek az egyenesek nem haladnak at az origén, képeik

origdn athalado korok lesznek.

Vélasszunk ki egy ilyen érintot. Legyen ez az érinté az e egyenes, és legyen ennek az

érintének az origora vonatkozo talpppontja a T" pont, azaz legyen T' az origdn athalado,
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87. dbra. Lemniszkata mint korok burkoléja.

az érintére merdleges f egyenesnek és az érintének a metszéspontja. Legyen T; pont a
T pont inverze, és jeloljik az origot O-val. Az érint6 inverze az OT; szakaszhoz mint

atmérohoz tartozo kor (az O pont kivételével).

38. abra. Hiperbola érint6je, ennek origéra vonatkozoé talppontja és inverziik.

Legyen az inverz alakzatként kapott kor kozéppontja O). Legyen O' az O pont tenge-
lyes tiikorképe az érintére mint tengelyre vonatkozéan. Az O, O, T;, T és O’ pontok

kollinearisak, az O-n athaladé, az e érintore merdleges f egyenes pontjai.
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Mivel az O’ pont kétszer olyan messze van az origétol, mint a T pont, ezért — az inverzid
definicidja alapjan — az inverze fele olyan messze van az origétél, mint a 1" pont inverze.
A T pont inverze a T; pont, {gy az O' pont inverze éppen az O] pont, azaz az érintd

inverzeként el6alloé kor kozéppontja.

Vegyiik az Osszes ilyen, a hiperbola érintojének inverzeként eloalld kort. A korok kozép-
pontjai altal befutott gorbe inverzidval all el a talpponti gorbe kétszeres kinagyitottjabal,
azaz — az 5-0s allitas alapjan — egy lemniszkata kétszeres kinagyitottjabol, amely szin-
tén lemniszkata. Mivel a lemniszkata inverze hiperbola, ezért a korok koézéppontjai a
hiperbolat futjak be.

Az érinték burkoldja a hiperbola, tehdt az érintok inverzeinek — azaz a koéroknek — a

burkoléja a hiperbola inverze, azaz a lemniszkata. O
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12. Moébdszertani lehetoségek

Oraterv 1.

Tantargy: matematika

Evfolyam: 12. osztaly

Osztaly tipusa: matematika fakultdacié / matematika tagozat / szakkor
Témakor: koordinatageometria

Tananyag: Cassini-gorbék bevezetése

Az oOra tipusa: 1j ismeretet atadd éra

Az oOra célja: a Cassini-gorbék definidlasa, egyenletiik levezetése, a gorbék abrazolasa

GeoGebra programmal

Fejlesztend6 kompetenciak:

« Matematikai, gondolkodéasi kompetencia (Matematikai gondolkodas és érvelés, a

matematikai gondolkodasméd elsajatitasa.)

« Digitélis kompetencia (A megfelel$ segédeszkozok hasznalata Gsszetett informaciok

létrehozasa, bemutatédsa vagy értelmezése céljabdl.)

o Tanulds kompetencidi (Kitarté tanulds, sajat tanulds megszervezése egyénileg és

csoportban, az id6vel és az informéciéval valé hatékony gazdalkodés.)

Az 6ra elézménye:

Az ezt megel6zé alkalm(ak)on az ellipszis és a hiperbola targyaldsa torténik, ezeken ke-
resztiil juthatunk a Cassini-gorbékhez gy, hogy azok bevezetése természetes legyen. Ha
nem akarjuk tartani a szokéasos sorrendet, akkor az ellipszis bevezetése utan kozvetleniil
ratérhetiink a Cassini-gorbékre: a hiperbola ismerete nem sziikséges, az ellipszissel analog
modon be tudjuk vezetni a Cassini-gorbéket. Azért is célszerii az ellipszissel 6sszehason-
litani a Cassini-gérbéket, mert maga Cassini is az ellipszisek és a késébb rola elnevezett

gorbék kozotti killonbségeket vizsgalta a bolyok palyajanak meghatarozasakor.

Most felsoroljuk azokat az ellipszisre vonatkozé fogalmakat, tulajdonsagokat, amelyek
sziikségesek az ellpiszisek és a Cassini-gorbék osszehasonlitasahoz, igy azok elézményeként

szolgalnak:

o Legyenek adva az F7, I, pontok és egy a pozitiv valés szam, amelyre fennall, hogy

2a > F1Fy. Az Fy, F» fokuszpontt, 2a nagytengelyhosszi ellipszisen a sik azon
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pontjainak halmazat értjik, amelyeknél a fokuszpontoktdl mért tavolsagok Gsszege
2a.

Az ellipszist kanonikus helyzetiinek hivjuk, ha fokuszpontjai a koordinata-rendszer

z-tengelyén ugy helyezkednek el, hogy az Fi F» szakasz felezopontja az origd.

Ha az ellipszis kanonikus helyzetii, akkor a fokuszpontjainak koordinataira teljestil,

hogy F1(—c,0), F5(c,0), ahol ¢ egy pozitiv valds szam.

Az ellipszis nagytengelyének az ellipszis F F5 egyenesen talalhaté két pontjat Ossze-

koto szakaszt nevezziik, amelynek hossza 2a.

Az ellipszis kistengelyének az ellipszisnek az FyFy szakasz felezOmerclegesén talal-
hato két pontjat 6sszekoto szakaszt nevezziik, amely hossza 2b, ahol b egy pozitiv

valos szam.
Az ellipszis centruma az FyFy szakasz felez6pontja.

Az ellipszis tengelyesen szimmetrikus a nagytengelyének és kistengelyének egyene-

sére, valamint kozéppontosan szimmetrikus a centrumara.
Az a, b és ¢ szamokra teljesiil, hogy a? = b? + 2.

A definici6 1gy is megfogalmazhatd, hogy a P pont pontosan akkor van rajta az
ellipszisen, ha PF; + PFs = 2a.

Ezek felhasznéalasaval levezethet6 a kanonikus helyzetii ellipszis egyenlete: egy pont
pontosan akkor van rajta a kanonikus helyzetii ellipszisen, ha koordinatai kielégitik
2 2

az o) + ‘Z—z =1 egyenletet.

Ezt kévetéen GeoGebra programot készitiink, amellyel a kévetkezdket abrazoljuk:

o Allithaté a és ¢ paraméterek segitségével killonbozd foékuszpontokhoz tartozé ellip-

sziseket abrazolunk.

o Fix fokuszpontokhoz sorozatként ellipszissereget abrazolunk.

Az 6ra tartalma:

Az 6ran el6szor definidljuk a Cassini-gorbéket. Az ellipszishez hasonlbéan ezek is két f6-

kuszpont és egy szam altal meghatarozott gorbék, azonban ez a meghatarozd szam most

nem a fékuszpontoktol mért tavolsdgok Osszege, hanem a tavolsagok szorzata.

A 2.1. pontban mar megfogalmazott definiciot és az ott levezetett, kanonikus helyzetre

vonatkzo6 egyenletet fogjuk tulajdonképpen ezen az o6ran is szerepeletni, azonban — mivel
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P(z,y)

39. dbra. Ellipszis a fokuszpontjaival, kis- és nagytengelyével.

célunk, hogy az ellipszissel jobban 6ssze tudjuk hasonlitani a Cassini-gorbéket — a jelolé-
sekben valtoztatasokat alkalmazunk. Most a fékuszpontok tavolsagat hatarozza meg a c
szam — ahogyan az ellipszis esetén is —, és az ellpszis esetére vonatkozé 2a helyett a? lesz

a gorbe pontjainak fokuszoktél mért tavolsdgara vonatkozd paraméter.

Definicié. Legyenek adva az a és ¢ pozitiv valds szamok, tovabba legyenek adva a sikban

az egymastol 2c¢ tavolsagra 1évo Fy és Fy pontok.

Az Fy, F, fokuszpontokkal és az a? paraméterrel meghatérozott Cassini-gérbe azon pon-
tok mértani helye a sikban, amely pontokra Fi P és FyP tavolsagok szorzata allandé, a?

nagysagu.

Ha a Cassini-gorbe kanonikus helyzetii, és a fékuszpontjai az Fi(—c,0), Fa(c,0) pontok, a

gorbe P(z,y) pontjanak a fékuszpontoktél mért tavolsaga a kovetkezOképpen irhaté fel:
FP=\/(x+c)2+y% FP=\/(z—c)®+y2

A P(z,y) pont pontosan akkor van rajta az Fy, Iy fékuszponti, a® paraméterii Cassini-
gorbén, ha F| P - FoP = a?, azaz

Jato2+y? /(e —o2+y?=d

Itt végrehajtjuk a 2.1. pontban leirt szamolast, amely eredményeként magkapjuk a gorbe

egyenletét:
(332 + y2)2 —2¢2 (.rQ — y2) =at -t

A szimmetriatulajdonsagokra is elmondjuk a mar leirt gondolatmenetet: a Cassini-gérbék
szimmetriatengelyei a fokuszok egyenese és a fokuszok felezomerolegese, szimmetriakozép-

pontja a fokuszok altal meghatarozott szakasz felezopontja, ugyanis az ezekre vonatkozo
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40. dbra. Cassini-gorbe fékuszpontjai és egy pontja.

szimmetridk a fokuszpontokat fokuszpontokba képezik, és tavolsagtartok, vagyis a gorbe

pontjanak a fokuszoktol mért tavolsagai szorzata nem valtozik a transzformécié soran.

Ezt kovetéen GeoGebra programot készitiink, amellyel a kovetkezoket abrazoljuk:

o Allithaté a és ¢ paraméterek segitségével kiilonboz6 fokuszpontokhoz tartozé Cassini-
gorbéket abrazolunk. Megfigyeljiik, hogy milyen a gorbe alakja ¢ < a, c=a, ¢ >a

esetben.

» Fix fokuszpontokhoz sorozatként Cassini-gorbék seregét abrazoljuk.

Az elkészitend6 GeoGebra programok csatolva megtalalhatok. Ezeken a gyerekek onélléan
dolgoznak, sajat maguk készitik el szamitogépen. Mivel az ellipszis esetén ugyanezek a

feladatok mar szerepeltek, most csak az 1j gorbe egyneletével kell elkésziteni azokat.

Az 6ra végén a Cassini-gorbék tudomanytiirténeti vonatkozasara tériink ra, és ismertetjiik

a szakdolgozat bevezetésében leirtakat:

o Cassini élete, elsdsorban tudoményos tevékenysége, felfedezései.

o A bolygdk mozgasat leir6 Kepler-torvények, els6sorban a palya alakjat megadd 1.

torvény.

« Cassini 6tlete a pélya alakjara vonatkozodan.

Az utébbihoz kapcsoléddan bevezetiink egy 1j fogalmat, amellyel az ellipszist jellemezziik,
és utana a gondolatot alkalmazzuk a Cassini-gérbékre is.
c a? — b2

Az ellipszis numerikus excentricitisa az ¢ = — = ——— szam. (e < 1.) [8] A numerikus
a

excentricitas azt fejezi ki, hogy az ellipszis mennyire tér el a kortél: ha € nagy, az azt
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jelenti, hogy a fél nagytengely hosszahoz képest egymastol nagy tavolagra helyezkedik el
a két fokuszpont, azaz az ellipszis ,lapos”; ha pedig kicsi a numerikus excentricitds, azaz a
fél nagytengely hosszahoz képest egymastol kis tavolagra helyezkedik el a két fokuszpont,

az ellipszis korszerti.

A kovetkez6 tablazat a Kepler és Cassini idejében ismert bolygdk palyajanak numerikus

excentricitasat tartalmazza.

Bolygo neve Merkar | Vénusz Fold Mars Jupiter | Szaturnusz

Palya-
0,2056 0,0068 0,0167 0,0934 0,0484 0,0557

excentricitasa

1. tdbldzat. Bolygdk és palydjuk numerikus excentricitdsa [8].

A Merkur kivételével a bolygdk palyajanak numerikus excentricitasa kicsi, azaz a pélya
alakja kozel van a korhoz. (A Merkir mozgasat nem is magyardzzak meg hidnytalanul a
Kepler-torvények, azt csak az Einstein-féle altalanos relativitaselmélettel lehet megfele-

16en lefrni.)

c
Az ¢ = — =0 esetben az ellipszis megegyezik az a sugaru korrel, a fokuszpontjai egy-
a

beesnek. A Cassini-gorbék esetén is, ha a € értéket O-nak valasztjuk, a fokuszpontok
egybeesnek, és a gorbe az a sugaru kor. Ezértalehet kis excentricitas esetén nagyon hason-
l6nak latni az ellipsziseket és a Cassini-gorbéket, mindkettének az elfajult valtozata az
egybeest fokuszpontjaik koré hiizott kor. Az alabbi abran olyan ellipszis és Cassini-gorbe
lathato, amelyek adataira fennall, hogy 2 =0,0557, vagyis a Szaturnusz palyajanak felnek

meg.

41. dbra. Ellipszis (piros) és Cassini-gorbe (z6ld) - 0,0557 adatokkal.
a
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Kepler Tycho de Brahe dan csillagasz megfigyelési adatainak felhasznalasaval alkotta
meg a bolygdk mozgasat leird torvényeket, numerikus moédon, szamadatokbdl. Az abran
is latszik, hogy példaul a Szaturnusz esetén is mar nagyon kicsi a kiilonbség az ellipszis
és a Cassini-gorbe kozott. Csak nagyon pontos mérési adatokkal lehet igazolni a bolygok

palyajanak alakjara vonatkozé hipotézist.

Az 6ran szerepl6 GeoGebra programok:

o (Cassini-gorbék abrazolasa I.: online verzio, letolthetd verzio

o (Cassini-gorbék abrazolasa II.: online verzio, letoltheto verzio

A fajlok GeoGebra 5.0 verzioban késziiltek.
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https://www.geogebra.org/m/qy2sweqw
https://drive.google.com/file/d/1X-rHZA4Pk2zmr0AGHB0FtHtxfurQw17m/view?usp=drive_link
https://www.geogebra.org/m/sdenyv4p
https://drive.google.com/file/d/1WJ53kidfMvv308vqyMpQYAQ1rHNVpsIE/view?usp=drive_link

‘eyey 9ze yelpny o189 st

[NPoASo JONRIP © 119Z0 ‘SR[OWRZS

R[(R], “JRZRIRAGRU

erelequrua sizsdrfe ze ‘uopouwr
199209912891 Ua(o[e ATejRI0 ZR s9 ueqyuod "1°7 Y
regesuople[nierrjomwmiizs j9qIo3-Tuisse))

TUOPOU }309Z919[ZS91 U9o[o ATojeIo

® ST qqoAuuoy Sowr ‘03080 s1zsdIf[o ze so urqiuod "1°Z ® J9)0[U0AS0 ze N[10ZoAd 01
LIRURY) ‘SI[RIUOI]
ze JuI ‘T[Au9SI 1930UouW)R[OPUOS 919[uUaA30 snyruouey }9(.I03-TUISSR))
' 9z uesojuod $910ZoAd] Y nl[oresd  rIyezI0OZS” 1078 |, F9ZSSO“ Ze ‘109103
[0 ze ynl[erugep uopow Soreue [ossizsdi zy
eforuyep 9qIo3-Tuisse)
"910z0(o] s919zZarRg Yezo3[opyezs
® RZZRUWI[RLIRY) )27 ° [OIOAUSSIOA” Y9(OF-TUISSR))
‘[9zzo yunpojosodey| ‘pezeIeAgeut ® $9 Yos1zsdI[[o ze ‘[OIOAUIWPIID 1}RZSRIR][ISO
zZoyASIR)Ue) RqIZY Lreue) ‘SIRIUOL] TUISSR) ‘[OINOAUDAIO)-TIo[dOY ® ‘[OIIUISSR) ¢
‘[0110]dOy 030Z0A0( [1OUDIIOAURIOPN T,
s9jezaAsyg
SHOZRIAY
joxsIzsdI[[o ze [oyPATowR ‘Tegesuoplem) ‘TRLIjoWWIZS ‘O)O[UATO
‘peyowreIsord RIGOr)0or) "YosopIoy Io[NuUR], “eforuygep :oso[owst yejnue) [0Is1zsdife 2y G
FIOYZSON[O [RITHOTR[E QZO[9 So[wIsy
zre uoyododoyrurezs © Ynl3zsoqord
AQZNRZSe
qos9zA3a3aIN “ewrroyesjunu 9joudUI BI() AUMMMV

‘YoI9ZSPOIN

60



(93080

zsnuanjyezg e [d) esejozlel oqio3-tuisse))

"BI(O)09K) $9 s1zsdI[o NSRIIOLINUOXO SIY [eyyjourersord
nlguzser jsp[oviqe
‘uoodogojruezs RI(OL)0IL) }JOZSON[O Z€ :9IN9(I0S-TUISSR)
9(I0S-TUISSR)) }1J9ZSON[O
eYUNW Of[eu() © espzeWeY[e SLIIOLIIUIOX0 SNYLIoWNU e

jsowt & s9 Jse[ozriqesizsdifo
R[R], “JRZRIRAGRU
19991ZSOY[ URIO OZO[d ZY/ BSRIDLIUOIXO

Lreue) ‘SIRIUOL]
snyownu yeueleAred yo34A[0q ‘9s910ZoAd(

YRURSRIIDLIJUOOXO SNLownu sizsdifo e

erewg[qoiddele ze s9I9)RZSSIA

ynljozerqe 1980108 Yo I0S-TUISSR))

JU9N}eZ0I0S ZOY0juodZsnyo] X1,

‘[0 UDAZ ynlyejzoyrea rearyzsnso
OIIO] 10X I0S-TUISS®)) ‘})010ZOAI] JONONOHD 2 SO D ZY US(I9S0 D <
"RI(OX)0Y)
JSOUW & YeSH ‘Tur)(RyaISoA ‘D=0 ‘D >0 rlYe[R 9108 © UA[IWL AT07|
‘oo dogolrurezs
ri(m [0y 1zo ‘ypodorozs rew ‘YN[[eASYSo Yunjozriqe o9 108-TUISSe))
euntt oreuc)
JepRe} © Zd UO{RW[RY[R 0ZO[9 i 0z031e) ZOyN0u0dzZsnyo} 0ZoquoNy
Ze UROZOYJRUOA 9IS1ZsdI[[o 2y [0A98951180s Yorojourered O 9 D OYRYU[[Y ©

S[n{[ozeIqe 10QZoyJIA0Y
B [PA[OWIR ‘YunjIzsoy joweIisord vigoroon)

esP[OZRIqY Y0q108-TuIsse)

61




Oraterv II.

Tantargy: matematika

Evfolyam: 12. osztély

Osztéaly tipusa: matematika fakultécié / matematika tagozat / szakkor
Témakor: koordindtageometria

Tananyag: torusz sikmetszetei

Az oOra tipusa: 1j ismeretet atadd éra

Az o6ra célja: a térusz egyenletének levezetése, torusz specialis stkmetszeteinek, a Cassini-

gorbéknek a meghatarozasa, a metszet abrazolasa GeoGebra programmal
Fejlesztend6 kompetenciak:

» Matematikai, gondolkodasi kompetencia (Matematikai gondolkodds és érvelés, a

matematikai gondolkoddsmdd elsajatitédsa.)

« Digitalis kompetencia (A megfelel§ segédeszkozok hasznédlata sszetett informéciok

létrehozdsa, bemutatasa vagy értelmezése céljabol.)

o Tanulds kompetenciai (Kitarté tanulds, sajat tanulds megszervezése egyénileg és

csoportban, az idével és az informaciéval valé hatékony gazdéalkodas.)

Az o6ra el6zménye:

Az ezt megeléz6 alkalm(ak)on a forgasfeliletekkel foglalkoztunk: ezek olyan feliiletek,
amelyek egy sikgorbének a gorbe sikjaban talalhato egyenes koril valé megforgatasaval

allnak el6. Specialis esetekben meghatarozzuk ezeknek a feliileteknek az egyenletét.
A kovetkez6 feladatokon keresztiil vizsgaljuk a forgasfeliileteket:

1. Milyen forgasfeliilet keletkezik, ha a z = 0 koordinatasikban taldlhaté z? +1y% =1
egyenletit kort megforgatjuk eloszor az y-tengely koril, majd pedig az az-tengely
korill? Adjuk meg az igy kapott forgasfeliiletek egyenletét!

Megoldas. A szakdolgozat 4. fejezetében leirtaknak megfelelé gondolatmenetet alkal-

mazzuk. Ez a gondolatmenet hasznalhaté lesz az 6sszes tovabbi feladat megoldasa soran.

Az y-tengely koriil torténo forgatas soran keletkezo forgasfeliilet egyenlete megkaphat6 a
kiindulasi kor egyenletébdl gy, hogy az eredeti sikgdrbe egyenletében szereplé z2-re az

22 + 22 helyettesitést alkalmazzuk. Tehat a forgasfeliiletet lefr6 egyenlet:
z?+ y2 +22=1.
Vagyis belattuk, hogy a forgasfeliilet az origo koriili, » = 1 sugaru gémb.
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Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a kort az x-tengely koriil forgatjuk, ekkor az egyen-
letben szerepylé y2-re az y® + 22 helyettesitést alkalmazzuk.
. . . o o Ty
2. Milyen forgasfeliilet keletkezik, ha a z = 0 koordinatasikban talalhaté s i 1
egyenleti hiperbolat megforgatjuk el6szor az y-tengely koriil, majd pedig az x-
tengely koriul? Adjuk meg az igy kapott forgasfeliiletek egyenletét!

Megoldas. Az el6z6 feladatban leirt gondolatmenet alapjan az y-tengely korili forga-
2 2 .2
x z

taskor az — — ‘Z—z + — =1 egyenletii egykopenyt forgdshiperboloid, az z-tengely koriili
“ 2 Zz 52
forgataskor az — — 5 — — =1 egyenletii kétkopenyt forgashiperboloid keletkezik for-

a2 v a?
gasfeliiletként.

3. Milyen alakzatot ir le a térben a 422 +4y?> — 22 = 0 egyenlet?

2
z
Megoldas. Az egyenlet atirhat6 22 +y% = <2> alakra. Ez az egyenlet a z = ¢ sikban a

c
(0,0,c) kozéppontt, — = 3 sugara kort adja meg. Vessziik az Osszes ilyen kort, a forgas-

feliilet ezeknek a kérgknek az uni6jaként all eld. Az egyenletben csak 22 és y? szerepel,
a forgasfeliilet igy a z-tengely koriili forgatas soran keletkezett. Az eredeti egyenlet az
y = 0 sikban a 422 — 22 = 0 alakot veszi fel, amely feirhaté (2x 4 2)(2z — z) = 0 alakban
is. Ennek megoldasai: z = 2z, z = —2x, amely egy egymast metszé egyenespar a sikban.
A forgasfeliilet ezeknek az egyeneseknek a z-tengely kortli forgatasaval keletkezik, vagyis

a forgasfeliilet egy forgaskup.

Az éra tovabbi el6zménye, hogy ismerjiik, milyen alakzatok allnak el6 forgaskupok sikkal

valé metszeteként: kor, ellipszis, parabola, hiperbola, pont, egyenes, metsz6 egyenespar.
Az 6ra tartalma:

Most a Cassini-gorbéket szeretnénk valamilyen feliilet sikmetszeteként eléallitani. Ez a
feliilet a torusz. Az éran meghatarozzuk a torusz egyenletét, és felfedezziik, hogy a térusz

megfelel6 sikkal vett metszetei a Cassini-gorbék.

A torusz egyenletének levezetéséhez a korabbi éra feladataiban hasznalt gondolatmenetet
alkalmazzuk. A szakdolgozat 4. fejezetében leirt modon juthatunk a torusz egyenletéig: a
z = 0 sikban taldlhat6 (z — R)% +12 = r? egyenletii kor y-tengely koriili megforgatasakor

keletkez6 toruszt az
2
(12 + y2 +224+ R 7“2) = 4R? (x2 + 22)

egyenlet irja le.

Torusz és sik metszeteként akkor kapunk Cassini-gorbét, ha a sik parhuzamos a térusz

tengelyével, és a siknak a torusz tengelyétol mért tavolsaga megegyezik a toruszt generald
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kor sugaraval, azaz z = r. Ekkor ugyanis a metszetként eloallé gorbe egyenlete
2
(x2 +y2> _oR? (xz —yQ) —AR%2_ Rt
amely a Cassini-gorbe egyenlete ¢ = R és a® = 2Rr adatokkal. Azt a levezetést hasznaljuk

az 6ran, amely a szakdolgozat 4. fejezetében talalhato.

Ezt kovetéen GeoGebra programokkal szemléltetjitk a metszetet. A didkok onalléan elké-
szitik az els6 GeoGera programot, amelyben a metszetként el6allé sikgorbe jelenik meg.
Nemcsak a specidlis sikokkal valé metszetet abrazoljuk, hanem a tetszoleges z = p sikkal

vett metszetet. Vagyis az
2
(ZL‘Q + y2 —|—p2 + R? - 7“2) = 4R? <m2 —|—p2)

egyenlet altal meghatarozott sikgorbét abrazoljuk, amelyben p, R és r csuszkakkal val-
toztathaté paraméterek. Igy van médunk megfigyelni azt is, hogy a metszet mikor nem

Cassini-gorbe.

A maésodik GeoGebra programot a didkok elére elkészitve kapjak meg: ezen térben van

abrazolva a torusz és a megfeleld sikkal vett metszetei — amikor a metszet Cassini-gorbe.

Az 6ran szereplé GeoGebra programok:

o toérusz és sik metszete: online verzio, letoltheto verzio

o térbeli dbrazolés, csak a specidlis sikok: online verzio, letoltheto verzio

A fajlok GeoGebra 5.0 verzidoban késziiltek.
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https://drive.google.com/file/d/1k6JUCiWM1opawXqqyi_r6XVFW4tuWXdn/view?usp=drive_link
https://www.geogebra.org/m/ytxewnxk
https://drive.google.com/file/d/1U2A7jIN1On1O4Piuz9L2ykBzq2PZFgxk/view?usp=drive_link

uoseozeIqR

"RIQOL)00
TR RHID] UR((RIOY US(AIO)RIO 120090 [0 19} 9SIUIND)SOUL JOUIDJOZSIOUL JJ0A (RIS L = 2 ZSNIO) B e
‘uaodo8ojruezs GT
7 Y1ZoAgo3ou yepelo)
e UNW O[[RU() BSR[OZRI(R YOUID}OZSIOUW 110A [RYYIS d = 2 ZSTLIO} € e
[eARI(qON)00X) BSR[OZRI(R o)9Zsjouwl Y
ynldyey 19q108-TUISSR ) NIS[USAT
TeeIO] CI9%L
—_d =(.A—_x — i+ _x

ua(9lazolo] § yezos[opyezs “yezereAgewt vl T lelv Am ¢ v e1C NAN ¢ v 01
© q1ZoA3030Ul Spjowezs Y | L1gue) ‘SRIUOL] 7% JUOY019ZSIOUL JJOA RIS NPO[UaAS0 L = 2 © YRUZSNIO) Y
1919ZS)oWINIS ZSNJIQT,

Tepeo] RICH (7 +0) = (1= + 7+ fi+ @)

uaqlezolo] § yezogopyezs “pezereAseur cT
© 120£S0S0UI $940Z0A0] V7 | LIBUR] ‘SI[BIUOL] :910[UABS ZSTLIO) OZoY19[oY I0yRSRIeFI0J3oul
1IN AU~/ 103 N30[UAT0 .t = fi+ (3 —x) 2y
9S919ZoAS[ oU919[UASe ZSniog],
o “YosopIoy| "RSRIR)ZRULIRZS YN1JO[U0AS0 ‘OS9[19WIST YRINUR) [OINO)O[N[9JSRSI0)

Iomuey, S9[IWIST :
Q2N Zso (010d)
219
es9zAT BN ‘YewLroyeyunur 9jousW RI()
. 9PI

‘YoI9ZSPOIN

65



Oraterv III.

Tantargy: matematika

Evfolyam: 12. osztély

Osztaly tipusa: matematika szakkor

Témakor: koordindtageometria

Tananyag: négyzetreemelés, négyzetgyokvonas a komplex szamsikon
Az oOra tipusa: 1j ismeretet atadd éra

Az oOra célja: néhany alakzat képének meghatarozasa a komplex szamsikot onmagara
képezo négyzetreemelés fiiggvény esetén, Cassini-gorbék eldallitasa kor négyzetgyokeként,

mindezek adbrazolasa GeoGebraban

Fejlesztend6 kompetenciak:

« Matematikai, gondolkodédsi kompetencia (Matematikai gondolkodas és érvelés, a

matematikai gondolkoddsmod elsajatitasa.)

 Digitélis kompetencia (A megfelel$ segédeszkozok hasznalata Gsszetett informaciok

létrehozasa, bemutatédsa vagy értelmezése céljabol.)

o Tanulds kompetencidi (Kitarté tanulds, sajat tanulds megszervezése egyénileg és

csoportban, az id6vel és az informéciéval valé hatékony gazdalkodés.)

Az 6ra elézménye:

A korabbi alkalmakon a komplex szamokkal foglalkozunk, ennek az oranak feltételei a

kovetkezok ismerete:

o komplex szamok definiciéja,

o a komplex szamok kozotti muveletek,

e a komplex szamok trigonometrikus alakja,
« miiveletek a trigonometrikus alakkal,

e a komplex szamsik,

« (a Cassini-gorbék.)

Ezek osszefoglalasaval foglalkozunk a szakdolgozat 8.1. pontjaban.
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Az 6ra tartalma:

Az érén targyalt fogalmak, levezetések, szamolasok, bizonyitasok megegyeznek a szakdol-

gozat 8.2. és 8.3. pontjaiban leirtakkal.

Az 6ra végén a didkok GeoGebra programokkal abrazoljak az éran targyalt allitasok

tartalmat: a gorbéket és négyzetiiket, négyzetgyokiiket.

Az 6ran szereplé GeoGebra programok:

« alakzatok és négyzetiik: online verzio, letoltheto verzio

e kor gyoke: online verzio, letoltheto verzio

A fajlok GeoGebra 5.0 verzioban késziiltek.
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