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1. Bevezetés

A pénziigyi matematika teriiletén a sztochasztikus folyamatok kulcsfon-
tossagu szerepet jatszanak a piacok dinamikajanak megértésében és model-
lezésében. Kiilonosen a volatilitas és a korrelacids strukturak pontos megfo-
galmazasa valt alapvetévé a kockazatkezelés és a derivativ arazas teriiletén.
A sztochasztikus volatilitasi modellek koziil a Wishart folyamat kiemelkedik
komplexitasaval és pontossagaval, mivel métrixvaltozos sztochasztikus folya-
matok segitségével képes a volatilitas és a korrelécié dinamikijat egyarant
lefrni.

A tobbdimenziés modellek fontossaga abban rejlik, hogy valésédghtibben
tiikrozik a piaci folyamatokat, hiszen a pénziigyi eszko6zok armozgasai gyak-
ran szorosan Osszefiiggenek. Ennek ellenére viszonylag kevés olyan modell
létezik, amely képes tobbdimenziés modon, azaz tobb eszkozre egyidejiileg
kezelni a volatilitast és a korrelaciot. A Wishart folyamat ebben a tekin-
tetben kiemelkedd, mivel képes a teljes variancia-kovariancia matrix idébeli
alakuldsat modellezni, ami jelentGs elérelépést jelent a pénziigyi matematikai
modellezés teriiletén.

Ezen szakdolgozat a Wishart folyamat bemutatasara és a pénziigyi al-
kalmazasara oOsszpontosit. A dolgozat célja, hogy részletesen bemutassa a
Wishart folyamatok matematikai alapjait, szimulaciés modszerét, valamint
a paramétereik becslési technikéit. Tovabba, hogy hogyan alkalmazhato6 ez a
folyamat a valoés piaci adatokon.

A dolgozat felépitése a kovetkezdképpen alakul: a 2 fejezet bevezetSként
szolgal, amely megismerteti az olvasoét a méatrixvaltozos sztochasztikus fo-
lyamatok alapjaival. A 3 fejezet részletesen targyalja a Wishart folyamat
matematikai alapjait, bemutatva a definiciokat, tulajdonsagokat és egy szi-
mulacios technikat, amely az Fuler-Maruyama modszeren alapul. A 4 fejezet
a paraméterek becslési modszerére koncentral, maximum likelihood becslé-
sen keresztiil. Végiil, a 5 fejezet bemutatja a Wishart Affine Sztochasztikus
Korrelacio (WASC) modellt, és targyalja annak alkalmazasat valos piaci ada-

tokon, kiilonb6z6 részvények példain keresztiil.
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Ezen keresztiil a dolgozat célja, hogy éatfogd képet nytjtson a Wishart

folyamatok elméletérdl és alkalmazasarol.



2. Eldkésziiletek

Ebben a fejezetben Oliver Pfaffel [3], Harry Bensusan [4] és Alessandro
Gnoatto [5] cikkei segitségével, a Wishart folyamatokhoz el6zetesen elenged-
hetetlen, definiciokat, lemmakat és tételeket mutatjuk be. Els6 sorban kiilon-
b6z6 matrix definicidkat, tulajdonsagokat és miiveleteket jarjuk korbe. Majd
ezutan a matrixvaltozos sztochasztikus folyamatokat vezetjiik be és ezen té-
makort ismertetjiik roviden. Felépitjiik azt, hogy hogyan jutunk el egészen
a véletlen méatrixoktol, a Wishart folyamatig, amely jelen szakdolgozat {6

témajat képviseli.

2.1. Matrix tulajdonsagok

A kovetkezGekben mar az el6bb emlitett, matrix jelolésekkel, tulajdon-
sdgokkal és mitiveletekkel fogunk foglalkozni. Definialjuk kiilonb6z6 szamhal-
mazokon értelmezett matrixokat, illetve elnevezziik a kiilonb6z6 definitséggel

rendelkezeket.
2.1. Definicio.

(1) Jeldlje M, (R) az n x m valds mdtrizok halmazdt.

Han =m a jelolés az alabbi modon eqyszerisodik M,(R).
(ii) Legyen GL(n) azn x n invertdlhaté valés mdtrizok halmaza.

(111) Jelolje o(M) az M mdtriz sajdtértékeinek halmazat, tovabbiakban ezt

az M mdtriz spektrumdnak nevezziik.
(iv) Sn(R) jelolje a szimmetrikus valds mdtrizok halmazdt.

(v) Jelolje S;H(R) (S, (R)) a pozitiv (negativ) szemidefinit valds mdtrizok
halmazdt.

Vagyis M € ST (R) esetén VA € (M) X > 0.

(vi) Legyen S+ (R) (S, (R)) a pozitiv (negativ) definit valés mdtrizok hal-
maza.

Vagyis M € ST (R) esetén YA € o(M) X > 0.
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(vii) AT jelélje az A mdtriz transzpondltjdt.
(viii) Legyen A € M,(R), ekkor Tr(A) jeloli az A mdtriz nyomdt.

A tovabbiakban a pozitiv szemidefinit matrixok halmazan definidljuk a

matrixvaltozos négyzetgyok fliggvényt.

2.2. Definici6é. Legyen A € S, ekkor az A mdtriz az aldbbi alakban irhato

n’

A = PTDP, ahol P egy unitér mdtriz és D = diag(\i, ..., \,), ahol \; >
0,7 =1,...,n. Ekkor az A mdtriz négyzetgyoke az alabbi modon irhato fel,

VA= PT(\V/AL, ...,/ AP, tovibbi /A € St

Ekkor a négyzetgyok v/ A jol definialt és fiiggetlen a P megvalasztasatol.
2.1. Koévetkezmény. Ha A € S+ akkor /A € St

Alabb bevezetjiik a matrixvaltozos fliggvény differencidlasat.

2.3. Definicié. Legyen S € M,(R). Ekkor D = (32-);;, ¥ valds értéki

differencidlhato figguényre f : M,(R) — R, mint a mdtriz minden parcidlis

derivdltjdra % ().

A kovetkezd, determinansra hasznalt szamitasi szabalyokat bizonyitas nél-
kil kozoljik.

2.1. Lemma. VA, B € M,(R),S € GL(n) és H, : R — GL(n) differenci-
alhato ekkor

(i) det(AB) = det(A)det(B) és det(aA) = a™det(A), VYo R

(1) Ha A € GL(n) vagy B € GL(n) ekkor det(I,, + AB) = det(1, + BA)
(iii) 2det(Hy) = det(H,)tr(H; ' 2 Hy)

(iv) D(det(S)) = det(S)(S™1)T

(v) det(A) az A mdtriz sajdtértékeinek szorzata

Ha S szimmetrikus is akkor



2.1. Matrix tulajdonsagok )

(vi) D(det(S)) = det(S)S™*

(vii) 55255 (det(S)) = det(S)[(S™u(S™)i;— (S~ (S ™)) ahol az (S

jeloli az S™' mdtriz i, j-edik elemét.
2.2. Lemma. VA, B, S € M, (R) ekkor
(i) tr(AB) = tr(BA) és tr(aA+ B) = atr(A) + tr(B), Va € R
(ii) tr(A) az A mdtriz sajdtértékeinek Gsszege.

A kovetkezd definicié a matrixok és a vektorok kozott teremt kapcsolatot

vagyis egy matrixot, hogyan tudunk vektorizalni.

2.4. Definici6. Legyen A € M, ,,, ahol a; € R"™ jeloli az A mdtriz i. oszlopat,
ekkor vec : My, , — R™™

a1

Az alabb bevezetésre keriil6 kronecker-szorzat a métrixokkal végzett sza-

mitasokban igen sokszor hasznalt definicio.

2.5. Definicié. Ha Am x n és B p X q méreti mdtrixz, akkor C = A® B

kronecker-szorzat nem mds,mint

CL11B s CllnB
c=\| : - (2.1)

amlB e amnB
2.3. Lemma.
(i) Legyen A, B € My, ,(R) ekkor tr(AT B) = vec(A) vec(B)
(i1) Legyen A € M, ,(R), B € M, ,(R) és C € M,,,(R). Ekkor

vec(ACB) = (BT @ A)vec(C)
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2.2. Matrixvaltozos sztochasztikus folyamatok

2.6. Definicié. Egy (22, G, (Gt)ier, , Q) négyest, filtrdlt valdsziniségi mezdnek
neveziink ha, 0 egy halmaz, G egy o-algebra az Q-n, (Gi)er, egy névekvd
o-algebra csaldd a G-n, Q pedig eqy valdszintségi mérték a (Q, G)-n. A filtralt

valdsziniségi mezd teljeseiti a szokdsos feltételeket, ha
(i) a filtracio jobbrdl folytonos, vagyis Ns=Gs = Gy ¥Vt > 0 és
(ii) ha (Gi)ier, teljes

A kévetkezSekben (2, F, (F)ier, , P) filralt valoszintségi mez6t vessziik,

mely teljesiti a szokésos feltételeket.
2.7. Definicié. Legyen X eqy mérhetd figgvény,

X (QF) — (M,m(R),B™™) (2.2)
ekkor X -et eqy n X m-es véletlen matriznak nevezziik.

Vagyis az el6bbi X-et tgy is tudjuk értelmezni, hogy a matrix minden
eleme egy-egy valoszintiségi valtozo. A tovabbiakban erre a véletlen matrixra
vezetjiikk be az alapokat, mint varhato érték, stirtiség fliggvény, karakteriszti-
kus fiiggvény, stb... Majd végre sort keritiink a matrixvaltozos sztochasztikus

folyamatra is, amely megalapozza az utat, a Wishart folyamat felé.
2.8. Definicid. Legyen fx egy nem negativ mérhetd fiigguény, ugy hogy

P(X € M) = / fx(A)dA YM € B (2.3)

ekkor fx-et az X wvéletlen mdatriz siriségfigguényének nevezziik.

2.9. Definici6. Legyen X egy n X m-es véletlen mdtrix, ekkor minden figg-
vényre h = (hij)ij © Mym(R) — M, (R) ahol h;; : Mpn(R) — R, 1 <
i <r1<j<s, ekkor a virhato értéke h(X)-nek

(AP (aa) = [ RGN

(2.4)



2.2. Matrixvaltozos sztochasztikus folyamatok 7

Az utolso egyenldség akkor dll fenn, ha az X véletlen mdtriznak létezik sdri-
ségfiigguénye.
2.10. Definici6. Legyen X egy n X m-es véletlen mdtriz, ekkor karakterisz-
tikus fligguénye az aldbbi alakban irhato fel.
E[etr(iXZT)] _ / etr(iAZT)PX(dA) (25)
n,m (R)

minden Z € M,(R).

A kovetkezSekben a Laplace transzformaltat vezetjiik be véletlen matri-

xokra.

2.11. Definicié. Legyen X € ST (R) egy n x n-es véletlen mdtriz, ekkor a

Laplace transzformdlt az aldbbi alakban irhato fel.
E[et’“(_UX)] :/ e_tT(UA)PX(dA) (2.6)
St

VYU € ST (R)-re.

2.12. Definicié. Legyen X egy n X m-es véletlen mdtriz és 'Y eqy p X q-es

véletlen mdtriz. Fkkor X ésY kovariancidjat az alabbi modon tudjuk felirni,

cov(X,Y) = cov(vec(XT), vec(YT)) (2.7)
= Elvec(XT)vec(Y )| Elvec(XT)| E[vec(YT)]" (2.8)

A kovetkezGekben bevezetjiik a jelen szakdolgozat egyik legfontosabb de-

finiciojat a matrixvaltozos sztochasztikus folyamatot.

2.13. Definici6. Legyen X : [0,00) X Q@ — M, ,(R) egy mérhetd figgvény
a megfeleld mérhetd terek kizott: (t,w) — X(t,w) = Xy(w), ahol X(w)
egy véletlen mdtriz minden t € [0,00)-re. Ekkor X-et egy mdtrizvadltozds

sztochasztikus folyamatnak nevezzik.

2.14. Definicio. Egy X mdtrizvdltozos sztochasztikus folyamat lokdlis mart-
ingdl, ha minden komponense lokdlis martingdl. Azaz ha létezik a megdlld-
st iddknek végtelenbe tartd szigorian monoton ndévekedd sorozata (T),)nen,

T,, — oo gy, hogy Xpin{n,1,},ij Mmartingdl minden i, j-re.
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A tovabbiakban bevezetjiik a matrixvaltozos Brown mozgéast, ami Wis-

hart folyamat elGéllitdsdnak egy fontos részét fogja képezni.

2.15. Definicié. Legyen X egy n X p véletlen mdtrix, amely mdtrizvdltozds
normdlis eloszldst kovet. M € M, ,(R) vdrhato értékkel és ¥ @ U kovari-
ancidval, ahol ¥ € S} W € S akkor ha vec(X™) egy R™ tibbdimenzids
normdlis eloszldst kovet, vec(M7T) vdrhato értékkel és SV kovariancia mdt-
rizzal, vagyis vec(XT) ~ Nyp(vec(MT), X @ ).

A kovetkezGekben az alabbi jelolést hasznaljuk X ~ N, ,(M, X @ ¥).

2.16. Definici6. Legyen X ~ N, ,(M,% ® V). Ekkor X karakterisztikus
fiiggvénye az aldabbi alakban irhato fel.

(X)) = ori2T 32T (2.9)

2.17. Definicié. A mdtrizvdltozds Brown mozgdis B € [0,00) X M, ,(R)
olyan mdtrizfolyamat, amelyben a mdtriz minden eleme iddben eqy eqydi-
menzids Brown mozgds. Azaz B = (Bjj);j, ahol B;j eqy egydimenzios Brown
mozgds, 1 < i1 < n,1 < j < m. Ezt az alabbi alakban irjuk a tovdbbiakban
B ~ BM,, .

2.2. Kévetkezmény. B, ~ N, ,(0,t1,,)



3. Wishart folyamatok

Ebben a részben roviden bemutatasra keriilnek a Wishart folyamat alap-
jai, tulajdonségai és letezése, O. Pfaffer 3] és H. Bensusan [4] cikkei nyoman.

A fejezet masodik részében egy szimulacids technika keriil bemutatasra.

3.1. Altalanosan

A Wishart folyamatokat eredetileg Marie-France Bru [1] vezette be 1991-
ben, mint a klasszikus négyzetgyok folyamat tobbdimenzids kiterjesztése.
Majd ra csak 19 évvel, 2010-ben, Christian Gourieroux és Razvan Sufana
mutatta be alkalmazasat a pénziigyek vilagaban. Ezek utan a Wishart folya-
matok uttorését kitiinGen mutatja, hogy szdmos kutato fejlesztett sztochasz-
tikus volatilitas modelleket, amelyeket a Wishart folyamat hajt meg.

A Wishart elnevezés a Wishart eloszlasbol szarmazik, ami a x? eloszlas

tobbdimenzids altaldnositasa. Alabb definidljuk a Wishart eloszlast.

3.1. Definicié. Legyen X1,..., X, n darab fiiggetlen tébbdimenzios normd-
lis eloszldsu valdszintségi vdltozo. Vagyis X; ~ N(0,X),i = 1,...,n és

VX; € RP. Ekkor az aldbbi S =, X; X! p X p véletlen mdtrizot Wishart-
eloszldsunak nevezziik.
Amikor X; ~ N(p, ) i =1,...,n, akkor S =" | X;X] p x p véletlen

matrizot nem-centrdalt Wishart eloszlasunak nevezzik.
A kovetkezGekben definialjuk a Wishart folyamatot.

3.2. Definicié. Legyen B; eqgy n X n dimenzids Brown mozgds. A Wishart
folyamat alatt az aldbbi sztochasztikus differencidlegyenlet megolddsdt értjik

az S;F(R) halmazon.

d¥, = (007 + MY, + 3,M")dt + /S dWiQ + Q1 dW, /%y,

Yo € SHR) (31)

ahol ©, Q, M € M,(R).
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Az 3.1 sztochasztikus differencidlegyenlet a matrix analogja az atlaghoz
visszahtzo négyzetgyokos diffuzids folyamatnak. A legaltalanosabb esetben
azt gondoljuk, hogy 3.1 egyenletben megtalalhaté métrixok 6sszes eleme nem
0. Azért, hogy a folyamatba bedgyazzuk az atlaghoz huzas, illetve a stacio-
naritas tulajdonsagat, elvarjuk, hogy az M maétrix negativ szemidefinit le-
gyen. Mindemellett ©-ra teljesiiljon, hogy ©0T = 3QTQ ahol 3 egy valos
paraméter és > n — 1.
hato variancia-kovariancia matrixhoz kapcsolodik az alabbi lineéris egyenle-

ten keresztiil.
-00" = MY, + S M7, (3.2)

Tovabbéa a () matrix jeloli a volatilitds volatilitasat, ezen matrix para-
méterei donté fontossaguak lesznek a részvénypiacon megfigyelhets stilizélt
hatasok magyarazatahoz. A () matrixot szimmetrikus pozitiv definit matrix-
nak tekintjiik.

Tovabbiakban a Wishart folyamatot a paramétereivel az aldbbi moédon
jeloljik X ~ WP, (Q, M, 5,%).

A 3.1 és 3.2-b6l konnyen lathatjuk, hogy kozeli kapcsolatban all a Wishart-
és a CIR folyamat egymaéssal. Ha n = 1-nek vélasztjuk a dimenziét a 3.1-ben
akkor a skalar CIR folyamathoz lyukadunk ki, amit az alabbi sztochasztikus

differencialegyenlet definial.

dvy = k(0 — v)dt + pv/vid By, (3.3)
Vo € R (34)

ahol k, 0 és u szigortian pozitiv paraméterek és B; egy skalar Brown moz-
gas. A Wishart folyamat egy emlitésre mélto tulajdonséga, hogy az elemei
kozott egy nem trividlis Osszefliggségi struktura van. Ezt jol mutatja a kvad-

ratikus variacidja amelyet az alabbi lemma részletez.
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3.1. Lemma. Legyen ¥ ~ WP, (Q, M, B,%). Ekkor

d[Si, Saile = Sein(QT Q)i dt + S a(QTQ) ke dt + X4 1 (QT Q)i dt + 4 j1(QT Q)i .
Ez igaz ha X [étezik.

Bizonyitas: Legyen H, := /3,dB,Q + QTdB]/X,. Ekkor [Z;;, Zk] =
[H;j, Hy).

Ht,ij = Z( V Et)indBt,anmj + QmidBt,nm( V Et)nj
Az els6 szummaja a d[H;;, Hy: egyenls
Z( V 2 in(V 24) knQrmj Qt dt

Mivel a ¥; szimmetrikus ezért az alabbi alakra egyszertisodik az el6z6 sor

Et,ik(QTQ)jl dt

A masik harom szumma hasonlé médon felirhato.
]
A Wishart folyamat az affin folyamatoknak egy specialis esete S (R)-en,
amelyekre vonatkozo altalanos eredményeket Cucherio [6] 2011-ben megjelent

cikke tartalmazza. Ezen frasnak csak a {6 eredményét ismertetjiik.

3.1. Allitas. Legyen X(t) egy dltaldnos affin folyamat folytonos trajektori-
dkkal S (R)-en az aldbbi alakban

X(t) = X(0) +/0 (Dx +£(X(s))ds+/0 (VX (s)dW (s)Cx + CL dW7 (s)/X (s)),

ahol X(0), Dx € Sa(R), Cx € My(R), L : S;(R) — S7(R) egy linedris
transzformdcid. A folyamatnak létezik egyértelmi gyenge megolddsa S (R)

halmazon ha,

(i) Dx — (d—1)C%LCx € S (R),
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Ha pedig X (0)-tol elvdrjuk, hogy S§+(R)-bdl halmazbol szdrmazzon, ekkor
ha (i) lecseréljiik eqy erdsebb feltételre

(iti) Dx — (d+1)C%Cx € ST (R),

akkor a fenti sztochasztikus differencidlegyenletnek eqyértelmi erds megolddsa

létezik a S;*(R)-n.

Ezt kozvetleniil 6ssze tudjuk hasonlitani a Wishart folyamattal agy, hogy
a fenti egyenletbe az alabbi médon helyettesitiink be. Dx = 007, Cx = Q,
és L(Py) = MPy+ PoMT és az X(t) helyére pedig %; frunk. Tovabba, ha

még korlatozasokat vezetiink be a drift determinisztikus részére

00" = 5Q'Q, (3.5)

illetve a fentebbi allitas 3.1, (i) és (iii) feltételeit nézziik az alabbi tulajdon-

sdgokat kapjuk vissza.

B>d—1 (3.6)
és
B>d+1. (3.7)

Tovabba ha (i) feltétel nem teljesiil akkor az egész folyamat rosszul defi-

nialt.



3.2. Szimulalas Euler-Maruyama séméval 13

3.2. Szimulalas Euler-Maruyama sémaéaval

Ebben a fejezetben a Wishart folyamat szimulaldsaval fogunk foglalkoz-
ni Oliver Pfaffel [3]| cikkének nyoman. Megmutatjuk, hogy hogyan tudjuk
diszkretizalni a folyamatot és hogy hogyan tudjuk megtartani a kovariancia-
variancia matrix pozitiv szemidefinit tulajdonsagat.

Elgszor is vegyiik a 3.2 definicioval felirt alakot és ezt irjuk fel Vi €
R, h > O-ra integral alakban a [t,¢ + h| intervallumon.

t+h t+h
Sin =3 + OTQL + / MY, ds + / Y MT ds+
t t

t+h t+h (3 8)
+/ V2, dB,Q +/ QT dB\/Xs :
t t
Yo € S5 (R)

Ezt a sztochasztikus differencidlegyenletet szeretnénk tgy kozeliteni, hogy
numerikusan tudjuk szimulalni a Wishart folyamatot. Erre a legalkalmasabb

modszer az Euler kozelités vagy méasnvéven az Euler-Maruyama kozelités.

Y2t+h =3, + (BRTQ + M3, + 2tMT)h +V 2t(BtJrh — B)Q+
+ QT(BZHL - BtT) V itv

ahol 3 a diszkretizalt Wishart folyamat. Mivel tudjuk, hogy a Brown mozgés

(3.9)

stacionarius és a novekmények fiiggetlenek, ezért az eloszlasa a By, — B ~
N,(0,hly,), ami figgetlen a tobbi novekmeénytsl. Ezért 3.9 felirast tudjuk
hasznalni arra, hogy szimulaljuk a )y barmilyen fix h > 0 lépéskozre. Ekkor a
(0, h,2h,...,T) id6skalan egy folyamatot kapunk, ami barmilyen 7" € R -ra,
a (30, Sns Sons - -5 X7).

Ami itt a problémat jelenti, hogy a Wishart folyamat diszkretizéltja lehet
nem pozitiv definit matrix is. Ekkor a szimulaciot meg kell allitanunk, miel6tt
elérjiik a T, mert a négyzetgyok folyamat tobbé nem jol definialt.

Ahhoz, hogy ezt a problémat feloldjuk, megfigyeljiik, hogy S — Y ha

h — 0. Igy eltudjuk érni, hogy ¥ pozitiv szemidefinit matrix marad, amed-
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dig a h kell6képpen kicsi. Ezért az algoritmust tigy moédositjuk, hogy egy
valtozo 1épéskozt vezetiink be.

Tegyiik fel, hogy adott a diszkrtizalt Wishart folyamat (20’ Sy Sons e Zit)
és a diszkretizalt Brown mozgas (0, By, Baop, ..., By), t < T — h-ig. Tegyiik
fel, hogy kiszamitjuk Y., (és igy Bis) a 3.9 alapjan. Amikor ellenérizziik a
flt+h definitségét, kideriil, hogy nem pozitiv definit, vagyis a legkisebb sajat-
értéke negativ. Ekkor a lépéskozt a felére csokkentjiik és kiszamitjuk a ﬁ]t o
értékét. A kovetkezd 1épésben ismét ellendrizziik, hogy a legkisebb sajatérték
negativ-e, ha igen akkor iterativan folytatjuk a 1épéskoz felezését, ameddig
nem lesz f]t b pozitiv szemidefinit vagy pedig nem lesz a h < €, azaz a
lépéskoz konvergal nullahoz. Az e értéke pythonban 2,22 % 10716,

Ahhoz, hogy megkapjuk f]t b értékét, sziikségiink van B, b értékére,
amely feltételesen adott a t-ig bekdvetkezett Brown mozgasokra. Mivel a
Brown mozgas Markov folyamat, ezért a B, L feltételes értéke ugyanaz ( By, Byyp)-
ra nézve. Tekintsiik altalanosan i,j-edik elemét B;; a B Brown métrixnak.
Ekkor Paul Glasserman 7] cikkébdl tudjuk, hogy.

h h hh
p 3¢+ 3(x+y) hh
Bij,t+g|(Bij,t =2, Bijiin=x+y) = 2 2h + %Zi]’

1 Vvh
= - ~— 7.
a:+2y+ 2 j

ahol Z;; ~ N7(0,1). Matrix alakban felirva a kovetkezképpen néz ki.

(Biyn = B)|(Byjy = X, Bijpon = X +Y) 2 %Y + \/TEZ
ahol Z ~ N, ,(0, I5,).
A fenti modszernek az implementaciojat a B fejezet tartalmazza. Ez a
kéd python nyelven lett megirva.
A kovetkezSekben az algoritmus miikodését mutatjuk be a Wishart fo-
lyamat kiilonboz6 paraméterezései mellett. Bemutatjuk a kiillonb6z6 matrix
értékek alakulasat, illetve a paraméterek valtozédsdnak hatasat is szemlélte-

jiik.
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3.1. Példa. FEldszor tekintsik a Wishart folyamatnak egy realizdciojat az

aldbb adott paraméterezés mellett.

0.141 —0.07 —0.02 —0.02
T=1, ,N=10000 ,8=3, Q= . M= :

0 007 ~0.01 —0.02
0.1 0.1
S =
<o1 03>

Alabb a X, Xo o szorasnégyzetnek és a Xy o kovariancianak a fejlédését
lathatjuk, illetve sztochasztikus volatilitas modellben el&fordulé korrelacios

folyamatot.

I, folyamata I,,; folyamata
0.14
0.14
0.12
0.12
0.10
0.10 |
0.08
0.08
0.06
0.04 A 0.06 7
0.02 0.04 1
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
I,,» folyamata Korrelaciés folyamata
0.42 0.35 4
0.40
0.30
0.38
0.36 4 0.25 |
0.341 0.204
0.32
0.15 |
0.30 |
0.28 | 0.10
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

1. abra. Wishart folyamat 1 realizacioja

A szimulélas soran a legkisebb lépéskoz az eredetileg megvélasztott T/ N =
1072 maradt, vagyis nem kellett tovabb csokkenteni azt. A legnagyobb és leg-

kisebb sajatértékek alakulasa az alabbi abran lathato.
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Sajatértékek alakulasa

0.4 1
0.3 1

—— Legkisebb sajatértékek
02 Legnagyobb sajatértékek
0.14

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

2. abra. Sajatértékek alakulésa

Tegyiik fel, hogy az el6bbi paraméterezések mellett az f = 100-ra valtoz-

tatjuk, akkor az aldbi realizaciot kapjuk.

;.1 folyamata I;.; folyamata

1.6
1.4 4 0.0

1.2
0.2 1

1.0

0.8 1
0.4 1

0.6 1
0.4 4 .

0.2 4

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
I,,, folyamata Korrelacios folyamata

1.4
0.2

1.2
104 0.1
0.8 - 0.01
0.6 0.1
0.4 1 —0.2

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

3. dbra. 8 = 100 esetében 1 Wishart realizacio

Ekkor azt lathatjuk, hogy a nagy [ paraméter véilasztasa egy egyértel-

mi trendet hataroz meg a volatilitds matrix valtozdsaban. Ebben az esetben
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is a lépéskoz az eredetileg megvalasztott T/N = 1072 maradt. Tovabbé a
sajatértékek alakulasaban is trendet figyelhetiink meg: a legnagyobb sajatér-

ték erdteljesen novekszik, mig a legkisebb sokkal lassabban ugyan, de szintén
emelkedik.

Sajatértékek alakulasa

—— Legkisehb sajatértékek
2.0 Legnagyobb sajatértékek

1.5
1.0 A

05 //"‘

0.0 -

(I) 2[‘)0 460 6(‘)0 560 1060
4. dbra. f = 100 esetében a sajatértékek alakulasa

A kovetkezGekben valtoztassuk meg az M matrix f6atlobeli elemeit —5-re

-5 —0.02
azaz M = 001 g Ezzel az atlaghoz visszahiizas erGsségét novel-

tiik, meg vagyis azt kell latnunk, hogy a hosszutavia atlaghoz rohamosan fog

tartani a folyamat.
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I, ; folyamata I, ; folyamata

0.10 4 0.10 4
0.08 4 0.08 1
0.06 - 0.06 1
0.04 4 0.04 4
0,02 0.02 4
0.00 1

0.00

. . . . . T
600 800 1000 0 200 400 600 80O 1000
52 2 folyamata Korrelacios folyamata

0.30 4
0.4 1

0.25 4
0.20 4 0.27
0.15 4 0.04

0.10 1
0.2 1

0.05 1
0.00 ~0.4 -

. . . . . T
600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

5. abra. M csokkentésének esetében 1 Wishart realizacié

A sajatértékek alakulasidban, pedig azt vehetjiik észre, hogy drasztikusan

tartanak a 0-hoz kozel.

Sajatértékek alakulasa

0.35 o
—— Legkisehb sajatértékek

0.30 1 —— Legnagyobb sajatértékek

0.25
0.20 1
0.15
0.101

0.05 1

0.00 1

T T
200 400 600 800 1000

6. abra. M csokkentésének esetében a sajatértékek alakulasa
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4. Paraméterek becslése

Ebben a fejezetben el6szor egy Maximum Likelihood becslést mutatunk
a Wishart folyamat paramétereire, majd a becslés josagat numerikusan tesz-
teljik.

4.1. Maximum likelihood becslés

Az elmilt évszazadban, igen jelentGsen megnétt az érdekldés a Wishart
folyamatokkal valé modellezés irant, ez a pénziigyi alkalmazasokra nagyon is
igaz. Fzzel ellentétben csak nagyon kevés tanulmany, cikk és kutatas iranyul
a Wishart folyamat paramétereinek becslésére. Ebben a fejezetben Aurélion
Alfonsi [8] cikke nyoman mutatjuk be a drift paramétereinek Maximum Like-
lihood becslését. A kovetkezGekben a Maximum Likelihood Becslést MLE-nek
roviditjiik.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a folyamat teljes palyajat (¥;,t € [0,77]), ahol
T > 0. Ez a valasztas matematikai szempontbol lesz kényelmes MLE konver-
gencidjanak vizsgalatahoz. A gyakorlatban a pontos becslés tanulmanyozasa
relevans abban az esetben, ha a folyamatot csak diszkrét idében tudjuk meg-
figyelni. A késébbiekben numerikus kisérletek is végziink, amibe bemutatjuk,
hogy az diszkrét idépontokra az MLE elég j6 becslést ad a Wishart folyamat
paramétereire.

Mivel mar megfigyeltiik a folyamat palyajat (3, ¢ € [0,7T]), ekkor a QT Q
paraméter ismert. Ezt azért tudjuk, mert adott a kvadratikus variaci6 a 3.1

lemma alapjan. Ezt &t tudjuk rendezni Q7 Q-ra az alabbi modon:

(QTQ)ii = i[Eii]T </OT(ZS)M) ds) : (4.1)

1 -1

(QTQ)i; = (—[ ij, Siilr — (Q7Q)u /OT(ES)U ds) (/OT(Zs)u' ds)

ahol 1 < i,5 < d és j # i. Tudjuk, hogy ezek az értékek jol vannak

\)

definidlva addig ameddig a palyanak (3t € [0,7]) véges a kvadratikus
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variacioja és 3, € S;. Azt feltételezziik, hogy QTQ € ST és Q € M,
egy invertalhato matrix, ekkor Q7 Q-nak az Q) lehet példaul a négyzetgyo-
ke vagy pedig a Cholesky dekompozicioja. Mi az utébbit fogjuk majd hasz-
nalni a becslésnél. Tovabba tudjuk azt is, hogy V; = (Q7)7'3,Q~! ekkor
Y ~ WPy(Ig, (QT)IMQT, B, (QT)13,Q7T) eloszlast lesz. Ezért elegendd,
ha 3 és M becslésére 6szpontositunk, ahol () = 1.

El6szor bemutatjuk az MLE becslését 0 = (M, 3), és a kovetkezokép-
pen jeloljiik az eredeti valoszintiségi mértéket Py, amely szerint X kielégiti a

kovetkezd egyenletet:

d¥y = (Bly + M, + S, MT)dt + \/3dB; + dBI /%, (4.2)

Azt gondoljuk, hogy £y > d + 1 és legyen 0y = (5o,0). 5 és M egyiittes

becsléséhez azt feltételezziik, hogy
B>d+1ésXy € S; (4.3)

A mésodik kikotés a gyakorlatban nem korlatozé feltétel, mivel ha § >
d+1 akkor 2, € S} barmilyen ¢ > O-ra. Ennek a feltételezésnek koszonhetGen,
Mayerhofer 9] cikke alapjan tudjuk, hogy

dPy, r T I -
——= = eaxp / Tr(HsdB;) — —/ Tr(HsH, )ds
dpg,T 0 2 0

ahol H, = 60;ﬁ<\/§>1_M\/§

olyan valoszintiségi meértéket hataroz meg, amely alapjan B, = B, —

fg HT ds egy d x d Brown mozgas, ahol Py r a megszoritasa Py-nak az adott
o- algebran o(Bs, s € [0,T]). Ekkor

A%y = Bolydt + \/SdB, + dBF /%,

és a likelihood fiiggvénye az aldbbi modon definialt.
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1
T 1 T T )
E (exp(fo Tr(HydBs) — 5 fo Tr(HsH] )ds)|]:T>

Lo — (4.4)

A kovetkezé allitast bizonyitas nélkiil kozoljiik, a bizonyitasa megtalalha-
t6 Aurélion Alfonsi [8] cikkében.

4.1. Allitas. Legyen ¥ € St és Lx : Sq — Sa egy linedris leképezés az
alabbi modon Lx(Y) = XY + Y X. Ez invertdlhatd és a likelihood fiigguénye
(3¢, t € [0,T)) adott az aldbbi alakban

B — b, det(Xr),  B—Po, B+ by

T
L% = —1- Tr(S;h) ds—
i = ean(Cog (G - P 0 [ Teeas

)
——Tr)+ = /T Tr(Ls (M, + XeM")dS,)—

T
- / Tr(Ls (M, + S, MT)(ME, + 2,M7)) dt)
0

(4.5)

Az allitas bizonyitasa tartalmaz egy fontos részletet mégpedig ZJZ’;’TT € Fr

akkor és csak is akkor, ha M € S;, ekkor a likelihood fliggvény az alabbi

alakra egyszertisodik:

— det(Z — T
Lzleo = exp(/B 4ﬁ0log(d2t((§]§))> — b 460(/8 —;60 —1- d)/0 Tr(2;Y) ds—

T
- %TTr(b) - %/0 Tr(M?S,)ds) +

Tr(M3p) —Tr(MX)
2 Y
(4.6)

mivel L5 (MY, + S,MT) = M.

Most a likelihood fliggvényt szeretnénk maximalizalni és azt akarjuk meg-
figyelni, hogy az exponencialis kitev§jében 1év6 mennyiség kvadratikus az
(M, 3) tekintetében és tart a minusz végtelenbe, amikor ||(M, 3)|| — +oo.
Az A.1 lemma miatt Tr(M) = Tr(Lg (MY, + 5,M7). Ekkor a Cauchy-
Schawrz egyenl6tlenségbdl adodik, hogy
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Tr(5M)] '1/OTTT( SHME, + S, MT)/5 = \/_)ds

1 T 2
T/o Tr (L5 (M, +Z,MT))? E]ds—k%f/ Tr(x;1) ds
1 T
= ﬁ Tr (L5HMS, + S, M7 (ME, +3,M7)) ds+
0
[ -1
+ 1 T Tr(ES )ds
(4.7)

és itt az egyenlStlenség majdnem biztosan szigoru, amely adja azt, hogy a
kvadratikus alak a likelihood fiiggvény kitevéjében negativ definit. Igy a like-
lihood fiiggvénynek egyértelmi globélis maximuma van az R x M, halmazon.
A2 lemméabol tudjuk, hogy Lg: onadjungalt, és egyszeri szamitasokbol meg-

kapjuk, hogy MLE 0 = (Mg, 1) a kivetkezs egyenletrendszer karakterizalja.

3o

i log (det(w) - o foT Tr(2Y)ds — §Tr(My) =0, (4.8)
I L5 dD)8, — [T L5 (NS, + SN Eds — 271, = 0 '

A kovetkezGekben azzal az esettel fogunk foglalkozni amikor az M matrix
szimmetrikus. Ez ahhoz segit el§, hogy kdvethetébbek legyenek a képletek,
akkor is, amikor a szamitasok mar eléggé bonyolultak. Emellett az igaz, hogy
azon Wishart folyamatok, amelyekben az M matrix szimmetrikus egy igen
érdekes csaladot alkotnak és jol hasznalhatok kiilonbozé esetekben. Amikor
M € Sy, egyértelmii globalis maximuma 6 = (MT, BT) az R x S; halmazon,

akkor a likelihood fiiggvényt az alabbi egyenlet rendszer karakterizalja.

Hog (442 ) — Brsi=t (T (sl ds — $Tr(My) =0,

(4.9)
Zr=2o _ L (NS, 4+ S Ny) ds — 251, =0

Azért, hogy explicit képleteket kapjunk, a lineéaris egyenletrendszert in-

vertalnunk kell. ¥ € S; és @) € R esetében, a linearis leképezéseket az alabbi

modon definialjuk.
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ﬁX 3Sd — Sd és ‘CX,a : Sd — Sd

(4.10)
Y »YX 4+ XY Y =YX 4+ XY —2aTr(Y)I,

-1

[lletve néhany jelolést vezetiink be a tovabbiakban.
det (X
, ZT::10g< Q;T))

Ry = /OT S, ds, Qp = (/jﬂ@j)@)
(4.11)

Azt meg kell jegyezni, hogy Qr és Zr akkor definialtuk, amikor f > d + 1,
viszont Rr akkor definialt, amikor 8 > d — 1 majdnem biztosan S;-n. A

kovetkezGekben az inverz konveszitési tulajdonsagat fogjuk hasznélni, ami

Mond és Pecaric [10] cikkében talalhato. Tegyiik fel, hogy 8 > d + 1, ekkor

Rr\ "
T
Osszefoglalva, @T = 1+d+QT(ZT—2TTT(MT) és Lr, 120, (MT) =Yr—0—

T(QrZr+1+d)l;. A 4.12 és a A.1 lemmabol kovetkezik, hogy £ invertalhatod

ami az alabbi egyenletrendszerhez vezet.

-1
< Qr

T . 4.12
' - (112)

Br=1+d+Qr (Zr = 2TTr(Ly, ragr(Sr — To — (QrZr + 1+ d)L,))
My = L} ooy (Br — S0 = T(QrZr + 1+ d) 1)
(4.13)
A fentebb ismertetett becslések implementacidjat C fiiggelék rész tartal-

mazza.
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4.2. Numerikus teszt

Ebben a fejezetben a fentebb ismertetett MLE 4.13 egyenletrendszer kon-
vergenciajat fogjuk tesztelni. Nagy T-re fogunk szimulalni Wishart folyama-
tokat a 3.2 fejezetben ismertetett modszer segitségével, ahol a 1épéskozt ugy
valasztjuk, meg, hogy h = T/N legyen. Ahol N jeloli, hogy hany részre
szeretnénk felosztani [0, 7] idGszakot. Az N értékét sziikségszertien nagyra
valasztjuk meg.

Alabb ismertetjiik a trapezoid szabalyt, amit egybdl hasznalni is fogunk.

4.1. Definicié. A trapezoid szabdlyt, amikor a rdcs amin integrdlunk nem

ekvidisztans, akkor az aldabbi képlet irja le

b N
/ fayd~y f(xk1)2+ f(&?k)Al‘k’ (4.14)

ahol Axy, = v — Tp_q

Az Ry és Q7' ingtegralokat trapezoid szabaly segitségével fogjuk kozeli-
teni, a szimulalas altal hasznalt idGszakon. A becslés szamitasahoz Y1 adott
értékét fogjuk hasznélni és a Q7' és az Ry kozelitett értékeét.

Tegyiik fel, hogy Q matrix egy felsé haromszog matrix és (Q7)~1MQT
szimmetrikus. Ekkor a kovetkezé 1épéseken at becsiiljiik meg a Wishart folya-
mat paramétereit. ElGszor, adott paraméterek mellett szimulalunk egy diszk-
rét Wishart folyamatot az Euler-Maruyama segitségével. Ezutan kiszamitjuk
kvadratikus variaciobol 4.1 kifejtett képlet alapjan a Q7'Q matrixot, ahol az
intergralokra is trapezoid szabélyt alkalmazunk. Majd a Cholesky-felbontas
segitségével megkapjuk a () métrix becslését Q Ezutan az MLE 4.13 becslést
alkalmazzuk az alabbi transzformalt Wishart folyamaton (QT)_IEtQ_I. Ek-
kor B-ra és (QT) ' MQT kapunk egy becslést, amibsl M-re is kapunk, mivel
(-t mar megbecsiiltiik.

A kovetkezs példakon kersztiil a becslés josdgat és pontossagat fogjuk
bemutani, hogy kiilonb6z6 dimenzidkban és kiillonbéz6 N és T' valasztésa

mellett, a kapott becsls fliggvények hogyan teljesitenek.
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4.1. Példa. Eldszor eqy 2 x 2-es Wishart folyamatot vizsgdlunk az aldbbi

parameéterezéssel.

11 -1 0.2 0.8 0.5
T=10, f=45 Q= , M= ;Yo =
0 2 2 =2 05 1

El6szor valtozo N értékek mellett vizsgaljuk meg a becslé fliggvénynek a
legkisebb négyzetes hibajat MSE(ON]0) = E[|0N — 0]?], ahol 6V a paraméte-
rek becslése adott N-re és 0 = (5, M). Az alabbi tablazat foglalja ezt Gssze,
két esetet vizsgélva, amikor ismerjiik a () matrix és amikor nem. A () matrix
hib4jét az alabbi modon becsiiljiik E[Tr((Q — QN)2)]2.

Az alabbi tablazat kittinben mutatja, hogy fix T-re az N novelésével tud-
juk a becslés pontossidgat novelni. Ahol a T" = 10 és a generalt palyak szama
5000.

Number of time steps 20 100 500 1000 5000

E[T[(Q — Qx4 01949 0.0471 0.0101 0.004 0.0019

MSE (M, | M)

Q=0Qn 0.2193 0.1127 0.0776 0.0224 0.0071

QO=0Q 0.1132 0.0588 0.0595 0.0197 0.0055
hﬁmM%Mm)

Q=0xn 0.8931 0.3076 0.1341 0.0091 0.0015

O=0Q 0.5959 0.1981 0.0401 0.0018 0.0014

Q=0x 0.0492 0.0251 0.0121 0.0071 0.0063
Q@

Q= 0.0113 0.0137 0.0079 0.0067 0.0054
MSE(5Y3)

Q=0n 0.5914 0.4712 0.2897 0.0681 0.0396
Q=0 0.5850 0.4152 0.2896 0.0614 0.0131

1. tablazat. Becslések MSE hibaja N novelésével
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Az alabbi dbrak pedig a 2 x 2 Wishart folyamat becslési hibainak hisz-

togramjat mutatjak. 5000 kiilénboz6 folyamatot generdltunk N = 1000-es

vélasztés mellett.

Beta Hiba Eloszlasa M. 1 Hiba Eloszlasa

1750 4

1600 A
1500 4
1400 A

1250 4 1200 4

1000 4 1000 A

750 8001

600 -
500 |
400
250 1 200
0- 0-
-2 -1 0 1 -05 00 05 10 15
M, - Hiba Eloszlasa M, Hiba Eloszlasa

1400 A 1400 -

1200 4 1200 ~
1000 4 1000 -
800 A 800 A
600 - 600 -
400 A 400 -

200 A 200 A

7. abra. 2 x 2 folyamat paraméter becslés hibainak eloszlasa

A Q paraméter becslésének a hibaja az E[Tr((Q—QN)2)]z = 0.02486 lett.
Lathatjuk, hogy a tobbi paraméter becslésének hibdja a 0-ra koncentralodik,
illetve, hogy a hibédkra egy aszimptotatikus szabaly is érvényes. Jelen esetben
a () paramétert a megbecsiilt paraméternek tekintettiik. Ez jol mutatja, hogy
2 x 2 azaz két dimenzioban az MLE igen jol vissza a adja a paramétek

becslését.
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4.2. Példa. A madsodik példdaban egy 3 x 3-as esetet fogunk meguizsgdalni és
ennek a hibatagjainak az eloszlasat. A Wishart folyamatot, az alabbi paramé-

terekkel szimuldljuk.

1 00 —-0.5 0 0
T=10, =92 Q=\|010|, M= 0 —-05 0 )
0 0 1 0 0 -0.5
04 0 O
o= 0 04 0
0O 0 04
Beta Hiba Eloszlasa My 1 Hiba Eloszlasa

1600
1400 1400
1200 | 1200
1000 4 1000

800 - 800 -

600 600 +

400 400

200 200 +

0;6 -4 -2 0 2 4 o -0.25 000 025 050 075
M, 5 Hiba Eloszlasa M;, 5 Hiba Eloszlasa

1750 1750 -
1500 A 1500 -
1250 A 1250
1000 A 1000

750 750

500 500

250 - 250 -

L0 1.0

8. abra. 3 x 3 folyamat paraméter becslés hibdinak eloszlasa
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Itt szintén azt lathatjuk, mint a 2 X 2-es esetben, hogy a hibatagok 0-ra
koncentralodnak és a hibak nagyjabol azonosan fordulnak els. A § paraméter
becslése igen stabilan visszaadja az eredetit, mig a tobbi paraméternél is
kicsik a hiba eltérések.

A becslésekhez valasztott 5000 generalt palyat az indokolja, hogy nagyobb
mennyiség esetén, jelentGsen megemelkedik a futasi idg, amely egy 10000-es
valasztas mellett eléri 3-4 orat is. Mind emellett az N novelésével is né a futasi
id6, mivel egyre kisebb intervallumokon kell szimulalnunk a folyamatunkat,
ami azt jelenti, hogy egyre tobb helyen kell.

A fentieket Osszegezve azt lathatjuk, ha T és N is elég nagy, akkor az
MLE becslés jol kozeliti az eredeti paramétereket, vagyis tudjuk alkalmazni

valos adatokra is bizonyos feltételezések mellett.
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5. WASC modell

Ebben a fejezetben Fonseca cikke [11] alapjan bemutatjuk réviden a Wis-
hart Affin Sztohasztikus Korreldciés modellt. Tovabbiakban WASC. Ezutan

ennek valos adatokon torténé alkalmazaséat is ismertetjiik.

5.1. Altalanosan

A WASC modellt 2010-ben Gourieroux és Sufana mutatta be elszor, mint
egy 1j folytonos idejt folyamatot. Ezt azon feltételezések mellett, hogy az esz-
kozok hoazamait Brown mozgésok iranyitjak, mig a sztochasztikus variancia-
kovariancia matrix, pedig Wishart folyamatot kovet. Az alabbi felirasban n
darab kockazatos eszkozt tekintiink, ahol ezeknek a vektora S; és ezen esz-

kozok dinamikajat az alabbi egyenlet irja le.

dS; = diag|Si] (udt + \/Zdzt) , (5.1)

ahol 1 a hozamok vektora, és Z; € R™ Brown mozgasok vektora. Tovabba
a sztochasztikus variancia-kovariancia matrix a szakdolgozatban mar eddig

taglalt Wishart folyamatot koveti.
d¥, = (007 + MY + S, MT)dt + /3dB,;Q + QT dBI \/%s, (5.2)

Emlékeztet6il ©, Q, M € M, (R), © invertalhato, B, € M,, matrix érték
Brown mozgés. A kdvetkezd linearis kapcsolatot a sztochasztikus variancia-
kovariancia folyamat zaja és a kockazatos termékek zaja kozott szintén Fon-

esca vezette be:

dZt = dBtp + \V 1— prdBt, (53)

ahol dZ; = (dZ,,dZ,,...,dZ,)", B fiiggetlen Brown mozgasok vektora és Z
ortogonalis B-re és p = (p1, p2,- -+, Pn) -

A korrelécios struktura magaval ragadja a pénziigyi idGsorokra megfigyel-

het6 gy nevezett leverage hatast. Ezt két eszkoz esetében kénnytd megmu-

tatni. Legyen a kovariancia-variancia matrix az alabbi médon megadva.
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211 212
y=1' (5.4)
N2 n
Ekkor a korelacid az eszkozok és a volatilitas kozott az alabbi zart alakot

adja kiemelve p paraméter fontossagat.

_ p1Q11 + p2Q21

corr(dlog Sy, dx™ 5.5
(how 51,050 =2 o )
corr(dlog Sy, dx22) — P12 T P2Cm (5.6)

/)2 2
12 + @3
ahol VX1 az els§ eszkoz szorasa. A nagysagat és az iranyat a leverage

hatasnak a () méatrix és a p vektor hatarozza meg. Ha () diagonélis, akkor az

alabbi alakra egyszeriisodnek az el6bbi egyenletek.

corr(dlog Sy, dX") = p1,  corr(dlog Sy, d%*?) = py. (5.7)
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5.2. Alkalmazas

A kovetkezGekben bemutatjuk az adatokat, amikkel ezen részfejezetben
dolgozni fogunk. Fzutan meghatarozzuk a Wishart folyamat paramétereit,
illetve a zajok kozotti korrelacionak a paramétereit is, majd szimulalunk rész-
vény arfolyam mozgasokat.

El6szor tekintsiik az adatokat, melyekhez hdrom kiilonb6z6 részvényt va-
lasztottunk. Ezek a Microsoft, Apple és Nvidia. Az adatokat 2004-01-01 és
2024-01-01 kozott vessziik napiszintd felbontasban. Alabb a kiilonb6z6 rész-

vények loghozamait tekinthetjiik meg.

Microsoft

0.15 4

0.10 4

0.05 4

0.00

—0.05 ~

—0.10 o

—0.15 A

2004 2008 2012 2016 2020 2024
Apple

0.10 4

0.05 4

0.00 4

—0.05 A

—0.10

—0.15

—0.20 A

2004 2008 2012 2016 2020 2024
Nvidia

0.2
0.1
0.0 1

—0.1

—0.2

—0.3

T T T T T T
2004 2008 2012 2016 2020 2024

9. abra. MSFT, AAPL, NVDA napi szintt loghozamaik
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ElGszor vegyiik csak az Apple-t és a Microsoft-ot és erre szamitjuk ki a
havi variancia-kovariancia matrixot. Ezen folyamatra becsiiljiik meg Wishart
paramétereket. Aldbb a variancia-kovariancia matrix fejlédését lathatjuk a

Microsoft-ra és az Apple-re.

Microsoft szérasa

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

T T T T T T
2004 2008 2012 2016 2020 2024
Apple szorasa

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

T T T T
2004 2008 2020 2024

. 2012 2016
Microsoft és Apple korrelacidja

L0

0.8

0.6

0.4 1

0.2 1

0.0 4

—0.2

T T T T T T
2004 2008 2012 2016 2020 2024

10. abra. MSFT és AAPL szorasa és korrelacioja

Majd erre a folyamatra alkalmazzuk a 4.1 fejezetben bemutatott becslést.

Amely az alabbi paraméterezéstii Wishart folyamatot adja, illetve a kiszami-
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tott p értékek amiket a 5.5-0s és 5.6-0s képletek segitségével szamoltunk ki.

0.0144 0.0109
B = 4.7197, Q:( )

0.000  0.0052
(5.8)
1556 —0.198
M= , p=<—0.013 0.403)
—1.053 —0.356

A kovetkezGekben pedig szimulalunk egy éves idészakra mindennapra egy

részvényarfolyam értéket és ezt megmutatjuk.

MSFT, AAPL WASC 1 realizacidja

— AAPL
450 4 —— MSFT
—— AAPL szimulacié
—— MSFT szimulacid
400
350 1
300 1
250 1
200 1
150

T T T T T T T T T
2023-01 2023-04 2023-07 2023-10 2024-01 2024-04 2024-07 2024-10 2025-01

11. abra. MSFT, AAPL 1 WASC realizacioja

Most pedig a méar fent emlitett harom részvényre Microsoft-ra, Apple-re és
Nvidia-ra szamitjuk ki 2004-01-01-t61 és 2024-01-01-ig a variancia-kovariancia
matrix fekjlgdését és illesztiink ra Wishart folyamatot. Alabb megtekinhetjiik
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a Nvidia szorasanak fejlédését, illetve az Nvidia-Apple és Nvidia-Microsoft

korrelécios folyamatat.

Nvidia szorasa

0.10

0.08

0.06

0.04 1

0.02

T T T T
2004 2008 2020 2024

. ,2012 2016 .
Nvidia és Apple korrelacioja

10
0.8
0.6
0.4 4
0.2 1
0.0 1
—0.2 4
—0.4 -

T T T T
2004 2008 2020 2024

. 2012 2016
Nvidia és Microsoft korrelacioja

1.0

0.8

0.6

0.4 4

0.2 1

0.0 1

—0.2 1

—0.4 4

T T T T T T
2004 2008 2012 2016 2020 2024

12. abra. Nvidia szorasa és korrelacioja a tobbi részvénnyel

Most pedig az illesztett Wishart folyamat paramétereit tekinthetjiik meg,

illetve a p értékeit.
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0.0144 0.0109 0.016
f=6.101, Q= | 0.000 0.0052 —0.006 |,
0.000  0.000 0.0146

~1.905 —0.199 —0.143
M=|_-1411 —0488 0079 |, p=<—0.143 0.500 0.447)
_1523 0529 —1.354

(5.9)
Ezutdan a WASC modellel szimulalt részvényarfolyamok alakulasat lat-

hatjuk a fentebb emlitett paraméterek mellett.

MSFT, AAPL, NVDA WASC 1 realizacidja

— AAPL
—— MSFT
1200 1 —— NVDA
—— AAPL szimulacio
—— MSFT szimulacié
1000 4 —— NVDA szimulacid
800 1
600
400 A
200 + W

T T T T T T T T T
2023-01 2023-04 2023-07 2023-10 2024-01 2024-04 2024-07 2024-10 2025-01

13. abra. MSFT, AAPL, NVDA 1 WASC realizacidja

Ezen fejezetben a WASC modell szimuléci6jahoz tartozé kodot a D ki-

egészits fejezetben talaljuk meg.
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6. Osszefoglalas

A dolgozat célja az volt, hogy bemutassa, hogyan lehet ezeket a bonyolult
matematikai modelleket hatékonyan alkalmazni a volatilitas és a korrelaciok
dinamikijanak leirasara, valamint, hogy gyakorlati példakon keresztiil szem-
léltetni tudja a modellek relevanciajat és hasznossagat valos piaci adatok
elemzésében.

Az el6késziiletek részben attekintettiik a matrixvaltozos sztochasztikus
folyamatok alapvets elméleti hatterét és elGkészitettiik a terepet a Wishart
folyamatokhoz.

A Wishart folyamatok részben réviden bemutattuk, a folyamat torténel-
mét, matematikai alapjait, kiilonos tekintettel a definiciokra, tulajdonsiagok-
ra. Az Euler-Maruyama modszert alkalmaztuk a szimulaciok elvégzésére, és
bemutattuk, hogy hogyan lehet biztositani a variancia-kovariancia métrix po-
zitiv szemidefinit tulajdonsagat a diszkretizéacié soran. Illetve foglalkoztunk
a sajatértékek, tovabba a paraméter valtozasok hatasaval kiillonbozé extrém
esetekben.

A Paraméterek becslése fejezetben a Wishart folyamat paraméterbecs-
lési modszerére koncentraltunk, kiilonésen a maximum likelihood becslés-
re (MLE). Részletesen bemutattuk a MLE matematikai hatterét, valamint
numerikus példakat és teszteket végeztiink a modszer konvergenciajanak és
pontossaganak igazolasara. A numerikus tesztek soran kilénbo6zé dimenzi-
okban és kiilonb6z6 paraméterek mellett vizsgaltuk a becslési hibakat, és
megallapitottuk, hogy az MLE modszer megbizhatéan alkalmazhato a Wis-
hart folyamatok paramétereinek becslésére. Viszont a tobbdimenzié szdm
novelésével a becslés pontatlanabbéa valik, kivéve ha az adatok szamat, amire
modelleziik jelentésen tudjuk novelni. A gyakorlatban, viszont véges adatunk
all rendelkezésre és ezek dinamikaja az idében is tud valtozni.

A WASC modell fejezetben bemutattuk a Wishart Affin Sztochaszti-
kus Korrelacios (WASC) modellt, amely a Wishart folyamatok alkalmaza-

sat szemlélteti valos piaci adatokon. A Microsoft, Apple és Nvidia részvé-
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nyek adatait felhasznélva illesztettiik a modellt, és szimulécidkat végeztiink
a részvényarfolyamok jovébeli alakulasanak elérejelzésére. A WASC modell
alkalmazasanak eredményei azt mutattédk, hogy a Wishart folyamatok haté-
kony eszkozt kindlnak a sztochasztikus volatilitas és korrelaciok modellezésére
valos piaci kornyezetben is.

Osszességében a szakdolgozat ramutatott a Wishart folyamatok jelentdsé-
gére és alkalmazhatosigara a pénziigyi matematika teriiletén. A bemutatott
elméleti alapok és gyakorlati példak megerdsitették, hogy ezek a tébbdimen-
zi6s modellek képesek pontosabb és valosaghtibb lefrast nytjtani a pénziigyi
piacok dinamikajarol, igy hozzajarulva a kockazatkezelési és arazéasi modsze-

rek fejlesztéséhez.
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A. Technikai lemmak

A.1. Lemma. Legyen X € S ésa > 0 tovdbbd Lx 4 és L = Lx o egy lineéris
fiigguény az valami alapjdn definidlva az Sq. Ha Tr(X—') # 1, akkor Lx,
invertdlhatd és Tr(Ly(Y)) = # A mellett, hogy (X,Y,a) 1—
/J)_(ylo(Y) folytonos az aldbbi halmazon {(X,Y,a) € S x SyxRy, aTr(X 1) #

1}

Bizonyitas: Az invertalhatosdga Lx , fliggvénynek, ekvivalens az egy-
értelmd hozzarendelési tulajdonsdgaval. Mivel X € ST ezért létezik ort-
gonalis matrixa Ox ¢és diagonélis méatrixa Dy pozitiv elemekell ugy, hogy
X = OxDx0O%. Ekkor

Y € k‘eT([,X@) — OxDxOg;Y + YO)(D_)(O;( = QCLTT(Y)[d

(A1)
+—— Dx(O%YOx) = 2aTr(Y)I; — (O%YOx)D

Mivel Dy diagonalis matrix, azt kapjuk, hogy 1 < i,k < d, ((O%YOx)Dx)ir =
(OXYOx)ip(Dx )k ¢ (Dx(OXY Ox))ip = (Dx)ii(OXY Ox)ip. Hai # k és
A.1 alapjan kapjuk (O%Y Ox);r = 0. Ha pedig i = k, akkor (O%Y Ox);; =
aTr(Y) és ezért

Tr(Y) =Tr(O%YOx) =Tr(Y)a Xd:

=1

Tr(Y)aTr(X ).

Mivel aTr(X ™) # 1, ezért Tr(Y) = 0 és ekkor (O%Y Ox);; = 0, amib6l
azt kapjuk, hogy Y = 0 és Ly, invertalhato. Legyen ¢ = L}}G(Y). Ekkor
c+ X1eX —2aTr(c)X ' = X'V, majd alkalmazva ra4 nyom fiiggvényt
kapjuk, 2(1 — aTr(X1))Tr(c) = Tr(X'Y). Ezt atrendezve megkapjuk az
allitast. Utolso sorban pedig, a folytonossag trivialis, mivel (X, a) — Lx,
folytonos és £ 1— £~ folytonos {£ : Sq — Sy linearis és invertalhato}.

A.2. Lemma. X € S estében az Lx énadjungdlt és pozitiv definit:

Tr(Lx(Y)Y) > 2M(X)Tr(Y?), (A.2)
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ahol A\ > 0 a legkisebb sajdtértéke X -nek. Amellett, a < %1), esetében,

Tr(
Lx . 6nadjungdlt és pozitiv definit.

Bizonyitas: Legyen Y, Z € S, ekkor
Tr(Lx(Y)Z) =Tr(XY +YX)Z)=Tr(Y(XZ + ZX)) = Tr(YLx(Z))
és
Tr(Lx(Y)Y) =2Tr(XY?) > 2A(X)Tr(Y?) ,mivel X —\(X)I;€ S}.

Az 6nadjundgalt tulajdonsag igaz, Lx ,-ra és a pozitiv definitség a A.1 lem-
mabol szarmazik. Tovabba a folytonossaga a sajatértékeknek az Lx , tekin-

tettel az a-ra.
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B. Euler Maruyama Szimulaci6é kéd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import yfinance as yf

import datetime as dt

from scipy.linalg import sqrtm, cholesky , eigvals
from scipy.integrate import trapezoid

from itertools import permutations

from tqdm import tqdm

from time import sleep

from scipy.optimize import root

def wishart process(beta: float, Q: list|[list], M: list|[list],
T: float, x: list[list]|, n: float):

Q = np.array (Q)
M = np.array (M)
X = np.array (x)
1 =0
timestep = [0]
wishartProcess = [x]|
d = Q.shape[0]
if Q.shape|[0] != Q.shape|[l] or M.shape[0] != M.shape|l] or
beta < Q.shape[0]—1 or x.shape|[0] != x.shape[l]:
raise Exception(’'Nem_megfelel _m ret _m trixok!"’)
h = T/n
stepsize = h
t =h

while t+h < T:
brownian = np.sqrt(stepsize) x

np.random.normal (0, 1, (d, d))
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xt = wishartProcess|[int (i)]

xt _new = xt + (beta * np.transpose(Q) @ Q + M@ xt +
xt @ np.transpose(M)) % stepsize +
sqrtm (xt) @ brownian @ ) + np.transpose(Q)
@ np.transpose (brownian) @ sqrtm(xt)

while np.any(eigvals (xt_new) < 0):
stepsize = stepsize /2
brownian = brownianx1/2 +
np.sqrt (stepsize) x
np.random.normal (0, 1, (d, d))
xt = wishartProcess|[int (i)]
xt + (beta % np.transpose(Q) @ Q +
M@ xt + xt @ np.transpose (M)) =x
stepsize + sqrtm(xt) @ brownian @ Q +
np.transpose (Q) @

xt new

np.transpose (brownian) @ sqrtm(xt)
t += stepsize
timestep .append (t)
stepsize = h
1 4=1
wishartProcess.append(xt new)

return wishartProcess ,timestep
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def

def

def
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MLE becslé fuggvények

upper tri_masking (A):
m = A.shape|[0]

r = np.arange (m)
mask = r[:,None| < r

return A|mask|

residual (M, trc, rt, Y, T, T):
M = M. reshape ((len(Y), len(Y)))
estimate = (rt QM +M Q@ rt — 2 % (T%%x2) x
ql' %« trc x np.eye(len(rt)) — Y). flatten ()

return estimate

ata estimation(process:list|[list]|, timestep:list):

ata = np.zeros ((process |[0].shape|[0], process|[0].shape|[1l]))

diag = np.zeros ((process [0].shape|0], process|[0].shape[l]))
diaglntegral = np.zeros ((process|[0].shape|0]|,process|[0].shape[1l]))

for i in permutations(np.arange (0, process|[0].shape[0]),2):
x = [j[i][0]][1[0]] for j in process]|
x2 = [j[i[0]][i[1]] for j in process|
diagIntegral [ [0]][1[0]] = 1/trapezoid(x,timestep)
diagIntegral [1 [0]][i[1l]] = trapezoid(x2, timestep)

for i in np.arange(0,len(process)—1):
for j in permutations(np.arange (0, process|i].shape|[0]), 1):
diag [j[O]][j[0]] += (process[i+1][j[0]][)[0]]—
process [1][j[O]][][0]])**2

for i in np.arange(0,len(process)—1):
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for j in permutations(np.arange (0, process|[i]|.shape|0]),2):
diag[j [O]|[j[L1]] += (process[i+L1[[j[O]][]j[L]]—
process [1][j[O]][j[L1]]) =
(process [1+1][j [0]][)[0]]—
process [i][j[O0]][j[0]])

for i in permutations(np.arange (0, process|[0].shape|0]),2):
ata 1 [0]][i[0]] — 1/4 = diagli[0]][i[0]] *
diaglntegral [i[O]][1][0]]
ata[i[O]][i[1]] = (1/2 = diag[i[O]][1[1]] —
ata[1[O][[i[O]] =
diagIntegral [i [O]][1i[1]]) =
diaglntegral [i [O]][1[O0]]

return cholesky (ata)

def beta estimation(process:list|[list], T:int, a:list|[list],
timestep : list ):
new process = [np.linalg.inv(np.transpose(a)) @ i @

np.linalg.inv(a) for i in process|

qT = trapezoid ([np.trace(np.linalg.inv(i))

for i in new process|,timestep)xx(—1)

rt = np.zeros_like(new process|[0])

for i in permutations(np.arange (0, new_ process|[0].shape[0]),2):
rt [1[0]][i[0]]= trapezoid ([j[i[O]][1[O0]]
for j in new process]|,timestep)
rt [1[0]][i[L]]= trapezoid ([j[i[0]][i[1]]

for j in new process|,timestep)
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zT = np.log(np.linalg.det (new process|[—1]) /
np.linalg.det (new_ process|[0]))

Y = new process|—1|] — new process|[0] —
T % (qT*zT+1+len(new process|[0])) * np.eye(len(new process|[0]))

trc = np.trace(np.linalg.inv(rt) @QY) /
(2—2%(T*x2)*qT*np. trace (np. linalg .inv(rt)))

beta = 1 + len(new process|[0]) + qT*(zT—2«Txtrc)

initial guess = np.eye(len(rt)). flatten ()

M = root(residual , initial guess, args=(trc,rt, Y, T, T))
M = M.x.reshape ((len(Y),len(Y)))

M = np.transpose(a) @M @ np.linalg.inv(np.transpose(a))

return beta M
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D. WASC MODELL

D. WASC modell

def wasc simulation(beta, Q, M, T, rho, n, x, atlag, y):

Q = np.array (Q)
M = np.array (M

)
)
)

(
X = np.array (
(

X

y = np.array (y

1 =0

timestep = [0]

wishartProcess = [x]

stockProcess = [y]|

d = Q.shape|0]

if Q.shape|0] != Q.shape[l] or M.shape[0]| != M.shape[l] or
beta < Q.shape[0]—1 or x.shape|0] != x.shape[l]:

raise Exception(’'Nem_megfelel _m ret _m trixok!”)
h = T/n
minstepsize=h
stepsize = h
t = h
while t+h < T:
brownian = np.sqrt(stepsize) x
np.random.normal (0, 1, (d, d))
xt = wishartProcess|[int (i)]
xt _new = xt + (beta * np.transpose(Q) @ Q +
M@ xt + xt @ np.transpose(M)) % stepsize +
sqrtm (xt) @ brownian @ @ + np.transpose(Q)
@ np.transpose (brownian) @ sqrtm (xt)

while np.any(eigvals(xt_new) < 0):
stepsize = stepsize /2

brownian = brownianxl/2+np.sqrt(stepsize) x
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np.random.normal (0, 1, (d, d))
xt = wishartProcess|int (i)]
xt_new = xt + (beta x np.transpose(Q) @ Q + M@ xt +
Xt @ np.transpose (M)) % stepsize + sqrtm(xt) @
brownian @ Q + np.transpose (Q)
@ np.transpose(brownian) @ sqrtm (xt)
t += stepsize
timestep .append(t)
if minstepsize >= stepsize:
minstepsize = stepsize
brownianstock = brownian @ np.transpose(rho)
+ np.sqrt(l—rho @ np.transpose(rho)) =
np.random.normal (0 ,np.sqrt (stepsize), d)
stockProcess .append (np.diag(stockProcess|[i]) @
np.exp(np.transpose (atlag)xstepsize+sqrtm (xt _new) @
\cite{}brownianstock))
stepsize = h
i4=1
wishartProcess.append(xt new)

return wishartProcess , stockProcess



