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Koszonetnyilvanitas

El6szor is szeretném megkdszonni a témavezetdmnek, Szddoczki Zsombornak a rengeteg
segitséget €s az alapos munkat, valamint a kaotikus napirendemmel szembeni megértést és

tirelmet is.

Szeretném tovabba megkoszonni a bardtomnak és a csalddomnak a feltétel nélkiili timoga-
tast és szeretetet. Koszonettel tartozom szaktarsamnak, Aginak is, hogy mindig ott volt

nekem a nehéz idészakokban és nem hagyta, hogy feladjam.

Hélas vagyok tovdbba a fonokomnek, Miklésnak, amiért megismertetett a backtesting

vildgaval és vélaszolt a kismillié kérdésemre a megértéshez vezetd tton.
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1. Bevezetés

A pénziigyi intézmények biztonsdgos miikodésének nemzetkdzi szabdlyozédsa az 1970-es
évektdl a Bazeli Bankfeliigyeleti Bizottsag (Basel Committee on Banking Supervision)
ajanldsaira timaszkodik. A bankok kockdzatelemzési médszereinek folyamatos fejlédése
azt eredményezte, hogy 2004-ben megjelent a Revised Capital Framework ([3]]), ami a

Bézel I néven terjedt el vilagszerte.

A Bazel II hdrom {0 pillérre bontatta a kockédzatalapu tSketartalékolds keretrendszerét:

* minimum t6kekovetelmény meghatirozasa kiilonboz6 kockazati tipusok esetén,
* afeliigyelet intézményesitése,

* nyilvanossdgra hozatali kvetelmény.

A pénziigyi intézmények kockdzatainak kiterjedt besoroldsdt a 2010-ben kozzétett A global
regulatory framework for more resilient banks and banking systems, azaz a Bazel III ([6])
tartalmazza 4tfogéan. Ebben a Bazel II altal is kezelt piaci, hitel- és miikodési kockdzatok

mellett mar a likviditasi- és rendszerkockdzat is megjelent.

A kockdzatok utdni tokekovetelmény szamoldsdra két lehetSség koziil valaszthatnak a pénz-
tigyi intézmények: a sztenderd mddszert vagy a belsd modelleken alapulé modszert. Mig a
sztenderd médszer a szabdlyozok altal megadott, szigord 1épéssorozaton alapszik, addig a
belsé modell alapi megkozelités esetén a hitelintézetek a sajat maguk altal meghatarozott

és kalibralt veszteségeloszlas alapjin szdmolhatjdk a szavatol6tSke-sziikségletiiket.

A veszteségeloszlast a kiillonboz6 kockdzati faktorok segitségével szimuldljak, majd ezen
eloszlds megfeleld percentilise, az in. kockdztatott érték, a VaR (Value-at-Risk) megfeleld

atskalazasdval kapjdk a tOkesziikségletiiket.

A feliigyelet részér6l jogos tehat a kérdés, miszerint ha a sajat modellt hasznaljak a pénz-
intézetek a tokekovetelményiik meghatirozasdhoz, akkor biztosan megfelelden vannak-e
kalibrdlva és felépitve a modelljeik. Masfeldl az egyes hitelintézetek szdmara is fontos,

hogy az adott tékemennyiség elegendd-e az esetleges veszteségek fedezésére.

Ezen cél mentén adta ki a Bazeli Bankfeliigyelet a Sound practices for backtesting coun-
terparty credit risk models ([7]) cim{ publikdciét, ami pontos keretrendszert biztositott a

prediktiv modellek min&ségi ellendrzésére.

A backtesting matematikai szemszogbdl egy olyan retrospektiv eljards, amivel egy adott
id6horizonthoz tartozé szimulélt eloszlds id&sorét a realizalt értékekkel 0sszevetve meg-

kapjuk, hogy az adott szimuléci6 helyes volt-e adott szignifikanciaszint mellett.



Statisztikai szempontbdl a backtesting az adatok hidnya miatt jelent kihivast: példaul
egy olyan kockazati faktor esetén, amely szimuldlasa csak fél éve torténik, az egyhetes
horizont melletti id6sora csak 26 adatpontot tartalmaz. A bézeli keretrendszer az adat-
mennyiség alsé hatarat 20 adatpontnal hatdrozta meg. Emellett a modszertan diszkrét volta
is azt eredményezi, hogy els6faji és masodfaji hiba szempontjabdl a kapott eredmények

szignifikancidjit nem lehet biztositani.

A hipotézisvizsgédlatok sordn megadott konfidenciaintervallum egyértelmiien meghatarozza
az els6faju hibét - elméletben. A kevés adaton végzett vizsgélat sordn azonban a kalibralt
és a ténylegesen megjelend els6faju hiba nagy mértékben eltérhet. Ez azt eredményez-
heti, hogy megnd azon esetek szdma, amikor a j6l miikod6é modelleket elutasitjuk, ami

feleslegesen megnoveli a szavatol6tdke mennyiségét.

A proba ereje azért fontos, mert magas masodfaju hiba esetén nem utasitjuk el a rosszul
kalibrélt modelleket, ami alult6késitéshez vezethet, ezéltal megjelenik egy olyan kockdzat,

amit nem fedeziink.

Erre a problémara jelenthet egy megoldast a bayesi statisztikan alapul6 backtesting, ami
erd és elsdfaju hiba szempontjabdl gyorsabban konvergdl az idedlis hipotézisvizsgalathoz

adatmennyiség fliggvényében, mint a klasszikus, [15]-ben is emlitett eljaras.

Ezen dolgozat az egyik jelenleg is elterjedt, autokorrelacié nélkiili backtesting eljardst
hasonlitja 0ssze a Zelvyte €s Arnsdorf dltal [16]-ban bemutatott médszertannal els6faju
hiba és préba erd szempontjabol. Tovabba néhdny példan keresztiil illusztrédlja, hogy a
kiilonb6z6 moédon félrespecifikdlt modelleket miként lehet hatékonyan felismerni ezen

modszertant felhasznalva.



2. Irodalomattekintés

A jelenlegi szabdlyozds alapjat az 1974-ben alapitott B4zeli Bankfeliigyeleti Bizottsag

(Basel Committee on Banking Supervision, BCBS) ajanldsai adjak.

Az els6 kidolgozott ajanlast 1988-ban adtdk ki International Convergence of Capital
Measurement and Capital Standards ([1]) néven, ami Bazel I-ként vélt ismertté. Ezen
ajanlas csak a hitelkockazatot vette figyelembe, valamint csak kezdetlegesen mérte fel a

kiilonboz6 kockdzatok sulyét a veszteségeloszlds meghatdrozasanal.

Jol mutatja a pénzintézetek igényét a kockdzatuk pontos ismeretére az, hogy a szabdlyozds
kovetkez6 1€pcsbéfoka elbtt, 1992-ben, négy év fejlesztés utdn a JP Morgan szakemberei
kiadtak RiskMetrics - Technical Document ([9]) néven a modern kockazatelemz€s alapjait
ad6 modszertant. Kidolgoztak tobbek kozott a kockdztatott érték (Value-at-Risk, VaR)
alapu kockazatmérést a hitelkockdzat mellett a piaci kockdzatra is, valamint kitértek a

modellek ellendrzésére szolgdlé mddszerre, a backtestingre is.

A szabalyozok a piaci helyzetre reagédlva 1996-ban beépitették a Bazel I modszertanaba
a piaci kockdzatokat és a VaR alapi megkozelitést, ez lett az Amendment to the Capital

Accord to Incorporate Market Risks ([2]).

A szabalyozok két lehetséges megoldast kindlnak a pénzintézeteknek: a sztenderd modszert
€s a belsé modszereken alapul6 tdkesziikséglet-szadmitast. Mig a sztenderd médszer konkrét
1épéseken keresztiil hatdrozza meg a sziikséges szavatol6toke mennyiségét, addig a belsd
modellen alapul6 megkozelités esetén a pénzintézeteknek lehetosége van modellezni,
becsiilni és kalibrdlni a sajat veszteségeloszlasukat a [2, Part B.4] altal meghatdrozott

minimumkd&vetelmények mellett.

A szabdlyozas kovetkezd 1épcsdfoka a 2004-ben kiadott Bézel 11, azaz a Revised Ca-
pital Framework ([3]), amit 2009-ben a 2008-as gazdasdgi valsag miatt kiegészitettek
(ez lett az un. Bdézel 2.5 ([5]])) tobbek kozott a stresszelt VaR-ral és annak backtesting

kovetelményével.

A Bazel II-es ajanlés kiegészitéseként jelent meg a Supervisory framework for the use
of ‘backtesting’ in conjunction with the internal models approach to market risk capital
requirements ([4]]), amiben a backtesting ma is haszndlt red-amber-green / traffic light meg-
kozelitése is szerepel. Ezen mddszertan a backtestingrdl szol6 kiegészités ([2, Part B.4])

(j) pontjanak konkretizélasa.

A kovetkezd dllomds a 2010-ben kiadott Bézel 111, azaz a A global regulatory framework
for more resilient banks and banking systems ([6]) volt, ami mdr a partnerkockazatot (coun-
terparty credit risk), valamint az azzal kapcsolatos backtestinget is tjraértékelte, ez lett a

Sound practices for backtesting counterparty credit risk models ([7]). A Bazel 111 117.461
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pontja szerint nem csak a piaci kockdzati faktorokat, hanem hipotetikus trade-eket és a
pénzintézet reprezentativ portféliéi dltal meghatdrozott jovobeli varhatd veszteségeloszlast
is backtestelni kell.

A szabdlyoz6 irodalom és a RiskMetrics mellett érdemes még megemliteni a szabdlyozds
javitdsdra, pontositdsdra megjelent 4j mddszertanokat is. Ilyen Christoffersen 1998-as
cikke ([12]]), ami az intervallumbecslés mindségi vizsgalatit targyalja matematikai megko-
zelitésbdl. Erdemes megemliteni Berkowitz 2001-es cikkét ([[13]]) is, ami Christoffersenhez
hasonléan matematikai megkozelitéssel 4ll a témédhoz, azonban a gyakorlatban megjelend

problémara, az alacsony adatszdmra reflektalva dolgoz ki egy eljarast.

A Bazel Ill-as szabdlyozas djitdsait a backtestinggel kapcsolatban Anfuso, Karyampas és

Nawroth 2013-as tanulmanya ([|11]) bontotta ki részletesen.

Ezen dolgozatban targyalt bayesi statisztikdn alapulé médszertant Zelvyte és Arnsdorf dol-
goztak ki ([[16])), és ezzel kindltak egy megoldast a klasszikus hipotézisvizsgalat p-értékével
kapcsolatos problémdra. Ezen médszertan nem csak a hipotézisvizsgalat mindségét javitja
(elsdfaji hiba €s proba erd), hanem a realizalt adatok és a prior eloszlds alapjan a modellek

pontos kalibrdldsdban is segit.



3. VaR backtesting

Ahhoz, hogy a pénzintézetek belsé modellek haszndlatdval hatdrozzdk meg a tékekovetel-
ményiiket, szdmos, mindségi kovetelménynek kell megfelelniiik. Ilyen tobbek kozott a

piaci kockazatokbol szarmazé veszteségeloszlds monitorozdsa is, amit

* naponta,
* 99%-os, egyoldali konfidenciaintervallummal,
* minimum 10 napos tartési periddust feltételezve,

* legaldbb egy éves megfigyelési idOszak mellett sziikséges modellezni.

A szabalyozds nem irja eld, hogy milyen modelleket kell alkalmazni, azonban a Risk-
Metrics ([9]]) 6ta a kockaztatott érték (VaR) alapi megkozelités az elterjedt. A VaR a
veszteségeloszlas egy percentilise, amit adott id6tav és konfidenciaintervallum fiiggvényé-
ben tudunk pontosan meghatdrozni. A kockéztatott érték, mint kockdzati mérték, tehit azt
mutatja meg, hogy mi az a mennyiség, aminél nem fogunk nagyobb veszteséget realizélni

egy adott id6tavon, egy adott valszintiség mellett.

Erdemes kitérni a veszteség, mint pénziigyi fogalom lehetséges értékeire annak fiiggvényé-

ben, hogy a kockdzatkezelés mely teriiletérdl tekintiink rd. A két legnagyobb kockazattipus,

amit a szabdlyozas is megkiilonboztetetten kezel, az a piaci és a hitelkockazat.

A piaci kockdzatok teriiletén a kockdzat abbdl fakad, hogy a piaci drak barmely irdnyba
elmozdulhatnak, ezaltal a portfélionk értéke a jovében lehet pozitiv és negativ is. A
kockdzat igy azt a bizonytalansagot jelenti, miszerint a jovOben lehet nyereségiink és

veszteségiink is. Innen ered az elnevezés: P&L fiiggvény.

A hitelkockézat azonban abbdl a jovébeli bizonytalansdgbdl fakad, hogy nem tudjuk, a
partneriink fizetoképes lesz-e vagy sem. Tehat a kockazatkezelés ezen teriiletén a legjobb
kimenetel az, ha senki nem vélik fizetésképtelenné, igy a hitelkockdzatok veszteségfiiggvé-

nye mindig nemnegativ.

Formalisan, ha az X, véletlen valtoz6 a veszteségeink lehetséges értékei a 7 idSpontban,

akkor a

VaR, (X;) = inf{z : P(X, <zx) > a}, (1)

ahol v € [0; 1], T pedig rogzitett.

A VaR azért is tudott elterjedni, mert egy mennyiségre egyszerisitette a veszteségeloszlast.

Azonban amellett, hogy nem egy koherens kockédzati mérték ([18]]), a percentilisen tuli

9



veszteségeket sem veszi figyelembe. Erre kindlt megoldést a 2012-ben bevezetett FRTB
(Fundamental review of the trading book ([8]])), ami a VaR-on tili veszteségeket is figye-
lembe véve egy Uj kockdzati mérték, az Expected Shortfall haszndlatat javasolja. Az FRTB
implementaldsa a gyakorlatba azonban olyan komplexitasbeli ugrds volt a pénzintézetek

szamdra, hogy a szabalyozas a mai napig nem vdrja el ezen framework hasznélatélﬂ

A backtesting tehat annak az ellendrzése a multbeli adatok alapjan, hogy az elére meghata-
rozott, szimuldlt percentilis (VaR) megegyezik-e a valds eloszlas percentilisével, azaz a
kockdzati mérték, ami alapjan a pénzintézetek tokét allokdlnak, helyes-e. Ahhoz, hogy
pontos képiink legyen a valds eloszlasunkrdl, tobb percentilis egyidejd figyelembevéte-
lére lenne sziikség, azonban kockdzatelemzési szempontbdl csak a felsd percentilisek

szamitanak, hiszen azok alulbecslése jelent szavatol6tokével nem fedezett kockdzatot.

A Bazel II backtestingre vonatkozo6 kiegészitésének ([4]) II. fejezete elismeri, hogy a sz€1s6
percentilisek becslése nehezen ellendrizheté megbizhatéan, mégis a szabalyozas része,
hiszen a Bézel II-es elsOpilléres szavatolotdke-szamitas alapjat adja. Innen adodik tehét a
backtesting, mint statisztikai probléma: hogyan lehet a multbeli adatok alapjan eldontent,

hogy a szimuldlt eloszlasunk megfelelt-e a valésdgnak.

3.1. Piaci kockazatok

A Baézeli Bankfeliigyeleti Bizottsdg altal kindlt médszer egyszer( heurisztikan alapul: a
VaR-on tuli realizaciok szamat elosztva az dsszes realizacidval a VaR percentilisét kell
kapnunk. Példdul 200 kereskedési napbdl a VaR g9 6sszesen 200-(1—0,99) = 2 realizaciot

nem fedez a percentilis definici6ja alapjan.

A Bazel Il-es szabdlyozas ([4]]) III.(a) pontja harom z6énat hatdroz meg a kovetkezok
alapjan:

- legyen N a megfigyeléseink szdma,

- (RN, a veszteségek realizci6i, valamint

- (VaR, (7)), a becsiilt veszteségeloszldsok o percentiliseinek sorozata.

Legyen a VaR altal nem fedezett (azaz a kockdztatott értéknél nagyobb) veszteségek
indikétorvéltozdja a kovetkezd:
1, ha R, > VaR,(t),

-[t -
0, kiilonben.

Uhttps://www.numerix.com/blog/frtb-are-you-ready-for-a-new-era-in-market-risk-management
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A backtesting sordn azt akarjuk ellendrizni, hogy a VaR-hoz tartozé o megegyezik-e a

statisztikaval. A Bizottsag altal meghatdrozott hdrom z6na a kdvetkezdk szerint alakul:

red zone, ha a > 0,9999,

2715\7:1 I N
Z < >pk(1 —p)NF=a= yellow zone, ha o > 0,95,
k=0

green zone  haa < 0,9.

Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldala az (N;p) paraméteri binomidlis eloszlds

eloszlasfiiggvényének értéke a nem fedezett kockazatok szaménal.

Ezen megkozelités feltétele tehat, hogy a becsiilt eloszldsaink €s a realizacidink is fiiggetle-

nek legyenek egymdstol. Ez onnan ldtszik, hogy az [; indikatorvaltozok dsszege pontosan

akkor lesz binomidlis eloszldsu, ha azok fiiggetlenek.

Ezt ugy is értelmezhetjiik, hogy egy realizalt VaR-on tuli veszteséget nem kdvet nagyobb

valészintiséggel még egy VaR-on tuli veszteség, mint egy barmilyen més realizaciot.

A szabdlyoz6i dokumentum egy példan keresztiil illusztrdlja ezt a mdédszertant és a hozza

tartozo statisztikai tulajdonsdgokat. Az [4] 1.tablazat 250 adatpont mellett mutatja meg a

kiilonbozd percentilisek melletti els6faju hibat.
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A modell helyes
Breachek szdma Percentilis = 99%
(250-bodl) tényleges | elsdfaju hiba
0 8,1 % 100,0 %
1 20,5 % 91,9 %
2 25,7 % 71,4 %
3 21,5 % 45,7 %
4 13,4 % 24,2 %
5 6,7 % 10,8 %
6 2,7 % 4,1 %
7 1,0 % 1,4 %
8 0,3 % 0,4 %
9 0,1 % 0,1 %
10 0,0 % 0,0 %
11 0,0 % 0,0 %

1. tdbl4zat. A piaci kockdzatok backtesting feltevései melletti valdszintiségek és els6faju
hibak, 1asd: ([4]], Table 1.)

Az[I] tablazat azt az esetet mutatja be, amit a pénzintézeteknek is alkalmazniuk kell,
ha bels6 modell alapjan kivanjdk a szavatol6téke-mennyiségiiket meghatarozni: egy év
adatain végzett backtesting (250 adatpont) a veszteségeloszlds 99-es percentilisére (a
VaRggo (1 nap)) azt feltételezve, hogy a megfigyelt breachek fiiggetlen statisztikai mintat
alkotnak. A tabldzat kozéps6 oszlopa az elméleti valoszintiségeket mutatja: annak az esélye,
hogy 250 fiiggetlen adatpont koziil pontosan kétszer realizdlunk a 99%-os percentilisnél
magasabb értéket, 25,7%. A harmadik oszlop értékei az els6faju hibat mutatjdk, tehat
ha feltételezziik, hogy a modelliink j6, és elutasitjuk a modellt az adott mennyiségii
breach mellett, akkor ekkora eséllyel fogunk tévedni. Igy annak a valdszintisége, hogy 2
breach mellett egy j6 modellt utasitunk el, 71,4%, és 0 breach mellett pedig 100%, hogy a

modelliink j6 volt.

Ugyanezek az eredmények lathatdak a kovetkezd dbrdn, ami a (250; 1 — 0,99) paraméterd

binomiélis eloszlds adott ponthoz tartozé valdszintiségeit mutatja meg:
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0.257%

0.215%
0.205%

o
=

0.134%

valészindségek

s
s

0.081%
0.067%

0.027%

0.010% .
0.003% 0.001% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

1. dbra. A Binom(250;0,01) eloszlas értékei néhdny adatpont esetén

Ezaltal is lathatjuk, hogy az indikdtor valtozdinkkal definidlt breachek fiiggetlennek vannak
tekintve a szabdlyozas éltal is, hiszen ezek 0sszege pontosan ebben az esetben ad vissza

egy binomidlis eloszlasu véletlen valtozot.

A [4] 2. tabldzata a 250 adatpont melletti hdrom zonat mutatja meg, ami az[l} dbra kumulalt

valészintiségeibdl kaphaté meg:

98.63% 99.60% 99.89% 99.97% 99.99% 100.00% 100.00% 100.00% 100.00%
. (] L] L] L] L]

100 95.88%

89.22%
L ]

75.81%

54.32%

valosziniségek
[ ]

40

28.58%
[ ]

8.11%
L

2. dbra. A Binom(250;0,01) eloszlasfiiggvénye és az értékhez tartozé z6na

A2l dbra a (250;0,01) paraméter(i binomiélis eloszlds eloszlasfiiggvényét mutatja, és

ezen értékek alapjan van a hdrom zéna kialakitva: példdul ha maximum 95% annak az
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esélye elméletben, hogy egy adott mennyiségli breachnél nem realizdlunk tobbet, akkor a
modelliinket jonak tekintjiik, és ezdltal a z6ld zénaba soroljuk.

Abban az esetben, ha a backtesting alapjan a modell a green zone-ba esik, nem kell
megnovelni a pénzintézeteknek a szavatol6tokéjiikk mennyiségét, hiszen a modellb6l nem
szarmazik olyan kockézat, ami nincs fedezve. Az azonban, hogy a modell green zone-ba
esik, nem jelenti azt, hogy jol leirja a valdsdgot a veszteségeloszlasunk. Példaul egy
olyan modell, ami 250 megfigyelésbdl egy VaRggy-on tili veszteséget sem realizdl, a
green zone-ba esik, pedig ennek a valészintisége csak 0,081. Egy ilyen helyzetben tehat
valészind, hogy a modelliink nem irja le jOl a tényleges veszteségeloszldsunkat, azonban a

szabdlyozas ezzel az esettel nem szdmol.

Ezen egyoldali megkozelitésre ad alternativat a Kupiec-teszt, aminek nullhipotézise a

kovetkezs: o« = & = X/N, a teszt statisztikdja pedig:

(122 (2))

ahol & az empirikus excess ratio, o az elméleti excess ratio és X a megfigyelt excee-

dek szama, N tovabbra is a megfigyelések szama. A Kupiec teszthez hasonl6 kétoldali
teszt Christoffersené is ([[12]), azonban ezen dolgozat keretein beliil csak az egyoldalu

megkozelitéssel foglalkozunk.

Fontos megjegyezni, hogy az az 1996-os dokumentum ([4]]), amiben a fent részletezett
hirom z6nds megkozelités keriilt bemutatdsra, a piaci kockdzatok backtestingje. Mig a
szavatolotoke-szamitds alapja ezen a teriileten a 10 napos, 99%-os VaR, addig a back-
testinget az egynapos, 99%-os VaR alapjan szdmoljdk. A szabdlyozas el6irja, hogy ezen
adatokat legaldbb az elmult 12 honap adataira kell tesztelni, igy a 250 adatpontra kalibralt

harom z6nés megkozelités 6sszhangban van a piaci gyakorlattal.

Erdemes kitérni arra is, milyen hatéssal van a backtesting eredménye a pénzintézetek
szavatolotdke-mennyiségére ([19]), hogy ezaltal is lassuk, milyen kdzvetlen hatdssal van
ezen statisztikai eljards a bels6 modelleket haszndl6é bankokra. A szabdlyozds 4ltal a piaci

22

kockdzatokra elirt szavatolotdke alapja a Bazel 111 szerint a kovetkez6:

Market Risk Charge = (3 + 2 +y) - M,

ahol az M a 10 napos, 99%-0s VaR (VaR ¢9(10 nap)) €s a stresszelt, 10 napos, 99%-os
VaR (SVaR 9(10 nap), azaz egy volatilisebb piacot feltételezve szimuldlt VaR) dsszege,
az y a helyi szabdlyozdi szervek altal meghatarozhaté tényezd, az x pedig a backtesting

eredmények alapjan a kovetkez&képpen alakul:
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Zona | Exceedek szama 250-bdl | x
Zold 0-4 0,00
5 0,40
6 0,50
Sarga 7 0,65
8 0,75
9 0,85
Piros 10+ 1,00

2. tdblazat. A piaci kockdzatok backtesting eredményei alapjan meghatarozott biintetdfak-

tora

A2 tdbldzatban azt lathatjuk, hogy a kordbban leirt haromzénds megkozelités alapjan
miként hatdrozza meg a szabalyozas a biintetdfaktorokat a piaci kockdzatok esetén. Minél
tobb VaR-on tuli veszteséget realizdlt a bank, anndl valészinlibb, hogy a veszteségelosz-
lasuk alapjan félretett téke mennyisége nem elégséges. A biintet6faktorok 1ényege tehat
az, hogy az esetlegesen rosszul szamolt tékemennyiséget megndvelje annyira, hogy az
ne okozzon fedezetlen kockazatot. Hiszen a szabdlyozas célja az, hogy ne legyen olyan

kockdzata a pénzintézeteknek, amire nincsenek valamilyen mddon felkésziilve.

3.2. Partnerkockazat

Részben a 2008-as nagy gazdasagi vilagvalsidg hatdsara megjelent a Bazel III (A global
regulatory framework for more resilient banks and banking systems ([6]])), és vele a piaci
és alapvet6 hitelkockdzatok mellett a hitelkockazatok egy uj tipusa, a partnerkockdzat

(counterparty credit risk) is.

A piaci kockdzatokéval szemben a partnerkockdzat backtestingjére a szabalyozds nem

adott egy konkrét modszertant, csak irdnyelveket:

»AZ IMM modellek backtestingje egy folyamatosan fejlodd folyamat, és egy olyan végleges
maodszertan, mint ami a piaci kockdzatok teriiletén is létezik, még nem keriilt meghatdrozds-
ra. Ennek a dokumentumnak nem célja konkrét modszerek vagy statisztikai tesztek eldirdsa,
sem pedig a bankok azon képességének korldtozdsa, hogy sajdt validdcios technikdikat
fejlesszék. Inkdbb az a célja, hogy felvdzolja a médszertani megfontoldsok teriileteit és a

meglévd backtesting keretrendszer esetleges javitdsait a bankokban, valamint megproébdlja

tisztdzni a fogalmakat és kifejezéseket." ([7]], 2.pont, sajat forditds)
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A partnerkockézati modellek backtestingje dltalanosan a pénzintézet EPE (expected po-
sitive exposure), azaz a varhatd pozitiv kitettség modelljének vizsgélatat jelenti, ami

aggregélja a kovetkezdket:

* piaci faktorok szimulélasa,
* derivativak draz6 modelljei, €s

* collateral szimuléldsi modellek (collateral, haircut, margin).

Ezen feliil az is megneheziti a modellez6k helyzetét, hogy a fent felsoroltakat minden
partnerre egyesével kell megvizsgdlni, amihez egy kelléen hosszu idGsorra, valtozatlan
portfolidosszetételre és konstans kereskedési dijakra lenne sziikség. [7]] alapjén ezt a szinte
lehetetleniil szamitdsigényes folyamatot felvalthatja a pénzintézet a sajat, megfelelGen

kivélasztott hipotetikus tigyleteinek és portfélidinak backtestingje.

Erdemes megjegyezni, hogy mig a piaci kockdzatok backtestingje az egy napos kockaztatott
értéket vizsgalja, addig a partnerkockdzat esetén a szabalyozds tobb idShorizontra is eldirja
az eljaras sziikségességét (1asd: [7], 12-18.pont), sot, kotelezi a pénzintézeteket az egy
éves id6horizontra valé szimulélds backtestelésére is ([[7], 19.pont), hiszen az egy éves
kitettségprofil adja a Bazel Ill-as tGkeszamitds alapjaul szolgalé EAD-t (Exposure-at-
Default):

EAD = « - EEPE,

ahol az EEPE (Effective Expected Positive Exposure) az egyéves EPE (Expected Positive

Exposure) profil monoton nové transzformaltjdnak id6vel silyozott dtlaga ([24]).

Korabban l4ttuk, hogy a harom z6nds megkozelitése a piaci kockdzatoknak azon a feltevé-
sen alapult, hogy a percentilisen tili megfigyelések el6forduldsai fliggetlenek egymastol.
Ez azonban hosszabb id6horizontok esetén mar nem egy gyakorlatban hasznélhat6 feltevés
az adatok mennyisége miatt (példaul 30 napos id6horizont mellett a piaci kockdzatokndl

hasznélt 250 adatpontot tobb, mint 20 év alatt tudnank Osszegyijteni).
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3. dbra. A kiilénb6z6 id6tavok melletti sampling (sajét szerkesztés, forrds: [[7])

Ahogy azt a[3] dbran is lathatjuk, egy rovidebb id6horizont (pl. egy hét) melletti fiiggetlen
mintavétel tovdbbra is adhat nekiink elegendd adatot ahhoz, hogy a piaci kockdzatoknadl is
haszndlt binomidlis tesztet a partnerkockdzatok teriiletén is alkalmazni tudjuk. Hosszabb
id6tav mellett azonban mér csak atfed6 mintank lehet, igy a fiiggetlenség feltétele nem

teljestil.

A backtestingre haszndlt statisztikai tesztek teljesitménye kisebb adathalmaz mellett tehat

elsGsorban a partnerkockazatok teriiletének problémaja.

A tovédbbiakban azon eseteket fogjuk csak vizsgdlni, amelyeknél az adatok fiiggetlenségét

feltételezni tudjuk.
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4. Binomialis teszt

Ebben a fejezetben a binomidlis teszt keriil bemutatasra, ami az egyik legjobb backtesting

modszer a fix paraméter melletti tesztek koziil ([[17]).

A binomidlis teszt egy statisztikai hipotézisvizsgalat, amely nullhipotézise az, hogy a

modell helyes, azaz az el6rejelzett percentilis megfelel a valésdgnak:

Hy: amodell jo

Hy: amodell nem j6

Egy adott szignifikanciaszint mellett («) elutasitjuk a nullhipotézist a p percentilisre, ha a

percentilisen tuli megfigyelések szama (/') meghaladja a kritikus értéket (/™):

N
N
K '=mind K F(l—p)N-k <1 -
{ IZ(k)p( PN <1-a
k=K
Ez a K* érték eloszlasban tart a kovetkez6hoz a centralis hatareloszlas tétele szerint:

K* % & Y(a)y/Np(1 — p) + Np,

ahol a ® a standard normédlis eloszlés eloszlasfiiggvénye.

A kritikus értékek kiilonb6zé mintanagysag esetén a kovetkez&képpen alakulnak 99%-os

konfidenciaintervallum mellett:

kritikus ertek

| 4/—/—/—/—,7
50 100 150 200 250
mintaelemszam

4. dbra. A kiilonb6z6 percentilisekhez tartozo kritikus értékek mintaelemszam fiiggvényé-

ben
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A EL abran harom fels6 percentilishez (90, 95, 99) tartozo kritikus értékeket lathatunk
kiilonb6z6 mintaelemszamok esetén. Példaul, ha 100 adatpontunk van, akkor a 99-es
percentilisre végzett binomiélis tesztet 3 vagy tobb percentilisen tili megfigyelés esetén
utasitjuk el. Lathatd, hogy a binomidlis eloszlds diszkrét volta miatt a kritikus érték a

mintaelemszam fiiggvényében egy monoton novd, 1épcsds fliggvény.

Erdemes kiemelni, hogy mig a korabban ldtott hiromzénds megkozelités egy rogzitett
adatmennyiség (250) mellett a szignifikanciaszint véltoztatdsaval érte el, hogy a[2] dbrdhoz
hasonléan tudja értékelni a modellteljesitményt, addig ezen dolgozat a tovabbiakban a szig-
nifikanciaszint 99%-os szinten torténd rogzitése mellett a kiilonb6z6 adatmennyiségekkel
végzett tesztek teljesitményét vizsgalja.

A M dbran is lthaté diszkrét mivolta a binomialis eloszldsnak az els6faji hibdban is

megjelenik:
R 95%
0.030 1 0% 0.035 1
0.030
0.025
© 3
2 2 0.025 1
= 2
& 0.020 '{é
k) o 0.020
0.015
0.015
0.010 0.010
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
mintaelemszam mintaelemszam
0.07 9%
0.06
0.05
o
o
=
=
< 0.04
£
0
kel
o
0.03 1
0.02
0.01
T T
50 100 150 200 250

mintaelemszam

5. dbra. Az eljarasbol fakado els6faji hiba mintaelemszam fiiggvényében

Az[3 dbrén az elméleti elsdfaju hibdkat lathatjuk kiilonb6z8 percentilisekre adatmennyiség
fiiggvényében. A statisztikai teszt kalibrdldsdhoz haszndlt 1%-os érték, mint lathatjuk,
nem mindig felel meg a val6sagnak, ha kevés adat all rendelkezésiinkre. Ezen értékek
kiszdmitdsdhoz a p percentilis és N elemszdm esetén a Binom(V; 0,01) eloszlés eloszlas-

fliggvényének értékét kellett meghataroznunk a kritikus értékének helyén:
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3 (]kv )pku )N,

k=0
majd egybdl kivonva ezt az értéket kaptuk az elméleti els6faju hibat.

Megfigyelhetjiik tovdbba azt is, hogy minél kisebb a mintaelemszdm €s minél magasabb
percentilist akarunk vizsgalni, annal magasabb lesz az eljarasbol ad6do elsdfaju hiba. Azt
is lathatjuk, hogy afd] és[5] dbra ugyanazon mintaelemértékeknél ,,ugrik": minél magasabb
az a mintaclemszam, amit még egy adott kritikus érték mellett tartunk szamon, annal
magasabb lesz az els6faju hiba. Ezzel egyiitt az adott kritikus értékhez tartozé legkisebb

mintaelemszam mellett lesz a legkisebb els6faju hibank.

Fontos megjegyezni, hogy az[5] dbra az elméleti elsGfaju hibat mutatja. A tovébbiakban

azonban az els6- és masodfajui hibat Monte Carlo szimuldcidval fogjuk kozeliteni.

Osszehasonlitdsként végezziink el egy Monte Carlo szimul4ciét az[5| dbra reprodukdldsara,
10000 iterdcié mellett, N'(0; 1) modellt feltételezve:

0.040
— 90%, monte carlo 95%, monte carlo

—— 90%, elméleti 95%, elméleti
0.030 1 0.035

0.030
0.025 4

| 0.025 4
0.020 A I

0.020
0.015 4

0.015 A

0.010 4

0.010 1

20 30 40 50 60 70 80 90 100 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.07 99%, mon’te ;arlo
— 99%, elméleti

0.06 -
0.05 -
0.04
0.03 -

0.02 -

0.01 /

20 30 40 50 60 70 80 90 100

6. dbra. Az eljarasbol fakado és a szimulalt els6faji hiba mintaelemszdm fiiggvényében

Az igy kapott eredményeket Osszevetve a fent is bemutatott elméleti értékekkel lathatjuk,

a szimulacidhoz hasznalt beéllitdsok nagyon kozel vannak az elméleti értékhez, tehat a
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szimuldcidkat a tovdbbiakban igy fogjuk végezni.

Az[5] 4bra ramutat arra, hogy a jelenleg is piaci gyakorlatnak szdmité médszertan nem
ad megbizhat6 eredményeket alacsony mintaelemszam mellett. Azért is fontos egy olyan
backtesting médszertant taldlni, ami alacsony mintaelemszdm esetén is megbizhatéan
kalibralhat6 els6faju hibat eredményez, mivel a szabélyozés éltal a backtestinghez ajanlott
minimdlis mintanagysdg 20, ezéltal ezen félrevezetd statisztikai eredmények a pénzintézeti

dontéshozatal részeivé valnak kozvetett modon.

Fontos megjegyezni azonban, ahogy azt az ide vonatkoz6 szabalyozo6i irodalom ([7]]) 31.
pontjaban is kifejtik, hogy egy percentilis hasznélata az eljards soran nem vezethet stabil
eredményre abban a tekintetben sem, hogy a modell 6sszteljesitménye j6-e, azonban tobb

percentilis egyiittes haszndlata mellett kevesebbszer keriil elutasitasra a nullhipotézis:

,JO példdt mutatnak azok az IMM bankok, amik tobb percentilis figyelembevételével végzik
a backtestingjiiket. Tovdbbd, az egész eloszlds teljesitményének figyelembevétele noveli
annak valosziniiségét, hogy a modelleket ne utasitsdk el egyetlen magas percentilisen
alapulo gyenge teljesitmény miatt. Fontos, hogy az eloszlds tesztje ne egyetlen kockdzati
mérésre tdmaszkodjon, mind a szabdlyozdsi kitettség kiszamitdsdahoz haszndlt eldrejelzési
eloszldsok integritasdnak értékelése érdekében, mind pedig azért, hogy elkeriiljiik a fals
pozitiv eredményeket, amelyek egyetlen extrém percentilis értékelésébol adodhatnak." ([7],

31.pont, sajat forditds)

Ennek bemutatdsdra tekintsiik azt az eljarast, amikor a modelliink helyességét akkor
utasitjuk el, ha a felsd hdrom percentilisbdl (90, 95, 99) legalabb kettot elutasitunk. Ekkor
af6l abrahoz is hasznalt bedllitdsok mellett a kovetkezd elsSfaju hibakat kapjuk a kordbban

ismertetett szimuldciés paraméterek mellett, adatmennyiség fiiggvényében:

0.020 1
0.018 4

0.016 1

% oo AA [y )
winia \/w”vw i

elséfaja hiba
o o o
o o o
= P =
o N -

0.006 4

0.004 -

T T ™ T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80 90 100
adatmennyiség

7. abra. Az els6faju hiba nagysiga a szimuldlt adatmennyiség fiiggvényében, tobb percen-

tilis egylittes haszndlata mellett
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A/l dbrat 6sszehasonlitva a kordbbi eredményekkel lathatjuk, hogy a vizsgélt adatmennyi-
ség (20 — 100) esetén tobb percentilis egyiittes haszndlata a binomidlis teszthez kisebb

els6faju hibat eredményez, mint a percentilisek kiilon-kiilon torténd backtestingje esetén

tapasztaltak, tehat tobb percentilis egyiittes haszndlata valoban csokkenti az elutasitdsok

szamat.
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5. Bayesi statisztikan alapulé backtesting

5.1. Bevezetés, motivacio

Ezen fejezetben a bayesi statisztikdn alapuld backtestinget vezetjiilk be a M. Zelvyte és
M. Arnsdorf 2023-as tanulmdanya, a Bayesian backtesting for counterparty risk models
([16]]) alapjan. Ahogy maér azt kordbban emlitettiik, a piaci kockdzatok teriiletén ismert

haromzonds megkozelités a kovetkezon alapszik:

red zone, ha a > 0,9999,

Zi\]:l Iy N
Z <k>pk(1 —p)VF=a =< yellow zone, haa > 0,95,
k=0

green zone  ha a < 0,95,
ahol N a mintanagysag, I; a percentilisen tili megfigyelések indikatorvaltozéja, p pedig a

vizsgélt percentilis.

Az itt hasznélt o ugyanazt az inform4cidt hordozza, mint a statisztikabdl ismert p-érték: a
0,95 < a < 0,99 feltétel megegyezik a 0,05 > p-érték > 0,01 eredménnyel.

Ezen statisztikai mutaté 6nmagdban nem bizonyit6 erejli, ahogy azt [20] is kifejti, azonban
ezen probléma eltorpiil amellett a kiilonbség mellett, hogy mi a backtesting eredeti célja,
€s mit jelent igazabol a p-érték.

Mig a p-érték annak a valészinlisége, hogy az adott modellt tekintve nem fogunk a
megfigyelt adatokndl extrémebbet realizdlni a jovOben, ezt jeloljiik a kovetkez6kben
p(adatimodell)-el, addig a backtesting éppen azt a célt szolgdlja, hogy a modellt ellenGriz-

ziik a megfigyelt adatok fiiggvényében, tehdt a keresett valdsziniiség a p(modellladat).

A hipotézisvizsgalatok jellemzdje tovabba, hogy legfeljebb azt tudjuk mondani, hogy a
modelliink helytelen, azt azonban nem, hogy az miért, vagy mennyire nem felel meg a

valésdgnak:

A p-értéek nem mondja meg, mennyire valoszinii, hogy a modell helyes, vagy milyen
mértékben van félrespecifikdlva. A p-érték csak a nullhipotézis ellen sz0lo bizonyitékot
jelezheti, de nem haszndlhato annak bizonyitdsdra, hogy a modelliink helyes." ([16], sajat

forditas)

Ezen problémakat oldja fel a bayesi statisztika hasznélata a frekventista megkozelités-
sel szemben. A keresett p(modell | adat) valésziniiség felirhaté Bayes tétele alapjan a

kovetkezSképpen:

p(adat | modell) - p(modell)

dell | adat) =
p(modell | adat) p(adat)

: 2)
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ahol a p(adat | modell) a likelihood, a p(modell) a prior, mig a p(modell | adat) a posterior

eloszlas.

5.2. Példa a volatilitas félrespecifikalasra

Tekintsiik a kovetkezd példat!

z 7z 7z

1. Példa. Adjon a modelliink V(0; 1) eloszlasbdl szarmazé értékeket, mig érkezzenek a rea-
lizélt értékek a N(0; 1,2) eloszlasbdl. Legyen a volatilitds prior eloszldsa Gamma(10; 10).
Ekkor a likelihood fiiggvény a normélis eloszlés likelihood fiiggvénye, a prior eloszlas
a gamma. A kovetkezd dbran azt lithatjuk, hogy az eredeti (prior) fiiggvény hogyan
alakult 50 realizalt adatpont (kb egy év egyhetes horizonthoz tartoz6 adatmennyisége)
felhaszndldsdval egy olyan siirliségfiiggvénnyé, aminek a csucsa koriilbeliil 1,2 felett van,

ami pont a keresett volatilitas.
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8. dbra. Példa a prior és posterior eloszldsokra

Tehat a bayesi megkozelitést ugy is értelmezhetjiik, hogy egy feltételezett eloszlast (a
prior) a modell és a realizélt adatok fiiggvényével (likelihood) atstilyozzuk, ezéltal kapunk

egy olyan eloszlést (posterior), ami tiikrozi a realizélt adatainkat.

Ezen megkozelités tehat nem csak meghatdarozza a modell helyességét a posterior és a prior
eloszlas ,,tdvolsdga" alapjdn, hanem a posterior a backtestelt paraméterre vonatkozdan egy,

a realizalt adatokat jobban tiikroz6 modellkalibralast is elésegit.

e

Ezen megkozelités azt is lehetdvé teszi tovabba, hogy a backtestelt id6sort az id6 fiigg-
vényében is értelmezni tudjuk: mig a klasszikus, gyakorisdgra tdimaszkodo tesztek nem
tesznek kiillonbséget az id6ben tavolabbi €s kozelebbi adatpontok kozott, addig a fent
emlitett atsilyozdst az adatok monoton novd halmazan is tudjuk értelmezni. Ezaltal a
posterior eloszlasok egy sorozatat is megkaphatjuk, ami segitheti a modellez6ket abban,

hogy jobban atldssédk a hattérfolyamatok valtozasat.
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Az[I] Példa alapjan, ha nem az egész egy év adatait hasznéltuk volna, hanem minden

negyedévben elvégeztiik volna a prior update-jét, akkor a kdvetkez6t 1atnank:

0.7
posterior 12 adatpont utan
0.6 posterior 24 adatpont utan
posterior 36 adatpont utan
0.5 4 —— posterior

—— prior

0.4 A
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0.1 1
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9. 4bra. Példa a prior €s posterior eloszlasokra

A abran szépen latszik, ahogy egyre tobb adatunk van, egyre csticsosabb a posterior,
tehdt egyre biztosabbak lehetiink a paraméteriink tényleges, a realizalt adatok 4ltal mutatott
értékében.

A posteriorok kiilon-kiilon adatrészeken vizsgdldsa hasznos lehet egy olyan tobbéves
id6szakban is példdul, amiben egy-két év vélsagos id6szaka is benne van (pl. Covid
id6szak). A piaci folyamatok ekkor magasabb volatilitdst mutattak, mint egy békésebb
id6szakban, igy a valsdg lecsengése utdn a negativ eredményt ad6 backtesting hatasara
nem biztos, hogy érdemes a valsdgos 1ddszaki paraméterekre valtoztatni a modelleket. A
kiilonboz6 id6szakhoz tartoz6 adatok kiilon-kiilon vett posterior eloszldsabol vissza tudunk

kovetkeztetni arra, hogy a modelliink csak a valsdg miatt, vagy éltalanosan is rossz.

A abra alapjan az lehet az intuiciénk, hogy a felhaszndlt adatmennyiség novekedésével
a posterior eloszlasunk egyre csticsosabb lesz, mig a végtelenben egy valdszintiséget fog
adni egy adott pontra. A kovetkezd dbra az |1l Példan bemutatott esetre vonatkozéan
mutatja a posterior eloszlds varhat6 értékének és a felhasznalt adatok kumulalt szérdsdnak

hanyadosat adatmennyiség fiiggvényében:

25



1.08

1.06

1.04

1.02 1

1.00 - M A v r= —
' ' W N

0.98 T T T T
0 100 200 300 400
adatmennyiség

10. 4dbra. A posterior eloszlas véarhato értékének és a kumuldlt tapasztalati szordsnak a

hanyadosa adatmennyiség fiiggvényében

A[I0] abra egy N ponthoz hozzdrendeli az elsé N pont tapasztalati sz6rdsdnak és ezen
N ponttal 1étrehozott posterior eloszlds varhat6 értékének hanyadosat. Lathatjuk, hogy
viszonylag kevés (50) adat mellett is mar egy-két szdzalék koriil van ez a hiba, tehét a
posterior eloszlds kevés adat mellett is megbizhatdan le tudja kdvetni a tapasztalati szorast,

€s ezdltal a keresett paramétert is.

Megjegyezziik tovabb, hogy a[9] dbra posteriorai nem feltétleniil az [I} példdban meg-
hatdrozott 1,2-hoz kell, hogy tartsanak ilyen kevés adatpont esetén, hanem a realizaciok
tapasztalati szordsdhoz, ami csak konvergdl adatmennyiség fiiggvényében 1,2-hoz, azaz az

elméleti érté€khez.

5.3. Prior szerepe

Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen hatdsa van a prior vélasztisanak. Ennek vizsgalatira
tekintsiik a kovetkezd esetet: tegyiik fel, hogy semmilyen kordbbi tuddsunk nincs a
paraméteriink (volatilitds) eloszldsérdl, és haszndljuk priornak a [0,5; 2] intervallumon

egyenletes eloszlast.

Ekkor az[I]} Példdn vizsgdlt idGsoros megkozelités (10} dbra) a kovetkez8képpen médosul:
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11. abra. I} Példa posterior fiiggvényei Gamma(10;10) és Uniform(0,5;2) eloszldst

priorral

A[TT] 4brakon ldtott posteriorok varhaté értékei a kovetkezoként alakulnak:

adatmennyiség 12 24 36 20
tapasztalati szOords 0,911 | 1,184 | 1,261 | 1,237
11(a)| 4bra posteriorainak varhaté értéke | 1,013 | 1,111 | 1,180 | 1,203
11(b)|4bra posteriorainak varhat6 értéke | 1,164 | 1,188 | 1,229 | 1,235

Léthatjuk, hogy a[[1(b)] dbra posteriorai jobban (és mivel csiicsosabbak, ezért pontosabban
is) kovetik le a tényleges, tapasztalati szOordsat az adatainknak. Ez azonban nem a prior
stirliségfiiggvényének formdjatdl, hanem a varhaté értékétdl fiiggott, hiszen mig az 50
realizdlt adat tapasztalati szérdsa 1,237, addig az Uniform(0,5; 2) eloszlas varhaté értéke

1,25.

Ha azonban egy olyan egyenletes eloszlasu priort tekintiink, aminek a gamma eloszldssal

és a modelliinkkel megegyez0 a varhaté értéke, akkor a kdvetkez6képpen moédosulnak az

A .
eredményeink:
0.9
posterior 12 adatpont utan
0.8 1 posterior 24 adatpont utan
0.7 - posterior 36 adatpont utan
—— posterior
0.6 prior
0.5 1
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12. abra. (1} Példa posterior fiiggvényei Uniform(0,5; 1,5) eloszlasu priorral
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adatmennyiség 12 24 36 20
tapasztalati szoras 0,911 | 1,184 | 1,261 | 1,237
11(a)| 4bra posteriorainak varhaté értéke | 1,013 | 1,111 | 1,180 | 1,203
12| 4bra posteriorainak varhat6 értéke | 1,094 | 1,173 | 1,224 | 1,233
11(b)|4bra posteriorainak varhat6 értéke | 1,164 | 1,188 | 1,229 | 1,235

Osszehasonlitva a [11(a)l és a eredményeit azt lathatjuk, hogy érdemes a priort
egyenletesnek megvalasztani ahelyett, hogy a modellparaméteriink koré centralt stirtiség-

figgvénytit valasztanank.

Megjegyezziik tovabba, hogy a prior eloszlds megvalasztisa azért is nagyon fontos, mivel
ha a realizdlt adatokat meghajt6 keresett paraméteriink a prior eloszlds értékkészletében

nincs benne, akkor fals eredményt ad a médszertan.

Ennek bemutatédsara tekintsiik azt az esetet, amikor a prior eloszlds Uniform(0,5;1,5),

azonban a realizélt adatokat meghajté folyamat volatilitdsa 1,9:

0.9
posterior 12 adatpont utan
0.8 1 posterior 24 adatpont utan
0.7 - posterior 36 adatpont utan
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0.6 — prior
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13. abra. Bayesi backtesting, ha a keresett paraméter nincsen a prior értékkészletében

A[I3] dbran lathatjuk, hogy a posterioraink rasimulnak az intervallum szélére, ezzel fals,
1,5-0s paramétert adnak varhato értékiil a keresett 1,9 helyett, ezen hiba pedig csak abbol
ered, hogy a priornak vélasztott Uniform(0,5; 1,5) eloszlas nulla sulyt helyez a realizalt

adatok dltal mutatott paraméterértékre (1,9).

Ezek alapjin azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy egyenletes eloszlast érdemesebb
priornak haszndlni, hiszen kevesebb adattal és pontosabban lehet vele a keresett para-
métert meghatdrozni, azonban a korlatos értékkészlete miatt a sz€ls6ségesen nagy vagy

sz€lsOségesen kicsi paraméterértékeket nem tudja az eljaras lekezelni.

Erdemes lehet tehdt a gyakorlatban kétlépcsSsen haszndlni a bayesi statisztikan alapul6
eljarast: el6szor priornak egyenletes eloszlast valasztani a legvaldszintibb intervallumra

7 2

(példaul a 0,5; 2), majd a széls6 értékeket (0,5; 2) add eseteket kiillon megvizsgdlni egy
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masik prior mentén. Eziltal a kevésbé szEélsGséges eseteken kihaszndlhatjuk, hogy az
egyenletes eloszldsu prior mellett jobban lekdveti a posterior a tapasztalati szordsnégyzetet,

és a fals eredményeket is hatékonyan ki tudjuk sz{irni.

Ez azonban tovabb sulyosbitand az eljaras legnagyobb hétranyat: a hatalmas szdmitas-

igényt.

5.4. A prior és posterior cseréje

Ezen dolgozatban a modell és a realiz4ci6 eloszldsa is homogén lesz az id6 fiiggvényében,
fiiggetleniil attol, hogy: ,,...a modellek és a piacok nem statikusak, valamint a megfigyelések
a piac dllapotadtol fiiggnek a megfigyelt idoszak elején. Ez azt jelenti, hogy a paraméterek és
eloszldsok kiilonbozhetnek minden megfigyelt idopontban." ([16], 2.fejezet, sajat fordités).
Ugyanezen irodalom részletesen ki is tér arra, hogy kiilonb6z6 technikdkkal miként lehet

ezt az egynemd adathalmazt elérni, mi azonban ezt nem részletezziik.

Vezessiik be formadlisan a védltozdinkat a [[16] jeldléseit hasznédlva. Legyen

-y = (y;)X, arealizdlt homogén adatok id&sora

7 a tesztelt paraméter prior eloszlasa
- (fo)X, a szimuldlt és realizalt adatok eloszldsa

- (0;)Y, azt a paramétert jeloli, amire kivancsiak vagyunk, illetve ami meghatérozza

a vizsgélt eloszlasokat.

Ezaltal az i-edik id6pontbeli posterior eloszlds a kovetkezd:

P(yi|0;) - w(0;)

PO = B0 =0 do;

3)

Vegyiik észre, hogy a nevezdben 1évé mennyiség csak egy normalizdlé tényezd, ami azt

garantdlja, hogy a bal oldal valéban val6szintiségi mérték legyen.

Ahhoz, hogy ezen prior-posterior szerepeket konnyen tudjuk felcserélni egymassal (,,fo-
day’s posterior is tomorrow’s prior”), feltételezziik, hogy a modell félrespecifikalasdnak
mértéke idében dllandé, tehdt 6; = # minden i esetén. Ugy is gondolhatunk erre a mennyi-
ségre, mint egy hosszu tavi atlagos eltérésre, ami koriil az egyes realizalt 6;-k ingadoznak,

igy az egyenlet a kovetkezdképpen modosul:

P(yi|0) - 7 (0)
Jo Pyil6) - w(6)do-
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Mivel feltettiik, hogy backtestinget csak fiiggetlennek tekinthet6 adatokon végziink, igy a
P(y;]0) mennyiségek fiiggetlenek egymadstdl kiilonboz6 y;-k esetén. Ezaltal az 'y n elem
vektorra fenndll a kovetkezd: P(y|0) = [[.—, P(v:|0), valamint az (2)). egyenletben az y;
értékek helyett az y vektort is haszndlhatjuk, azaz

(&)

P(Qb’) = f
6

amit tekinthetiink a a posterior fiiggvény definicidjanak is.

Felmeriilhet a kérdés, hogy az adatok fiiggetlensége elegend6-e ahhoz, hogy biztositsa,
hogy a posterior fiiggvénynek egy adott adathalmazzal torténd update-elése megegyezik az
adatok egyesével torténé felhaszndldsa utan kapott posterior fiiggvénnyel. Ezen kérdésre

ad valaszt az alabbi levezetés:

Jelolje y,, az (y1, ya, ..., yn) vektort. Ezen jelolések mellett

e n=1-re:

P(0lyr) = P(Oly:) = (6)

felhaszndlva a (4)-as egyenletet.

e n = 2 esetén

(7

Pl(31.12)18) - 7(0)
PO = PO = o, o) ()0

felhaszndlva, hogy az y értékeket fiiggetlennek tekintjiik egymastol, majd a szdmlalot

és a nevezGt is leosztva a [, P(y1]0) - 7(0)dd mennyiséggel, felhasznalva (3)-t, az

egyenlet a kovetkezd alakra egyszerisodik:

P(Olys) = 3)
W)= T P(1ul6) - Plyil0)dd
* az n + 1 esetet tekintve a kovetkez6t kapjuk:
P(yn+1|0) - w(6) P(Yni1]0) - P(yal0) - 7(60) ©)

P(0lyni1) = Jo P(ynsa|0) - 7(0)d0 — [, P(yns1]0) - P(yal0) - 7(6)d0

az n = 2 esethez hasonl6an, ha a szamldl6t és a nevezdt is leosztjuk a [, P(y,[0) -

7(0)dh mennyiséggel, akkor a kvetkezs egyenletet kapjuk:
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P(yn+110) - P(0]yn)
P(yn41|0) - P(0lys)do

P(Olynt1) = T (10)

G
Megjegyezziik, hogy a fenti szamitasok sziikséges feltétele, hogy a 6 véges legyen, valamint
hogy a strtiségfiiggvény paraméterek folott vett integrélja nem nulla, véges érték legyen.
A gyakorlatban ezen integrél kiértékelése teszi ki a szamitdsi kapacitds nagyjat még abban
az esetben is, amikor a likelihood fiiggvény felirhaté zéart alakban. Ilyen példdul az I}
Példédban is hasznalt normaélis eloszlés likelihood fiiggvénye is. Vannak azonban olyan
esetek, amikor a stiriségfliggvény nem ismert, vagy nem irhat6 fel zart alakban, ekkor

kiilonboz6 kozelits eljarasokat lehet alkalmazni ([21], [22]]).

A korabbi levezetés alapjan azt allapithatjuk meg, hogy nem szamit, hogy az Osszes
rendelkezésre 4116 adatot egyszerre felhasznalva akarjuk frissiteni a prior eloszlast, vagy
mindig egy-egy adatpontot felhaszndlva cseréljiik ki a prior és porterior parokat, a végsé

posterior ugyanaz lesz.

Tekintsiik ismét az[I] Példat! A realizdlt 50 adatpont tapasztalati szordsat akarjuk a végsé
posterior eloszldssal kozeliteni, és ehhez kettd, 6t, tiz, majd huszonot 1€pésben cseréljiik
ki a prior-posterior part. Ezutdn minden 1épésnél 6sszevetjiik a kapott posterior eloszlds

varhat6 értékét a tényleges kumulalt tapasztalati szordssal:

—— 2 update
1.3 4 5 update
—— 10 update
—— 25 update
—— kumulalt adatok szorasa

1.2 1

114

tapasztalati szoras

1.0 1

0.9 1

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
likelihoodhoz hasznélt adatmennyiség

14. dbra. A kumulalt realizélt adatok szdérdsa és a kiilonboz6é mintanagysdgokon update-elt

posteriorok varhat6 értéke

A[14] abra 6sszehasonlitja a realizalt adataink kumuldlt szérdsat (fekete) és a kiilonboz6

gyakorisdggal update-elt posteriorok varhaté értékét. A piros vonal példaul gy késziilt,
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hogy minden mésodik megfigyelés utin fel lett cserélve a prior és posterior, majd az
eredményként kapott posterior eloszlds varhat6 értékét dbrazoltuk. Hasonldan, a kék vonal
az elsd 25 megfigyeléssel update-elt posterior varhat6 értékét mutatja a 25-6s ponthoz
rendelve, majd a még fel nem hasznélt adatokkal frissitve ezen posteriort kapjuk meg a

végso eloszldsunkat, aminek vérhat6 értékét az 50-es ponthoz rendelt kék érték adja.

Lathatjuk, hogy a k6zds pontokon (példaul 10, 20, 50, 100) az eredmény ugyanaz lesz,
azonban gyakoribb update-elés mellett jobban lekdvetjiik az adatok tapasztalati szérdsdnak

alakulasat.

Ezen eredmények tehat azt mutatjdk, hogy a posteriort elegendd egyszer, az 6sszes rendel-
kezésre 4ll6 adattal kiszdmolni, hiszen a koztes prior-posterior valtdsok nem befolyésoljak
a végso eloszlast. Ez azért is nagyon szerencsés, mivel a likelihood kiszamitdsa sok id6t
vesz igénybe, azonban ha egyszerre hasznéljuk fel az adatainkat, akkor ezt a mennyiséget

elég csak egyszer meghatdrozni.

5.5. Hipotézisvizsgalat
Felmeriil tovabba az a kérdés is, hogy miként lehet egy hipotézisvizsgélatot alapozni a

bayesi megkozelitéssel készitett eljarasra.

A hipotézisvizsgdlat nullhipotézise ugyanaz, mint a binomidlis teszt esetén:

Hy: a modell jo

H;: amodell nem j6

Az « szignifikanciaszint mellett elutasitjuk a nullhipotézist, ha a korabban definialt poste-

rior eloszlas (B)) stirtiségfiiggvényének o percentilise magasabb, mint a modelliink altal

feltételezett paraméter, tehdt ha:

inf{z: P((Oly)(x) <1—a)} >0, (11)

akkor elutasitjuk a nullhipotézist, miszerint a modelliink helyes.

Ha az Példat tekintjiik, akkor a modelliink N (0; 1), adatokat adott, mig a realizalt értékek
a N'(0;1,2) eloszlasbal jottek. Az aldbbi dbran ldthatjuk a prior (zold) és posterior (piros)

ol

eloszlasok strtiségfiiggvényét, valamint a posterior elsd, 6todik és tizedik percentilisét.
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15. abra. [I] Példa a posterior percentiliseivel

Ha az o = 99% esetet tekintjiik, azaz 99%-o0s megbizhatésaggal végezziik a hipotézisvizs-
gdlatunkat, akkor a modelliink dltal feltételezett szorést, azaz az 1-et kellene dsszehasonli-
tanunk a posterior 1 — 0,99 = 0,01, azaz els6 percentilisével, ami kerekitve 1,0474. Mivel
a posterior elsé percentilise magasabb, mint az eredeti modellparaméteriink, ezért ebben

az esetben elutasitanank a nullhipotézist, miszerint a modelliink j6.

Igy az |1l Példdban bemutatott esetben a bayesi statisztikan alapulé backtesting elutasitand
a helytelen modellt, valamint a posterior varhato értéke a realizalt adatok alapjan 1,203,
azaz nemcsak azt tudtuk meg, hogy a modelliink nem helyes, de azt is, hogy az adott prior
vdalasztdsa mellett a legvaldsziniibb tényleges keresett paraméter (azaz a szérds) 1,203, ami

pont az, ami mellett a realizalt adatokat is generaltuk.
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6. Tesztek

Ebben a fejezetben kiilonbdz6 szcendriok mellett keriil 6sszehasonlitasra afd] fejezetben
bemutatott binomialis teszt és az [5| fejezetben bemutatott bayesi statisztikdn alapul6

backtesting mddszertan préba erd szempontjabol, kiillonbozé adatmennyiségek mellett.

A szcenariok a kovetkezbek:

i. a modelliink és a realizacid is normalis eloszlasu

1i. a modelliink normalis eloszlasu, a realizacio student eloszlasu

Mindkét szcendri6 az adatok volatilitdsat fogja vizsgalni, mivel a kockédzatkezelés szem-
pontjabdl ez a leglényegesebb, hiszen ez az elbrejelz6 modellek altal legkdnnyebben

kalibrdlhat6é paraméter.

A bayesi és a binomidlis esetében is a statisztikai teszteket 99%-os szignifikancia mellett

fogjuk végezni.

A binomidlis tesztet a kovetkez6képpen fogjuk alkalmazni: tekintjiik a 90, 95 és 99-es
percentilisre végzett binomidlis tesztek eredményét, €s a nullhipotézisiinket akkor fogjuk

elutasitani, ha a harom percentilisbdl legalabb kett6t elutasitottunk.

Ezen fejezetben bemutatott eredmények Monte Carlo szimulédcidval késziiltek. A kddok
Python nyelven, a NumPy és a SciPy kiegészitd csomagok felhaszndldsdval lettek megirva.
A felhaszndlt véletlen szamok a NumPy beépitett random szdm generatordval késziiltek,

ezaltal a Mersenne Twister algoritmusra témaszkodta

A bayesi megkozelitésnél haszndlt két eloszlds, a gamma, mint prior, valamint a normalis,
mint a likelohoodhoz haszndlt eloszlas stirtiségfiiggvényét a NumPy csomag segitségével,

beépitett fiiggvények mell6zésével szamoltuk, hogy ezzel is lecsokkentsiik a futdsi idoket.

6.1. Elso szcenario

Ezen szcendri6 esetén a modelliink standard normalis eloszlasu, mig a realizdci6 szintén
nulla varhat6 értékd, de egynél nagyobb (1,2, 1,5, 1,8) szérdst normélis eloszlasy.
A bayesi backtestinghez hasznalt prior eloszlds a Gamma(10; 10), mig a posteriorhoz

hasznalt likelihood fiiggvény a normélis eloszlés likelihood fiiggvénye.

A cél a binomidlis teszt és a bayesi statisztikdn alapul6 backtesting eljards proba erejének
Osszehasonlitdsa. A préba erd az elutasitds valdszinlisége feltéve, hogy az alternativ

hipotézis igaz.

Zhttps://numpy.org/doc/stable/reference/random/generator.html
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A kovetkezd dbrakon l4thatjuk a hdrom, magasabb volatilitds melletti elutasitasi aranyt,

amit Monte Carlo szimuldcidval, 10000 iteracié mellett kaptunk. Mivel a realizdcidk

volatilitisa nem egyezik meg a modell volatilitdsdval, ezért ezen elutasitisi ardnyok meg-

egyeznek a proba erejével, azaz az 1— mdsodfaju hibaval.

—— bayesi megkozelités —— bayesi megkozelités
—— binomialis teszt —— binomialis teszt
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16. abra. Préba erd dsszehasonlitasa az elsd szcenarié mellett

A[T6 dbra mélyebb megértéséhez ragadjunk ki egy esetet és kovessiik végig a két eljarast!

Tekintsiik az 1,5-0s volatilitds esetét, valamint a 60-as adatmennyiséget:

1. a binomidlis teszt elvégzéséhez generaltunk 60-szor 1000 standard normalis eloszlas-

11

bdl szarmazé adatpontot, amit a modelliink altal szimulélt eloszldsoknak tekintiink.
Ezen eloszldsok 90, 95 és 99-es percentilisébdl képzett 60 hosszi idésorokat hason-
litjuk 0ssze 60, 1,5-0s volatilitdst normalis eloszlasbol szdrmazé véletlen szammal.
Mindhédrom percentilis esetén 99%-0s megbizhatésdggal binomidlis tesztet végziink,
€s ha a harom percentilisbdl legalabb kettd elutasitja a nullhipotézist, akkor a végsd
tesztiink is elutasitja a modell helyességét. Ezt az eljarast 10000 alkalommal megis-

mételjiik, és az elutasitott esetek szama kb. 7000, innen jon a jobb felsé abra kék

vonalanak 60-hoz rendelt értéke

a bayesi backtestinghez szintén legeneraltunk 60 darab 1,5-0s volatilitdsi normé-
lis eloszl4dsbol szarmazo véletlen szamot, majd ezen értékekkel update-eltiik a

Gamma(10; 10) priort a [5| egyenlet alapjan. A likelihood fiiggvény a normalis
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eloszlés likelihood fiiggvénye, hiszen a modelliink is ezen eloszlést feltételezi. A 6
értékeit 10000 adat alapjan hataroztuk meg. Ha az igy kapott posterior eloszlés elsd
percentilise magasabb, mint egy, azaz a modelliink volatilitdsa, akkor elutasitottuk
a nullhipotézist, miszerint a modelliink helyes. Ezt 10000-szer megismételve az
elutasitdsok szama kb. 9200, és innen ered a[I6(b)|dbra 60-as pontjdhoz tartozo piros

érték.

Ezen szimuléciét megismételve 30 — 100 adatponton €s 1,2-es, valamint 1,8-as volatilitdsu

normalis eloszlasbol szarmaz6 realizaciokkal kaptuk a abrét.

Lathatjuk, hogy ezen szcendrid és ezen bedllitdsok mellett minden esetben magasabb a
proba ereje a bayesi megkozelitésnek, mint a binomidlis tesztnek. A abra alapjan azt is
megfigyelhetjiik, hogy magasabb volatilitds mellett magasabb lesz a proba erd mindkét

modszertan esetén, hiszen nagyobb valdszinliséggel vessziik észre a modell helytelenségét.

A[16] dbra azt is megmutatja nekiink, hogy mig a bayesi megkozelités esetén a proba erd
adatmennyiség fiiggvényében egy viszonylag sima fiiggvény, addig a binomidlis teszt ereje
adatmennyiség fiiggvényében az els6faji hibdhoz hasonléan (5) egy hullamz6 fiiggvény.
Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy a binomidélis teszt sokkal érzékenyebb nemcsak a minta

nagysdgdara, de a tényleges mennyiségére is.

6.2. Masodik szcenario

A masodik vizsgélt esetben a modelliink szintén standard normalis eloszldsu, és a likelihood

fliggvény is ennek fényében a normalis eloszlas likelihood fiiggvénye.
Az els§ szcendridhoz hasonléan a bayesi megkozelitéshez haszndlt prior a Gamma(10; 10).

Ezen szcenari6 esetén azonban a realizalt értékek 6 szabadsdgfokd Student-t eloszlast

kovetnek nulla varhat6 érték €s rendre 1,2, 1,5 és 1,8 szdrassal.

A modell és a realizacidk stirtiségfiiggvénye ekkor a kovetkez6képpen alakulnak:
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B standard normalis eloszlas

- Student-t(6,0,1.2)
Student-t(6,0,1.5)

0.35 mam student-t(6,0,1.8)

17. abra. A masodik szcendrid realizdcidinak hisztogramja

Lathatjuk, hogy a tesztekhez hasznalt Student-¢ eloszlasoknak sokkal vastagabb a far-
ka, mint a normélis eloszlasnak. Igy ezen szcendri6val letesztelhetjiik, hogy a bayesi

statisztikdn alapulé mddszer alkalmas-e az ehhez hasonld, modellezési hibdk észrevételére.

Arra a kérdésre is vdlaszt kaphatunk tovabba, hogy ha a modelliink nem normalis eloszl4su,
akkor milyen hibat eredményez a normaélis eloszlas likelihood fiiggvényének haszndlata.
Ez azért is hasznos, mivel a Student-t eloszlas likelihood fiiggvényének kiszamitasa
szamitasigényesebb, mint a normalisé, valamint a szabadsdgfok helytelen megvélasztisa is

befolydsolhatja az eredményt.

A kovetkez6 dbrakon rendre az 1,2, 1,5, 1,8-as szérdsu normalis eloszlasu realizaciok
melletti préba erdket lathatjuk 6sszehasonlitva az azonos szordsu 6 szabadsagfoku Student-

t eloszlasu realizaciok melletti proba erdkkel, kiillonb6z6 adatmennyiségek mellett.
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18. abra. Proba er6 0sszehasonlitdsa a masodik szcenariéo mellett

A[I§] dbra ugyanugy lett 1étrehozva, mint a[I6] dbra bayesi backtesting eredményei. A
[I8] 4bra piros grafikonja megegyezik a[I6] dbra piros grafikonjdval, ugyanigy normalis
eloszlasbol generdltuk a realizdciokat hozza. A abran a zold pontokat Student-
t eloszlasu realizacidkkal generdltuk, azonban a bayesi backtestinghez haszndlt tobbi

paraméter ugyanaz, mint a kordbban l4tottak.

Lathatjuk, hogy ha a modelliink normélis eloszlasu, és a bayesi backtesting sordn is a nor-
malis eloszlas likelihood-fiiggvényét haszndljuk a Student-¢ eloszlasbdl jovo realizaciok

detektdlasdhoz, akkor is j61 miikodik a médszer.

A[I8] dbran azt figyelhetjiik meg, hogy a médszer sokkal megbizhatébban miikddik,
ha a realizaciok Student-t eloszlasbdl szarmaznak, mint ha azonos volatilitasi normalis
eloszlasbdl szarmaznanak. Ennek az az oka, hogy a Student-t eloszlas egy vastagabb
farku eloszlés (ahogy azt a abran is lathattuk), ezéltal a prior update-elése soran tobb
megfigyelés jon az eloszlds széleibdl, mint a normélis eloszlasu realizaciok esetén, ezaltal

a tapasztalati szords magasabb lesz kevesebb adat esetén is.

Ez egyrészt azért is 1ényeges, mivel a Student-t eloszlas likelihood-fiiggvénye sokkal sza-
mitdsigényesebb, mint a normélis eloszldsé, hiszen megjelenik benne a gamma-fiiggvény,
igy futasi id6 szempontjabol nem szerencsés valasztds. Masrészt modellez6i szemszogbol
az is fontos, hogy normadlis eloszlas feltételezése mellett is megbizhaté eredményeket ad-e

a tesztiink, hiszen ez a feltételezés egy elterjedt piaci gyakorlat.
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Megjegyezziik tovabba, hogy a[l16] abra binomidlis teszt alapjan meghatdrozott eredmé-
nyeihez képest a bayesi backtesting eredményeinek legenerdldsa 6tszor annyi idot igényelt,
ami jol mutatja, hogy mekkora az ugras a futdsi idékben a két médszertan kozott. Ha a
abran a Student-¢ eloszldsbol szdrmazé realizacidkat a Student-t eloszlds likelihood fiigg-
vényével értékeltiik volna ki, akkor a binomidlis teszthez képest koriilbeliil harmincszor

tobb id6t igényelt volna az dbrék elkészitése.

6.3. Eredmények osszegzése

Ezen fejezetben a bayesi backtesting el6nyeit és hatranyait fogjuk ismertetni az eddig 14tott

eredmények alapjén.

A moddszer eldnyei:

préba erd szempontjabdl feliilmilja a binomidlis tesztet,

a proba er6 az adatmennyiség kell6en sima fiiggvénye, igy a binomidlis eloszlasnal

latott ,,ugrasok” nem torzitjak az eredményt,

a posterior eloszlds ad a paraméter tényleges értékérdl egy megfigyeléseken alapul6

becslést,

kozvetleniil a keresett p(modellladat) értékkel foglalkozik a p-érték helyett.
A bayesi backtesting hétranyai:

- szamitdsigényes,

- sziikség van egy priorra, aminek a meghatarozasa egy egész piac szimuldldsanal

jelentSs erdfeszitést igényel,

- a modellek komplexitdsa miatt a keresett paraméter meghatarozasa is bonyolult

lehet.

Osszességében a bayesi backtesting a partnerkockdzatok teriiletén lehet igazdn hasznos,
ahol a szabalyozas nem hataroz meg sem konkrét médszertant magdra a backtestingre,
sem a piaci kockdzatokhoz hasonlé biintet6faktorokat. Az EPE modellek tesztelése so-
rén a volatilitds paraméterének meghatdrozasa a posterior eloszlds segitségével segithet
egy esetleges tOkekiegészités meghatarozasdban, valamint felgyorsithatja a backtesting

eredmények kiértékelését is.
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7. Konkluzid, tovabbi kutatasi kérdések

Ezen dolgozatban a jelenleg is haszndlt els6dleges kockdzati mérték, a Value-at-Risk (VaR),
azaz a kockdzatott érték backtestingjét vizsgéltuk meg klasszikus €s bayesi statisztikai

modszerekkel.

A 3| fejezetben bemutattuk a backtestinget, mint statisztika eljarast, valamint a szabalyoz6i
irodalom ide kapcsolddo részeit. Bemutatdsra keriilt a piaci kockazatok teriiletén haszndlt
haromzoénds mddszertan, valamint a partnerkockdzatok EPE (Expected Positive Exposure)

modelljeinek backtestingje sordn felmeriild kihivasok is.

AH] fejezetben az egyik legjobb fix paraméter melletti backtesting modszertant vizsgaltuk

meg, a binomidlis tesztet. Kitértiink az alacsony mintaelemszam mellett fellépd magas

els6fajd hibdra, valamint annak pontos okdra €s néhany tulajdonsagéra is.

A5 fejezetben bevezettiik a bayesi statisztikdn alapulé backtestinget. Részletesen ki-
tértiink a modszertan motivicidjara, a p-€rtékkel kapcsolatos problémék bemutataséara
is. Ezen fejezetben egy konkrét példan keresztiil mutattuk be a médszertan miikodését
és sziikséges bemeneti adatait abban az esetben, amikor a modell félrespecifikdlasa a

volatilitds paraméterébdl ered.

Megvizsgaltuk, hogy milyen gyorsan konvergél a posterior eloszlds varhat6 értéke a
realizalt adatok tapasztalati sz6rdsdhoz, €s arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az eltérés

nagyon hamar, partiz adatpont utdn is kis hibaval kozeliti a keresett értékiinket.

A bayesi backtestinghez a kovetkezSkre van sziikség a klasszikus binomidlis teszt bemeneti
értékein feliil: egy likelihood fliggvényre és egy prior eloszldsra. A5 fejezetben kitér-
tiilnk a prior szerepére is: megvizsgéltunk tobb lehetséges prior vdlasztast is, és azt lehet
mondani, hogy az egyenletes eloszlas valasztdsaval gyorsabban konvergédlunk a keresett
paraméterhez, azonban az egyenletes eloszlds korlatos értékkészlete miatt fals eredményt
kaphatunk. Ennek felolddsara javasoljuk a kétkoros backtestinget: el6szor egyenletes
eloszlast hasznélva torekedjilink a valésdgot minél pontosabban leiré paraméterek megtald-
lasara, majd a prior eloszlas széleit visszaado esetekben végezziik el djra az eljarast egy

sz€lesebb értékkészlettel rendelkezd prior eloszldssal.

Megvizsgaltuk tovabba, hogy a prior update-elésének gyakorisdga milyen hatassal van
a végso posterior eloszlasra, €s arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az dsszes rendel-
kezésre all6 adat felhaszndldsaval készitett posterior eloszlds pontosan megegyezik az
id6északosan kicserélt prior-posterior parok utdn kapott végsé posterior eloszldsdval. Ezzel
megmutattuk, hogy bar hasznos a posterior eloszlasok varhat6 értékének iddsorat tekintve

vizsgalni a mogottes folyamatok dinamikdjat, mégis elegendd az eljardst egyszer, minden
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rendelkezésre all6 adat felhaszndldsaval elvégezni ahhoz, hogy megkapjuk a megfigyelt

adatok altal legjobban leirt keresett paramétert.

Az[5.5] alfejezetben bemutattuk, hogyan lehet a bayesi statisztikdn alapul6 backtestingre

egy hipotézisvizsgdlatot épiteni.

A6l fejezetben két szcendridt vizsgdltunk a volatilitds félrespecifikdldsdra: az els6 esetben
a modelliink és a megfigyelt adataink is normalis eloszlasbol szarmaztak, mig a masodik
esetben azt vizsgaltuk, hogy normalis eloszlasi modellt feltételezve hogyan alakulnak az

eredmények, ha a megfigyelt adataink Student-t eloszlast kvetnek.

A 30 — 100 adatmennyiség fiiggvényében meghataroztuk a binomidlis teszt és mind-
két szcenarié melletti bayesi backtesting proba erejét €s azt tapasztaltuk, hogy a bayesi

megkozelités minden esetben feliilmulta a binomidlis tesztet.

A masodik szcendri6t vizsgélva arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az eljards alkalmas
nem csak a paraméterek, de a modellvélasztds hibdjanak detektédldsdra is egy olyan nagyon
fontos esetben, amikor a megfigyelések eloszldsa vastagfarkd, igy a magasabb percentilisek
backtestingjére kiemelten sziikség van, hiszen a sz€1s6 értékeken tapasztalunk igazdn nem

fedezett kockazatot.

Osszességében a bayesi backtesting feliilmiilja a binomidlis tesztet préba erd szempontji-
bél, valamint lehet6séget ad a modellez&knek arra, hogy a posterior eloszlas segitségével
jobban megértsék a realizalt adatok mogott meghtizodo folyamatokat, ezaltal pontosabb
modellkalibralést tesz lehetové. A bayesi backtesting nagy elénye tovdbbd, hogy pont
a jO kérdésre ad vdlaszt: helyes-e a modelliink, ha bizonyitékként egy adott megfigyelt
adathalmaz 4ll a rendelkezésiinkre. Ezzel szemben, a klasszikus hipotézisvizsgalatban csak
a megfigyelt adatok valdszinlis€gét hatarozhatjuk meg egy adott modell specifikdcigjanak
helyessége esetén, és nem kapunk bizonyitékot magdnak a modellnek a helyességére

vonatkozdan.

Az eljaras egyetlen altalunk talalt gyengeségét a szamitdsigényessége adja, valamint, hogy
a binomiadlis teszttel ellentétben egy plusz informécidra, a prior eloszldsra is sziikségiink

van, aminek a meghatarozasa szintén eréfeszitést igényel.
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