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Bevezetés

A differencidlegyenletek témakore régota kutatott, szertedgaz6 része a matematikdnak. A ter-
mészetben lejatszodo jelenségeket, egyéb tarsadalmi és pénziigyi folyamatokat gyakran ezek
segitségével tudjuk leirni. Sok esetben egy olyan rendszer idébeli viselkedésére vagyunk kivén-
csiak, amelynek tudjuk a kezdeti dllapotét, és ismerjiik a dinamik4jat leir6 egyenleteit. Sajnos
a legtobb kezdetiérték-problémat nem tudjuk analitikusan megoldani, ezért numerikus modsze-

rekkel kell kozeliteniink a megoldést.

Az id6fiiggd differencidlegyenletek numerikus megoldédsat sokféle kiillonb6z6 médszerrel vé-
gezhetjiik, melyek nagy része id6diszkretizdldson alapul. A klasszikus egylépéses mddszerek
esetében a megoldds kozelitését egy pontban az el6z6 pontban felvett értékbdl szdmoljuk ki.
Ekkor egy szekvencidlis algoritmust kapunk, amely futisi ideje egyenesen ardnyos az idébeli
rdcspontok szdmdaval. A mai processzorok elérték a maximalis teljesit6képességiik hatarat, igy
a tobbmagos szdmitégépek megjelenése 6ta természetes igény alakult ki differencidlegyenletek
parhuzamos megoldasi médszereinek kidolgozasdra. A szakdolgozatban roviden végigtekin-
tiink a parhuzamositott numerikus médszerek koriilbeliil 60 éves torténelmén, majd részletesen
targyaljuk az n. id6ébeli tobbracsos redukciés (Multigrid Reduction In Time, a tovabbiakban
MGRIT) moédszert, melyet 2014-ben vezetett be R. D. Falgout, S. Friedhoff, Tz. V. Kolev, S. P.
MacLachlan és J. B. Schroder. [4]]

A tobbracsos (Multigrid, a tovdbbiakban MG) mddszerek hatékonyan alkalmazhatéak klasszi-
kus térbeli elliptikus egyenletek megoldédsainak a kozelitésére, viszont nem terjeszthetdek ki
magatdl értetddd moédon az id6 dimenziéra. Az MGRIT algoritmus tekinthets egy tér-id6 MG
moddszernek, amely az id6tengelyt specidlisan kezeli a tobbi térbeli tengelyhez képest. A mdd-
szer bevezetéséhez el6szor megvizsgaljuk a Lions, Maday és Turicini altal 2001-ben bevezetett,
1ddpéarhuzamositott Parareal algoritmust, amely értelmezhetd egy idotengelyre alkalmazott két-
szintes tobbracsos moédszerként is. Az algoritmus j6l hasznélhatd, viszont a két szint hasznélata
limitalja a lehetséges parhuzamositds mértékét. A Parareal algoritmus konnyen kiterjeszthetd
tobb racsra, amely kovetkeztében tulajdonképpen az MGRIT mddszerhez jutunk. Ennek a meg-
kozelitésnek az az eldnye, hogy az algoritmus kdnnyen beépithetdé mar 1étezd kdédokba, mivel

csak egy egylépéses mddszer szubrutinjara van sziikségiink, amivel a kdvetkez6 pontba 1épiink



az el6z06 ismeretébdl. A [4] cikk szerzdi a moédszer bevezetése mellett implementaltdk is az
algoritmust, amely elérhetd az XBraid publikus GitHub repozitériumban [22].

Az 1. fejezetben felelevenitjiik azokat az alapfogalmakat, amelyekre sziikségiink van a dol-
gozat megértéséhez. A késdbbiekben gyakran fogunk visszautalni az itt lefrtakra. Bevezetjiik
a kezdetiérték-probléma fogalmat, roviden megnézziik az egylépéses modszereket, és tomoren

leirjuk az MG modszerek elméletét.

A 2. fejezetben az id6parhuzamositott médszerek témakorét targyaljuk. Négy nagy csoportba
soroljuk az algoritmusokat aszerint, hogy milyen miiveleteket végeznek parhuzamosan. Meg-
prébaljuk szamba venni a legfontosabb otleteket, amelyek hozzéjarultak a témakor ma is dina-

mikus fejlédéséhez. A fejezet végén részletesen leirjuk a Parareal algoritmus 4ltaldnos forma4jat.

A 3. fejezetben keriil bevezetésre az MGRIT médszer. El6szor megmutatjuk, hogy linedris fel-
adat esetén a Parareal algoritmus tekinthet6 egy kétracsos algoritmusnak az idStengelyen, majd
tobb rdcsra torténd éltaldnositassal az MGRIT algoritmushoz jutunk. A paraméterek optimali-
zaldsa utan osszehasonlitjuk az MGRIT algoritmus és a klasszikus szekvencidlis médszer futési
idejét a rendelkezésre all6 processzorok szamdnak fliggvényében. Végiil a teljes approximacios

séma segitségével kiterjesztjilk a modszert nemlinedris feladatokra is.

Az utolsé 4. fejezetben kiilonboz6 feladatokon végzett mérések eredményeit irjuk le. A feje-
zet elején olyan problémdékkal foglalkozunk, amelyek kozonséges differencidlegyenletek segit-
ségével jellemezhetéek. El6szor egy kétdimenzids linedris probléman ellendrizziik az algorit-
mus helyességét, majd egy nagyobb, ugyancsak linedris problémén vizsgaljuk a médszer futdsi
idejét. Ezutan egy nemlinedris problémat, a SIR-modellt tanulmédnyozzuk. Részletesen leirjuk,
hogy a diszkretizdlas és az implementécidé sordn milyen eszkozoket hasznéltunk, €és azt anali-
zaljuk, hogy mikor konvergal az algoritmus a megoldashoz. Ezt kovetden éttériink a parcidlis
differencidlegyenletek esetére, ahol a legrészletesebb elemzéseket a linedris és nemlinedris ho-
vezetési egyenleteken végezziik. A mddszer paramétereinek a futdsi idore €s a sziikséges itera-
ci6k szamara gyakorolt hatdsit tobb szemszogbdl vizsgaljuk. A tesztekhez az XBraid szoftvert

hasznaltuk, és ezeket az ELTE szerverein futtattuk.



1. fejezet

Alapfogalmak, klasszikus numerikus

modszerek

Ebben a fejezetben azokat a fogalmakat gy(jtottiikk 6ssze, melyek ismerete sziikséges a dol-
gozat késobbi részeinek a megértéséhez. Bar az Olvasordl feltételezziik, hogy tisztidban van a
differencidlegyenletek alapvetd fogalmaival, el6szor leirjuk, hogy a dolgozatban pontosan mit
értiink kezdetiérték-probléma alatt. Ezutan roviden dtvessziik az egylépéses mddszereket, mi-
Végiil megnézziik a klasszikus, térbeli elliptikus egyenletekre alkalmazhatd tobbracsos mod-
szereket. Az itt szerepld fogalmakra kés6bb gyakran hivatkozni fogunk, ezért érdemes gyorsan

végigfutni a fejezeten akkor is, ha az Olvasé magabiztos tuddssal rendelkezik ebben a témaban.

1.1. Kezdetiérték-probléma

1.1. Definici6é Legyen d € N* szdm, G C R x R? egy tartomény (azaz 6sszefiigg nyilt halmaz),

(to, up) € G egy adott pont és f : G — R? folytonos leképezés. Ekkor az
w' (1) = f(2, u(®)

u(to) = uo

(1.1)

problémat kezdetiérték-feladatnak nevezziik.

Egy kezdetiérték-feladat megoldasa azt jelenti, hogy meghatdrozzuk az 6sszes olyan I nyilt
intervallumot és u : R — R? fiiggvényt, amely az I C R intervallum pontjaiban egyrészt

behelyettesithetd a feladatba, mésrészt pedig azt ki is elégiti.

1.2. Definicié Az (T.1)) kezdetiérték-feladat megolddsai olyan u : I — R folytonosan differen-
cidlhato6 fiiggvények, melyekre



o minden ¢ € I esetén (¢, u(t)) € G,
o u'(t) = f(t,u(t)), minden t € I,

o 1o €1 ésu(ty) = up.

Amikor a kezdetiérték-feladattal egy természettudomanyos problémit, jelenséget modelle-
ziink, akkor elvérjuk, hogy l1étezzen egyértelmi megoldas. Ennek igazoldsahoz haszndlhatjuk a
kovetkezd két tételt, melyek elégséges feltételt fogalmaznak meg a megoldas lokalis és globdlis

egyértelmiiségére.

1.3. Tétel (Picard-Lindelof) Ha az f fiiggvény a (fy, up) € G pontban a masodik valtozéjaban
teljesiti a lokdlis Lipschitz-feltételt, akkor az (I.1]) kezdetiérték-problémaénak 1étezik megoldasa,

€s az lokélisan egyértelmd.

1.4. Tétel Ha minden (#y, uy) € G kezdGpont esetén az (I.1)) kezdetiérték-probléma lokalisan

egyértelmiien oldhaté meg, akkor globdlisan is egyértelmien oldhaté meg.

A tovébbiakban feltessziik, hogy az (I.1)) kezdetiérték-problémanak egyértelmi a megolddsa
egy adott [ intervallumon. Mivel a ¢ vdltoz6 az id6t jeloli, ezért az (I.1)) feladat megoldédsa azt
irja le, hogy a rendszer idében hogyan véltozik. Gyakorlatban ez azt jelenti, hogy ismerjiik a
rendszer allapotdt egy rogzitett kezdeti idSpontban, €s a rendszer késdbbi viselkedését szeret-
nénk meghatdrozni, azaz az u(t,) ismeretében az u(t) fliggvényre vagyunk kivancsiak, amikor
t > ty. Természetesen nem jelent megszoritast, ha a kezd&pontot 7, = 0 értéknek valasztjuk.
Tovabba rogzithetiink egy végs6 T idSpontot is.

Ekkor a kezdetiérték-feladat a kovetkezd alakot 6lti:

u' () = f(t,u(®), te€l[0,T],
u(0) = ug

(1.2)

7 2

A késdbbiekben, ha kezdetiérték-feladatrol beszéliink és kiilon nem emeljiik ki, akkor mindig

az (1.2)) alakd problémadra gondolunk.

1.2. Egylépéses modszerek

A megoldés 1étezését bizonyito tételek, mint példaul a Picard-Lindelof tétel, nem konstruktivak,
azaz nem adnak eszkozt az kezdetiérték-probléma megoldasainak eldallitsara. Altaldban
a megolddsok csak specidlis jobb oldal esetén adhat6ak meg képletek segitségével. Ahelyett,
hogy a pontos megoldas kiszdmolasara koncentrdlnank, a dolgozatban olyan numerikus meg-
oldésra toreksziink, amelyek jol kozelitik azt. Az egyik legrégebbi és legelemibb 6tlet, hogy

hasznéljunk egylépéses numerikus modszereket.
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Osszuk fel a [0, T'] intervallumot N részre a {0 = 1y < t; < -+ < ty_1 < ty = T} rdcshalo pont-
jaival. A megoldas ezen 1y, t,...,ty_1, ty pontokban felvett értékét szeretnénk kozeliteni rend-
reauy, u,...,uy_1, uy értékekkel. Legtobbszor ekvidisztans racshdlét hasznalunk a gyakorlat-
ban, azaz a szomszédos osztépontok kozott a 1épéskdz azonosan h = % Egylépéses mddszerek
esetében az u;, kozelit6 értéket a megeldz u; érték segitségével hatdrozzuk meg. Képlettel ez
a kovetkezo6téleképpen fejezhetd ki:

Up = Uo,
(1.3)
Uiy = O () + g1, i=0,1,...,N-1,

ahol a @;(-) fliggvények €s g; szamok (i = 1,2,..., N) karakterizaljak a modszert. Explicit mod-
szer esetében konnyen meghatdrozhatdak a @, (u;) értékek, mig az implicit esetben gyakran
egy iterativ médszert kell haszndlnunk. Példdul a legegyszer(ibb explicit médszer, az explicit
Euler médszer esetébe @;,(u;) = u; + hf(t;, u;) és g1 = 0. A gyakorlatban altaldnosabb Runge-
Kutta mddszereket hasznédlnak, amelyek mar magasabb konzisztencia renddel és nagyobb stabi-
litdsi tartomannyal rendelkeznek. Ezen csalddon beliil legnépszeriibb explicit médszer az RK4

modszer, melynek alakja

ki = f(t;, uy),

ky = £ (t +0.5h, 1; + 0.5hk,) ,
ks = f(t; + 0.5h, u; + 0.5hk,),
ky = f(t; + h,u; + hks),

h
Uir1 = U; + 6 (k1 + 2k2 + 2k3 +k4),

amely szintén felirhaté a fenti (1.3)) alakban. Az (1.3]) egyenletekbdl konnyen latszik, hogy az
egylépéses mddszer éltal adott megoldds megegyezik a kovetkezd A(u) = g egyenletrendszer
megoldasdval:

1 Uo 80
-0, I u
Au=| ' =18 = (1.4)

Oy I_ | UN | | 8N |

Erdemes megjegyezni, hogy az A leképezés elemei a ®; fiiggvények, amelyek nem feltét-
leniil linedrisak. Ha ezen fliggvények mégis linedrisak, akkor A egy matrix, melynek elemei
valds szamok. Ekkor az Au = g linedris egyenletrendszert kell megoldanunk. A trividlis otlet,
hogy fentrdl lefelé sorban haladva szdmoljuk ki az u vektor elemeit. Ekkor éppen az egylépéses
modszert kapjuk vissza. Az id6ben parhuzamositott numerikus médszerek esetében mas médon

oldjuk meg az egyenletrendszert.



1.3. Tobbracsos (MG) modszerek

A klasszikus elliptikus differencidlegyenletek (Laplace- vagy Poisson-feladatok) egyik legjob-
ban bevélt megoldasi modszere az MG moédszer, amely tobb rdcson végzett miiveletek segit-
ségével hatdroz meg egy kozelitd megoldast. El6szor definidlunk egy finom racsot a feladaton,
amelyen szeretnénk kozeliteni a tényleges megoldast. A véges differencidk mddszerével, vagy a
végeselem moddszer hasznélataval a probléma egy Au = b linedris egyenletrendszerre vezethetd
vissza. A véges differencidk mdédszerét dltalaban ekvidisztans felosztasu racshdlon alkalmaz-
zuk, és a mddszer azon alapul, hogy az egyenletben szerepld derivaltakat megfeleld kiilonbségi
hanyadosokkal kozelitjiik. A kapott A matrix tipikusan szimmetrikus, sdvos szerkezet(i és rit-
ka, azaz minden sordban a probléma méretétdl fiiggetleniil konstans sok nem O elem szerepel.
Példéaul egy dimenzids esetben a masodik derivélt kozelitésére tipikusan haszndlt masodrendi
centrélis differenciaséma hasznalataval egy tridiagondlis matrixhoz jutunk. Ha pontos kozeli-
tésre van sziikségiink, akkor kis 1épéskozii racsot haszndlunk, aminek kovetkeztében a kapott
egyenletrendszer mérete olyan nagy lesz, hogy sok id6be telik meghatarozni a megoldast. Ezen
segit a tobbracsos mddszer, amely iterativ médon oldja meg az egyenletrendszert durvabb racso-
kat haszndlva. Ebben a fejezetben roviden 6sszefoglaljuk az MG mdédszerek alapvet6 elméletét
a [16] jegyzetre tdmaszkodva, ahol a témakor részletesebb leirdsa taldlhat6 példdkkal kiegészit-

VveE.

Tegyiik fel, hogy a véges differencia mddszert haszndlva a h 1épéskozii racson az
Ahu = bh

linedris egyenletrendszerhez jutunk, és adott egy w kozelitése a megoldasnak. Ezt a w vektort
szeretnénk javitani, hogy kozelebb keriiljiink az igazi megoldashoz. Eloszor vizsgaljuk azt az
esetet, amikor két racsunk van. A finomabb €, amihez az A,u = b, linedris egyenletrendszer
tartozik és egy durvabb H 1€péskozii Qy, amely példaul minden masodik pontjat tartalmazza a
finom racsnak. Szeretnénk meghatdrozni egy p javit6 vektort, hogy az u = w + p érték kozelebb

legyen az igazi megoldshoz. Legyen
r, = bh - AhW

a hibavektor a finom racson (a kés6bbiekben néha rezidudlisként illetve maradékvektorként is

hivatkozunk rd). Ekkor ha p-t igy vélasztjuk, hogy kielégitse az
App =1
egyenletet, akkor nem meglepé médon u = w + p valasztassal épp a pontos megoldast kapjuk
Apu = Ay(w + p) = Apw + Ay(A, (b, — Apw)) = by,

9



A kétracsos mddszer esetében a segédfeladatban a p vektor meghatdrozasdndl nem az A, mat-
rixot, hanem annak egy Ay kozelitését haszndljuk, melyet a durvabb racson alkalmazott véges
differencia médszerbdl nyeriink. Igy tovabbra is csak egy kozelitését kapjuk az igazi megoldas-
nak, viszont gyorsabban meg tudjuk hatdrozni. A problémdt az jelenti, hogy a dimenziészdmok
nem egyeznek meg, mert a p és r;, vektorok a finomabb, mig az Ay matrix a durvabb racson
van értelmezve. Ezért definidljuk az R : V, — Vg szlkitd (megszoritds vagy restrikcid) és
P : Vy — V, kiterjeszt6 (prolongdld) leképezéseket a V), finom, illetve Vy durva racshoz tarto-

76 alterek kozott. Igy a kovetkez§ iterdciéhoz jutunk :
Ut = uF — PAY R(AuF - by). (1.5)

Ha az r, € V,, vektornak nincs Vy-beli komponense, akkor Rr, = R(A,u* — b,) = 0, azaz az
iteracios 1épés nem javit, az iterci6 ledll u*-ban. Ezért az eddig leirtakon tul dn. el&simit4st al-
kalmazunk, hogy a nemtrividlis magtér okozta problémét és az abbdl ad6do sajatfiiggvény osz-
cillacigjat feloldjuk. Az eldsimitdst dltaldban klasszikus iterativ eljardsokkal (csillapitott Jacobi-

vagy Gauss—Seidel-iteraciokkal) végezziik.

1. Algoritmus Kétradcsos médszer

1. Tegyiik fel, hogy adott az uf kozelités.
2: Simitds: A B matrix alkalmas megvalasztasdval hajtsunk végre iterdciot (Jacobi, Gauss-
Seidel):

Vo = ui
Vier = v, =B YA =by), j=0,1,...,1-1

V=YV
3: Rezidualis kiszamitasa és leszikitése :

ry :Ahv—bh

ruy = R(ry,)
4: Megoldas a durva racson:
Apen = —ry
5: Prolongalds és korrekci6:
en = Plen)
utt =v+ e,

Az iterativ eljarasokndl tipikusan kétfajta ledllasi feltételt fogalmazhatunk meg. Az egyik az
iteraciészamon alapuld, amikor elére meghatarozzuk, hogy hany iterdciét fogunk végrehajta-

ni. A mdésik a tolerancidn alapuld, amikor valamilyen hibamennyiség egy bizonyos érték ald

10



csokkenése utdn allunk le. Az MG mddszernél a rezidudlis vektor eukleideszi norméja egy j6
mérdszam a hibara nézve.

Jelolje u* a pontos megoldast. Egy kis szamolas utdn beldthato, hogy az e’;l = ufz — u* approxi-

macids hibara fennall az

eyt = (A, — PAL'R)AL(I - B7'A)) €] (1.6)

K

egyenl6ség. Ha az eldsimitds mellett az iterdci6é végén tgynevezett utésimitdst is végrehajtunk
a korrekci6 utdn, és a megszorité és prolongélé leképezéseket tigy vélasztjuk, hogy R = PT

legyen, akkor az el6bb definidlt K matrix a
K = -B"A)(A;' - PA,'PHA,I - B'A))
alakot oOlti, és szimmetrikus lesz az A,-skalarszorzatra nézve.

Véges differencia modszer haszndlata esetén az egyik legegyszerilibb prolongici6 a linedris
kiterjesztés, amikor a finom racson értelmezett megoldas értékeit a kozeli durva racspontokban
felvett értékek linedris kombinécidjaként szamitjuk ki. A legegyszeriibb lesziikités a megszori-
tds, amikor a megtartjuk a durva pontokban a finom ricsbeli ért€keket. Ezen leképezések mat-
rixa azonban nem egymads transzpondltja, igy a megszoritast igy szokas felirni, hogy matrixa a

linedris kiterjesztés matrixdnak transzpondltja legyen.

A mddszer akkor konvergens, ha a K matrix spektralsugara kisebb mint 1, azaz ha p(K) < 1.

Legyen ||.||; és |.|l, két alkalmasan megvalasztott, a finom racson értelmezett vektornorma, és

jelolje
1A ]|,
llAlls» = max
220 |[[x]lp
az altaluk indukdlt matrixnormét. Ekkor a p(K) < ||K||.. = |IK|l. egyenltlenség miatt elég

igazolni, hogy ||K]||, < 1.
1.5. Definicio

Egy MG moddszerre teljesiil az a—approximécids tulajdonsag, ha 1étezik olyan C > 0
konstans, hogy
1A, = PAL PD)llay, < Ch®.

Egy MG mddszerre teljesiil az a—simité tulajdonsdg, ha 1étezik olyan &, — 0 h-tdl fiig-
getlen sorozat, hogy
1A = B A llpa < 17"

1.6. Tétel Ha egy MG mddszerre valamely @ > 0 esetén teljesiil az a—approximéacios és a—
—simité tulajdonsdg, akkor 1étezik olyan / € N* szam, hogy az [ darab simitdst tartalmazo

kétracsos algoritmus konvergens. Azaz van olyan o < 1, hogy

k+1 K
ey lla < olleglls Yk € N
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Bizonyitds. A két tulajdonsdgot kombindlva rogton kapjuk az eredményt.

ey la = 1K eylle = (A" = PAL PDAL = B Ap)ejlla <
<A, = PAY POllasllAn = B Apejlls < (A" = PAG POllasllAn( = B~ A)llsallejlla <

— k k
< Ch%gih™lle,| = Cellle),lla

Vilasszuk [-et akkorara, hogy o = Cg; < 1 teljesiiljon. [

Természetesen a K matrix fligg a diszkretizalastol, a prolongdld és a lesziikitd operatorok,
illetve a simité iterdcié valasztasatol. Ezért minden esetben kiilon meg kell vizsgalnunk, hogy
a modszerre teljesiilnek-e az elébb leirt tulajdonsdgok alkalmasan vélasztott normak esetén.
Altaldnossdgban az mondhaté el, hogy elliptikus feladatok esetén mind a véges differencidk
modszerét, mind a végeselem modszert hasznalva konvergens algoritmushoz jutunk klasszikus

simito iteraciok hasznalataval.

A kétracsos algoritmusndl a futdsi idében ott nyeriink, hogy a linedris egyenletrendszert nem a
finom, hanem a durva racson oldjuk meg. De mi van akkor, ha a durva racshoz tartozé egyenlet
is til nagy ahhoz, hogy direkt oldjuk meg ? Egyszerti otlet, hogy definidlunk egy még durvabb
rdcsot, és a két durvabb ricsra is egy kétracsos médszert alkalmazunk. fgy igazabdl el is ju-
tottunk a haromrdacsos médszerhez. Altalanosan a tobbréacsos eset hasonldan, rekurziv médon
kezelhetd. A rekurziv hivasok sorrendjének tekintetében tobbfajta ciklust kiilonboztetiink meg.
A legegyszeriibb V-ciklusban minden racson eldsimitunk, majd kiszdmitjuk és leszkitjiik a re-
zidudlist (1asd abra). A legdurvabb racson megoldjuk a kapott linearis egyenletrendszert,
majd sorban visszaprolongaljuk a kapott megoldast a finomabb racsokra, és kozben utésimitast
is végziink a pontosabb kozelités érdekében. Két racs esetén nincs jelentdsége az utdésimitisnak,
mivel a kovetkezs iteracid elején el6simitds kovetkezik. Viszont ha tobb racson dolgozunk, ak-
kor az el6simitdshoz hasonl6an egy egyszerd iterdcidval megvaldsithatd utdsimitast nem mindig

elOsimitas kovet.

1.1. abra. V- és W-ciklus 4 racs esetén.
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Masik véltozatot kapunk, ha minden szinten kétszer hivjuk meg az algoritmust rekurzivan az

eggyel durvabb racson. Ekkor az dgynevezett W-ciklushoz jutunk (1asd[I.1] dbra).

Természetesen nem csak egyszer vagy kétszer lehet meghivni rekurzivan az algoritmust, ha-
nem tetszSleges y € N* szdmszor. Ha y értékét nagynak véalasztjuk, akkor egy ciklus (iteracid)
alatt tobbet javitunk a kozelitésen, viszont a 1€pésszam megnd. A tobbracsos modszer egyik els-
nyOs tulajdonsaga, hogy kis y értékek esetén tetszbleges szintszam esetén a 1épésszam optimalis

marad, azaz linedris a feladat (a legfinomabb rdcs) méretében.

1.7. Tétel Tegyiik fel, hogy L szintiink van, és a szinteket a legfinomabbtdl a legdurvabbig
sorszamozzuk. Jelolje T (L) az algoritmus futdsi idejét és N, a feladat méretét, azaz a racspon-
tok szamét az [-edik legfinomabb racson. Tovabba tegyiik fel, hogy a ritkitds mértéke minden

szinten ugyanakkora

N
m=——, [=12...,L—1,
N
Ha y-ra teljesiil, hogy
Y <1,
m

akkor a tobbracsos mddszer egy iterdcidjanak a lépésszama fiiggetlen a szintek szdmatdl és

linedris a legfinomabb riacs méretében. Azaz 1étezik b € R konstans, hogy

T(L) < bN,.

Bizonyitds. Jelolje T(L) az L racsot haszndl6 algoritmus futdsi idejét. Az [-edik szinten a simi-
tas, a rezidudlis meghatdrozasa, a restrikcié és a prolongacié miveletek elvégezhetéek O(N,)
1épésben, mert az [-edik szinthez tartozé A matrix ritka €s savos szerkezetdi. fgy egy rekurziv

képlethez jutunk, ahol haszndlva a mértani sor dsszegképletét a tétel bizonyitasat kapjuk.

T(L) = bN; + yT(L - 1) = bN; + y(bN, + yT(L - 3)) =

L I b
:bN1+bZN1+y2T(L—3):---:bNIZ(Z)< N,
n =0 M I_E

A gyakorlatban a V- és a W-ciklust szoktdk hasznalni. A mddszer fontos része a j6 kezdo-
pont vélasztds. Ha keziinkben van egy j6 kozelités, akkor el tudjuk inditani az algoritmust,
viszont gyakran nincs ismeretiink a megoldasrél. Ekkor hasznélhatjuk az F-ciklust, az igyne-
vezett teljes ciklust (gyakran FMG-ciklusként is szoktak ra hivatkozni). Ekkor a legdurvabb
racsrdl indulunk, ahol megoldjuk a kisebb méretii problémét, majd a megoldést felprolongaljuk
az eggyel finomabb ricsra, ahonnan egy V-ciklust inditunk. Ezt rekurzivan addig ismételjiik,
amig a legfinomabb récsra ériink (l4sd dbra). Erdemes még megjegyezni, hogy az algorit-

mus Iépésszdma linedris marad a feladat méretében az F-ciklus hasznélataval is.
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1.2. abra. F-ciklus 4 racs esetén.

Tobb racs esetén a szomszédos racsok méreteinek a hanyadosa nem kell, hogy éllando le-
gyen. A megoldand¢ feladat karakterisztikdjatol fiiggéen lehetdségiink van az ugynevezett rit-
kit6 faktor haszndlatdra és értékének véltoztatdsdra. Sok esetben a megfeleld ritkitasi stratégia

megvalasztasaval jelent6sen csokkenthetd a mddszer futési ideje.

Az MG eljarast nemcsak klasszikus elliptikus, hanem 1d6fiiggd parcidlis differencidlegyenle-
tekre is szoktdk alkalmazni. Ebben az esetben a térbeli irdinyokhoz hasonldéan az id6tengelyen
is tobb felosztast hasznalunk, €s a modszert tér-idd (space-time) MG médszernek hivjuk. Mint
latni fogjuk, az MGRIT algoritmus 1s tekinthetd tér-id6 MG moddszernek, viszont specidlisan,

kiilonb6z6 médon hasznélja az id6tengelyt, mint a térbeli irdnyokat.
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2. fejezet

Idoparhuzamositott médszerek

Az idéparhuzamositott modszerek torténelme 60 évre tekint vissza, és manapsag Ujra aktivan
kutatott teriilete a matematikanak. A klasszikus médszerek az id6tengely mentén nem végeznek
parhuzamosan szamitdsokat, aminek az az oka, hogy az id6 egyirdnyud. Egy differencidlegyenlet
megoldésa egy adott idSpontban befolydsolja, hogy a késébbiekben miként fog viselkedni, igy
ebben az esetben nem magatol értetddd a parhuzamositas megvaldsitasa.

Tegyiik fel, hogy egy (1.2) egyenlettel felirt kezdetiérték-problémat szeretnénk numerikusan
megoldani egy egylépéses mddszerrel. Ha a probléma megkoveteli, hogy a megolddsokat nagy
pontossaggal kozelitsiik, akkor kis 1épéskozzel kell dolgoznunk, sok osztépontot kell felven-
niink. Ahhoz, hogy egy id6pontban meg tudjuk hatdrozni a kozelitést, sziikségiink van a nume-
rikus megoldds el6z6 idGpontban felvett értékére. Igy egy szekvencidlis algoritmushoz jutunk,
amely az osztopontok szdmaval megegyezs szamu 1€pést hajt végre egymads utdn. A szupersza-
mitégépek elterjedése okdn a futdsi id6t tekintve elényds olyan médszert haszndlnunk, amely

kiilonb6z6 idépontokban végez parhuzamosan szamitasokat.

A fejezet els6 felében, kovetve Martin J. Gander 6sszefoglal6 munkajat [[10], egy részletek-
be nem belemend, atfogd képet adunk az idéparhuzamositott médszerekrdl, melyek négy nagy
csoportba sorolhatdak aszerint, hogy milyen szamitdsokat végeznek parhuzamosan. A fejezet
végén kiilon foglalkozunk a Parareal mddszerrel, mert a kdvetkezd fejezetben az MGRIT algo-

ritmust a Parareal kiterjesztéseként vezetjiikk majd be.

2.1. Idoparhuzamositott médszerek
Belovéses modszerek: Ezen mddszerek a tér-id6 tartomanyt a abran lathaté médon oszt-

jék fel, majd a részintervallumok kezd&pontjaiban megprébaljék eltaldlni a pontos megoldast.

Ezutin a részintervallumokon értelmezett megolddsokbdl egy iterdcid segitségével dllitjak eld
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a megoldast a teljes [0, T'] intervallumon.

t

T
Q
Q3
(0}
0]}
0 x

2.1. abra. A tér-id6 tartomany felosztasa belovéses modszereknél.

2y

A legelsd idesorolhaté moédszer Nievergelt nevéhez fliz6dik 1964-bdl [21]]. Az algoritmus
alapétlete nagyon egyszert. A [2.2] abran lathaté médon vegyiink fel véletlenszertien tobb kez-
déértéket a részintervallumok kezdSpontjaiban, majd parhuzamosan szamoljuk ki egy pontos

modszerrel a megoldéasokat ezeken a részintervallumokon. Végiil illessziik ssze a megolddso-

L

y
"y IN-1,M
% Lia N-1
: . 3 yz
*y°
N g
Y22 N-1
ysz:
Y21
c
Yy YN-1,1
azx, X, X, Xn-1 b="u

2.2. abra. Nievergelt médszere [10]].

kat szekvencidlisan a kovetkez6féleképpen:

o Tegyiik fel, hogy az [xo, x;] intervallumon tudjuk a megoldast és szeretnénk kiterjeszteni

az [xy, x;4+1] intervallumra.

o Vilasszuk az [x;, x;41] intervallumon értelmezett megoldasok koziil azokat, melyek kez-
d6pontjai kozé esik az eddigi megoldds végpontja majd vegyiik ezek linedris kombindci-

6jat ugy, hogy folytonos megoldast kapjunk.

Ekkor az 6sszmunkat tekintve sokkal tobbet kell dolgoznunk, viszont ez eloszlik sok processzor

kozott, és a szekvencidlis Osszeillesztés gyorsan megtehetd. Ez nem egy egzakt algoritmus olyan
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értelemben, hogy a részintervallumokon értelmezett megolddsok kezddpontjait az algoritmus

elején véletleniil véalasztjuk.

Egy masik otletet talalhatunk Bellen és Zennaro 1989-es cikkében, akik a teljes [0, T'] inter-
vallum diszkretizacidja utdn egy iterativ algoritmust vezettek be a megoldds megtalédlasdra. Egy
fixpont problémadra vezették vissza a feladatot, melyre a Steffensen moédszert alkalmaztak [1].
Négy évvel kés6bb Chartier és Philippe kapcsolta ossze a két dtletet [2]]. Osszuk fel a [0, T']
intervallumot N db részintervallumra a #y, 4, . . ., ty pontokkal, és jeldlje rendre Uy, Uy, ..., Uy
a megoldds értékét a megfeleld helyen. Az U, értéket tigy akarjuk meghatdrozni, hogy folyto-
nos trajektoriat kapjunk, azaz az U; kezdOpontu [t;, t;,] részintervallumon értelmezett megoldas
végpontja legyen. Jeldlje u;(U;, t:41) a [t;, ti+1] intervallumon értelmezett pontos megoldés érté-

7 2

két a t;;1 helyen az U; kezd6érték mellett. Ekkor az
Ui+1 _ui(Ui,ti+1):0’ i:()ala-"N_l

nemlinedris egyenletrendszert kapjuk az U; értékekre. Alkalmazzuk a Newton modszert az
egyenletrendszerre, és jeloljiik U*-val a k-adik iterdcioban kapott kozelitést. Ekkor a kovetkezd

iterativ sémat kapjuk :

Uk+1 _

2.1)

UM = w(Us, tiy1) + 9 30, U U = UY, i=0,1,...,N—1.

t 1+1)
BU

A k + 1-edik iterdci6 el6tt ismerjiik az U* vektor értékeit, igy a részintervallumokon értelmezett

A gyakorlatban al derivalt értéket kiillonboz6 differenciahdnyadosokkal lehet kozeliteni.

megoldasokat parhuzamosan tudjuk kiszamolni. Végiil megjegyezziik, hogy a késébb targyalt
Parareal algoritmus is tekinthetd belovéses mdodszernek, amely egy nagy 1épéskozii egylépéses

modszer segitségével kozeliti a hanyadost.

Tartomany felosztas tér-idében: Most forditva osztjuk fel a tér-id6 tartomanyt (1dsd [2.3] db-
ra.). A megfeleld tér-id6 résztartomanyon kapott megoldasok most a teljes [0, T'] intervallumon
lesznek értelmezve. Ezutén itt is egy iterdciot hajtunk végre, amelynek kovetkeztében egyre
jobb és jobb kozelitését kapjuk a megoldasnak. Az iterdcié sordn a kiilonb6zd tér-id6 résztar-
tomdnyokon parhuzamosan végziink szdmitdsokat mieldtt a pontos hatérfeltételeket tudndnk.

Ilyen értelemben ezen mddszerek is az idSparhuzamositott modszerek kéz¢é sorolhatdak.

A leghiresebb ide tartoz6 mddszer az un. hullimforma relaxécid, amit Lelarasmee, Rueh-
li és Sangiovanni-Vincentelli vezetett be 1982-ben [[17]. Vegyiink egy (I.2) egyenlettel felirt
kezdetiérték-problémat. Jelolje u; az i-edik komponenst, és kozelitsiik ezeket a kovetkezd itera-

k+1

tiv modszerrel : legyen u;"" megoldasa a

k+1 k+1 _ k k .
—f(u1 11’”' JUpqsesty), 1=12,...,N
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0 X

2.3. dbra. A tér-id6 tartomdny felosztdsa a térbeli tengely mentén.

egyenletnek. Ekkor az iterdcié minden 1épésében N darab egymadstdl fiiggetlen, egydimenzids
kezdetiérték-problémat kapunk, melyek megoldasait meghatirozhatjuk parhuzamosan. A szer-
70k eldszor arra haszndltak a mddszert, hogy meghatdarozzak egy oszcilldtor kiillonbdz6 pointja-
iban mért fesziiltségeinek az id6beli véltozasat. A kapott grafikon hullam alaku volt, innen ered

a modszer neve. Késdbb parcidlis differencidlegyenletekre is kiterjesztették ezt a modszert ( [6]],
(7).

Tér-ido tobbracsos médszerek: A belovéses modszereknél tobb processzort hasznalhatunk
az id6tengely mentén, mig a tartomdny felosztds tér-id6ben tipusi médszerek a tér irdnydban
parhuzamositanak. Ezzel szemben a tér-id6 tobbracsos mddszerek az egész tér-id6 tartomanyon

dolgoznak, de a komponenseik gyakran parhuzamosan szamolhatéak (ldsd [2.4] dbra).

0 X

2.4. dbra. A tér-id6 tartomany felosztdsa tobbracsos moédszereknél.

Mikor egy 1dofiiggd parcidlis differencidlegyenletet oldunk meg numerikusan, az idétengely
mentén is lehet6ség nyilik parhuzamositasra a térbeli irdnyok mellett. Amint lattuk, az MG
mobdszerek hatékonyan alkalmazhatdak klasszikus térbeli elliptikus problémdk esetén, igy ter-

mészetes kérdés, hogy kiterjeszthetdek-e az id6 dimenziodra is. Azon tobbracsos modszereket,
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melyek az id0 tengelyt is hasznaljak tér-id6 MG mddszereknek nevezziik.

Vegyiink egy klasszikus parabolikus problémat, példaul a difftizios feladatot a szokdsos kez-
detiérték feltétellel és Dirichlet peremfeltétellel, majd diszkretizdljuk a véges differencia mod-
szerét haszndlva. Ha az egyenlet jobb oldala linedris, akkor egy linedris egyenletrendszerhez
jutunk. Tegyiik fel, hogy az [I.3] fejezetben targyalt tobbracsos mddszerrel akarjuk megolda-
ni az egyenletrendszert a térbeli problémak esetén miikodod részletek szerint. Ekkor egy nem
hatékony algoritmust kapunk, aminek az az oka, hogy a klasszikus iterativ eljardsok nem si-
mitjak megfelelden az id6 irdnyban a hiba nagyfrekvencids komponenseit [14]. Az elmult 30
évben tobb cikk jelent meg, melyben specidlis simitd iteracidk haszndlatdval, kiilonféle ritkito
stratégidk alkalmazdsdval és megfeleld lesziikitd, illetve prolongdlé operdtorok valasztisdaval
Ol teljesitd tér-idé6 modszereket vezettek be ([12], [19], [11]). Az MGRIT algoritmus is ezen

modszerek kozé sorolhatd, amellyel majd késdbb részletesen foglalkozunk.

Direkt médszerek: Az elbbi harom csoportba sorolhaté algoritmusok mind iterativak. Ezzel
szemben azon mdédszerek emlithet6k meg itt, melyek egybdl a végleges megoldast szolgéltat-
jék szamunkra. Sokféle mddszer tartozik ebbe a csoportba, melyek teljesen kiilonb6zo otleteket
haszndlnak. Az els6 parhuzamos direkt médszer Miranker és Liniger nevéhez fiz6dik, akik az
eredetileg szekvencidlis predictor-korrektor sémat alakitottak at ugy, hogy tobb értéket lehessen
egyszerre szamolni [20]. Taldn érdemes még kiemelni Worley 1991-es cikkét [23]], amelyben a
masszivan parhuzamosithaté cycle reduction médszert vezette be. Ezt az algoritmust 6tvozve
a tobbricsos hullimforma relaxdciés modszerrel egy 1€pésszam tekintetében optimadlis algorit-
must kapunk [15]. Végiil megemlitjiik Giittel 2012-es otletét, aki linearis kozonséges differen-
cidlegyenletek megolddsédra adott egy nagyon hatékony algoritmust kihasznélva, hogy gyorsan

tudjuk jol kozeliteni egy matrix exponencidlis fiiggvényét [9]].

2.2. Parareal algoritmus

Az elobb emlitett sok médszer koziil kiemeljiik a Parareal algoritmust, amit Lions, Maday és
Turicini vezette be 2001-ben [18]. A mddszer neve azt jelzi, hogy a parhuzamositott algorit-
mus j6l haszndlhat6 olyan problémdk esetén, melyek megolddsat nem tudndnk meghatarozni
valds idGben egy processzor haszndlataval (parareal ~ "parallel in real time"). Az algoritmusra,
amely tobb 1) moédszer alapjaul szolgdl, tekinthetiink egy idStengelyre alkalmazott kétracsos

modszerként is, amely tobb racsra torténd kiterjesztésével az MGRIT algoritmushoz jutunk.

Legyen F egy tetszGleges numerikus mddszer, melyet egy (I.1)) alaki kezdetiérték-feladatra
alkalmazunk. Ekkor jelolje F(uy, ty, t;) az F moédszer altal adott megoldas értékét a ¢ helyen,

ahol #, a kezdGpont €s 1, a kezdetiérték.
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Egy (I.2) alakd kezdetiérték-feladat numerikus megolddséhoz el6szor osszuk fel a [0, 7] inter-
vallumot ekvidisztdnsan a Ty, ..., Ty pontokkal részintervallumokra, melyek hossza AT = %
A Parareal algoritmus két numerikus modszert haszndl. A részintervallumokon beliil egy pontos
F, mig a teljes [0, T] intervallumon egy durva G mddszert. Ha a pontos modszert hasznaljuk
az egész [0, T'] intervallumon, akkor tdl sokdig tart a megoldds meghatdrozdsa, mig ha a durva
modszert alkalmazzuk itt, akkor rossz kozelitést kapunk. Az algoritmus alapétlete az, hogy a
[0, T'] intervallumon értelmezett megolddst iterativ médon kozelitjiik, mikézben a pontos mod-

szert pdrhuzamosan futtatjuk a [7}, T;] tartomdnyokon (i = 0,...,N — 1).

A megoldis egy kezdeti U° kozelitését kaphatjuk a Ty, . . . , Ty pontokban, ha a durva médszert

haszn4ljuk a [0, T] intervallumon. Ezutdn U* ismeretében az U*! értékeket az
ULl = FWUS T, Tin) + GUS T, Tiw) = G, Ti Tiwy), i=0,...N (22

képlettel szamoljuk ki. A fenti eljarast az motivalja, hogy az algoritmus besorolhat6 a belovéses
modszerek csoportjdba, ahol a (2.1)) egyenletben szereplé pontos megoldast a finom mddszer,
mig a Jacobi derivdltat tartalmazé mdasodik tagot a durva mdédszer kiilonb6z6 kezdSpntokbdl
inditott megoldésainak kiilonbsége adja, mégpedig

au,‘
GUM T, Tis)) = GUN, Ty, Tiyy) ~ w(U,ﬁ ) (U = U,

ahol ui(Uf, t;+1) a pontos megoldas értéke az i-edik részintervallum végén az Uf‘ kezdGérték
mellett. Az iterdci6 végén az U* értékek egy megoldast adnak a T, ..., Ty pontokban. Ezekbdl
ugy kapjuk meg a megoldast a teljes [0, '] intervallumon, hogy minden részintervallumban

futtatjuk az F finom médszert az U* vektor 4ltal adott kezd&pontbdl.

A k+ 1-edik iteraci6 el6tt ismerjiik az U lk értékeket, ezért az F(U f, T:,T.1)ésaG(U f‘, T:,T:11)
kifejezéseket parhuzamosan tudjuk kiszamolni. A durva médszerrel minden iterdciéban tovabb-
ra is szekvenciélisan kell szdmolni, de feltettiik, hogy ez gyorsan megtehets. Erdemes még meg-
jegyezni, hogy k — oo esetén az U* vektor a finom mddszer dltal adott megolddshoz tart, azaz
U lk — F(uy, Ty, T;). Pontosabban a k-adik iteracié utan minden i < k indexre U lk azt az értéket
veszi fel, amit a pontos numerikus médszer ad, ha a teljes [0, T'] intervallumon hasznéljuk. Az
algoritmus tehat N iteracié utdn mindenképpen véget ér. Gyorsitas akkor varhat6 a [0, T'] inter-
vallumon alkalmazott finom mddszerhez képest, ha kevés iterdcid sziikséges a ledllasi feltétel
eléréséhez. Egy szokdasos feltétel, hogy akkor all le az algoritmus, ha elért egy elre rogzitett
maximalis iteracié szdmot, vagy egy meghatdrozott értéknél kevesebbet viltozott az aktudlis

kozelités, vagy elég kozel vagyunk a finom mddszer altal adott megoldashoz, vagy.

Végiil megemlitiink egy tételt, amely az eljards haszndlhatésagat biztositja megfelel6 mdd-
szerek valasztasa esetén. Tegyiik fel, hogy az F finom mddszer a pontos megoldast adja, mig a

G durva mddszer p-ed rendben konzisztens €s Lipschitz folytonos az elsd valtozdjaban. Ekkor
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a Parareal algoritmus szuperlinedrisan konvergél a pontos megolddshoz a [0, T'] intervallumon,
azaz
lz = Ul < CHjli = UAl,

ahol # jeldli a pontos megoldds megszoritasita 0 = Ty < T} < ... < Ty = T idOpontokban, és

limy_,.. C* = 0. A tétel egy részletesebb formaja és a bizonyitdsa megtaldlhaté a [8] cikkben.
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3. fejezet

Idobeli tobbracsos redukcios modszer

Az MGRIT algoritmus egy idoparhuzamositott mddszer, melynek célja, hogy a klasszikus egy-
1épéses modszerekhez képest gyorsabb futasi idovel rendelkezzen megfeleld kornyezet esetén.
A moédszer tekinthetd a Parareal algoritmus kiterjesztésének, igy mi is ezen az uton fogjuk beve-
zetni az MG mddszereknél latott eszkozok segitségével. A fejezet elsd felében feltessziik, hogy
a feladatunk linedris, majd késobb kiterjesztjiik nemlinedris feladatokra is a teljes approximaci-

6s séma (Full Approximation Scheme, a tovabbiakban FAS) segitségével.

A kozonséges differencidlegyenletek mellett az MGRIT algoritmus hatékonyan hasznalhat6
1dofiiggd parcidlis differencidlegyenletek, mint példaul parabolikus egyenletek megoldasainak
a kozelitésére is. Az egyik otlet alapja az egyenesek mddszerének (method of lines, a késéb-
biekben MOL) alkalmazdasa, ahol a probléma egy kozonséges differencidlegyenlet rendszerre
vezethetd vissza a térbeli irdnyok diszkretizdlasaval. Mint l4tni fogjuk, a nemlinedris feladatok
esetén az algoritmus hatékony miikodéséhez sziikségiink lesz térbeli ritkitdsra is, igy parcidlis
differencidlegyenletek esetén elénydsebb lesz a médszerre dn. tér-id6 MG moddszerként tekin-

teni, amely az id6tengelyt specidlisan kezeli a térbeli irdnyokhoz képest.

3.1. A Parareal algoritmus, mint kétracsos modszer

Tegyiik fel, hogy a Parareal algoritmusndl definidlt finom F és durva G mddszer is egy-egy

egylépéses médszer, és az (1.2)) alaku kezdetiérték-feladat jobb oldala linedris. A G médszert a

Parareal algoritmusndl bevezetett Ty, ..., Ty ritka, AT 1épéskozii felosztdson alkalmazzuk, mig
az F modszert a ty,...,ty, = t, finom, Ar = % 1épéskozii felosztdson. Vagyis minden részin-

tervallumot tovabbi m darab részre osztunk. A ritka felosztdson levd pontokra a késdbbiekben
gyakran fogunk hivatkozni durva pontokként, mig csak a finom felosztdson taldlhaté pontokat

finom pontoknak nevezziik.
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[rjuk fel az egylépéses médszereket az (I.3) egyenletben lathaté alakban. A G médszer a ritka
rdcson van értelmezve, mig a finom F mddszer értelmezhetd a finom és a durva ricson is. A
finom rdcsra alkalmazott F' modszert karakterizaljak a ®(F); matrixok és a g(F); vektorok, a
ritka rdcson értelmezett F' egylépéses mddszert a O, (F); matrixok €s a ga(F); vektorok, mig a
G médszert a O (G); métrixok €s a go(G); vektorok (i = 1,...,N, j=1,...,n). Az egyszeriibb
kovethetdség kedvéért nem tessziik ki a @ matrixok utdn az indexet, mivel példaul a ®(F); mat-
rixot mindig az u;_; vektorral szorozzuk, valamint a legtobb egylépéses mddszer idofiiggetlen,

azaz mindig ugyanazt a matrixot haszndlja.

Az el6bb bevezetett jelolésekkel megkonstrudlhatéak az (1.4]) egyenletben szerepld finom és
durva médszerhez tartoz6 matrixok. Legyen Au = g a finom racsra alkalmazott F egylépéses
modszer egyenletrendszere, Aaup = ga az F egylépéses modszer ritka rdcshoz tartoz6 egyen-
letrendszere, mig Byus = g), aritka racsra alkalmazott G egylépéses modszerhez tartozé egyen-

letrendszer. Ekkor a (2.2]) Parareal korrekcids séma az

uy"t = uy + By (ga = Agidy) (3.
alakot olti. Vegyiik a 2] algoritmusban leirt kétrdcsos MG mddszert, és alkalmazzuk az (1.2)
kezdetiérték-feladatra. Az el6simitdst az Un. F-relaxdcidval végezziik, ahol minden durva pon-
tok dltal meghatarozott részintervallumban szekvencidlisan 1épilink az F mddszerrel a finom
pontokon (l1dsd[3.1] dbra).

) 0} ) o ) 0]
YR YR YR Y

ol S S S A A

3.1. abra. Az F-relaxacié [4].

Képlettel ez a kovetkezot jelenti:

Ui = Ui, hai:(),...,N,

Uim+l = q)(F)im+l(uim+l—l) + g(F)im+l’ hai = 0’~ .. ’N_ 1’ l= 17 NN (= 1

Ezt pdrhuzamosan tudjuk végrehajtani a résztartomédnyokon, igy az F-relaxacié m — 1 1épés
alatt elvégezhet$ elegendS processzor esetén. Ekkor a 2] algoritmus a megfelel6 prolongélé
és leszikitd leképezések vélasztasdval épp a Parareal algoritmust adja, amit a [3.1] Tételben
mondunk ki. A bizonyités kicsit technikai, sok trividlis szamolast igényel. Az egyetlen Gtlet a
egyenlet felirdsdhoz kell.
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2. Algoritmus Parareal kétracsos MG mddszerként

1: Az Au = g rendszer relaxdldsa F-relaxacidval
2: ra = Ri(g — Aub)

3: Oldjuk meg a Bov = ry rendszert

4

s Ukt = uk + Py

3.1. Tétel Futtassuk a Parareal algoritmust az F' és G egylépéses modszerekkel, valasszuk a
algoritmusban a lesz{ikitd, illetve prolongélé leképezéseket a természetes injekcidnak, valamint

annak transzponaltjanak.
(R/(w)); = tjy, hai=0,1,...,N
up, hal=0 (3.2)
0, hal=12,....m—1

(P(up))im+1 =

Ha megegyez6 kezdGvektorral inditjuk a Parareal médszert és a[2] algoritmusban leirt kétracsos

moédszert, akkor azonos megolddst kapunk minden iterdci6 utdn. Azaz U¥ = uf minden i =

= 0,...,N esetén, ahol U* jeloli a Parareal éltal adott megoldast a ritka felosztdson és uk a

kétracsos algoritmus altal adott megoldés a finom feloszt4son.

Bizonyitds. A tételt ketts indukcidval bizonyitjuk. A kiilsé indukci6 az iterdciészdmra vonat-
kozik, a bels6 pedig az indexre. Tudjuk, hogy k = O-ra igaz az 4llitds, mivel kezdetben ugyan-

azon megolddsbdl indulunk ki. Tegyiik fel, hogy valamilyen k € N szdmra
Ur=ut,, VYi=01,...,N.

A célunk annak beldtdsa, hogy US*' = u**! minden i = 0,1,..., N indexre. ElSszor vegyiik

1

észre, hogy a kezdGpontban nem valtozik a kozelités értéke az algoritmus sorén, azaz U5 =

= uyt!. Legyeni € {0,1,...,N — 1} olyan, hogy
Ut = b,

k+1

(14 1y It Z indukcié miatt ebbdl kovetkezik a tétel.

Ekkor elég bizonyitani, hogy Uf‘:ll =u

El6szor irjuk 4t az US| kifejezést a (2.2) egyenlet szerint, azaz

Ui = FWL T Ti) + G T, Tian) = GUF T1 Ti) =

+1 =
= OA(F)UF + ga(F)is1 + Pa(G)U + ga(G)ivy — DA(G)UF = ga(G)iyy = (3.3)
= OA(F)UF + ga(F)iz1 + DAG)UM! — DA(G)UF.

Ezutan vizsgaljuk meg, hogy a algoritmusban hogyan hatarozzuk meg az u’;:r 11)m értéket. Az

algoritmus utols6 sora szerint

mi°®

_ k
Vil = Upir1y = Upgiry-

(3.4)
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Irjuk ki az algoritmus harmadik 1épésében az i + 1-edik egyenletet, majd helyettesitsiik be az
elébb kapott értékeket. Ekkor

—OA(G)V; + Viy1 = Tpjs1s
3.5

k k+1 k+1 k
(DA(G)M - (DA(G)umt + um_ti+1) ~ Univ1) = TAi+1-

mi

Nézziik az algoritmus mésodik sordban szerepld egyenletrendszer i + 1-edik egyenletét

raivt = &(F )mr1) — uﬁq(i+1) + (I)(F)MZ(I‘+1)_1 = ((D(F)uﬁq(nl)—l + &(F)m+1) — ul;;(i+1)~ (3.6)

Szavakkal leirva ez azt jelenti, hogy a ritka racson értelmezett rezidudlis i + 1-edik komponensét
ugy kapjuk meg, hogy a finom mddszerrel 1épiink a #,,;,1)-1 pontbdl, majd vessziik az igy kapott

eredmény és az aktualis u érték kiillonbségét. Vegyiik észre, hogy az algoritmus elején egy

k
m(i+1)
F—relaxaciot hajtottunk végre. Ha a 1,,,1)-1 pontbdl még egyet 1épiink az F' mddszerrel, akkor
épp végig ériink a [T}, T;,] intervallumon, azaz olyan mintha a ritka rdcson 1éptiink volna egyet

az F médszerrel. Igy az el6z6 (3.6) egyenlet tovabb irhat6 az
Faji+l = (DA(F)Mﬁu- +8a(F)is1 — u],(n(,-ﬂ) (3.7)

alakra. Irjuk be a (3.3) egyenlet jobb oldaldba a (3.7) egyenletben kapott kifejezést, majd fejez-
ziikk ki az u**! . értéket. Ekkor

m(i+1)

k K+ k+1 k k k
DA (Gut,,; — PAG)thy; + ”mJEi+1) Uiy = OA(F)ityy,; + ga(F)is1 — Upn(iv1)

Wl = (DA(F)uﬁ/”' + gA(F)iH + CDA(G)ukﬂ — @A(G)Mﬁﬂ'

m(i+1) mi

(3.8)

Végiil az indukcids feltevéseket haszndlva a (3.3)) és (3.8) egyenletekbdl a tétel allitasat kapjuk:

Ul 1) = PPty + gaA(F)ie1 + Pa(Gity! — DAG)uty,; =

mi

= OA\(F)UF + ga(F)iz1 + DA(G)UM! — @\ (G)UF = UK}

i+1

3.2. MGRIT modszer

Az elobb bemutatott Parareal algoritmus gyengesége, hogy sokszor a ritka felosztds mérete
osszemérhetd a finom felosztds méretével, igy a[2] algoritmusban a harmadik 1épés végrehajtasa
szintén sok 1d6t vesz igénybe. Ezen segit, ha az MG mddszereknél latott médon a harmadik
1épésben rekurzivan meghivjuk az algoritmust egy még durvabb felosztdson. Igy 1ényegében
el is jutottunk az MGRIT algoritmushoz, amely tekinthetd az id6tengelyre alkalmazott MG

modszernek.
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Vegyiik az Q; (I = 0,1,..., L) id6beli felosztasokat a Ar, mAt, stb. 1épéskozzel egy m ritki-
t6 tényezdvel, és minden felosztison haszndljunk egy egylépéses médszert. Altaldban minden
szinten ugyanazt a médszert hasznaljuk. Jelolje Aju® = g az l-edik szinthez tartozé egyen-
letrendszert, ahol az A; métrixot a @' fiiggvények hatdrozzdk meg az (T.4) egyenlet szerint.
Ezekkel a jelolésekkel az MGRIT médszer V-ciklusos varidnsat a[3] algoritmus irja le. A lesz-
kit6 és prolongdlé leképezéseket a Parareal algoritmusndl latott médon, a [3.1} Tételben leirtak

szerint vélasztjuk.

3. Algoritmus MGRIT(])
1: if [ a legdurvabb szint then

2 Oldjuk meg az A u'® = g™ rendszert
3: else

4 Az Au” = g rendszer relaxéldsa F- vagy FCF-relaxéci6val
5: gV = Ri(g" - Au®)
6:  MGRIT(+1)

7 u® = u® + pyh
8

Az Au® = g rendszer relaxaldsa F-relaxdci6val

Ahogy az MG mddszereknél emlitettiik, tobb racs esetén az iterdcié végén fontos szerepe van
az utésimitasnak is, amely most az el6simitdshoz hasonl6éan egy F-relaxacidval valdsithaté meg.
Két racs esetén nincs jelentdsége az utésimitasnak, mivel a kovetkezd iteracié elején eldsimi-
tas kovetkezik, és két egymads utdn alkalmazott F-relaxaci6 esetén a masodiknak nincs hatédsa.

Viszont tobb racs esetében egy utdésimitdst nem mindig eldsimitas kovet.

A médszert a [4] cikkben vezették be, ahol a szerzék az eljaréds leirdsa mellett ki is probal-
tdk az algoritmust egy jol ismert feladaton. A céljuk az algoritmus paramétereinek optimélis
megvdlasztdsa volt, és arra keresték a vdlaszt, hogy megfelel er6forrasok birtokdban mekko-
ra gyorsitas érhetd el a szekvencidlis egylépéses modszerhez képest. Az elvégzett mérésekbdl
adodo kovetkeztetések tobbnyire dltaldnos érvényliek, igy 0sszefoglaljuk a cikkben leirt ered-

ményeket.
Mintafeladatnak a homogén Dirichlet-peremfeltételi hovezetési egyenletet vélasztottak :
duu(t, x) — ahu(t,x) = b(t,x), x€Q=[0,n], t€(0,T], x>0
u(x,0) = up(x), xeQ 3.9

u(t,x) =0, xe€0Q, re[0,T].

A tesztek sordn a jobb oldali és a kezdeti fliggvények egyszerii szinuszos fiiggvények voltak. A
dimenziészdmot d = 2-nek és a diffuzids egyiitthatét @ = 1-nek valasztottdk. A térbeli diszk-

retizalast a véges differencia modszerrel végezték a klasszikus masodrendd 5-pontos stencilt
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hasznalva, mig idében az implicit Euler médszert alkalmaztak. Igy egy linedris diszkretizaldsat

kaptdk a mintafeladatnak.

Az MGRIT algoritmus implementacidja elérheté az XBraid nevii publikus GitHub repozitori-
umban [22]. A mintaprobléma megtaldlhat6 a példak kozott, igy mi is tudtunk kisérleteket vé-
gezni az eredeti kdddal a sajat kornyezetiinkben. Ezen feliil tovabbi feladatokon is kiprobéltuk

az algoritmust. A mérések részletei és eredményei a[d] fejezetben taldlhatéak.

A diszkretizdlds utdn egy haromdimenzids racsot kapunk két térbeli és egy id6tengellyel.
A kod egyenletesen osztja fel a rdcsot a processzorok kozott, azaz mindegyik processzor egy
ugyanakkora méretd téglatesten dolgozik. Memodria megtakaritds céljabol minden szinten csak
a durva pontokban kiszdmolt megolddsokat taroljuk el. Ezekbdl konnyen, egy F-relaxécid se-

gitségével parhuzamosan szdmithat6 ki a finom pontokban a megoldas.

Az elemzés sordn az elsd észrevétel az volt, hogy a Parareal algoritmus természetes kiter-
jesztése nem vezet hatékony algoritmushoz. A V-ciklusos médszer F-relaxacié hasznélataval
tdl lassu konvergenciit eredményez. Nagyon sok iterdciora van sziikség a megfeleld pontossag
eléréséhez. Ezért az F-relaxdcio helyett ugynevezett FCF-relaxaciot érdemes hasznélni, ahol
el6szor egy F-, majd egy C- és végiil ismét egy F-relaxaciot hajtunk végre (1asd [3.2] dbra). Egy
C-relaxdcioban a durva pontokban felvett értékeket frissitjiik az F egylépéses mddszerrel az

el6z6 finom pontbdl a kovetkezd képletben leirt médon.

Uim = cI)(F‘)im(uim—l) + g(F)zma hai=1,...,N

® ® ® ® ® ® B rF-relaxacié
T T 17 T T 1

g g g g g g

P (0]

-relaxaclio

g

3.2. abra. Az F- és C-relaxaciok [4]].

Ekkor egy V-ciklus végrehajtdsa tobb id6t igényel a hosszabb relaxaciés folyamat miatt, vi-
szont sokkal kevesebb iterdcidra van sziiksége az algoritmusnak ugyanazon pontossag elérésé-
hez. Azaz egy valamit valamiért (trade-off) helyzet alakul ki. A tesztek azt mutatjdk, hogy futdsi
1d6 szempontjabdl FCF-relaxaciét érdemes végrehajtani. Egy koztes megoldds, amely dltala-
ban a legjobban teljesit, hogy a legfinomabb felosztason F-, mig a tobbi szinten FCF-relaxéciét

hasznalunk.
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A modszer fontos része az implicit egylépéses modszerek esetének kezelése. Egy ilyen eljaras
hasznélatakor az (1.3) egyenletben definidlt, az egylépéses mddszert leiré @ fiiggvény alkal-
mazasa egy térbeli linedris egyenletrendszer megoldasat jelenti. A gyors futdsi id6 érdekében
ezeket nem egzaktul, hanem az [[.3] alfejezetben latott térbeli MG mddszerrel iterativan oldjuk
meg. Ekkor két kérdés meriil fel: hogyan vélasszunk j6 kezd6értékeket, és milyen pontossaggal

adjuk meg a megoldast.

Az MGRIT modszer egy iterativ algoritmus, igy egy kézenfekvd megoldas lenne a kezdeti
kozelitésre az el6z6 iterdcid sordn szdmolt érték. Viszont mint emlitettiik, memoria megtakari-
tas céljabdl minden szinten csak a durva racson szerepl6 pontokban taroljuk a megoldast. Ezért
az egylépéses modszereknél latott médon, az el6z6 1épésben kiszamolt értéket tekintjiik kezdeti
kozelitésnek. A finomabb szinteken, ahol a szomszédos osztépontok kozel vannak egymashoz,
ez nem jelent problémdt. Am a durva szinteken a nagy 1épéskoz miatt a kezd§ kozelités pon-
tatlan lesz. Ha a ritkdbb racsokon pontosan szeretnénk kiszdmolni a megoldast, akkor a rossz
kezdd kozelités miatt sok iterdcidra lenne sziiksége a térbeli MG médszernek, amely domindlné
az MGRIT futasi idejét.

Altaldnosan kétféle stratégia van a megolddsok pontossdgdnak meghatdrozasara. A hibén ala-
puld, amikor egy adott hiba elérése utdn 4ll meg az algoritmus, valamint az iterdcidszamon
alapuld, amikor el6re meghatdrozott szdmu iterdcidt hajt végre az algoritmus. A tesztek azt mu-
tatjak, hogy hatékony MGRIT algoritmust kapunk, ha 6tvozziik a két technikat, a legfinomabb
rdcson hiban alapul6 stratégiat, mig a ritkabb racsokon iterdci6szdmon alapul6t hasznalva. Ek-
kor a durva szinteken pontatlan kozelitéseket kapunk. Ez nem probléma, mert a nagy 1€péskoz

miatt az egylépéses mddszer mar eleve pontatlan.

Az algoritmus futdsi idejét nagyobb mértékben befolydsolja még a ritkité tényezd értéke. A
standard iddbeli ritkitds esetén minden rdcson megfelezziik a pontok szamat. Ekkor minden
szinten egy fele akkora problémét kapunk, mint a felette 1évon. Ha noveljiik a ritkité faktor
értékét, akkor a feladat mérete gyorsabban csokken. Igy egy iterdcié gyorsabban végrehajtha-
t6, viszont kevésbé pontos megoldast eredményez, tehdt tobb iteracira van sziikség. Altald-
nossdgban elmondhat6, hogy a ritkité tényezd novelésével az Osszfutdsi id6 eldszor csokken
a kevesebb processzorok kozotti kommunikacié miatt, majd novekszik az FCF-relaxdciéban
szekvencidlisan szamolt 1épések novekvs szama miatt. A mintafeladat esetén egy jo stratégia,
ha a legfinomabb felosztdson felezziik a probléma méretét, majd a tobbi szinten az m értéket

16-ra allitjuk.

A lineéris esetben hatékony algoritmust kapunk a mintafeladaton térbeli ritkitas nélkiil is. A
nemlinedris esetben latni fogjuk, hogy az optimadlis algoritmus haszndl térbeli ritkitdst, mivel a
nemlinedris egyenletek megoldasara gyakran haszndlt Newton-modszer kritikus pontja a meg-

felel6en pontos kezddkozelités megvdlasztasa.
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A paraméterek optimalizaldsa utdni mérések azt mutatjak, hogy ha sok processzorral rendel-
keziink, és figyelembe vessziik a fent lefrtakat, akkor az MGRIT algoritmus hatékonyan hasz-
nalhat6 a mintafeladat megolddsdnak a kozelitésére. A [3.3] dbrdn lathaté kisérletnél a tér-id6
racs mérete 1292 x 16385 pontbdl 4ll. A klasszikus egylépéses médszer esetében csak a térben
parhuzamositottunk, azaz az implicit Euler médszer egy 1épésénél kapott linedris egyenletrend-
szert egy térbeli MG modszerrel oldottuk meg az 6sszes rendelkezésre 4ll6 processzorral. Az
MGRIT algoritmus esetében 16 X P, processzor kozott osztottuk fel a tér-id6 racsot, ahol P,
jeloli az id6beli parhuzamositdshoz hasznalt processzorok szdméat. Ekkor minden processzor
egy 332 x (%184 + 1) darab ponttal rendelkezd téglatesten végzett szamitdsokat. Az ilyen tipusu

méréseket er6sen skalazo (strong scaling) kisérleteknek nevezziik.
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32
16
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| =»~time stepping
-O-V-cycle, FCF

21 -@V-cycle, F-FCF
F-cyCIle! F i i i i i i i 'l
1 4 16 64 128 256 512 1024 2048 4096

# processors

3.3. dbra. A futdsi id6 a processzorszam tekintetében az egyes eljarasokra nézve [4]].

A klasszikus egylépéses algoritmus futdsi idejét csak kis mértékben befolydsolja a hasznalt
processzorok szdma. Az optimdlis futdsi id6 koriilbeliil 20 mésodperc, amely 16 processzor
esetén tapasztalhatd. Ezzel szemben az MGRIT algoritmus nagyon j6 skdldzédast mutat. Ha
megduplazzuk a processzorok szdmat, akkor a futdsi id6 koriilbeliil a felére csokken. A vé-
rakozdsoknak megfeleléen kevés processzor esetén az egylépéses modszer gyorsabb, viszont
ha legalabb 256 processzor 4ll rendelkezésiinkre, akkor elényds az MGRIT médszert hasznél-
ni. Tovabba 4096 processzor esetén mdr jelentds, majdnem 10-szeres gyorsitast lehet elérni a

legjobb, 16 processzort hasznal6 szekvencidlis algoritmushoz képest.

Végiil roviden vizsgaljuk meg, hogy a kétszintes modszer milyen gyorsan konvergédl a meg-
olddshoz. A megoldds alatt most a finom ricsra alkalmazott egylépéses modszer dltal adott
értékeket értjiikk. Ebben a szakaszban a [3]] cikkben leirtak egy részét foglaljuk ossze. Hasz-
naljuk tovébbra is a alfejezet elején bevezetett jeloléseket, és tegyiik fel, hogy a finom F
és durva G mddszer is id6fiiggetlen. A Parareal algoritmus a kétszintes F-relaxéaciot haszndlod

MGRIT varidnsnak felel meg, ezért a (3.1)) korrekcids séma segitségével megkaphatjuk, hogy
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egy iterdci6 sordn hogyan valtozik az eX = u — u¥ hiba a ritka hdlén. Erre adédik, hogy

el = (I - By'Ap)el.

Az FCF-relaxéci6 esetén szintén konnyen felirhaté a megoldasra vonatkozé korrekcids séma,

amelybdl meghatdrozhat6 a hiba vektorra vonatkoz6
e = (I - By'An)I - Ap)él
Osszefiiggés. Ha észrevessziik, hogy a B, matrix inverze

. 0, hai<]},
(By)ij = .
d(G)7/, haix},
egy jOl strukturalt als6 hdromszog matrix, akkor a hibavektor komponensei kifejezhetdek a
®O(F) és O(G) matrixok segitségével.

F-relaxacio esetén:

(elyl)o =0

i-1
(€5 = ) DG UDEY" = DG)Neh)ys  i=1.2,..., N,
q=0

FCF-relaxdci6 esetén:
M =0
M =0
i-1
(€5 = > G TUBF)" - DG)OFY"(ey),,  i=23.....N.
q=0
A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a ®(F) és ®(G) matrixok diagonalizdlhatéak, méghozza
ugyanazzal az unitér matrixszal. Ez nem jelent megszoritast, mivel altaldban ugyanazt a mod-
szert hasznédljuk mind a két racson. Jelolje 4, a O(F) és u, a ®(G) matrix sajatértékeit, ahol
w=12,...,désdaprobléma térbeli mérete. Ekkor ezen értékek segitségével egy fels6 becslés

adhaté a konvergencia sebességére.

3.2. Tétel Tegyiik fel, hogy a két egylépéses mddszer stabil, azaz |1,| < 1 és |u,| < 1 minden
w = 1,2,...,d esetén. Ekkor az aldbbi rekurzids osszefiiggések adhatok a kétszintes modszer
hibdjéra a k + 1-edik iterdcio utan:

F-relaxacio esetén:

1 - |,uw|N k
llei™]l> < max {MZ = pol——— tllell2-
A w I - |ﬂw| A

FCF-relaxacio esetén:

1= Juo ™!

mw}nekn .
1 — |l At

ket 1
llex" > < max {I/lﬁ — Mol
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k+1

. ey ko4
A bizonyitas azon alapul, hogy az e, €s e

vektorokat felirjuk a k6zos sajatbazisban. A A, és
U, sajatértékek fliggnek a feladattdl és a diszkretizacié sordn hasznalt médszerektdl. Vizsgéljuk
meg, hogy a mintafeladaton, a linedris hvezetési egyenleten, miként alakul az értékiik. Korab-
ban emlitettiik, hogyha térben a médsodrendii centralis differenciasémdt hasznaljuk, akkor egy
u'(t) = Au(t) linedris egyenlethez jutunk, ahol az A métrix szimmetrikus. Ennek kovetkeztében
az A matrix diagonalizdlhaté egy X unitér matrixszal és a sajatértékei valdsak, s6t belathato,

hogy nempozitivak.

Ha id6ben mind a két szinten implicit Buler médszert hasznalunk, akkor a ® = (I — AtA)™!
matrixot kell vizsgdlnunk. Minden At > 0 esetén a ® matrix is diagonalizdlhat6 az X unitér
matrixszal és a sajatértékei kifejezhetéek az A matrix sajatértékeivel. Jelolje y,, az A matrix
sajatértékeit. Ekkor a @ matrix sajatértékei a (1 — Ary,,)' € (0,1] szdmok. Tegyiik fel, hogy a
ritkit6 faktor m = 2. Ekkor a[3.2] Tétel felhaszndldsaval belathat6, hogy

F-relaxaci6 esetén:

—Aty,,
2(1 +y0)?

k+1

1
llea™ [l> < max llepll < glle’gllz. (3.10)

FCF-relaxacio esetén:
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ket 1 —AlYo ok
e <
T T

llea™ll2 < max lleyll, = 0.0527l1é4l2. (3.11)

A konvergencia hanyados azt mondja meg, hogy a hiba hanyszorosara valtozik egy iteracié
alatt. Ekkor a tétel a kétszintes algoritmus konvergencia hanyadosara ad egy fels6 becslést F- és
FCF-relaxicié esetén is. Erdemes Osszevetni az F- és az FCF-relaxacié esetén kapott két szd-
mot. Az FCF-relaxacié haszndlataval az algoritmus tobb mint kétszer olyan gyorsan konvergal,
aminek kovetkeztében sokkal kevesebb iterdciéra van sziiksége egy el6re adott hiba elérésé-
hez. A tobbracsos esetben nehezebb j6 becslést adni a konvergencia faktor értékére [13]. Ekkor
még nagyobb a kiilonbség a két relaxdcid kozott, amely kovetkeztében az F-relaxécidt hasznédld

varians futdsi ideje nagyon megnd a sok iteracié miatt.

3.3. MGRIT moadszer kiterjesztése nemlinearis feladatokra

Az eddigiekben feltettiik, hogy az (I.2) alakid kezdetiérték-probléma jobb oldala linearis. Ekkor
az egylépéses modszert leird @ fiiggvény linedris, amely reprezentdlhaté egy matrixszal. Ennek
kovetkeztében a diszkretizdlas utin egy linedris egyenletrendszerre vezettiik vissza a problémat,
amit egy, az id6tengelyre alkalmazott MG mddszerrel oldottunk meg. A Parareal algoritmus ha-
tékonyan alkalmazhat6 nemlinedris feladatok esetén is, igy természetesen vetddik fel a kérdés,
hogy az MGRIT mddszer kiterjeszthet6-e ilyen problémékra. A valasz az, hogy igen, a tel-

jes approximdcids séma (Full Approximation Scheme, roviditve FAS) segitségével. A név arra
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utal, hogy a[3] algoritmus 6. 1épésében a durva racson nem a hibat szamoljuk ki, hanem a teljes

approximadciot, ahogy az afd] algoritmus 10. Iépésében lathato.

4. Algoritmus MGRIT-FAS(1)
1: if / a legdurvabb szint then

2 Oldjuk meg az A; (u®) = g'© rendszert

3: else

4 Az A;(u?) = g rendszer relaxaldsa FCF-relaxdciéval
5: Rezidudlis szdmitdsa és szikitése injekciéval: r'*V = R;(g® — A;(u®))
6 A megoldas lesztikitése: u = R/(u”)

7 if Térbeli ritkitds then

8 u = R(u?) és r™*D = R (r™D)

9: g(1+1) — Al+1(M(Al)) + pU+D
10: Megoldés a kovetkezd szinten: MGRIT-FAS(/ + 1).
11: e® =y — )
12: if Térbeli ritkitas then
13: eD =P (e
14: A hiba prolongaldsa: u = u + pe®
15: Az A;(u®) = g rendszer relaxdldsa F-relaxdciéval

A pszeudokddban a linedris algoritmushoz képest kiemeltiik a térbeli ritkitas lehet6ségét. En-
nek oka az, hogy nemlinedris esetben az algoritmus hatékonysédgat illetden fontos szerepe van
az iddbeli mellett a térbeli ritkitdsnak is. Az id6beli lesziikitd illetve prolongdlé leképezéseket
tovédbbra is a[3.1] Tételben szereplé médon valasztjuk meg. A térbeli leszikitést az R, restrik-
tald, mig az interpolaciét a P, prolongdld leképezés valdsitja meg. A megfelel6 leképezések
valasztdsa még ma is aktiv kutatasi teriilet.

i

Szeretnénk az el6zé alfejezetben latottakhoz hasonlé eredményeket kapni nemlinedris prob-
1émak esetén is. Ehhez a mddszer finomhangoldsara van sziikség. A linedris esethez hasonl6an
az [5] cikkben, amelyben a nemlinedris algoritmus bevezetésre keriilt, a szerzok egy feladaton
keresztiil mutattak be, hogy milyen otletek segitségével tehetd hatékonnyd az MGRIT algorit-

mus.

Mintafeladatnak a p—Laplace parabolikus feladatot vélasztottdk Neumann-peremfeltétellel az
alabbi

Au(x,t) =V - (|Vu(x, )P >Vu(x, 1)) = b(x,1), xe€Q, t€[0,T]
|Vu(x, t)Ip_ZVu(x, 1-n=gx,t), xedQ,tel0,T] (3.12)
u(x,0) = up(x), x€Q
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alakban, ahol a tesztek sordn a p = 4 esetet vizsgaltak. Ekkor az egyenlet a talajer6zié modelljét
irja le, valamint el6fordul a képfeldolgozas és a gépi tanulds témakoreiben is. A kisérleteknél
a dimenziét d = 2-nek, a térbeli értelmezési tartomanyt Q = [0,2] X [0,2]-nek vélasztottdk,
és T = 4 masodpercig vizsgéltdk a folyamatot. A b(x, r) jobb oldalt és a hatarfeltételeket ugy
allitottdk be, hogy a megoldas az

u(x,y,t) = sin(kx) sin(ky) sin(1t)

alakot oltse, ahol k = més 7 = %371. Erdemes még megjegyezni, hogy p = 2 esetben a lined-
ris diffizids egyenletet kapjuk vissza. A térbeli diszkretizalast az MFEM végeselem konyvtar

hasznélatdval valdsitottdk meg. Id6ben most is az implicit Euler médszert alkalmaztak.

Tegyiik fel, hogy az /-edik szinten vagyunk, és az implicit Euler mddszerrel szeretnénk egyet

1épni az i-edik pontbdl. Ekkor az u;,; = ®'(u;) + gi11 térbeli egyenlet kiszdmoldsa az
Uit = i + Atf(tir, tisr) (3.13)

nemlinedris egyenlet megoldasdval egyenértéki, ahol az f fiiggvény a térbeli ritkitas utin kapott
(I.2) alakd kezdetiérték-feladat jobb oldala. A gyakorlatban a Newton-mddszert hasznéljuk a
megoldas kozelitésére, amely minden 1épésében egy térbeli linedris egyenletrendszert kell meg-
oldanunk. Ezt megtehetjiik pontosan, vagy idé megtakaritds céljabol a linedris esetben latott
modon, egy térbeli MG mddszer hasznélatdval. Ekkor az implicit Euler médszer egy 1épésé-
nél most nem csak egy, hanem tobb térbeli linedris egyenletrendszert kell megoldanunk nagy

pontossaggal.

Az id6beli ritkitds miatt a ritka rdcsokon nagy a tdvolsag két szomszédos idopont kozott, igy az
el6z6 idépontban kiszdmolt érték messze van a nemlinedris egyenletrendszer megoldasatdl. Ek-
kor a nem annyira pontos kezd6 kozelités miatt tobb iterdcidra van sziikség a Newton-mddszer
soran, hogy megfelel6 pontossagi megoldast kapjunk. Ennek kovetkeztében a ritka racsokon
a futdsi 1d6 megemelkedik, és a mddszer hasznélhatatlanna vélik. A két legfontosabb otlet a
Newton-mddszer futdsi idejének csokkentésére a javitott kezd6értékek hasznélata és a térbeli
ritkitds.

A Newton-mddszer egyik sarkalatos pontja a megfeleld kezddpont valasztasa. A ritka racso-
kon a nagy 1épéskoz miatt az el6z6 id6pontban kiszdmolt érték nem elég pontos. Ezen segit
a kovetkez0 trividlis otlet: minden szint minden pontjdban taroljuk el a legutébbi, ott futtatott
Newton-mddszer dltal adott eredményt, és haszndljuk ezt kezd6értéknek a kdvetkezd ciklusban.
Az egyediili hatranya ennek, hogy plusz egy vektort el kell tdrolni minden ritka rdcs minden
pontjdban. A memdriahaszndlat redukdldsa érdekében egy koztes megoldds lehet, hogy csak
minden szint durva racspontjaiban tessziik meg ezt. Ekkor csak az F-relaxdci6 sordn kell a

megel6z4 pontban szerepld értéket haszndlni.
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A térbeli ritkitasnak koszonhetSen a (3.13) nemlinedris egyenletrendszer mérete csokken, igy
a kisebb méretli problémat gyorsabban tudjuk megoldani. Az otlet tovabbi eldénye, hogy az
iddbeli €s térbeli 1épéskoz négyzetének a hanyadosa beallithat. A (3.13) altalanos egyenlet a

mintafeladat esetén az

t
(1 NE G) (Uir1) = h(u;)
alakot 0lti, ahol G a nemlinedris diffuzio operatora, és Ax a térbeli 1€péskozt jeloli. A h fiigg-

At
(Ax)?

szintrdl szintre novekszik, igy a nemlinedris leképezés egyre tdvolabb keriil az identikus leké-

vényt a mintafeladat jobb oldala hatdrozza meg. Térbeli ritkitas nélkiil a hanyados értéke

pezést6l. Ennek kovetkeztében nehezebb megoldani az egyenletrendszert.

A térbeli szlikités miatt a kapott kdzelitések pontatlanabbd valnak, igy tobb MGRIT V-ciklusra
van sziikség a megfeleld pontossag eléréséhez. Ezért a megfeleld ritkitasi stratégia megtaldlasa
fontos része az algoritmusnak. A mintafeladat esetén érdemes kiprébalni az un. késleltetett
térbeli ritkitast, amikor a legfinomabb szinteken ugyanazt a térbeli rdcsot hasznaljuk, €s csak

késdbb kezdjiik meg a ritkitast.

Ezeken a mddszereken til még beszélhetiink olyan eszkdzokrdl, melyek nem olyan nagy-
mértékben befolyasoljdk a futdsi id6t. Ha kezdetben nincs el6zetes ismeretiink a megoldasrol,
akkor az elsd iterdcio sordn a racs hierarchidban lefelé menet a relaxaci6 végrehajtdsanak nincs
elénye. Ezért ezt a 1épést érdemes kihagyni. Ilyenkor el6szor a legdurvabb racson oldjuk meg a
problémat, majd a kapott megoldast felprolongaljuk sorban a finomabb racsokra. Ha az MGRIT
algoritmus elején j6 kezdd kozelitésiink van minden iddpontban, akkor nem kifizet6dd megspo-

rolni a relaxaciot.

Az MGRIT algoritmus elején pontatlan értékekkel szdmolunk, ezért nincs értelme nagy pon-
tossaggal végrehajtani az idSbeli 1épéseket. Az elsd par iterdcid sordn a Newton-modszernél
elényos nagyobb tolerancidt bedllitani a hibara. Az optimalis értékeket méréseken keresztiil

lehet meghatarozni.

Megvizsgdlhatjuk, hogy miként érdemes megadni a legdurvabb racs méretét. Amint mar em-
litettiik, a ritka rdcsokon sokba keriil a Newton-moédszer, igy sok id6t spérolhatunk, ha nem
megyiink le kisméret(i racsokra. Minél nagyobb a legdurvdbb racs, anndl tobb id6t vesz igénybe
a rajta értelmezett egyenletrendszer megoldasa. Ezért 1étezik egy optimdlis érték, ahol a futési
1d6 a legkisebb.

Végiil roviden 0sszefoglaljuk, hogy a [35] cikkben milyen eredményeket értek el a mintafel-
adaton az el&bb leirt otletek hasznélataval. A [3.4l dbran lathaté tdblazat soraiban az MGRIT
algoritmus 17 varidnsa szerepel. A masodik oszlop a térbeli ritkitdsi stratégidnak felel meg,
ahol az 1-es szdm azt jelenti, hogy nem tortént térbeli ritkitds, a 4-es azt, hogy késleltetve a

negyedik szinten kezdtiik el a ritkitast, mig a 4" azt, hogy késleltetés nélkiil ritkitunk. A harma-
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dik oszlopban a javitott kezd6értékek hasznalatdinak modja szerepel, amiket igénybe vehetiink
barhol vagy csak a durva pontokban. A kovetkezd harom oszlop az el6bb emlitett Gtleteket rep-
rezentdlja. Ha az elsé iteracié elején kihagyjuk a relaxaciot, akkor a negyedik sorban a "Yes"
sz6 4ll. A kisérletek sordn a Newton-médszer hibahatdra 1077 volt minden szinten. Ha az 6t6-
dik oszlopban jeloltiik, akkor az elsé harom iterdcié sordn olcs6bb Newton-mddszert végeztiink
1073-0s hibahatérral. A tér-id6 tartomdnyon a legfinomabb rdcshdlé (64)> x 4096 pontbdl 4ll,
melyet 4 X 128 processzor kozott osztottunk fel. Az idSbeli ritkitod faktor 4 volt. A hetedik osz-
lopban az szerepel, hogy egy processzornak hanyszor annyi memoriat kell haszndlnia, mint a

szekvencidlis algoritmusban 128 — 4096 id6beli processzor esetén.

@\’J
%}'
fb
N
& &
& 9 &
: ) S ‘
x\buj 'A‘b "\}\b 0"’\:) \f}
R S ¢ 5 & s

& P M P I R
I R SV R
0 1 Never No No 4 40— 16 162s 7 1135s
1 4 Never No No 4 31 - 7 101s 7 T12s
2 4% Never No No 4 12— 2 37s 30 1717s
3 1 C points No No 4 53— 21 91s 7 638s
4 4 C points No No 4 42 — 10 82s 7 579s
5 1 Always No No 4 84— 21 92s 7 647s
6 4 Always No No 4 73 - 10 84s 7 591s
7 1 C points Yes No 4 33— 21 G4ds 7 453s
8 4 C' points Yes No 4 42— 10 58s 7 4108
9 1 Always Yes No 4 84 — 21 6ls 7 4293
10 4 Always Yes No 4 73— 10 558 T 391s
11 1 Always Yes Yes 4 84 — 21 56s 7 395s
12 4 Always Yes Yes 4 73 — 10 5ls 7 360s
13 1 Always Yes Yes 16 80 — 17 58s 7 408s
14 4 Always Yes Yes 16 73—10 50s 7 354s
15 1 Always Yes Yes 64 76— 13 63s 8 506s
16 4 Always Yes Yes 64 73—10 47s 8 383s

3.4. dbra. Az MGRIT algoritmus varidnsainak a teljesitménye a mintafeladatokon. [5]]

Az ID-0 indexii a legegyszeriibb, naiv megkozelités (angolul az un. out-of-the-box varidns).
Ekkor nem hasznalunk egy kordbban leirt eszkozt sem. Latjuk, hogy a két legfontosabb otlet a
térbeli ritkitds és a javitott kezddértékek haszndlata. Az ID-4 futasi ideje koriilbeliil fele az ID-0
varidnsénak. A legjobb futdsi id6ével az ID-14 algoritmus rendelkezik, amely kevesebb, mint
harmadannyi id6t vesz igénybe, mint a naiv médszer. Ekkor minden el6z&ekben emlitett Otletet

hasznéltunk, és a legdurvabb racs méretét 16-nak valasztottuk.

Végiil a[3.5] dbran most is mutatunk egy erdsen skdldzé eredményt, melyen az MGRIT al-
goritmus kiilonb6z3 varidnsainak a futdsi idejei ldthatéak. A legfinomabb racs (128)* x 16385

darab pontot tartalmazott, €s a linedris esethez hasonléan a tér-ido tartomédnyt egyenletesen osz-
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tottuk fel a processzorok kozoétt, azaz mindegyikhez koriilbeliil ugyanannyi racspont tartozott
a legfinomabb racshdlon. Az iddbeli ritkité tényezodt 4-nek valasztottuk, és 32 processzorral

parhuzamositottunk a térben.

104 —

1°H —  Time Stepping

+—+ 1D=0

o [D=]

¥Y—v [D=4

B3 D=6

1D=14

ID=14, linear prob

10y 102 0 10t 10°
Processors

!l

3.5. dbra. Az MGRIT futési ideje a modell feladaton [3]].

Idedlis esetben, ahogyan a linedris feladatnal mar targyaltuk, a grafikonon egy egyenest latunk.
Most azonban, ha megdupldzzuk a processzorok szamat, akkor egyre kisebb és kisebb gyorsi-
tast ériink el. Ennek ellenére az eredmények nem rosszak. Ha legalabb 1500 processzor all a
rendelkezésiinkre, akkor az MGRIT algoritmust érdemes haszndlni a klasszikus szekvencidlis

helyett. Tovabba 130 ezer processzor esetén nagymértéki, 21-szeres gyorsitds érhetd el.

Erdemes osszevetni az ID-14-hez tartozé sarga gorbét az ID-14, linear prob nevii zold gérbé-
vel, amelyet egy hasonld, de linedris feladatra, a h§vezetési egyenletre alkalmazva kaptunk. A
kédban annyi véltoztatds tortént, hogy a p értékét 4-rdl 2-re véltoztattuk. A zold gorbe a sarga
alatt megy €s nagyjabol parhuzamosak. Ez azt jelenti, hogy nem meglepd médon a linedris fel-
adatra kapott algoritmus gyorsabb, viszont a futdsi id6k hdnyadosa tetszdleges processzorszam

esetén konstans, kb. harom.

Hasonlitsuk ossze a[3.5] dbra p = 2 esethez tartoz6 z6ld gorbéjét a[3.3] dbran lathaté eredmé-
nyekkel. Ez azért érdekes, mert mindkét mérést ugyanazon a feladaton végeztiik, ennek ellenére
most gyengébb eredményeket kaptunk. Ennek az a magyarazata, hogy a két kisérlet kozott tobb
kiilonbség is van. Az els6, hogy most a végeselem mddszert haszndltuk a térbeli diszkretizalds
soran a véges differencidk modszere helyett. A masodik, hogy mésfajta MG mddszert hasznal-
tunk az implicit Euler médszer egy 1€pésénél a térbeli linedris egyenletrendszer megoldasanal.
A harmadik, hogy a linedris esetben az implicit Euler médszer egy 1épésénél a térbeli linearis

probléma egyiitthatéi konstansok, nem fiiggnek az aktudlis kozelitéstdl. Ekkor az algoritmus
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elején elég egyszer felépiteni az egyiitthaté matrixot. A nemlinedris esetben viszont a Newton-
moddszer minden 1épésében viltozik az egyiitthaté matrix, ezért mindig djra inicializédlni kell a
matrixot, amely 0sszességében sok idébe telik. A skalazédasbeli kiilonbséget a harmadik ész-

revétel jelenti, melynek megolddsa még nem megoldott implementacids probléma.

Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy az MGRIT algoritmus hatékonyan alkalmazhatd linedris és
nemlinedris kezdetiérték-feladatok megolddsara is sok processzor hasznalatdval. E16szor a[3.1]
alfejezetben megmutattuk, hogy a Parareal algoritmus felfoghat6é az id6tengelyre alkalmazott
kétracsos médszerként. Ezutdn a[3.2] alfejezetben az MG moédszereknél latott eszkdzok segitsé-
gével éltalanositottuk az algoritmust tobb racsra, melynek kovetkeztében az MGRIT mddszer-
hez jutottunk. A természetes kiterjesztés nem vezet jol teljesit6 algoritmushoz, ezért kiillonbozé
megfontoldsokat téve a paraméterek optimalizdldsdra volt sziikség. A [4] cikkben kiprébaltak
az algoritmust a (3.9) alakd linedris hGvezetési egyenleten, ahol j6 eredményeket kaptak (lasd
[3.3] dbra). Lathattuk, hogy 4096 processzor hasznélatidval majdnem 10-szeres gyorsitdst tudtak
elérni a szekvencidlis algoritmushoz képest. Végiil a [3.3] alfejezeteben kiterjesztettiik a mod-
szert nemlinedris feladatokra is a teljes approximdcios séma segitségével. A célunk a linedris
esetben ldtottakhoz hasonlé eredmények elérése volt. A nemlinearitds miatt az idSbeli 1épések
megval6sitdsa komplikdltabb, ezért tobb otletre is sziikségiink volt, hogy a médszert hasznédlha-
tova tegyiik. Az [J] cikk szerzdi a (3.12) alakd, kétdimenzids, nemlinedris p-Laplace feladaton
tesztelték az MGRIT algoritmust. Az eredmények, melyek hasonldak a linearis esetben tapasz-
taltakhoz, a[3.3] dbrén lathatdak.

A két mintafeladaton mi is tudtunk kisérletezni az eredeti implementacidval a sajat kornye-
zetiinkben. Sajnos esetiinkben nem 4llt rendelkezésiinkre nagyon sok processzor, ezért a futdsi
idére vonatkozé skdlazo kisérleteket nem tudtuk reprodukélni. A részletekrdl és a tovabbi fel-

adatokon elvégzett tesztekrdl a kovetkezd fejezetben irunk bévebben.
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4. fejezet

Alkalmazasok

Ebben a fejezetben kiilonboz feladatokon végzett mérések eredményeit irjuk le. E16szor olyan
kisebb méretl feladatokkal foglalkozunk, melyek kozonséges differencidlegyenletek segitségé-
vel jellemezhetdek. Ezutdn attériink a linedris és nemlinedris hdvezetési egyenlet vizsgalatara,
ahol a mddszer paramétereinek a futdsi id6re €s a sziikséges iterdcidk szamdra gyakorolt hatdsat
elemezziik. Amint mdar a bevezet6ben is emlitettiik, az algoritmus implementicidja elérhetd a
nyilvdnos XBraid GitHub repozitériumban [22]], amely C nyelven irédott és MPI-t (Message
Passing Interface) haszndl a parhuzamositds megvaldsitdsara. A név elején 1évd X a gorog id6
sz6 elsd betlije, mig a Braid sz6 arra utal, hogy az algoritmus kiilonbdzé felosztasu racsok egyiit-
tesét haszndlja. A program konnyen kezelhetd interfésszel rendelkezik, a felhaszndlonak csak
az egylépéses modszert leird fiiggvényeket kell megadnia, és élvezheti az XBraid 4ltal nyujtott

parhuzamositast.

A kisérleteket az ELTE szerverein futtattuk, ahol 24 darab 2.20 GHz intel Xeon Silver 4214
tipusu processzor 4llt a rendelkezésiinkre, és az Open MPI 4.1.0. konyvtarat hasznaltuk az MPI
implementacidjaként. Amint kordbban emlitettiik, az algoritmus optimadlis futdsi ideji O(N),
viszont a konstans nagyobb, mint a klasszikus szekvencialis algoritmusndl, igy a gyorsitast a
parhuzamositds adja. Ahhoz, hogy gyorsabbak legyiink a szekvencidlis algoritmusndl, tipikusan
sok, tobb szaz processzorral kell rendelkezniink. Ennek hidnydban a célunk az el6z6 fejezetben
leirt 6tletek kiprébaldsa, valamint a skalazodds demonstralasa kiilonb6z6 feladatokon.

Az 6sszes kisérlet esetében az (1.2)) alaki kezdetiérték-probléma idSbeli diszkretizaldsa soran
mindig alland6 1€péskozii felosztast hasznaltunk. Az el6z6 fejezetekkel 6sszhangban jeldlje N +
+1 az osztépontok szamat, ug, uy, . . ., uy a keresett kozelitéstrendreaQ =t < t; < ... <ty =T
pontokban, Ar a 1épéskozt és u, az ismert kezdetiértéket. A magasabb szinteken a ritkitds miatt

megnd a 1épéskoz, igy stabilitasi szempontokat is figyelembe véve az

Uicr = u; + Atf(tig,uip), 1=01,...,N-1 4.1)
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implicit Euler médszert haszndltuk az id6beli diszkretizdl4s sordn. Ha kiilon nem emlitjiik, ak-
kor a tolerancia értékét 10~°-nek 4llitottuk be, azaz annyi iteraciét hajtottunk végre, hogy a
rezidudlis értéke a legfinomabb racson 10~ ald csokkenjen. A ritkit6 tényez6t 2-nek valasztot-

tuk, azaz feleztiik a pontok szamt.

4.1. Kozonséges differencialegyenletek

4.1.1. Kétdimenzios linearis feladat

Eloszor egy kétdimenzids, dllandé egyiitthatds, linedris jobb oldald kezdetiérték-probléman

probéltuk ki az algoritmust, ahol az egyiitthaté matrixot és a kezdeti értéket az alabbi médon

0 -1 ) 0.1
A= €S uy= .
(1 0.1) [ 0 ]

Ekkor az implicit Euler médszer (4.1) egyenlettel felirt I€pése az

valasztottuk :

I-AAu=uw;, 1=01,....N—-1

linedris egyenletrendszer megoldasédhoz vezet. Ebben a kétdimenzios esetben az (I — AtA) mat-
rix inverze konnyen, kézzel kiszamithatd, igy u; ismeretében u;,; értéket pontosan meg tudjuk
hatdrozni. Az MGRIT algoritmus egy iterativ mddszer, igy sziikségiink van minden pontban
egy kezdeti kozelitésre, melyet most mindenhol uy-nak vélasztottuk. Tulajdonképpen ezzel azt
tettiik fel, hogy nincs el6zetes tuddsunk a megoldds menetér6l. A matrix sajitértékei pozitiv
valés részii komplex szamok, igy a megoldas trajektoridja egy kifelé halado spirdlt ad, melyet a

futtatas utan al4.1l abrdn is lathatunk.

0.2

0.1 A

—0.2 A

T T T T T T T
-0.3 —0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

4.1. abra. A kétdimenzids feladat numerikus megoldésa a [0, 20] intervallumon.
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Itt a legegyszer(ibb varidnst haszndltuk, azaz FCF-relax4ciot hajtottunk végre minden szinten,
a legdurvabb szinten 4 részre osztottuk a [0,20] intervallumot, és a durvitd tényezd értékét 2-
nek vélasztottuk. Nem végeztiink méréseket a futdsi idével kapcsolatban. A kis dimenziészam
miatt az algoritmus nagyon gyorsan lefutott sok osztépont esetén is, ezért az egyéb miveletek
(példaul inicializédlds, vagy eredmények kiiratdsa) domindltdk a futdsi id6t. Viszont érdemes
megjegyezni, hogy sokkal kevesebb iterdcidra van sziikség, ha az F-ciklust haszndljuk a V-
ciklus helyett. Ha az osztépontok szdma 8193 volt, akkor a V-ciklusos varidnsnak 16 iterdcidra
volt sziiksége a 10~%-es hiba eléréséhez, mig az F-ciklus esetében ez a szdm minddssze 6 volt.
Ennek oka, hogy az u, vektor nem pontos kozelitése a megoldasnak a késébbi idopontokban,

igy az F-ciklus jelent6sen javit a kezdd kozelitésen.

4.1.2. Tobbdimenzios linearis feladat

Ezutan végeztiink egy hasonld, de mar nagyobb rendszerre vonatkozé kisérletet is, melynek di-
menziészama d = 20 volt. Az A ritka métrixot gy hatdroztuk meg, hogy véletleniil, egyenletes
valészindséggel kivélasztottuk az elemeinek az 1/5 részét, ahova egy véletlen szdmot irtunk a

[-0.5,0.5] intervallumbdl. Ekkor minden sorban dtlagosan 4 darab nem O elem van.

A kétdimenzids esettel ellentétben most nem tudjuk kézzel kiszamolni az (I — AtA) matrix
inverzét, ezért valamilyen iterdcidval kell kozeliteniink a kovetkezd pontbeli megoldast. A tesz-
tek soran a csillapitott Jacobi iteraciot hasznéltuk, amely koordinatas alakja valamely w € (0,1]

esetén az (I — AtA)u;, = u; lineéris egyenletrendszerre alkalmazva:

k+1 k w k .
ui-:—l,j = (1 - w)ui+l,j + m (I/li’j + AtZaﬂuHu], J= 1,2,...,d,

1] 1#j

ahol uf

i1 jeloli az u;,; vektor k-adik kozelitésének a j-edik komponensét. A Jacobi iterdcio

konvergencidjahoz elégséges feltétel, ha a matrix diagonélisan domindns, amely elérhet6 finom
1épéskoz valasztasdval, mivel A — 0 esetén az (/—-ArA) matrix f6atlébeli elemei 1-hez tartanak,
mig a tobbi a 0-hoz. Igaz, hogy a durvédbb szinteken a 1épéskdz novekszik, de a matrixban
kis abszolutértékl szamok vannak, igy tovabbra is diagondlisan domindns marad az (I — AtA)
matrix. Az MGRIT algoritmushoz hasonléan a Jacobi iterdcidval akkor allunk le, ha az (1 -

— AtA)u¥, | — uf lokalis rezidudlis vektor eukleideszi értéke kisebb, mint 107°.

El6szor azt néztilk meg, hogy az w € (0,1] vélasztasatdl hogyan fiigg az algoritmus futdsi
ideje V-ciklust és FCF- relaxaciét haszndlva a [0,5] idSintervallumon. Az id6intervallumot 8192
részre osztottuk fel, az MGRIT algoritmus hibahatédrat 10~"-nek vélasztottuk, az uy kezd&érték
minden koordinatdjat véletlenszertien valasztottuk a [—1,1] intervallumbdl, €s a kezd6 kozelités

a kétdimenzioés esethez hasonléan minden id6pontban u, volt.
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A lenti {.1] tablazatbdl vildgosan latszik, hogy minél nagyobb w értéke, anndl gyorsabb az
algoritmus. Ez nem meglepd, hiszen ekkor a Jacobi iterdcidnak kevesebb 1épésre van sziiksége
a tolerancia eléréséhez. Viszont néha érdemes relaxalni, mert ekkor az iterdcié stabilabb. Igy
elofordulhat az az eset, hogy a durvabb racsokon a csillapitott Jacobi iteracio ugyan lassabb, de

konvergens, mig w = 1 esetben nem az.

w 0.3 04 [05/10607| 08 | 09 1
Id6 (sec) | 14.06 | 9.56 | 7.2 | 5.5 | 45| 3.34 | 243 | 1.11

4.1. tablazat. A futési id6 w fiiggvényében.

Ezutin a futédsi id6t vizsgaltuk a processzorszam fiiggvényében kiilonboz6 varidnsok eseté-
ben (lasd 4.2] dbra). A kisérlet paraméterei megegyeznek az el6z6 mérés paramétereivel. Itt w
értékét 0.5-nek vélasztottuk, és a V-, illetve az F-ciklus esetében 10 szintet hasznaltunk, igy a
legdurvéabb racson 17 osztépont szerepelt. A feladat mérete dllandd, igy a processzorok szamat
novelve, az egy processzorra jutd osztépontok szdma csokken, ezért azt varjuk, hogy a futési idé
is csokken. Az ilyen tipusi méréseket erdsen skdldzo (strong scaling) kisérleteknek nevezziik.
Idedlis esetben a processzorok szdma forditottan ardnyos a futdsi id6vel, azaz, ha kétszer annyi

processzort hasznalunk, akkor a futési id6 felére csokken.

2% .
— V-ciklus, FCF
=== V-ciklus, F-FCF
~ —— F-ciklus, F-FCF
24 5'\, —=—- F-ciklus, F
e —— 2 57int, FCF
—-—=- 2szint, F
F
n 23 B
‘®
=
=
22 _
21 _

20 21 22 23 24
processzorok szama

4.2. abra. A linedris feladat megoldasa V-ciklussal, F-ciklussal és 2 szintes algoritmussal.

Az eredményeket a fenti, log-log alapi [4.2] dbran lathatjuk, ahol mindkét tengelyt kettes ala-
pu logaritmus szerint skédldztuk. A V- és F-ciklust haszndl6 varidns esetében olyan egyenesek

adddnak, amely meredeksége csak kis mértékben tér el az optimalis értéktdl. Nevezetesen ha
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szemben a két szintes algoritmus kisebb processzorszam esetén gyorsabb, viszont nem mutat-
ja ugyanazt a jo skdldzddast. Ennek oka, hogy a durvdbb szinten még mindig nagy a lineé-
ris egyenletrendszer mérete, melynek megoldasa még mindig sok szekvencialis 1€pést igényel.
Ezen példan 1 processzor haszndlatdval az F-ciklust és F-relaxécidt haszndlé varidns koriilbeliil
4-szer annyi ideig fut, mint a két szintes algoritmus, viszont 16 processzor esetén mar kevesebb

futdsi idore van sziiksége.

4.1.3. SIR-modell

Az utébbi években sajnos fontossa valt a jarvanyterjedés dinamikdjanak tanulményozésa, igy
az MGRIT moédszert alkalmaztuk az egyik legegyszertibb nemlinedris epidemiol6giai modellre,
az un. SIR modellre is. Ez a modell feltételezi, hogy a populdcié mérete allandé a vizsgdlt

idotartam alatt, és az egyének az aldbbi hdrom csoportba oszthatdak :

o Fogékonyak (S ~ susceptible): Megbetegedésre fogékony egyedek.
o Fert6zottek (I ~ infectious): Fert6zésre képes, jelenleg is fertdzott egyedek.
o Gyogyultak (R ~ recovered): Fert6zésen atesett mar immunis egyedek.

7

A rendszer dinamik4jat az adja, hogy a fogékony egyedek megfert6z6dhetnek, és a fert6zottek
meggyodgyulhatnak. Feltessziik, hogy minden fert6zott y rataval gydgyul, és a fertdzés egyene-
sen ardnyos a fogékonyak és a fert6zottek szdmanak szorzatdval. Ez azt jelenti, hogy ha egy
fogékony taldlkozik egy fert6zottel, akkor valamilyen valdszintiséggel 6 is megbetegszik. Ezen

elveket felirva az alabbi

BIDS (1)

s = PO 0=,
r@zﬁ%&iwmxl©:m

R(1) =yI(0), R(O) =Ry,

nemlinedris kezdetiéték-probléméhoz jutunk, ahol

o N apopulicié dllandé mérete,
o B azt jeldli, hogy egy fert6zott egy 1doegység alatt mennyi fogékony egyedet betegit meg,

o 7y pedig azt, hogy egy idGegység alatt a fert6zottek mekkora hanyada gyégyul meg.
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A 3.3 alfejezetben lattuk, hogy nemlinedris problémak esetén minden idSbeli 1épésben egy
nemlinedris egyenletrendszert kell megoldanunk. El&szor részletesen leirjuk, hogy hogyan va-
16sitottuk meg az implicit Euler mddszer egy 1épését a Newton modszer hasznélataval. A fenti
SIR modellt kompakt alakban az u’(f) = f(u(#)) alakban irhatjuk, ahol

S’ ( t) _,B’I(t/i/S ®)
WO =ro| é fuw) =250 _yim).
R'(f) yI(t)

Az implicit Euler médszer egy 1épése soran a (4.1)) nemlinedris egyenletrendszert kell megol-

danunk. Egy oldalra rendezve a tagokat ez 4tfogalmazhat6 az

Fuir) = wi — uiy + Atf(uig)

fliggvény gyokének a megkeresésére. Ezen feladat megoldasara egy bevett mddszer a Newton-
iteracio
wiyy = ufyy = JrQug, ) Fufy),

i+1 i+1

ahol a gyakorlatban a Jr Jacobi matrix invertdldsa helyett a

Tr(i D = ufy) = —Fug,,) (4.2)

i+1

linedris egyenletrendszert oldjuk meg. A SIR-modell esetén a Jacobi métrix a kdvetkezd alakot

olti:
Bl BS
—1 - A ~A 0
JeS. LR =| A —1+M(E-y) 0
0 Aty -1

A kis dimenziészdm miatt a Newton algoritmus minden 1épésében a (4.2) egyenletet ponto-
san meg tudtuk oldani, nem volt sziikségiink kozelité algoritmusok haszndlatira. A Newton-
modszer ledllasi feltétele hasonldan az el6z6 példdkhoz az volt, hogy a lokalis rezidudlis F(u)

fiiggvény eukleideszi norméja egy adott toleranciaérték, 10~° ald essen.

A probléma kis mérete miatt itt sem végeztiink futdsi idovel kapcsolatos méréseket. Helyette
azt teszteltiik, hogy milyen esetekben konvergens az algoritmus, €s helyes eredményt kapunk-e.
A rendszert 100 idSegységig vizsgéltuk, mig a teljes populdcié méretét N = 1000-nek va-
lasztottuk. Feltettiik, hogy kezdetben I, = 3 fert6zott egyediink van, és mindenki fogékony a
jarvanyra, azaz So = 997 és Ry = 0. A két paramétert 8 = 0.4 és y = 0.04 értékeknek valasz-
tottuk. A toleranciat 107%-nak valasztottuk, és az idStengelyt 2048 részre osztottuk. Az MGRIT
egy iterativ algoritmus, ezért minden #; > 0 id6pontban meg kell adnunk egy kezdeti kozelitést.
A varakozdsok szerint az id6 elérehaladtaval a fogékony egyedek szdma csokken, a gyégyul-

tak szdma nd, mig a fert6zottek szama el6szor nd, majd elér egy maximum értéket €s csokken.
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Tegyiik fel, hogy birtokdban vagyunk egy kordbban lejitszodott, hasonld paraméterekkel ren-
delkez6 folyamat adatainak, igy van egy eldzetes képiink a megoldds menetérdl. Feltételezziik,
hogy a hdrom csoport elemszdma linedrisan valtozott a[4.3] dbra szerint. Természetesen nem ez

a valos helyzet, de els6 kozelitésként megfelel.
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4.3. abra. Az MGRIT kezdeti kozelitése a SIR-modell esetén.

El6szor a kétszintes algoritmust prébaltuk ki. Az eredmény a lenti [4.4] dbran lathato. A szek-
vencidlis algoritmussal 6sszevetve helyes megoldast kaptunk. Ezutdn kiprébéltuk az algoritmust
tobb szinttel is. Ha négy vagy tobb szintet hasznaltunk, akkor az elsé par MGRIT iterdcidban
par Newton-mddszerrel végrehajtott Iépés nem konvergens. Ez nem jelent gondod egészen L =

= 6 szintig.
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4.4. abra. Az SIR-modell egyes osztdlybeli egyedszamainak idébeli alakulésa.

7

Alapértelmezettként az el6z6 pontban kiszamolt értékbdl inditjuk a Newton-iteraciét. Ezek
folyamatosan javulnak, igy par MGRIT iterdci6 utdn minden id6pontban megfelel6 a kezd6ér-

ték és konvergens a 1épés. Ugyanakkor, ha legaldbb L = 7 szintes a mddszer, akkor a legdur-
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véabb rdcson tul messze vannak egymastdl a szomszédos pontok, €s igy az algoritmus divergal.
Ez nem meglepd, mivel L = 7 szint esetén 33 osztépont van a legritkdbb racson. Ekkor két
szomszédos pont kozott tobb mint 3 idGegység telik el. Végiil megjegyezziik, hogy a javitott
kezd6értékek otletének haszndlata sem tudott segiteni a konvergencidn. A kezdd kozelités nem
elég pontos, igy az els6 MGRIT iterdci6 sordn par pontban ezek haszndlatdval sem konvergédl a

Newton-modszer.

4.2. Egydimenzios hovezetési egyenlet

4.2.1. Linearis hovezetési egyenlet

Ha egy numerikus médszer hatékonysdgat parabolikus parcidlis differencidlegyenletek esetén
szeretnénk vizsgélni, akkor el6szor a hdvezetési egyenleten szokds azt tesztelni. Az MGRIT al-
goritmust a [4] cikk szerz6i mar kiprobdltdk a kétdimenzids egyenleten, de természetesen ado-
dott az az otlet, hogy vizsgaljuk meg a mddszert egydimenzids esetben Dirichlet-peremfeltétel

mellett.

ou(t,x) = adu(t,x), x€][0,1], t€]0,T]
u(0,x) = g(x), x¢€[0,1]
u(t,0) = up(t), te€l[0,T]
u(t,1) =u(t), tel0,T]

A kisérletek sordn az « diffuzids egyiitthatét egynek vélasztottuk, a két végponton a hdmér-
sékletet uy(r) = 1 és u () = 0 fix értékeken tartottuk, mig a rendszert a 7 = 5 id6pillanatig
vizsgdltuk. A kezdetiérték fiiggvényt, azaz a g(x) fliggvényt a (0,1] intervallumon konstans 0-
nak, mig a baloldali hatarpontban egynek vélasztottuk. Ez fizikailag azt jelenti, hogy kezdetben
mindenhol 0°C fok a hdmérséklet, majd a baloldali hatdrponton keresztiil hirtelen elkezdiink

h6t k6zoIni a rendszerrel, amely felmelegszik.

El6szor a térben diszkretizéltuk a feladatot, ahol a [0,1] térintervallumot N, + 1 osztéponttal
osztottuk fel ekvidisztdnsan. Jelolje Ax térbeli 1épéskozt €s uj(r), ¢t € [0,T] a rendszer idSbeli

viselkedését az x; helyen. A szokdsos médsodrendii centralis differenciasémat hasznalva egy

up(t) = 0,
, ujr1 (1) = 2u;(t) + uj (1)
uj(t):a (Ar) , =12,...,N,— 1,
uy (1) =0
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szemidiszkrét linedris rendszer adédott, melynek tomor métrix-vektor felirdsa

0 0
12 1
12 1
u’(t)z(AC;)2 u(t).
12 1
121
0 0

Az id6diszkretizalds sordn most is az implicit Euler médszert hasznéltuk. Ez egy sokdimen-
zi0s linedris feladat, de most nincs sziikségiink iterdciés eljarast haszndlni a médszer egy 1épé-
sénél kapott linedris egyenletrendszer megolddsdhoz. Az (I — AtA) matrix tridiagonalis, ezért
optimalisan, O(N,) 1épésben meg tudjuk hatdrozni minden 1épésben az (I — AtA)u;1 = u; rend-

szer pontos megolddsat.

Mivel az MGRIT egy iterativ algoritmus, ezért minden #; > 0 id6pontban meg kell adnunk
egy kezdeti kozelitést. Ezeket most ugy hataroztuk meg, hogy miden tér-ido racspontban vélet-
len szamokat vettiink a [0,0.1] intervallumbdl. Ez azt jelenti, hogy nem rendelkeziink el6zetes
tuddssal a megoldds idSbeli véltozasardl. Természetesen fizikai megfontoldsok révén szofiszti-
kaltabban is megadhattuk volna a kezdeti kozelitéseket, amely egy gyorsabb algoritmust ered-

ményezett volna.

El6szor a modszer konvergencia sebességét teszteltiik. Azt vizsgaltuk, hogy egy iteracid alatt
hanyszorosara véltozik az MGRIT éltal adott megoldés eltérése a pontos megoldastdl. Ezt ne-
vezziik konvergencia faktornak. Tovabba azt is szeretnénk tudni, hogy a (3.10) és (3.11) egyen-
letekben adott becslések mennyire élesek. Az eredmények a[d.2] tablazatban taldlhatéak. Az el-
s6 harom oszlopban azt tiintettiik fel, hogy a mdédszer melyik varidnsat hasznaltuk. A kovetkez6
négy oszlopban taldlhatéak a mérési eredmények a probléma mérete szerint rendezve. Minden
oszlopban az elsé koordindta az id6tengelyen felvett pontok szamét, mig a masodik a térbeli
tengelyen felvett pontok szamat jeloli. Az utols6 oszlopban a[3.2] Tételbdl ad6d6 elméleti hatar

lathat6 a kétszintes algoritmus esetén.

Osszességében elmondhat6, hogy a konvergencia sebessége nem fiigg 1ényegesen az 0szt6-
pontok szamatol. Ha a kétszintes algoritmust hasznaljuk, és az m ritkité faktort kicsinek va-
lasztjuk, akkor a konvergencia faktor a probléma méretének novelése kozben dllandé marad,

mig a tobbi esetben is csak kis mértékben né az értéke.

Erdemes 6sszehasonlitani az F- és FCF-relaxdci6t haszndl6 variansokat. Minden esetben az
FCF-relaxdciot haszndlé6 mdédszer egy iterdcio alatt kevesebb mint fele akkordra csokkentette

a hibat, mint az F-relaxaciét hasznald. A V-ciklust és F-relaxaciét hasznald természetes kiter-
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Relaxacié | Ciklus | m | 512 x 64 | 1024 x 128 | 2048 x 256 | 4096 x 512 | Hatar
F-relax 2-szint | 2 0.12 0.12 0.12 0.12 0.125
F-relax 2-szint | 4 0.199 0.198 0.198 0.199 0.204
F-relax 2-szint | 32 | 0.256 0.257 0.279 0.28 0.284
F-relax | V-ciklus | 2 0.449 0.481 0.512 0.532 -
F-relax | V-ciklus | 4 0.323 0.344 0.365 0.381 -
F-relax | V-ciklus | 32 | 0.256 0.257 0.279 0.281 -

FCF-relax | 2-szint | 2 | 0.0494 0.0498 0.0499 0.0492 0.0527

FCF-relax | 2-szint | 4 | 0.0759 0.0764 0.0775 0.0777 0.0812

FCF-relax | 2-szint | 32 | 0.0515 0.0886 0.103 0.101 0.108

FCF-relax | V-ciklus | 2 0.098 0.109 0.116 0.121 -

FCF-relax | V-ciklus | 4 | 0.0922 0.0954 0.0981 0.101 -

FCF-relax | V-ciklus | 32 | 0.0515 0.0886 0.103 0.101 -

4.2. tablazat. A konvergencia sebessége kiilonbozé varidnsok esetében.

jesztés esetén a konvergencia faktor magas, kb. 0.5. Ennek kovetkeztében az algoritmusnak sok

iteracidra van sziiksége egy elére maghatarozott hiba eléréséhez.

Végiil hasonlitsuk 0ssze a kétszintes algoritmusndl a mért eredményeket az utolsé oszlopban
taldlhat6 elméleti értékekkel. A vartnak megfelelGen a tesztek sordn kapott eredmények kiseb-
bek, mint a megfelelé elméleti hatar, viszont elég kozel vannak hozza. Ez azt mutatja, hogy a

[3]] cikkben leirt becslések élesek ezen a feladaton.

A masodik kisérletben azt vizsgaltuk, hogy kiillonb6z6 méretii felosztasok esetén hany iteraci-
ora van sziiksége az algoritmusnak kiilonboz§ varidnsok esetén. Az eredmények a|.3] tablazat-
ban lathat6éak, ahonnan leolvashatd, hogy a feladat méretének novekedésével az iteracidszamok
korléatosak, kivéve a természetes kiterjesztés esetén (V-ciklus, F-relaxdcid), amelynek haszné-
lata nem vezet hatékony algoritmushoz. Az F-ciklus haszndlata miatt egy iterdcié gyorsabban
lefut, viszont ez nem tudja kompenzélni az iterdciészam drasztikus novekedését, igy futdsi id6t
tekintve dsszességében egy lassabb algoritmust kapunk. Erdemes tovabba megjegyezni, hogy a
varakozasoknak megfeleléen mindegyik ciklus esetén F-relaxdcié hasznalataval tobb iteraciora

van sziikség, mint FCF-relaxaci6 esetében.

Ezutan megnéztiik, hogy a ritkitd faktor milyen hatdssal van a futdsi id6re és az iterdciészamra
(lasd[4.4] tablazatban, ahol m a ritkit6 faktori jeloli). A kisérletet 16 processzorral végeztiik, az
id6tengelyt 2048 részre osztottuk, mig a térben 8193 osztopontot vettiink fel. Minél nagyobb
a ritkit6 faktor értéke, anndl tobb 1€pést kell végezniink parhuzamosan, viszont pontosabb ko-

zelitést kapunk egy iterdcio sordn. Igy a ritkit6 faktor novelésével csokken az iterdcidk szdma,
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N/ XN,= | 64x64 | 128 x 128 | 256 x 256 | 512 x 512 | 1024 x 1024
V-ciklus F-relax 16 19 24 30 35
V-ciklus | FCF-relax 9 10 11 12 13
V-ciklus | F-FCF-relax 13 13 14 14 14
2-szint F-relax 12 13 13 13 13
2-szint FCF-relax 8 9 9 10 10
F-ciklus F-relax 12 12 12 13 13
F-ciklus | FCF-relax 8 9 9 9 10
F-ciklus | F-FCF-relax 12 13 13 13 13

4.3. tablazat. A sziikséges iterdciok szdma kiilonb6z6 varidnsok esetében.

viszont a futdsi id6 tekintetében egyfajta valamit valamiért (trade-off) helyzet alakul ki. Ugyan
kevesebb iterdcidra van sziikség, de egy iterdcio tovabb tart. A tdbldzatban azt latjuk, hogy az
elején csokken a futdsi idd, viszont a végén a sok szekvencidlis 1épés miatt djra novekszik. Az
optimum értéket m = 128 esetén érjiik el, amikor kevesebb, mint negyed annyi id6re van sziik-
ségiink, mint ha minden szinten feleznénk a problémat. Emeljiik még ki az utols6 oszlopot, ahol
minddsszesen egy iterdcidra volt sziikség, mivel az egész [0, T'] intervallumon szekvencidlisan

Iépkedtiink végig.

m 2 4 8 16 32 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

Id6 (sec) | 8.58 | 4.97 | 3.54 | 3.24 | 3.67 | 291 | 2.02 | 2.40 | 3.82 | 6.42 | 8.32
Iterdciéo | 13 13 12 12 12 11 7 4 3 2 1

4.4. tablazat. A futési id6, illetve a sziikséges iteraciészam kiillonbozo ritkitd faktorok esetén.

Végiil most is végeztiink egy mérést a futdsi idére vonatkozolag. Jelolje p a processzorok
szamat. Minden futdsndl az id6tengelyt 1024 X p részre osztottuk fel, és a térben 2049 racspon-
tot vettiink fel. Ekkor az egy processzorra esd pontok szdma megegyezik az 0sszes mérésnél,
igy idedlis esetben a futdsi id6 véltozatlan marad. Természetesen egy kismértékii novekedést
varunk a futdsi id6ben, mivel a processzoroknak kommunikalniuk kell egymadssal. Az ilyen ti-
pust méréseket gyengén skalazo méréseknek nevezziik. Az eredmények a abran lathatoak,
ahol a vizszintes tengely kettes alapu logaritmus szerint van skdldzva, mig a fiigg6leges tengely
linearis.

A V- és az F-ciklus esetén nem emelkedett a futdsi id6 drasztikusan. Példdul a V-ciklusos
F-FCF relaxaciot haszndl6 varidns esetében 1 processzor hasznélatdval 11.08 masodperc volt a
futdsi id6, mig 16 processzor esetén 13.65 mdsodperc. Ez azt mutatja, hogy az algoritmus j6l

skalazodik. Ha kétszeresére noveljiik a feladat méretét, €s kétszer annyi processzort haszndlunk,
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18 1

16 1

14 1

12 4

futasi idd (sec)

T T T T T
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processzorok szama

4.5. dbra. A linedris hovezetési egyenlet megoldasahoz sziikséges futdsi idd.

akkor a futdsi id6 nem véltozik 1ényegesen. A kétszintes algoritmus viszont nem rendelkezik
ezzel a tulajdonsdggal, mivel a durvabb szint mérete még mindig nagy. Ha kevés processzor all a
rendelkezésiinkre, akkor érdemes a kétszintes algoritmust haszndlni, viszont mar 16 processzor

esetén jobban teljesitenek a tobbszintes varidnsok.

4.2.2. Nemlinearis hovezetési egyenlet

A linedris hovezetési egyenlet utan kiprébaltuk az MGRIT algoritmust a nemlinedris héveze-
tési egyenleten is, melyre az irodalomban gyakran porézus kozeg egyenletként hivatkoznak,

melynek alakja

Ou(t, x) = ad,(u’(t,x)), x€[0,1], te[0,T]
u(0,x) = g(x), xe€[0,1]
u(t,0) =uy, t€|[0,7T]
u(t,1) =u;, te€][0,T]

ahol mi a p = 2 esettel foglalkoztunk. Megjegyezziik, hogy a p = 1 esetben a linedris hdveze-
tési egyenletet kapjuk vissza. Ennek kovetkeztében az itt kapott eredmények Osszevethetdek az
el6z0 alfejezetbeli problémadra adott algoritmus eredményeivel. A nagyobb nemlineéris problé-
mékon tobb, a[3.3] alfejezben emlitett eszkozt kell haszndlnunk, hogy a linedris esetben latott

hatékonysagot érjiink el. Az itt bemutatott mérésekkel ezen otletek hatdsat szeretnénk vizsgalni.

A kisérletek sordn a diffiziés konstanst @ = %-nek véalasztottuk, hogy lassitsunk a folyama-
ton. A két végponton a hdmérsékletet fixen tartottuk, mégpedig ug = 1 és u; = 0 értékeken, mig

arendszert a T = 5 idGpillanatig vizsgaltuk. A g(x) kezdetiérték fiiggvényt tigy hatdroztuk meg,
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hogy teljesitse a peremfeltételeket és a [0,1] térintervallum belsejében legyen egy maximuma,

ahonnan a peremek felé lecsokken. A vélasztdsunk a
g(x) = 10e™C-045576° _ 797185

fiiggvényre esett, melynek grafikonja a[4.6] dbrén lathato.

e (01)
® (10)
® (0.44,2.73)

2.5

2.0

1.5 A

gix)

1.0 A

0.5 1

0.0 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

4.6. abra. Kezdetiérték fliggvény a nemlinearis hévezetési egyenletnél.

A linedris esethez hasonldan el8szor térben, majd id6ben diszkretizaltuk a problémat. Irjuk 4t

a jobb oldalt az osszetett fiiggvény derivalasi szabélyat alkalmazva
@0 (W3 (1, %)) = 200 (1, )0,u(t, X)) = 2a((B.u(t, x))* + u(t, X)d.u(t, x)),

és osszuk fel [0,1] térintervallumot a 0 = xp < x; < ... < xy, = 1 pontokkal ekvidisztansan,
Ax 1épéskozzel. Jelolje most is u;(¢) a rendszer id6beli viselkedését az x; helyen. Az elsd és
masodrendii centrdlis differenciaséma térbeli alkalmazasaval egy nemlinedris kozonséges diffe-

rencidlegyenlethez jutunk, amelynek alakja

uy(1) =0,

, 2 ((uji(t) — ujoy () :

(1) = (A:)z( e 0 () = 200 + u )], =12 N L,
wy (1) = 0.

Az implicit Euler médszer egy 1épésének megvaldsitdsdhoz az SIR modellnél latottakat kovet-

tiikk. Vezessiik be az
F(uis1) = wi — uiy + Atf(uig)

nemlinedris fliggvényt, melynek a gyokét keressiik minden idébeli 1€pésnél. A konnyebb ko-
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vethet6ség kedvéért irjuk ki az F(u;,1) = 0 egyenletrendszert koordindtdnként.

Uio = Ui+1,0,

2
aAt ((Mi+1,j+1 = Uig1,j-1)” + Ay j(Uigr e — 2Ui0 + Mi+1,j—1)

2(Ax)? ’

Ujj = Uir1,j —

UiN, = Uir1 N,»

ahol u; ; jeloli a megoldas #; idGpontbeli kozelitésének a j-edik komponensét. A megoldasok
kozelitésére most is az

TeGl, )l = b)) = —FGd, ) (4.3)

i+1 +1

Newton-mddszert hasznaltuk. A J. F(ui.‘ﬂ) Jacobi-matrix minden esetben tridiagonalis, ugyanis

k k ko ze ok
i1 CsAK AZ Gy 1y €S U

felosztds N, méretére vonatkozdan linedris idoben meg tudjuk oldani pontosan. Azaz a Newton

u u , értékektdl fiigg. Ezért a (4.3)) egyenletrendszert a térbeli
1épéseket most is pontosan végre tudtuk hajtani optimalis id6ben. A tesztek sordn a legfinomabb
szinten annyi Newton-iterdciot hajtottunk végre, hogy az F(u,.,) rezidudlis fiiggvény euklei-
deszi normdja egy bizonyos érték ald csokkenjen, mig a durva szinteken el6re meghatarozott

szamau iteraciot csinaltunk.

A kisérletek sordn, eltérve az eddigiektdl, most 10~° hibahatdrral dolgoztunk, és a ritkit6 fak-
tort m = 4-nek valasztottuk. Meg kell még adnunk a kezdeti kozelitést minden 0 < t; < T 1d6-
pontban. El6szor a kezdeti kozelitéseket g(x)-nek vélasztottuk minden idépontban nem tudva,
hogy a megoldds hogyan véltozik az id6ben. Ekkor azt tapasztaltuk, hogy kevés szint hasznéla-
taval konvergens volt az algoritmus, viszont, ha a legdurvabb ricson az id6beli felosztds mérete
kisebb volt, mint 512, akkor divergdlt a médszer a paraméterek megvélasztasitdl fiiggetleniil.
Az implicit Euler médszert megvaldsité Newton-mddszer kezdSpontja til messze volt a meg-
oldastdl. Ezért pontosabb kezd6 kozelitésre volt sziikségiink. Ha a rendszer egyensulyban van,

azaz nem viltozik az id6ben, akkor d,u(t, x) = 0. Igy egyensiily esetén az
@*(x)" =0, xe[0,1]
u(0) =1,
u(l)=0
kozonséges differencidlegyenlet irja le a rendszert. Ennek a megoldadsa u(x) = V1 — x. Egy jobb

kezd6 kozelitést kaphatunk, ha feltessziik, hogy a rendszer az egyensulyi helyzet felé mozdul el
az 1d0 eldrehaladtaval, azaz
WOt, x) = (1 - ?)g(x) + 2V, xel0l], re[0.T]

Ezen értékek haszndlatdval mar mindig konvergens az algoritmus.
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A[3.3] alfejezetben mar emlitettiik, hogy a nagy 1épéskdz miatt a durva racsokon koltséges a
Newton-mddszert végrehajtani. A legfinomabb racson toleranciin alapul6 leéllasi feltételt hasz-
naltunk. Annyi Newton-iterdciot hajtottunk végre, hogy az F(u;,) rezidudlis fiiggvény euklei-
deszi normdja 10~ ald csokkenjen. A durvébb racsokon, ahol nincs sziikségiink olyan pontoson
megoldasra, legfeljebb 10 iterdciét hajtottunk végre. A masik gyorsité otlet a térbeli ritkitas

haszndlata. Ha egy teszt sordn az id6 mellett térben is ritkitottunk, akkor minden szinten felez-

At
(Ax)?

tiikk a térbeli osztopontok szamat. Ennek kovetkeztében a hanyados értéke allandé maradt

minden racson.

El6szor azt vizsgaltuk meg, hogy milyen méretii probléma esetén érdemes a térben is ritkitani.
A [0, T'] idSintervallumot 4096 részre osztottuk, és a térbeli 1épéskoz fliggvényében vizsgaltuk
a futdsi 1d6t. A mérések sordn 8 processzort haszndltunk. A legdurvabb iddbeli felosztas mé-
retét 4-nek allitottuk be, igy az algoritmus L = 6 szintes volt. Az eredményeket a[4.5] tdblazat
tartalmazza. A masodik oszlopban szerepld szamok azt jelolik, hogy hanyadik szinten kezdjiik

a ritkitast, igy 0 esetén rogton, mig 1 esetén késleltetve, azaz csak a kovetkez$ szinten.

N, | Térbeli ritkitas | Iteraciok szama | Id6 (sec)
64 Nem 10 0.26
64 0 17 0.30
64 1 11 0.24
1024 Nem 10 2.77
1024 0 10 2.26
1024 1 10 2.61
4096 Nem 11 13.49
4096 0 11 9.54
4096 1 11 11.31

4.5. tablazat. A futasi 1d6 kiillonb6zd méretd feladatokon térbeli ritkitassal.

Ha kicsi a térbeli probléma mérete (a[4.5] tabldzatban az N, = 64 esete), akkor nem érdemes a

térben ritkitani. A térbeli ritkitds miatt a médszer pontatlanabbd vélik és annyival tobb iterdcidra
van sziiksége, amit nem tud kompenzalni a gyorsabb id6beli 1épésekkel. Egy koztes megoldas
a késleltetett ritkitds, ami most a leggyorsabb futast adja.
A tablazat masodik két részében azt 14tjuk, hogy ugyanannyi iterdcidra van sziikségiink, ha rit-
kitunk, ha nem. Azaz a térbeli ritkitds nem ront a mddszer konvergencidjanak a sebességén.
Ennek kovetkeztében a futési id6 akkor lesz optimalis, ha rogton az elsd szinttdl kezdve ritki-
tunk. Példaul az N, = 4096 esetben a futasi id6 kb. 70%-ara csokkent.

Ezutdn azt néztilk meg, hogy a [3.3] alfejezetben leirt tovabbi eszkozok hogyan javitanak a
futasi idon. A [5] cikkben leirt, a abrén lathato tablazatban dsszefoglalt kisérlethez hason-
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16 mérést végeztiink. Az MGRIT algoritmus kiilonb6z6 varidnsainak a futdsi idejét vizsgéltuk.
Egy nagyobb problémat valasztottunk, igy id6ben és térben is N, + 1 = N, + 1 = 4097 da-
rab osztépontot vettiink fel. Az eredmények a {.6 tdblazatban lithatéak. Az els$ oszlopban
(index) a varidnsok indexei lathat6ak. A mdsodik oszlopban azt jeldltiik, hogy hasznédltunk-e

7

térbeli ritkitast (TR). Ha igen, akkor az el6z6 kisérlet eredményeit figyelembe véve rogton az
els§ szinttSl kezdve alkalmaztuk. A harmadik oszlop a javitott kezdGértékeknek (JKE) felel
meg. Ezeket haszndlhatjuk mindig, vagy memoria megtakaritds céljabol minden szinten csak a
durva pontokndl. Ha a negyedik, Skip cimkéjli oszlopban igen szerepel, akkor az elsd iteracio
elsé felében kihagyjuk a relaxaciot. Ezeken kiviil elényds lehet az elsd par iterdciéban megen-
gedSbb Newton-tolerancidt hasznalni. Itt az els6 4 iterdcioban 10~*-es tolerancidt hasznaltunk.
Ezt az 6todik oszlopban lathatjuk, ahol az OEPI mozaiksz6 az olcsé elsé par iteraciot roviditi.
Végiil a legritkabb racs méretét a hatodik, LRM oszlopban jelolt értékre éllitottuk, ahol az LRM

rovidités a legritkdbb rdcs méretére utal.

Index | TR JKE Skip | OEPI | LRM | id6 (sec)
0 Nem Nem Nem | Nem 4 13.49
1 Igen Nem Nem | Nem 4 9.54
2 Igen | C-pontok | Nem | Nem 4 9.16
3 Igen | Mindig | Nem | Nem 4 8.13
4 Igen | Mindig | Igen | Nem 4 7.22
5 Igen | Mindig | Igen | Igen 4 6.12
6 Igen | Mindig | Igen | Igen 16 6.08

4.6. tablazat. A futasi id6 a kiilonboz6 eszkozok hasznalataval.

AJ.6| tablazatban lathatjuk, hogy mindegyik &tlet gyorsabb futdsi id6t eredményezett ennél
a feladatndl. A legnagyobb javitast a térbeli ritkitds haszndlata jelentette, és Osszességében ne-
gyedére csokkent a sziikséges id6. Erdemes megjegyezni, hogy az els§ iterdciéban a kezdeti
kozelités lehet, hogy messze van a megoldastdl, igy a javitott kezd6értékek hasznélata nem cél-
szerli ekkor. Ha az elsé iterdcioban skipeliink, azaz kihagyjuk lefele menet a relaxaciot, és a

7 2z

javitott kezd6értékeket hasznaljuk, akkor az algoritmus divergal. Ezért csak a méasodik iteraci-

0tol kezdve hasznaljuk a javitott kezd6értékeket. Az iterdcidok szdma minden esetben 11 volt,

tehdt a térbeli ritkitds nem rontott a konvergencia sebességén.

Végiil 6sszehasonlitottuk a linedris és nemlinedris hdvezetési egyenlet megolddsahoz sziiksé-
ges futdsi 1dot. A probléma paramétereit az ebben az alfejezetben leirtak szerint valasztottuk, és
a nemlinedris esetben az 0sszes elébb emlitett gyorsité eszkozt hasznaltuk. Az algoritmus két

variansat probaltuk ki a linedris feladaton. A folytonos vonallal jelolt esetben az el6z6 fejezet-

ben bemutatott algoritmust futtattuk, mig a szaggatott vonallal jelolt esetben térbeli ritkitast és
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a skip otletet is haszndltuk. A probléma méretét most is N, = N, = 4096-nak valasztottuk. Az
eredmények a abran lathatdak.

—— nemlinearis
25 - —— lineéaris
===~ optimalizalt linearis

2% A

27 1

futasi idé (sec)

22

20 21 22 23 24
processzorok szama

4.7. dbra. A linedris és nemlinedris hdvezetési egyenletek megolddsahoz sziikséges futdsi idok.

A grafikon hdrom egyenes, amely azt jelenti, hogy a linearishoz hasonléan a nemlinedris fel-
adaton is tapasztalhat6 az algoritmus j6 skdldzoddsa. A futési idok sincsenek messze egymastol.
A linedris feladaton az optimalizélt algoritmus koriilbeliil fele annyi id6 alatt futott le, mint a
nemlinedris esetben. Erdemes még megjegyezni, hogy a nemlinedris esetben 11, mig a linedris
esetben csak 8 iterdciora volt sziikség a ledllasi feltétel eléréséig. Ennek az lehet az oka, hogy a
nemlinedaris esetben a Newton-moédszerrel csak kozeliteni tudtuk u; ismeretében az u;,; vektort,

mig a linedris esetben pontosan ki tudtuk szdmolni.

Osszességében elmondhat6, hogy sikeriilt igazolni az [5]] cikkben lefrtakat. Az ott megemlitett
eszkozok segitségével jelentdsen csokkent az algoritmus futdsi ideje, és nem sokkal lassabb
algoritmust kaptunk, mint a linedris esetben. S6t, a dbra jobb skdldzéddst mutat, mint az
[S]] cikkbdl szarmazé abra. Ennek az oka az lehet, hogy az egydimenzids esetben a Newton
1épéseket pontosan végre tudtuk hajtani optimalis id6 alatt, nem volt sziikségiink térbeli MG

modszereket hasznalni ellentétben a cikkbeli kétdimenzids esettel.
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