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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni a témavezetémnek, Karatson Janos tanar irnak a segitségét és irany-
mutatasat az elmilt mésfél évben. Nagyra értékelem az id6t és energiat, amit a konzultacidkra
és a dolgozat javitasara szant, ezek nagyban hozzajarultak ahhoz, hogy a dolgozat elérje a
jelenlegi formajat.

Ko6szonom a férjemnek a végtelen tamogatast, hogy végig mellettem allt és bizott bennem.
Tovabb4a halaval tartozom a csaladomnak, amiért a képzésem soran végig lelkesitettek és
batoritottak engem. A segitségiik nélkiil ez az ut joval nehezebb lett volna.
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1. Bevezetés
Motivacio

Elliptikus parcialis differencidlegyenletekkel gyakran tudunk modellezni fizikai folyamatokat.
A legegyszertibb példa elliptikus parcialis differencidlegyenletekre a Poisson-egyenlet, melyhez
megadhat6 a peremre vonatkozo6 feltétel is. Dirichlet-peremfeltételnek nevezziik, ha ismerjiik
a tartomény peremén a megoldéas értékeit. Az ilyen tipusu feladatok altalanos alakja a kovet-

kezd:
{—Au =f
“‘aﬂ =9

ahol Q C R" egy korlatos tartomény, és 0€) szakaszonként sima hatar.

Az elliptikus differencidlegyenletek vizsgalata sordn hasznos, ha ismerjiik a fliggvények
fizikai jelentését. Bizonyos aramlasokat és erdtereket gyakran tudunk modellezni egy W €
C1(92,R") vektormez§ segitségével. Erre a W vektormezére két fizikai torvény is vonatkozik.
A diviV = f egyenlet a megmaraddsi torvényt irja le. Eszerint a W mez6 altal szallitott anyag
vagy megmarad (ha f = 0), vagy a forras/nyels f fiiggvényében valtozik. A W-re vonatkozd
Fick-torvény szerint a W mez6 aranyos egy megfelelé u € C1()) mezé gradiensével. Az u
fliggvényt potencidlnak nevezziik. A torvény W = —pVu alakban is felirhat6, ahol p > 0
konstans, vagy fliggvény. A fenti szabélyok a —div(pVu) = f elliptikus egyenletre vezetnek,
ami p = 1 esetén megegyezik az —Au = f Poisson-egyenlettel.

Mas fizikai jelenségek modellezésére is hasznalhatjuk az elliptikus PDE-ket. FEzekben
u gradiensének vizsgalata is hasznos lehet, a dolgozatban [2.1.3] alfejezetben a gradienst
kozelitjiik numerikus modszerekkel. A Maxwell-egyenletek kétdimenzids stacionérius esete

rot H=p
div B =0,
ahol H a méagneses mezdt, B a magneses indukciot jeloli. Ekkor div B = 01 By + 2By = 0,

vagyls —0aBy = 01B; tehat W = (W, Ws) = (—DBg, By) mellett rot W = 0. Eszerint
W = —Vu valamely u potencial esetén. Ha 3k > 0, melyre H = kB, akkor

rot H = ObHy — 01 Hy = k:(&gBl — (9132) = k:(@gWg -+ 81W1) =kdivlW = — dlv(kVu),
tehét rot H = p Osszefiiggésbdl kapjuk, hogy

—div(kVu) = p.

A dolgozat felépitése

A dolgozat elméleti hatterének alapja és forrasa a Numerical Methods for Elliptic Partial
Differential Equations jegyzet [2].

A koézéppontban két numerikus megoldd modszer, a véges differencids modszer és a végeselem-
modszer all. Az els§ fejezetben bevezetjiik a Szoboljev-terek fogalméat, melyek hasznalataval
tudjuk értelmezni a gyenge megoldas fogalmét, illetve kimondjuk a FEM moédszer konvergen-
cidjarol szolo relevans tételeket. A [2l fejezetben a véges differencids modszer alkalmazasaval
oldunk meg feladatokat 3 dimenzids tartoményokon. A véges differencias modszer alapotlete,



hogy a derivaltakra vonatkozo ismert kozelitéseket (tn. véges differenciakat) alkalmazzuk a
numerikus megoldas keresése kozben. A fejezet els6 felében az értelmezési tartomany egy egy-
ségkocka, a fejezet mésodik felében egy hidnyos kocka, mellyel a Fichera corner problémaéajat
szemléltetjik.

A és a fejezetek célja a végeselem-modszer [I] vizsgalata, illetve egy posteriori
hibabecslé képlet alkalmazasa néhény konkrét feladatra. A végeselem-moédszer miikodését
szemléltetjiik 2 dimenzidban egy Laplace-operatoros feladaton, illetve egy szakadasos egyiitt-
hatoji feladat esetén. Ezutédn 3 dimenzidra tértiink at, megoldunk egy Laplace-operatoros
feladatot, majd egy ismeretlen megoldéasiu szakadésos egyiitthatos feladat numerikus megol-
désara alkalmazzuk a hibabecsld képletiinket.

A dolgozat kézéppontjaban a modszerek implementalasa all oly moédon, hogy az egyes nem
regularis feladatokig eljussunk, amihez szamos részletkérdés kidolgozasa sziikséges. A numeri-
kus modszerek alkalmazasara a Matlab [5] programot hasznaltuk. A dolgozathoz kapcsolodd
kodok elérhetsk a https://github.com/dorakino/thesis-msc-akd.git|oldalon.

Szoboljev-terek

A végeselem-modszer vizsgalatahoz elengedhetetlen a Szoboljev-terek vizsgalata, melyek olyan
fliggvényekbdl allo Hilbert-terek, melyek gyengitett értelemben differencialhatok. Az ellipti-
kus parcialis differencidlegyenletek megoldhatosigénak biztositdsdhoz fontos tulajdonsag a
Szoboljev-terek teljessége. A Szoboljev-tér altalanos definicidjat az L?(£2) tér fogalméra épit-
jiikk. Az L2(Q) tér olyan fiiggvényekbdl all, melyek Lebesgue-értelemben vett L2-norméaja
véges, vagyis [lul|2, = [, |u|* < oo a tér minden u fiiggvényére.

1.0.1. Definicié. Az u € L%(Q) fiiggvénynek van d;u € L%(Q) parcilis derivéltja altalanos
értelemben valamely i € {1,...,n} esetén, ha 3z; € L?(Q2), melyre

/ udiv = —/ zv Yo e CHR),vlsn = 0.
Q Q
Ekkor hasznélhatjuk a 0;u = z; jelolést.
1.0.2. Definicié (H! Szoboljev-tér).
HY(Q) = {u € L*(Q) : ;u € L*(Q) altalanos értelemben Vi = 1,...,n}
1.0.3. Definicié (H{ Szoboljev-tér).

H} = {u € HY(Q) : u|pq = 0 nyom értelemben},
2 2
(wohy = [ Ve, Jully = [ 9u

A magasabbrendii Szoboljev-terek definiciojahoz bevezetjiik a derivalas multiindexes jel6-
lését.

1.0.4. Definici6. Legyen k € NT ha o = (aq,...,a,) € N, |a| := a1 +... + a, < k, akkor
0% := 0 ...0%u.

1.0.5. Definici6é (Magasabb rendi Szoboljev-terek).

H*(Q) = {u e L}(Q) : 9%u € L*(Q) altalanos értelemben, V|a| < k}.


https://github.com/dorakino/thesis-msc-akd.git

Bizonyos feltételek mellett meg tudjuk vizsgalni a végeselem-modszer konvergenciajat. Az
alakregularitis az egyik fontos feltétel, mely a triangulaciora, illetve a trianguléciok csaladjara
vonatkozhat. Az &ltalunk vizsgalt feladatok megoldasahoz az Ry és az R3 elemeket hasznal-
juk, tehét csak az erre vonatkozo alakregularis triangulaciokkal foglalkozunk a dolgozat soran.

1.0.6. Definicié (Alakregularis triangulaciok). A 7, téglalap- vagy téglatest-triangulaciot
alakregularisnak nevezziik, ha teljesiil ra a kovetkezd: hpaz/hmin korlatos.

A végeselem-moédszer konvergenciaja

Tekintsiik a

{—div(qu) =f Q)

“}89 =0

elliptikus egyenletet. Tegyiik fel, hogy Im > 0, melyre p(z) > m minden = € Q esetén. A
gyenge megoldas fogalmanak bevezetése lehetGvé teszi olyan differencidlegyenletek kezelését,
amelyek klasszikus értelemben nem rendelkeznek megoldassal.

1.0.7. Definicié (Gyenge megoldas). Az u € HE(Q) fiiggvényt az[l] feladat gyenge megol-
dasanak nevezziik, ha Vv € H}(Q) esetén

/Qqu-Vv:/va

A Lax-Milgram lemma kovetkezménye, hogy a gyenge megoldas mindig létezik és egyér-
telmd. Jeldlje u* a gyenge megoldast. A végeselem-modszerrel kapott numerikus megoldéas

teljesiil.

konvergenciajarol szol az alabbi két tétel.

1.0.8. Tétel. Legyen k € NT, és tegyiik fel, hogy
o ut € HH(Q),
e P(T) D P¥T), (VT €m),
e tovabba a triangulacié alakregularis.

Ekkor
lu* — up| < ch¥ut gy,

ahol c fiiggetlen a triangulaciotol.
A tétel szerint megfelelGen sima megoldasok esetén, k rendii elemek hasznalataval
Ju* — upy < O(RF)

teljestil. Az Ry és az Rg elemek hasznalatanal az elsérendt konvergencidhoz feltétel, hogy
u* € H?.

1.0.9. Tétel (FEM Konvergenciatétel H2-regularitas nélkiil). Alkalmazzunk elsérendt végeselem-
modszert téglalapokkal /téglatestekkel. Ha a triangulacié alakregularis, akkor

|lu —uplt — 0 ahogy h — 0.



2. Elliptikus feladatok numerikus megoldasa véges differencias
modszerrel 3D tartomanyokon

A véges differencids modszer szerint a megoldas kozelitéséhez az értelmezési tartoméanyon
felvesziink egy racsot, melynek 1épéskozeit hi, ho, hg-mal jeloljik. Azt szeretnénk, ha a racs
finomitasaval a racspontokban a becsiilt érték egyre jobban kozelitené a pontos megoldast. [2]
Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a tovabbiakban ekvidisztans felosztassal dolgozunk,
vagyis h1 = hg = hg =: h. A racs paraméterének nevezziik h-t. A tartoméany belsé pontjaiban
a diszkrét Laplace-operator kozelitéséhez mindharom irdnyban a

ooy o Uugi — 2ui + Ui
u (I’Z) ~ h2

szimmetrikus moédszert alkalmazunk, igy kapjuk az alabbi kozelitést:

Ui 14k — Uim1jk — Wijrlk — Uij—1k — Uijkt+l — Uijk—1 + 6ui,J, k
12

(2)

—Au(ih, jh, kh) ~

2.1. Egységkocka
2.1.1. A megoldas kozelitése
Az els§ vizsgalt tartomanyunk az Q = [0,1] x [0, 1] x [0, 1] egységkocka. Ezen oldjuk meg a

“Au=f, Q=10,1]x[0,1] x [0,1]

Ul 5o =0, (3)
f(z,y, 2) = 3r?sin(rx) sin(ry) sin(72)

feladatot. Ennek a feladatnak konnyen kiszamolhaté a pontos megoldasa, igy a kozelitésbél
szarmazo6 hibat is meg tudjuk majd kapni. A pontos megoldas

u(z,y, z) = sin(mz) sin(ry) sin(7z).

A leirtaknak megfelelGen alkalmazunk egy h 1épéskozi ekvidisztans racsot 2-n, N jeloli a bel-
s6 racspontok szamat. A kapott racs pontjait lexikografikusan egy darab N2 hosszi vektorba
rendezziik agy, hogy elészor az x-tengely, majd az y-tengely, végiil pedig a z-tengely mentén
néveljiikk az indexeket. Ezzel a rendezéssel a racspontokbeli kozelitett értékeket egy uj, € R3
vektorban tudjuk eltarolni. Hasonloképpen igaz ez az f réacspontokbeli értékére is, ezt fp-val
jeloljiikk. Az [2les képlet alkalmazéasaval felirhato egy Aj egyiitthatomatrixa lineéaris algeb-
rai egyenletrendszer, melynek jobb oldaldn az f értékei szerepelnek az egyes récspontokban.



Ehhez jelolje Iy az N x N-es identitasmatrixot, tovibba bevezetjiik az alabbi jeloléseket.

6 -1
-1 6 -1
E = -1 . = tridiag(—1,6,—1) € RV,
6 -1
-1 6
E | —Iy
B —In| - ERN2><N2.
E | Iy
—Iy | FE
Ezek segitségével felirhato az
B | —Ip:
! —Ino2 1 - 5 N3xN3
Ap = e : . = ﬁblokktrldlag(—INz, B,—In2) €R
: B —INQ
—Ip2 B
(4)
egylitthatomatrix. Az
Apun = fn (5)

linearis egyenletrendszer u;, megoldasa lesz a kozelitett érték a racspontokban. A [l abran az
egylitthatomatrix nemnulla elemeinek struktaraja lathaté N = 4 mellett. [?]

0 qbo.. ..
. %, e
.'-?& *o, 3 e,
L I
o sg’ e,
. 0
o, g, e,
0 e, e, s
Y
o, O . o,
0 “, Y
e Qh'- s
e, e, .
w0 g,
%, e ‘e %
., s, e,
O ._'ih .
50 o Bl
* . *y
N, ey,
%, % s,
. s N
. o
0 10 20 30 40 50 60
nz = 352

1. dbra. Az egylitthatométrix struktiraja kockan, N = 4 mellett.

Az 6sszes megoldas nem abrazolhato térben, azonban valamely valtozo fixalasédval megte-
kinthetjiik tetsz6leges "rétegen" a kozelité megoldasunkat. A [2] abran az x = 8h, = 16h,



x = 24h rétegeken abrazoljuk a becsiilt megoldast. A [3] &bran a z = h érték rogzitésével
abrazoltuk a becsiilt megoldast N = &, illetve N = 16 bels§ racspont esetén.

Numerikus megoldas

Y; racspont 0 0

X, racspont

2. dbra. Az N = 32 melletti becstilt
értékek az x = 8h, x = 16h, x = 24h 3. 4bra. A z = h, N = 16 melletti
rétegeken. becsiilt értékek.

2.1.2. A becslési hiba nagysaga kiilonb6z6 1épéstavolsagok esetén

Az alabbi tablazat a racspontbeli becsiilt értékek eltérését tartalmazza a pontos értékektsl
maximum-normaban.

Belsg racspontok szama (N) | Hiba nagysaga
2 0.0628
4 0.0289
8 0.0098
16 0.0028
32 7.5303 - 1074
64 1.9452 - 1071

Mivel a bels6 pontokban a szimmetrikus sémaéaval kozelitettiik a diszkrét Laplace-operatort,
ezért masodrendi konvergenciat varunk. A hibak nagysagat érdemes loglog-abra segitségével
is dbréazolni, igy szemléltethetd a mdédszer rendje.



10
10° 10! 10%

4. abra. Loglog-abra a hiba és a lépéskoz kapcsolatarol.

AWMl abran a 3. és a 6. pont kozotti egyenes koriilbelil Bléf)?ﬁg = —1, 8827 meredekségti,

ami nagyjabol megfelel a masodrendnek.

2.1.3. A gradiens kozelitése

A kozelitett megoldasbol kiszamoltuk a racspontbeli gradiensvektorok hosszat. A hatéaron a
|Vu| ~ |0yu| kozelitést alkalmaztuk. Az éleken és a csticsokban 1évé pontokban a megoldas
nem C'-beli, igy ott v olyan vektor, mely egy oldal belsé pontjiban az oldalra meréleges
vektor, egy oldal élén az élre meréleges, atellenes él iranyaba mutaté vektor, a kocka cstcsaiban
pedig a kocka kozéppontjaba mutaté vektor. Az abran a kozelitett |Vu| lathato a feladat
esetén.

Gradiens K

3
25
2
1.5
1
0
1 0.5
05
05
0
: 0o X

5. abra. |Vu| kozelitése a hataron a feladat esetén.

AzI[6l abran az

flz,y,2) = 36—10(90—0).2—10(y—0).2—10(z—1).2 + e—lD(x—O.S).2—10(y—0.7).2—10(z—1).2

feladathoz tartozo, a[7l abran az

flz,y,2) = 367100(170).27100(%0)‘27100(#1).2 + e*100(3670.8).27100(y70.7).27100(271).2



feladathoz tartozo kozelitett |Vu| szerepel.

Gradiens K Gradiens K

3
0.5
2.5
0.4
2
N
03
1.5
i ) 0.2
0 i 0
1 0.5 S 5 0.1
05 05
05 05
’ 0 0
Y ) X X U] X

6. abra. A kozelitett |Vu| kettds 7. abra. A kozelitett |Vu| kettds
Gauss-forras esetén (1. eset). Gauss-forras esetén (2. eset).

2.2. Hianyos kocka konkav sarokkal (,,Fichera corner”)

A masik altalunk vizsgélt tartomany egy olyan 1 élhossziisagu kocka, melynek az egyik sar-
kabol elhagytunk egy % élhosszusagi kockat. ,,Fichera corner™nek nevezik angolul az ilyen
sarkot, az ilyen testeken értelmezett feladatok numerikus megoldasa gyakori tesztfeladat. [6]
Ezt a testet szemlélteti a |8l dbra. Ezen a tartoményon csak azt az esetet vizsgaltuk, mikor a
bels6 pontok szama paratlan sok.

8. abra. Hianyos kocka konkéav sarokkal (Fichera corner).

2.2.1. Az egyiitthatématrix struktaraja

Legyen a := sN + (N — s)s, ahol s = L%J Az eljaras egyiitthatomatrixa egy olyan négyzetes
blokkmatrix, melynek bal felsé négyzetes blokkja egy blokktridiagonalis matrix, N? méret
blokkokkal, a fgatloban C' blokkokkal, a mésodik atlokban —I blokkokkal. A jobb alsd négy-
zetes blokk szintén egy blokktridiagonalis matrix a? mérett blokkokkal, ennél a féatloban D
méatrixok vannak, a masodik atlokban —I-k. A matrix tobbi részeiben csak Ai-ben és As-ben
vannak nemnulla elemek. Az A; egy olyan a x N?-es matrix, melyben az utolsé a oszlop altal
meghatarozott részmétrix az —I € R**® mashol pedig minden elem 0. Ay = AT azaz az
Ag egy olyan métrix, melyben az utolsé a sor altal meghatarozott részmétrix az —I € R5*5,
méshol pedig minden elem 0. Tehat a matrixnak 6sszesen s N2+ (N —s)a oszlopa van. Példaul
N =5 esetén az alabbi struktaréat figyelhetjiik meg. A matrix f6lott, illetve mellett az adott



blokk mérete szerepel.

N2 (1. blokk) N? (s.blokk) | a | a | a
N? C —I
A= N2 1 C As
a A1 D -1
a -1 D | -1
a \ —-I| D

C matrix egy olyan blokktridiagonalis matrix, melynek minden oszlopaban N darab N x
N-es blokk van. C féatlojaban B = tridiag(—1,6,—1) € RNY*N blokkok szerepelnek, a
masodik atlokban pedig —I maétrixok.

B |-I
o= | =L B € RV xN?
g
—-I| B

A D matrix struktirdja megegyezik az A maéatrix struktarajaval, azonban a méretek kii-
16nboznek. A D matrix bal fels§ négyzetes blokkjaban a blokkok N x N-esek, egy oszlopban
s darab van beldliik, és a részméatrix féatlojaban 1évé blokkokat B-vel jeldljiikk. A jobb al-
s6 négyzetes részmatrixban a blokkok s x s-esek, egy oszlopban N — s van beldlik, ¢és a
részmatrix fGatlojaban 1évé blokkokat B-vel jeldljiik. B = tridiag(—1,6,—1) € RV*N ¢s
B = tridiag(—1,6,—1) € R**%. Az A; és Ay részeknek megfelel§ elemeket hasonloan irjuk
fel, mint A-nal. Tehat D egy (Ns+ (N — s)s) X (Ns + (N — s)s)-es matrix. N = 5-nél a
kovetkezGképpen néz ki D.

N (1. blokk) N (s. blokk) | s s s
N B —I
D= N ~1 B Al
AL B | -1
—-I| B | -1
s -1| B

2.2.1. Megjegyzés. Ha sikbeli L-tartomanyon vizsgéiljuk az FDM egyiitthatémétrixat, a D

maétrixot kapjuk, azzal a kiilonbséggel, hogy az 5-pontos differenciacsillagban a kézéppontbeli
elemek helyén 6 helyett 4 szerepel.



A [0 abran a D méatrix nemnulla elemeit, a abran a modszer egylitthatomatrixat
lathatjuk NV = 5 esetén.

0 5 10 15 0 20 40 60 80
nz = 60 nz =536

9. abra. A D matrix strukturdja N = 5 mel- 10. dbra. A moddszer egyiitthatoméatrixdnak
lett. struktaraja N = 5 mellett.

A modszer egytitthatomatrixa Ay = %A.

2.2.2. A becslési hiba nagysaga kiilonb6zé 1épéstavolsagok esetén

A pontos megoldas
u*(x,y, z) = sin(2x7) sin(2ym) sin(2z7).

Kiilonb6z6 belst racspontszamok esetén az alabbi hibakat kapjuk. Lathato, hogy a hiba
N novelésével nullaba konvergal.

Bels6 racspontok szama (N) | ||u* — up||max
3 0.2337
7 0.0530
15 0.0130
35 0.0025
63 8.0358 - 1074
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3. Elliptikus feladatok numerikus megoldasa bilinearis végesele-
mekkel 2D tartomanyon

3.1. Poisson-egyenlet

A feladatok numerikus megoldasihoz a végeselem-modszert hasznaljuk az R4 elemmel. A
vizsgalt tartoményokat egyenld, h oldalhosszusagu Ty, k = {1,..., M} négyzetekre bontjuk,
igy kapjuk a modszer soran hasznalt 7, = {T1,..., Ty} triangulaciot. Minden négyzet felett
a megoldast tn. bilinearis fliggvényekkel kozelitjiik. Bilinearis fiiggvényeknek nevezziik az

T,y ag + bpx + cgy + dixy

alakua fuggvényeket. Az Ry elem rendje 1. Egy h oldalhosszusagu négyzeten a p;(x,y) = ﬁ—g

bazisfliggvényt, és annak néhany transzformaéltjat hasznéljuk, az origét a bal alsé sarokba
helyezziik. A béazisfiiggvényeket p;-vel jelojiik, ezek tartdinak kézéppontjait g;-vel. N jeloli a
bels6 osztopontok szamat, h az ekvidisztans racstavolsagot. Az aldbbi tablazatban lathatjuk
a bazisfiiggvények képletét.

A bazisfiiggvény altal felvett értékek | A megfelel§ bazisfliggvény képlete
g o; = (h—w})Lgh—y)
q; 0 = ff(f;;y)
4qi
h—
©i u 2 2)
4;
pi = %

A kapott racs pontjait lexikografikusan egy darab N2 hosszt vektorba rendezziik tgy, hogy
elgszor az z-tengely, majd az y-tengely mentén néveljiik az indexeket. Ezzel a rendezéssel a
racspontokbeli kozelitett értékeket egy up € R? vektorban tudjuk eltarolni, vagyis wuy-val
jeloljik a numerikus megodast. A Galjorkin-moédszert alkalmazva a folytonos feladatunkat
diszkrét, Apup, = by, alaka feladatta alakitjuk, amit aztan az Ap\by, paranccsal oldunk meg.
A lineéris algebrai egyenletrendszerben az egyiitthatométrix elemeinek képlete

;5 = / Vi, - V@j,
Q

bi —/ fes.
Q;

A bilineéris végeselem-modszert alkalmazzuk két feladat megoldésanak kozelitésére. ElGszor
egy egyszeriibb feladatot, egy Poisson-egyenletet oldunk meg az egységnégyzeten.

a feladat jobboldalanak képlete

11



3.1.1. Feladat. A végeselem-modszer alkalmazasaval oldjuk meg az alabbi feladatot!

—Au=f, Q=10,1] x [0,1]
u}r =0, (6)
f(x,y) = 2r? sin(nz) sin(7y)

A feladatnak ismerjiik a pontos megoldésat, tehat ki tudjuk szamolni a numerikus megol-
das pontos megoldéstol valo eltérését. A pontos megoldés az

u(z,y) = sin(mx) sin(my)

fliggvény. Bilinearis végeselem-modszer segitségével a PDE megoldésat egy megfeleld linearis
algebrai egyenletrendszer megoldasara vezetjiik vissza. A kovetkezd alfejezetben az ehhez
tartozd Ay egylitthatéométrixot szamoljuk ki.

3.1.1. Az egyiitthatomatrix

Az Ay egylitthatomatrix elemeinek képlete:

ij = / Vi - V.
Q
A matrix egyes elemeinek értéke a bazisfiiggvények egymashoz val6 poziciojatol figg, ez alap-

jan kiilonboztetiink meg eseteket. Az egyes esetekben az alabbihoz hasonld szamolést kell
elvégezni az egytitthatomatrix elemeinek kiszamolasahoz.

Példa egyiitthat6 kiszamitasara, ha atlésan helyezkednek el a bazisfiiggvények.

Ebben az esetben a bazisfiiggvények kdzéppontjai egy h oldali négyzet atlos csticsaira esnek.

75

qi

Az origét itt is a bal alsé sarokba helyezziik, és felirjuk a metszetre vonatkozo képletét a
bézisfiiggvényeknek.

Ty (Y T
@l(m,y) = ﬁa v% — (ﬁ? h2)
(h—z)(h—y) y—h x—nh
PiE e Ve e

12



—h z(x —h
Wy =), alo =0

Vi - Vpj =
Ezek felhasznélaséval ki tudjuk szamolni az egyiitthatomatrix egy elemének értékét.

/Vg0~ V(p’—lf / (y2—yh+m2—xh)dmdy—1/ [myz—xyh+xg—x% ' dy =
o 0T W S o h o 3 2 s

h
1 9 , h3 A3 1 hy?  y*h? B3y B3y 1
_h4/[07h]<hy LAY B T R T R

Az egyiitthatomatrix értékei

Osszesen 6t esetet kiilonboztetiink meg a lehetséges poziciok alapjan. Az alabbi tablazatban
Osszegytjtottik a bazisfiiggvények lehetséges egymashoz vald pozicioit, illetve a szamolésok
részletei nélkiil tartalmazza az egyiitthaté felirasahoz sziikséges integralok értékeit.

Bazisfiiggvények pozicidja Bazisfliggvények abran fQ Ve, - Vo, értéke
qi e «qj
a bazisfiiggvények tartéinak nincs metszete 0
45
qi
atlosan helyezkednek el a bazisfiiggvények —%
qi 4qj
egymas mellett helyezkednek el a bazisfiiggvények —%
egymés felett helyezkednek el a bazisfiiggvények —%
ugyanott vannak a bazisfiiggvények - %

A teljes egyiitthatématrix

A kilonbo6z6 esetekbdl kapott értékek Osszeillesztésével kapjuk meg a teljes Ay egyiitthato-
matrixot, amely egy blokkmétrix.
A fsatloban 1évs blokkmaétrix:

13



A 2. atloban 1évs blokkmatrix:

-1 -1 0 0 0
T o T B S
F==.l0 -1 -1 -1 0| eRVN
0 0 -1 -1 -1
0O 0 0 -1 -1

A teljes egytlitthatomatrix:

Ap = e RV

©c oo M>
coMmEY
oMo
Mmoo
Do oo

Az egyenletrendszer jobboldala
Az egyenletrendszer jobboldaldnak képlete b; = fQ fei- A szamoléasok soran alkalmaztuk a

/m foi= f(Qi)/Qi i (7)

kozelitést. A sz ; kiszamolasahoz a bazisfliggvény tartojat 4 egyenls négyzetre bontjuk. For-
gasszimmetria miatt elég csak az egyik négyzeten kiszamolni az integralt, mi az N1 négyzetet

vizsgaljuk.

0
0 0
Ny | N3
0 1 0
Ny | Ny
0 0
0

Az Ni négyzeten a ; bazisfiiggvény képlete p; = % Ekkor

h
x(h—1y) h—y [2? 1
902':/ / dwdy:/ 5 dy:/ h—y)dy =
/N1 oh Jon PP on P12 .0 2 [O,h]( )
1 y2 h

h2
2[ 2], 4

Tehat a teljes tarton nézve az integralt kapjuk, hogy [, ¢; = 23:1 Iy i = h2.

3.1.2. A numerikus megoldas

A fentiek alkalmazasaval és a MATLAB segitségével megoldjuk a [6] feladatot. 2D feladat
esetén a megoldas felszinét konnyen tudjuk abrézolni. Az aldbbi abran a megoldas numerikus

kozelitése lathato.
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Numerikus megoldas

0.5 0.6

ia 0.4
Yi racspont 0 0 x; racspont

11. dbra. A numerikus megoldas, N = 32 mellett.

3.1.3. A hiba kiszamolasa Poisson-egyenlet esetén

Mivel ismerjiik a pontos megoldast, igy ki tudjuk szamolni a numerikus kozelités hibajat. Az
ortogonalitids miatt

u' =wup + (u* —up)

u* —up|} = |u¥[} = [up|?

Mivel u* fiiggvényt ismerjiik, igy |u*|3-t ki tudjuk szamolni.

'} = |sinra)sin(my)ff = [ [V
Q
Vu* = (7 sin(my) cos(mz), w cos(my) sin(mx))

|Vu*|? = n% sin?(my) cos? (mx) 4+ 72 sin? (1) cos? (my)
Felhasznaljuk a kovetkez6 nevezetes azonossagokat:

cos(2x) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin®(z)

1 2 1 — cos(2
COSQ(x) _ + cos( ac)7 sinQ(ac) _ cos(2x)
2 2

1 — cos(2 [ in(2rz) ! 1

/ sin2(7ra;)dx=/ L=cos@rz) 1], _sin@rz)]n 1
[0,1] [0,1] 2 21 2 |, 2
1 2 [ in(2rz)]! 1

/ COS2(7TQ:) dx — / M dx = — |1 + M e
[0,1] [0,1] 2 2| 2 o 2

15



Ezek felhasznalésaval kapjuk:

/ \Vu*|? = n? / / (sin?(my) cos? (mx) 4 sin? (7z) cos? (ry)) dz dy =
Q [0,1] J[0,1]

= 72 / sin?(7y) / cos?(mz) dz dy + / cos?(my) / sin?(rx) dz dy =
[0,1] [0,1] [0,1] [0,1]
2 2 2
=T sin?(7y) dy + T cos?(my) dy = T
2 Jio 2 Jio 2
A hiba értéke N filiggvényében

Kiilonb6z6 N esetén az alabbi hibadkat kapjuk. Jol lathato, hogy IV novelésével a hiba nullaba
tart, rdadasul a lépéskoz felezésével a hiba is kortilbeliil felezédik.

Bels§ racspontok szama (N) | |up — u*|;
1 2.0487
2 1.2487
4 0.7158
8 0.3907
16 0.2057
32 0.1058
64 0.0537
128 0.0271

256 0.0136
512 0.0068
1024 0.0034

1. tablazat. A hiba nagysaga a 2 dimenzids Poisson-egyenlet esetén N fliggvényében.

3.1.4. A posteriori hibabecslés konstrukcioja és pontossaganak vizsgalata

A posteriori hibabecsléssel a kiszamolt numerikus megoldés pontossagat tudjuk vizsgalni. [4]
Ezzel szemben az ,a priori” hibabecslésnél a numerikus megoldéas kiszamolasa el6tt adunk
becslést. Az alabbi képlet kiszamolasanak részleteit a [2] jegyzetben olvashatjuk. A képlet
alkalmazhato alakregularis triangulaciok esetén.

up, — [} < ¢ (Z h%HfH%P(T) + Z heH[aVuh]”%Q(e)>
T e

A képletben szereplé T négyzeteket, az e két egyméas melletti négyzet metszeteként elGalld
szakaszt jelol. A hr és h. hosszparaméterek oldalhosszokat jeldlnek, a mi esetiinkben ezek
egységesen h értékiiek voltak. Az altalanos képletben az || f H?ﬁ 1) helyett ||Lup — f Hig )
szerepel, azonban Luy = 0 minden cellan, igy az egyszeritibb alakkal szamolhatunk. Nevezziik
hibaszorzonak a c értéket. Ebben a részben becslést irunk fel a hibaszorzo értékére felhasznalva

a pontos megoldast.

16



Erték a szakaszokon

|? ér-

Minden egymas melletti két négyzet metszetében 1évé négyzetre kiszamoljuk a ||[0, up)
téket, ezt az ugrds négyzetes integraljanak nevezziik, ennek részleteit a kévetkez6kben olvas-
hatjuk.

Illessziink minden négyzeten a csticspontokban felvett értékekre illeszkeds
up(z,y) = ar + brx + cry + drzy

paraméteri polinomot, mivel bilineéris elemeket hasznélunk. Az alabbi Abran az egységnégy-
zet csticsaiban felvett értékekhez tartozé valtozok elhelyezkedése lathato.

(ih, jh) ((i 4+ 1)h, jh)
V1 V2
V3 V4

(th, (j + 1)h) ((i+1)h,(j+1)h)

Jeloljik vy, v9, v3, v4-gyel a racspontban kozelitett értékeket. Kozelitsiik a megoldasfiigg-
vényt egy kis egységnégyzet felett az u(x,y) = ap + brx + cpy + dpzy figgvénnyel. A uy
polinomba behelyettesitjiik az egyik kocka v1,...,vs csiicspontjainak koordinatéit, és igy az
adott pontbeli kozelitett értékeket kapjuk. Kzt felhasznélva minden kockara fel tudunk ir-
ni egy 4 egyenletbdl allo egyenletrendszert, amely megoldaséaval kapjuk a kockara vonatkozo
polinom paramétereit. A racspontokban felvett értékek:

(ih, jh

((i 4+ 1)h, jh
(th,(j + 1)h
(t+Dh,(j+1)h

vy = u(th, jh) = ap + bpih + cpjh + drijh?

((i + 1)h, jh) = ar + bp(i + 1)h + crjh + dp(i + 1)jh?
(

(

<

2 =U
v3 = u(ih, (j + 1)h) = ap + bpih + cr(j + 1)h + dri(j + 1)h?
=u((i+1)h,(j+1h) =ar+br(i+1)h+cr(j +1)h+
+ dT(Z +1)(j 4+ 1)h?

) :
) :
) :
):

Az ebbdl felirhato egyenletrendszer:

1 ih jh ijh? ar v
1 (i-i— 1)h 7h (’i—l— 1)jh br _|v2
1 ih (G+1h i(j+1)h er|  |us
1 (i+D)h (G+Dh G+1)(G+ 1A |dr vy

Ezt az egyenletrendszert minden négyzeten felirjuk és megoldjuk, igy minden négyzeten
megkapjuk az arp,...,dr paramétereket. Ezek felhasznalasaval minden kockén ki tudjuk
szamolni az iranymenti derivaltakat.
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8wu(T1) = le + dle
&cu(Tg) = bT2 + dTQy

Az irdnymenti derivaltak segitségével tudjuk kiszamolni az ugras négyzetének integraljat.
A metszet poziciojatol fiiggden két esetet kiilonboztetiink meg. Altalanosan az alsé indexben
szereplG 1-es az adott tengely mentén vett kisebb koordinatdju négyzetre vonatkozik. A két
esetet az alabbi abrakon szemléltetjik.

Ty b

Oxu(Th) Orpu(Ts)

A bal oldali esetben az ugras integraljanak négyzete
) (G+1)h )
0unll? = [ (om, + dryy = br, — drg)?a,
J
a jobb oldali esetben
(i+1)h
IByun]|2 = / (cry + dny — o1y — dryx)? da.
ih
Ezeket az integralokat minden fliggdleges, illetve vizszintes élen kiszamoljuk, majd ezek
Osszegének h-szorosaként megkapjuk a képlet jobboldalan szerepls Osszeg egyik tagjat.

Erték a négyzeteken

A képletben szerepls || f ||12J2 ) értéket minden kis négyzeten kiszamoljuk. Egy tetszSleges

T = [ih, (i + 1)h] x [jh, (j + 1)h] négyzeten az Hf||ig(T) értéke

2
111227y :/ 1f12 = 2 (sin(2mhi) —sin(2wh(i+1)) +21h) ) (sin(27hg ) —sin(2wh(j+ 1)) +21h).
T 4

Ezeket szintén minden négyzetre kiszdmoljuk, majd ezek Osszegének h?-szorosaként megkap-
juk a hibabecslé képlet jobboldalan szerepld masik tagot.
A hibaszorzo6 értéke az N fliggvényében

A fenti lépések elvégzésével ki tudjuk szémolni a hibabecslé képlet jobb oldaldn szerepld
Osszeg értékét. Mivel ismerjiik a becslés hibajat, tudunk becslést mondani c-re az alabbi
egyenlGtlenség alapjan:
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Jup, — u* 3 <.
ZT h%Hin?(T) =+ Ze he”[al/uh]H%Q(e) o

Kiilonb6zs N esetén a kovetkezd alsd becsléseket tudjuk felirni c-re.

Bels6 racspontok szama (V) c
4 0.0990
8 0.0908
16 0.0870
32 0.0851
64 0.0842
128 0.0838
256 0.0836
512 0.0834
1024 0.0834

2. tablazat. Becslés a hibaszorzo értékére a 2 dimenzios Poisson-egyenlet esetén N fiiggvényé-

ben.

3.2. Szakadasos egyiitthat6ji PDE

Ebben a fejezetben egy olyan feladat vizsgéilata volt a cél, melynél a megoldés gradiense nem
folytonos, de a feladat jobboldala folytonos. Ennek megfelelGen irtuk fel az alabbi feladatot
szakadésos egylitthatok hasznalataval. A pontos megoldas legyen

u(z,y) = z(z)(y — y°), ahol

x, haxS%
z(x) = 5 L
82°(1 —x), haz >3

Az altalunk vizsgalt PDE:
— 00 (pOru) — Bju = f,
ahol p(x,y) =p1 =2, haz < %, és p(x,y) =p2=1, haz > %
Itt a megoldas nincs C'-ben, azonban a végeselem-modszer megfeleld a gyenge megoldas

kozelitésére.

A feladat jobboldala

A feladat jobboldalat az alabbiakban szamoljuk ki.

e Haz <1, akkor u(z,y) = 2(y — y?). Ekkor Vu = (y(1 —y),z(1 — 2y)).

G) Vu = (2y(1 — y), 2(1 — 2y)),

— Oz (pOyu) — 3Zu = 2.
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e Hax > I, akkor u(z,y) = 823(1—z)(y —y?). Ekkor Vu = (8(322 —4a3)(y — y?),8(23 —
z?)(1 - 2y)).

(1) vu= (86322 - 1)y - 2180 — )1 - 20),

— 0%u — 8§u = —48x(1 — 22)(y — v*) + 1623(1 — x).

Tehat

2z, ha x < %
f(xvy) = 2 3
—48z(1 — 2z)(y —y*) + 162°(1 — z), haz >

N[

A szokasos

—div(pVu) = f
0

“}aQ =

alaku feladat helyett

—div(AVu) = f
=0

uf e
alaku feladatot is vizsgalhatunk, ha A € L°°(Q2, R?*?) egyenletesen pozitiv definit. Ennél a

feladatnal A = <g (1)) p € L=(Q) alaka.

3.2.1. Az egyiitthatomatrix

Az egyiitthatomatrix elemeinek képlete:

a(u,v) = /(p@ru&cv + 0yudyv) = a;j = / (pO2piOzp; + OypiOypj).
Q

Ebben az alfejezetben az egyiitthatomatrixban szerepld elemek tagjait szdmoljuk ki. Az ab-
rakon a bazisfiiggvények egymashoz valo elhelyezkedését, illetve a bazisfiiggvények racspon-
tokban felvett értékeit dbrézoljuk. Az egyes négyzetekben a racspontokban felvett értékekre
illesztiink bilinearis fiiggvényeket, igy kapjuk meg a bazisfiiggvények képletét. g;,q; jeldli a
vi, p; bazisfiiggvények kozéppontjait rendre. Sziirkével emeljiik ki a béazisfiiggények tartoinak
metszetét. A bazisfliggvények egyméshoz vald elhelyezkedése alapjan kiilonboztetiink meg
eseteket. Az alabbi alfejezetben bemutatjuk az egyik esetben a szamoléas részleteit, a tobbi
esetében is hasonl6 szdmolasok sziikségesek.

Példa: egymasra illeszked6 bazisfiiggvények

Ebben az esetben ¢; = gq;, és p; = ;.
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0 0
N1 | N3
0 1 0
No | Ny
0 0
0

Fi orgésszimmetria miatt elég az egyik kis négyzeten (legyen ez N1) kiszamolni az || N (Op0i)?
és az [y ( N ygol) értékeket. A bazisfliiggvény altal felvett értékek a négyzet csicspontjaiban:

0 0

Pi

/(&M)z Zg/Ni(ax%)Q ;l,
JICT ; JRCEAE

Az egyiitthatomatrix értékei
Az egyiitthatomatrix elemeire az aldbbi vonatkozik, ahol az Ny kis négyzetet jelol, és €1;; =
Suppy; M sUppy;.

Q5 = /Q (pazSOiazSOj + ay(PiaySOj) = Z (parSDiaa:(Pj + 8y§0i8y90j> =
NieQy;

= < / aaccpz x@j / 8y§01 y@j)
NLeQy;

mivel az N négyzeteken a p konstans értékid. Az aldbbi tablazatban Gsszegytijtottiik a bé-
zisfliggvények lehetséges egyméshoz valo pozicioit, illetve a szdmolésok részletei nélkiil tartal-
magzza az egylitthato felirdsdhoz sziikséges integralok értékeit.
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Bazisfiiggvények pozicioja Bazisfiiggvények abran | p [ ~, (O piOzpj + OypiOyep;) értéke
qi - +qj
a bazisfiiggvények tartéinak nincs metszete 0
egymésra illeszked§ bazisfiiggvények, . 4
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet '
egymésra illeszked§ bazisfiiggvények, . 8
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet ' 3
) C e e , qi qj
egymés melletti bazisfiiggvények, : 1
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet '
. e e , q; q;
egymas melletti bazisfliggvények, : 1
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet ' 3
4 | i
egymés feletti bazisfliggvények, 0
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet '
PG
egymés feletti bazisfliggvények, 1
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet ' 3
4 |
atlos bazisfiiggvények, h 1
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet ' 2
i
atlos bazisfiiggvények, h 1
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet ' 3
egymasra illeszkeds bazisfiiggvények, . 10
athalad rajtuk a felezGvonal ' 3
egymés feletti bazisfiiggvények, 1
athalad rajtuk a felez6vonal 6

A teljes egyiitthatématrix

A kiilonb6z6 esetekbdl kapott értékek Osszeillesztésével kapjuk meg a teljes egylitthatomatri-
xot.
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A fsatloban 1évs blokkmatrix:

(4 -1 0 0 0]
~1 4 -1 0 0
E,={0 -1 1 =l g|eRMY
o0 33
—1 —1
L 0 0 3 3.
A 2. atloban 1év6 blokkmatrix:
(0 5t 0 0 o]
—1 —1
L0 20 o0
=10 5t = 5L o] eRVY
—1 —1 —1
0 0 5 3 7
[0 0 0 F F
A teljes egylitthatomatrix:
E, F, 0 0 0]
F, E, F, 0 0
0 F, E, F, 0]|cRVxV
0 0 F, E, F,
0 0 0 F, E,

Az egyenletrendszer jobboldala

Az egyenletrendszer jobboldalanak kiszamolasahoz felhasznaljuk a [3.1.1] alfejezet és a [3.2]
alfejezet eredményeit, tovabba alkalmaztuk a

/ foi = f(%')/ vi = f(q:)h*
Qi Qi
kozelitést.

3.2.2. Numerikus megoldas

A lineéris algebrai egyenletrendszer megoldaséval megkapjuk a feladat numerikus megoldéasat.
Az aldbbi dbran a numerikus megoldast lathatjuk N = 17 esetén.
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Numerikus megoldas
Numerikus megoldas

0.2

¥, racspont 0 o X, racspont 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X‘ racsponl

(a) Feliilnézet (b) Oldalnézet
12. abra. A numerikus megoldés kiillénbozé nézetekben N = 17 esetén.
A pontos megoldas N = 17 esetén:
025 —

02—

°
=
|

Pontos megoldas
o
|

Pontos megoldas

0.05 —

05

04
0.2 0

¥, racspont 0 0 x; racspont 0 0.2 0.4 0.8 1

0.6
X; racspont

(a) Feliilnézet (b) Oldalnézet

13. abra. A pontos megoldés kiilonb6z6 nézetekben N = 17 esetén.
A[I2H és a[I3D] abrakon jol lathato, hogy a megoldas folytonos, és & = 0.5-ben torik.

3.2.3. A posteriori hibabecslés konstrukciéja és pontossaganak vizsgalata szaka-
dasos egyiitthatéjua PDE esetén

A posteriori hibabecsls képletet a szakadasos egytitthatoju feladatunk esetében is megvizsgal-
tuk. A[3.1.4] alfejezetben leirtaknak megfelelGen jartunk el itt is, azzal a kiilonbséggel, hogy a
megfelel$ részeket megszoroztuk az oda tartozd p értékekkel. A pontos megoldas ismeretében
tudtunk itt is becslést adni a ¢ hibaszorzé értékére, ezzel kaptuk az alabbi tablazatot, mely a
c-re vonatkozo alsd becsléseket tartalmazza az N bels racspontszam fliggvényében.
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Bels6 racspontok szama () c
5 0.0070
9 0.0054
17 0.0046
33 0.0042
65 0.0040
129 0.0039
257 0.0037
013 0.0036
1025 0.0034

3. tablazat. Becslés a hibaszorzo értékére N fiiggvényében.

4. Elliptikus feladatok numerikus megoldasa trilinearis végesele-

mekkel 3D tartomanyon

Az R} elemmel dolgozunk, ami a 2 dimenziés Ry elem 3 dimenzios megfelelGje. Legyen T}
egy h oldalhosszi kocka Vk € {1,..., M} esetén, u|r, un. trilinearis fiiggvény, vagyis u|r,

Ty, 2 > ap + bpx + cpy + dpz + epxy + frrz + gryz + hpoyz

alakt, Vk € {1,..., M}. Ekkor a triangulacié mérete h. Az Rg elem rendje 1.

4.1. Poisson-egyenlet

Az alabbi tablazatban lathatjuk a bazisfliggvények képletét.
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A bazisfiiggvény &ltal felvett értékek

A megfelels béazisfiiggvény képlete

h—z)(h—y)(h—
Di adl oi(z,y,2) = (a:)(h#
‘ h—1y)(h—
ol Di iz, y,2) = W
R h—z)(h—
© ]—)7: goi(:p,y’ Z) = W
| N
o - Di Soz(x’ Y, Z) — :Ey(hg Z)
Di @ -
/“ B A/' Soz(l', Y, Z) = 2( Q;L)S( )
o o
I zz(h—y)
,?Z— @i(.’L’, Y, z) — |
o
Di @
| .
o - wi(z,y,2) = yZ(h3 x)
© Pi
- pi(z,y,2) = 5

4. tablazat. A bazisfiiggvények képletei. A bal oldali oszlopban lathaté abrakon teli pottyel

jeloljiik, ha a bazisfiiggvény altal felvett érték 0, a p; pontokban a felvett érték 1.
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4.1.1. Az egyiitthatématrix

Négy esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy egyméshoz képest hogyan helyezkednek el a
bazisfiggvények. Az abrakon sziirkével jeloljik a bazisfiiggvények tartéinak metszetét.

1. eset: A bazisfliggvények tartéinak kozéppontjai egy kocka szemkozti csticsaira esnek.

Yy
S SRS
Yz
SDJ'—?
—(h—y)h—2) —(h—x)(h—2) —(h—2x)(h—
Vgoi:< ( ?}Jlé( ), ( h?))( )’ ( h;( y))

/V%'VSOJ‘:
Q

1
:_h6/[0,h} /[o,h] /[Oﬁh]((h—y)(h—z)yz—i—(h—m)(h—z)mz+(h—m)(h—y)xy)d:cdydz:
h

12

2. eset: A béazisfiiggvények tartoinak kdzéppontjai egy kocka lapjanak ellentétes csiicsaira
esnek. Ebben az esetben a metszet egy h X h X 2h méretd téglatest. Attol fliggden, hogy a
hosszabbik oldal melyik tengely mentén helyezkedik el, megkiilonboztethetnénk harom esetet,
ezeket abrazoljak az abrak. Azonban mindharom esetben ugyanaz a metszettartomanyon
szamolandd integral értéke, mivel elforgatéssal a szorzatfiiggvények egymasba vihetSk. Az
origd a bal als6 hozzank kozelebbi sarokban van.
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-4 9

A két bazisfiiggvény tartojanak Q metszetét felosztjuk két h oldalhosszusagu kockéara (Q =
01 U o), és csak az egyiken szamoljuk ki a sziikséges integralt. Az € kockan felirjuk a
bézifiiggvények képletét.

z(h—y)(h—z
Lpi($>yaz) = ( Z;L)g( )
TYZ
%(%yaz) = F
(h—y)(h—2) —x(h—2) —x(h—y)
VSO’L = < 3 5 3 ) B3
Yz Tz XY
ves = (7 5)

Ezek felhasznalasaval az €2y kockén kiszamoljuk a gradiensek szorzatdnak integraljat.

Vi - Vpj =
Q1

1 h
= —6/ / / (yz(h—y)(h—z)—x%(h—z)—ﬁy(h—y)) dedydz = ——
e Jion Jon Jion 12

Szimmetriai megfontolasokbol az integral 2y kockan is ugyanennyi, azaz

h

Vsoi-V%:/ V‘Pi'VSOj:_E , 1gy
QQ Q1

h
/ Vi - Vej = —¢
Q

3. eset A bazisfliggvények tartéinak kozéppontjai egy kocka élének szomszédos csiicsaira
esnek. Ebben az esetben a metszet egy h x 2h x 2h méretd téglatest. Attol fliggden, hogy a
rovidebbik oldal melyik tengely mentén helyezkedik el, megkiilonboztethetnénk harom esetet,
ezeket abrazoljak az abrak.
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K AR,

A két béazisfiiggvény tartojanak ) metszetét felosztjuk négy h oldalhosszuisagi kockara
(Q=0UNUQ3UQy), és csak az egyiken szamoljuk ki a sziikséges integralt. Az ©; kockan
felirjuk a bazifiiggvények képletét.

yz(h — x)
hm
xyz
¢ =58
g2 2h—2) y(h—2)
Ve = (_ﬁa B3 ) h3 )

yz xz TY

Ezek felhasznalaséval az €2y kockén kiszdmoljuk a gradiensek szorzatdnak integraljat.
Vi -V L (=y?2? + 22%(h — ) + 2y*(h — 2)) dedydz = 0
$i Vo =35 Y (Y ydz =
Q1 [0,h] J[0,h] J[0,h]

4. eset A bazisfiiggvények tartoinak kozéppontjai egybeesnek. Ebben az esetben a metszet
egy 2h x 2h x 2h méretd téglatest.

z

TYZz
P

Tz TZ TY
Vei=V; = (353 73)

1
Vi Vo =75 / / / (12 + 2% + o%?) dody dz =
o h® Jion Jio,m) Jo,n) 3
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A teljes egyiitthatématrix

A kiilonboz6 esetekbdl kapott értékek dsszeillesztésével kapjuk meg a teljes egyiitthatématri-
xot. A végs6 egyiitthatomatrix blokkmatrix, mely az alabbi blokkokbél tevédik Gssze.
A f6atloban 16vE blokkmatrix:

D = diag <§> e RVXN

2. blokk:
B = tridiag Lo L) epaen
6" 6
3. blokk:
1 1 1
— L - = = RNXN
C trldlag( 26 12) €
4. blokk:
S := blokktridiag(B, D, B)
5. blokk:

R := blokktridiag(C, B, C)
A teljes egylitthatomatrix:
Ap, = h - blokktridiag(R, S, R)

20,
30f vt xR . b AX
wl By e el

50 ¢ .::o:%: ..o .:.o

60 s %

14. dbra. Az egyilitthatomatrix nemnulla elemei N = 4 esetén.
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4.1.2. A numerikus megoldas

A kiszamolt egyiitthatématrix alkalmazaséval megoldjuk az alabbi feladatot.

—Au=f inQ=10,1] x [0,1] x [0,1]
u‘r =0,
f(x,y,2) = 3r? sin(nz) sin(ry) sin(r2)

A fenti feladat megoldasa u(z,y, z) = sin(mx) sin(my) sin(rz). Mivel ismerjiik a pontos meg-
oldast, igy ki tudjuk szamolni a kozelités hibajat. A hibat H& normaban szamoljuk.

4.1.3. A kozelités hibaja abszolutértékben

N | Hiba abszolatértékben
1 2.5637
2 1.4641
4 0.8137
8 0.4391
16 0.2303
32 0.1183
64 0.0600

5. tablazat. Az abszolutértékes hiba nagysaga a racspontok szaménak fiiggvényében

A hiba és a lépéskéz kapcsolata

100

Hiba (log)

107

107 107 10°
Lépéskdz nagysaga (log)

15. abra. Loglog abra a 1épéskoz és a hiba kapcsolatérol
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4.1.4. A posteriori hibabecslés konstrukci6oja és pontossaganak vizsgalata

A hibabecsl6 képlet 3 dimenziéban megegyezik a 2 dimenzios képlettel. Ezt alatamasztja a
[3] cikk.

up —u*ff < ¢ <Z Rl E2 ) + ZhNH[auUh]HQ)
K N

A képletben szerepl§ K egységkockakat, az N két egységkocka metszeteként elGallo négyzetét
jeloli. A hg és hyy hosszparaméterek oldalhosszokat jeldlnek, a mi esetiinkben ezek egységesen
h értékiek voltak. Az altalanos képletben az || f Hig () helyett |[Lup — f Hiz(K) szerepel,
azonban Lup = 0 minden cellan, igy az egyszertibb alakkal szamolhatunk. Az alabbiakban a
2D-vel anal6g moédon haladunk, de a kiszidmitas Osszetettebb.

Ertékek a négyzeteken

Minden egyméas melletti két kocka metszetében 16vS négyzetre kiszdmoljuk a ||[0,up]||? értéket,
ezt az ugrés négyzetes integraljdnak nevezziik, ennek részleteit a kovetkez&kben olvashatjuk.
Illessziink minden kockdban a csticspontokban felvett értékekre illeszkedd

up(x,y,2) = ar + brx + cry + drz + erxy + fraz + gryz + hrryz

paramétert polinomot. Az alabbi 4bran szemléltetjiik a csicspotok koordinatait és az ott
felvett értékeket.

(th, jh, (k+ 1)h) ve ((i+1)h,jh,(k+1)h)
s
(i, (j + D, (k + 1)) vs (i + 1)k, (j + Db, (k + 1))
v7
vy | (ih, jh, kh) V9

((¢ + 1)h, jh, kh)

v3
(th, (j + 1)h, kh) Y& ((i+ 1)h,(j+ 1)h, kh)
A uy, polinomba behelyettesitjiik az egyik kocka v1, ..., vg csucspontjainak koordinatait, és

igy az adott pontbeli kozelitett értékeket kapjuk. Ezt felhasznalva minden kockara fel tudunk
irni egy 8 egyenletbdl all6 egyenletrendszert, amely megoldésaval kapjuk a kockara vonatkozo
polinom paramétereit. A felirhaté egyenletrendszer:
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v1 = ag + bpih + erjh + drkh + epijh® + frikh?® + grjkh® + hrijkh®

vy = ar + br(i + 1)h + crjh + drkh + er(i + 1)jh* + fr(i + 1)kh* + grjikh*+
+ hr(i +1)jkR®

v3 = ar + bpih 4+ cp(j + 1)h + drkh + epi(j + 1)h? + frikh® 4+ gr(j + 1)kh?
+ hri(j + 1)kR?

vy = ar +bp(i + D)h +ep(j + 1)+ drkh + er(i + 1)(j + 1A% + fr(i + 1)kh*+
+g7(j + DEkR?* + hp(i +1)(j + 1)kR3

vs = ar + brih + cpjh + dp(k + 1)h + epijh® + fri(k +1)h? + grj(k + 1)h?+
+ hrij(k 4+ 1)h?

v = ap + bp(i + Dh + erjh + dp(k + Dh + ep(i + 1)jh% + fr(i + 1) (k + 1)h>+
+grj(k + )R + hy(i +1)5(k + 1)R3

v7 = ar + brih + cr(j + 1)h + dr(k + 1)h + eri(j + 1)h* + fri(k + 1)h*+
+gr(j + 1) (k + 1A% + hyi(j + 1)(k + 1)h3

vg = ar + br(i + Dh + cr(j + Dh +dr(k + Dh + ep(i +1)(j + 1)h*+
+ fr(i+ D)k +D)R* 4+ g7 + 1) (k + DR* + hy(i + 1) (G + 1) (k + 1)A3

Ezt az egyenletrendszert minden egységkockan felirjuk és megoldjuk, igy minden kockara
megkapjuk az ar,...,hy paramétereket. FEzek felhasznaldséaval minden kockén ki tudjuk
szamolni az iranymenti derivaltakat.

Ogu = br + ery + fTZ + hryz
Oyu = cr + erx + grz + hraz
O.u = dr + frx + gry + hrzy

Az irdnymenti derivéaltak segitségével tudjuk kiszamolni az ugras négyzetének integraljat.
A metszet poziciojatol fiiggden harom esetet kiillonboztetiink meg. A 2. és 3. esetet visszave-
zetjitk az 1. esetre. Altalanosan az alsé indexben szereplé l-es az adott tengely mentén vett
kisebb koordinataja kockara vonatkozik.

1. eset: a kockak az z-tengely mentén helyezkednek el egymas mellett

A O,u irdnymenti derivaltat tekintjiik. Mutasson az als6 indexben szerepl$ 1-es a bal oldali,
a 2-es a jobb oldali kockara vontakozo értékekre.

/
N A
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A K, azaz a bal oldali kockadn az d,u értéke by + e1y + fiz + hiyz. Hasonléan a K, azaz
a jobb oldali kockan az O,u értéke by + eay + foz + hoyz. Igy kapjuk, hogy a K; és a Ko
kockék [jh, (j + 1)h] x [kh, (k 4+ 1)h] paramétert metszetén

) (k+1D)h  p(j+D)h )
1[0 un] |l :/ / (ba + e2y + foz + hoyz — by — e1y — fiz — hiyz)“ dy dz.
kh ih

A 2. és 3. esetben hasonlo gondolatmenettel kapjuk meg a keresett értéket.

2. eset: a kockik az y-tengely mentén helyezkednek el egymas mellett

A Oyu irdnymenti derivaltat tekintjiik. Mutasson az alsé indexben szerepl§ 1l-es a t6liink
tavolabbi, a 2-es a hozzank kozelebbi kockara. Jeldlje [ih, (i + 1)h] x [kh, (k 4+ 1)h] négyzet a
K és a K9 kockdk metszetét.

(k+Dh  p(i+1)h
H[&,uh]HQ = / / (co + eax + goz + hoxz — 1 — ey — g12 — h1x2)2 drdz
kh ih

3. eset: a kockik a z-tengely mentén helyezkednek el egymas mellett

A O,u iranymenti derivaltat tekintjiik. Mutasson az als6 indexben szerepl§ 1-es az also, a 2-es
a felss kockara. Jelolje [ih, (i+ 1)h] x [kh, (k4 1)h] négyzet a K7 és a Ky kockdk metszetét.

A7

I

K2

Ay

v

, (G+D)h  pi+1)h ,
a2 = / / (ds + for + goy + howy — dy — frr — gry — hawy)? de dy
jh ih

A kiilénboz6 esetekben kapott ||[0,up]||? pontos értékét a fiiggelékben olvashatjuk.
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Ertékek a kockakon

A képletben szerepld || f Hi? (K) értéket minden kis kockan kiszamoljuk. Egy tetszoleges K =
[ih, (i + 1)h] x [jh, (j + 1)h] x [kh, (k + 1)h] kockan az HfuiQ(K) értéke

) (k+Dh  pG+DR p(i+1)h )
= [ [ [ iPdedya -
j i

" .
= 6%% (27 (p — q) — sin(27p) + sin(27q)) (27 (r — s) — sin(27r) + sin(27s)) (27w (w — u)+
+ sin(27u) — sin(27w)),

ahol p=1tih, q=(+1)h, r=jh, s=(G+1h, u=kh, w=(k+1)h.

A ¢ hibaszorz6 értéke a racspontok szamanak fiiggvényében

A fenti 1épések elvégzésével ki tudjuk szamolni a hibabecsld képlet jobb oldalén szerepls Gsszeg
értékét. Mivel ismerjiik a becslés hibajat, tudunk becslést mondani c-re.

|uh _ u*ﬁ <ec
Sk W2 g + o el un]IP

Kiilonb6z6 N esetén a kovetkez§ alsd becsléseket tudjuk felirni c-re.

Belsg racspontok szama (IN) c
4 0.1094
8 0.1058
16 0.1046
32 0.1043
42 0.1042
50 0.1042

6. tablazat. Also ecslés c-re a 3 dimenzios Laplace-operatoros feladat esetén.

A kiszamolt ¢ értékek koziil ¢ = 0.1094 a maximum, igy a hibabecsls képletben a késébbiek
soran ezt hasznéljuk.

4.2. Szakadasos egyiitthatéjua PDE

A vizsgalt feladat

Az eddig vizsgalt Laplace-operatoros feladatot az alabbiak szerint modositjuk. Az értelme-
zési tartomany valamilyen kezdeti felosztasa mellett tekintsiink egy fiiggvényt, mely minden
kis kockan felvesz kiilonbo6z6 p; értékeket, ahol i befutja a kockdkat. Mi Ny = 4 kezde-
ti felosztds mellett adtuk meg az egyiitthatokat. Taroljuk el ezeket az egyilitthatokat egy

35



Py € {p1,...,p; NotD)xNo+1)x(No+1) m4atrixban. Ennek segitségével felirhato az aj feladat
P egyiitthatomatrixa. A P matrix N = 4 esetén megegyezik Py-lal, 4-nél nagyobb N racs-
pontszam esetén pedig a megfelels p; érték sokszorositasaval toltjiik fel a kapott kockéakat,
vagyis vessziik a Py és az 1 v~ ~v matrixok Kronecker-szorzatét, ahol az 1 x , ~ , ~ egy

NOXNOXNO No © Nog = Nog

N N N . P Ly < e .
olyan Ng X Ng X g mérett matrixot jelol, melynek minden eleme egy.

4.2.1. Az egyiitthatomatrix

Szeretnénk a részben leirt A; egyiitthatoméatrixot P felhasznalasaval ugy atalakitani,
hogy az 1j feladat megoldasahoz sziikséges Af egylitthatomaéatrixot kapjuk.

Tekintsiink egy tetszéleges g, bazisfiiggvényt, ahol k € {1,..., N3}. A k index felhaszna-
lasaval fel tudjuk irni g koordinatéait.

o A ¢ kozéppont x-koordinatidja: £k mod N,
e A g kozéppont y-koordinatéja: [%] mod N,
e A g kozéppont z-koordinataja: [%} mod N.

Tehat k-bol ismerjik qg(zk, Yk, 2k )-t-

A bézisfiiggvények tartdinak metszetén vett integralok négy kiilonbozs értéket vehettek
fel. Ezekben az esetekben a tartok metszete lehetett egy darab h oldalhosszu kocka (ekkor az
egylitthato —% volt), két darab h oldalhosszu kocka unidja (ekkor az egyiitthato —% volt),
négy darab h oldalhosszt kocka unidja (ekkor az egyiitthato 0 volt), vagy pedig nyolc darab
h oldalhosszu kocka unidja (ekkor az egyiitthato % volt).

Vizsgaljuk meg az Aj matrix nemnulla elemt 4tl6i és a relevans béazisfliggvények egymés-
hoz val6 pozicidinak kapcsolatat! Az atlobeli elemek értékei alapjéan be tudjuk csoportositani
az Ay, atloit.

(a) A foatloban végig & szere- (b) Ebben a nyolc atloban vé- (c) Ebben a tizenkét atloban
pel. gig —1% szerepel. —% szerepel.

16. abra. Ay atloi az értékeik alapjan csoportositva N = 4 mellett.
o Azzal az esettel, mikor négy kis kocka uni6ja a metszet, nem kell foglalkoznunk, mivel
ezt barmivel beszorozva is 0-t kapunk.

o A f64tl6 elemei azon eseteknek felelnek meg, mikor a metszet nyolc darab kis kockabol
all, vagyis a két bazisfiiggvény tartéjanak kozéppontja egybeesik. Ilyenkor az érintett
nyolc kockara vonatkozo p;-k szamtani kdzepével fogjuk megszorozni a f6atldo megfeleld
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elemét. Ezt mindegyik f6atlobeli elemre elvégezziik, igy kapjuk az Aﬁ egylitthatomatrix

fsatlobeli elemeit.

e A maésodik abran lathato atlok annak az esetnek felelnek meg, mikor a metszet egy da-
rab kis kockabdl all. Ilyenkor csak a metszet altal meghatarozott kocka p; értékével kell

megszoroznunk az Aj; matrix megfelels elemét. Az alabbi tablazat a kiilonb6z6 pozicidju
kozéppontok koordinatai, az egyiitthatomatrix atloi illetve a megfelels p értékek kozotti
kapcsolatot tartalmazza. Az érintett p értékeket ugyanolyan sorrendben vessziik, ami-
lyen sorrendben a nekik megfelel§ kozéppont-parok vannak a megfelel§ atloban, igy be
tudjuk szorozni a p-kel az egyiitthatomatrix elemeit. A matrixatlokat 0-tol indexeljiik,
vagyis a f6atlo a 0. atlénak szamit.

A kozéppontok koordinatéai kozotti kapesolat | Ajp hanyadik atloja | A metszet altal érintett p érték
rj=xi+1, yi=vi+l, z=z+1 N2+ N +1 Pz +1,y; +1,2;+ 1)
rj=x;—1, yi=y+1, zj=z+1 N2+ N -1 P(zi,yi + 1,2 + 1)
ri=x;+1, yi=yi—1, zj=z+1 (N-1)N+1 P(x; +1,y;,2 + 1)
rvj=x;—1, yi=y—1, zj=z+1 (N—-1)N -1 Pz, yi,zi + 1)
ri=xi+1, yi=uy+l, z=z-1 —(N—-1)N+1 P(zi+ 1,y + 1, 2)
ri=x;—1, yi=y+1, zj=2z-1 —(N-1)N -1 P(xi,yi +1,2)
rvi=x;+1, yi=y—-1, zj=2z-1 ~N?2-N+1 P(z; + 1,yi, i)
ri=x;—1, yi=y—1, zj=2z-1 -N?2-N-1 P(xs,yi, 2i)

7. tablazat. A bazisfiiggvények metszete egy darab kocka.
Mivel a > 1, ezért b = a + 1 > 2, ahol a,b jeloli az x;,x; valtozokat valamilyen

kombinécioban. Ugyanigy a < N, ezért b =a — 1 < N — 1. Tehat a fenti esetekben az
értintett értékei a P méatrixnak a {P(p1,p2,p3)| p1,p2,p3 € {2,...,N}}.

e A harmadik abran lathato atlok annak az esetnek felelnek meg, mikor a metszet két
darab kis kockabol all. Ilyenkor a metszet altal meghatarozott két kocka p; értékeinek
szamtani kozepével kell megszoroznunk az A; matrix megfelels elemét.
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A kozéppontok kozotti kapcsolat Ay, hanyadik atloja | A metszet altal érintett p érték

v =2+ 1, y; =vi + 1, 2= 2 N—1 P(xi,yi+1,zi)+5(xi,yi+1,zi+1)
vi=ai+1, yi=yi+l, z=az N+1 P(aci-i-l,yi-&-l,zi)-l-g’(xi-i-l,yi+1,zi+1)
rvi=z;+1, yi=y;+1, 2z =z N -1 P(évi,yi,Zi)+§($i7yivzi+1)
vi=ai+l, yi=yi+l, z=z _N+1 P(wi+1,yi,Zi)+5(ati+1,yi72i+1)

zi=x;+1, yi=vy, z=z+1 N2 _1 P(ﬂii»yi7Zi+1)+§(4vi,yi+1,2'i+1)
si=xi+1, yi=vy, 2z =z+1 N2 41 P(miJFl»yi7Zi+1)+5(937;+17yi+1727;+1)
vi=a;+1, =y, zm=z+1 N2 _1 P(ﬂﬁi,yi,Zi)+§(m,yi+l,zz‘)
zi=mi+1, yi=vy, z=z+1 ~N241 P(xi"‘lyyivzi)+2P(xi+17yi+1,2i)

P(ziyi+1,2i+1)+P(xi+1,y:+1,2i+1
P(ai,i,24+1)+P(2i+1,y:,2i+1
Ly = Xy, Yi =1Y; + 1, Z2j = 24 + 1 _7\72 - N (T4,yi,2i+ )+2 (zi+1,y4,2i+1)
_ _ _ 2 P(ziyit+1,2:)+P(xi+1lyi+1,2
T; = Tj, yj—yl-—i—l, zi—zj—i—l —N“—N ( )2( )

P(xi,yi,2:)+P(®it+1,yi,2i)
2

T = Tj, yi:yj+1, Zi:Zj—i-l —N2+N

8. tablazat. A béazisfiiggvények metszete két darab kocka.

A tablazat els6 négy soraban a z-tengely mentén, azaz egymas felett, a masodik négy
sorban a y-tengely mentén, az utols6é négy sorban pedig a x-tengely mentén vannak
egymas mellett a metszetben a kockak.

Részletesebben abrazoljuk a bazisfiiggvények poziciojat (rogzitett z mentén, g;,gj-re
illeszkedd sikon abrazolva) abban a négy esetben, mikor a két kocka egymason van, azaz
a z-tengely mentén vannak egymés mellett.

I.(j—1)=(N-1)
J > i, vagyis a f6atlo feletti atlo. Az Ay matrix (N — 1). atloja.
Y

95

qi

‘ X

2. (j—i)=(N+1)
J > i, vagyis a f6atlo feletti atlo. Az Ay matrix (N + 1). atloja.
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495

qi

‘ x

3. i—j7)=(N+1)
i > j, vagyis a f6atlo alatti atlo. Az Ap matrix (—N — 1). atloja.

)
95

‘ X

qi

L(i-j)=(N-1)
i > j, vagyis a f6atlo alatti atlo. Az Ap matrix (—N + 1). atloja.
Y

qi

q;

A fenti négy esetben a P ugyanazon részei érintettek. Az alabbi abra mutatja a P-nek
azon érintett részeit, ahol lehet a metszet (fix z rétegen nézve).

Tehat a metszetekre szamolando atlagok:

P(2:N,2: N,1:N)+P(2: N,2: N,2: N +1).
4.2.2. A porteriori hibabecslés alkalmazasa ismeretlen megoldasu feladatokra

A fent leirt altalanos feladat megoldasat kozelitjiik a végeselem-modszer alkalmazéasaval kiilon-
bo6z6 P paraméterek mellett. Mivel nem ismerjiik a feladat pontos megoldésat, igy a posteriori
hibabecsls képletet hasznaljuk a [£.1.4] alfejezetben kiszamolt ¢ paraméterrel. A képletbdl a
négyzetes hiba fels6 becslését kapjuk meg, a gyokfiiggvénnyel ebbdl szamoltuk a hiba felss
becslését.

Hérom kiilonb6zd esetre futtatunk hibabecslést. Az elsd esetben a felvett értékek halmaza
az {1,2} volt, és a 2-es értékeket a kocka belsejére koncentraltuk, tehat a belss 3 x 3 x 3-as
kockan a Py méatrix 2, méshol 1 értékii.
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N | A hiba fels6 becslése | Relativ hiba

4 0.8664 1

8 0.4904 0.5661

16 0.2772 0.3199

32 0.1623 0.1874

64 0.1004 0.1159
17. abra. A kozelité megoldas értékei az 18. abra. A hiba fels§ becslése N fliggvé-
x = 8h, x = 16h, © = 24h rétegeken N = nyében kozépen koncentralt p; = 2 mel-
32 mellett. lett.

A maésik két esetben random generaltuk a Py matrixot. A kiilonbség a felvett értékek
halmazéaban van, az egyik esetben {1,2}, a masik esetben {1,...,6} volt.

N | A hiba fels6 becslése | Relativ hiba
4 0.7333 1
8 0.4169 0.5685
16 0.2336 0.3186
32 0.1452 0.1981
64 0.0808 0.1102
19. abra. A kozelit6 megoldas értékei az
x = 8h, x = 16h, x = 24h rétegeken N = 20. 4bra. A hiba fels6 becslése N fliggveé-
32 mellett. nyében p; € {1,2} esetén.
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N | A hiba fels6 becslése | Relativ hiba
4 0.7343 1
8 0.4212 0.5736
16 0.2412 0.3285
32 0.1444 0.1966
64 0.0924 0.1259
21. abra. A kozelité megoldés értékei az
x = 8h, x = 16h, © = 24h rétegeken N = 22. dbra. A hiba fels6 becslése N fliggvé-
32 mellett. nyében p; € {1,...,6} esetén.

Az fenti tablazatokbol jol latszik, hogy N ndvelésével a hiba 0-ba tart minden esetben.
Tovabba megfigyelhetd, hogy a relativ hiba nagyobb, ha a p;-k nagyobb értékeket is felvehet-
nek. A hiba lassabb O(h)-nél, de utébbi nem is varhato, mert a megoldas nincs H2-ben. Ld.

.09 tétel.
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Fuggelékek

A. A 3D-s Poisson-egyiitthatomatrix elemeinek kiszamolasa

1. gy = (o)),

_ xyz
SDJ h3

_ ( hz+hy—h?—yz hzt+hx—h2— hy+hz—h2—zy \ . _ (yz T
v%_( e el ML ) Ve = (3,5, 1)
/ ViV, =

=75 / / / hyz? + hy?z — h2yz — 222 + haz? + ha’z — WPaz — 222%+
[0,h] J[0,h] J[0,h]

+ hay? + haly — h2ay — 2%y? dedy dz =

1 2,2 3 2.2
:/ / hxyz2+hxy2,th21:yz*:vy2z2+hx i +hx z_ Wt
h Jion Jion 2 3 2

2322 N th 2 hﬂc3y h2m2y :1:3y2 h dud
— f— —_— z =
3 2 3 | o

3
322 hiz  R3y2  hYy
W22z — h3yz — hy?22 + — — — = 7_7(1(1_
//[Oh]yz—l—y oWES T T T T e WY

_ 1
h

B 1/ [hy 22 . h2y32 B 3%z hyPz? Ry B hiyz  R3y®  hiy? h
he Jion

- - - d
2 3 2 3 "6 6 18 12,
_1/ R AU S 13 S 1 N
hS Joop 3 336 hS | 9 6 36, 12
2. Q=0 UQ
0
i(w,y,z) = L2y, ) = 82
h—y)(h—z) —x(h—z) —xz(h— z xz
Vi = (i) hn hw), gy, (i 25 =)
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Vi -Ve; =

951

= 16/ / / (yz(h—y)(h—z) —2%2(h — 2) —a:2y(h—y)) drdydz =
h® Jio,n) J1o,) J10,n)

1
= 1o / / / hQ?/Z’ — hy22 — hyzz + y222 — ha’z + 2222 — h:czy + x2y2 dzdydz =
[0,h] J[0,h] J[0,h]

1 / / { 9 9 9 o o hadz 322 hady
= — h°xyz — hxyz® — hay“z + xy“z° — + —
h 0,1] J[0,h] 3 3 3
3,21h
+ W} dydz =
3 =0
1 4 3,2 4 3,2
:6/ / h3yz — h2y2® — W22 + hy? 2_Q+hz _M+h7ydydzz
h® Jio,n Ji0,) 3 3 3 3
_ 1/ h3y22 B h2y222 B h2y32’ N hy322 B h4yz h3yz2 B h4y2 N h3y3 h & —
RS Jon L 2 2 3 3 3 3 6 9 J,—0
1 / Wz h422 pb L[ ho22  h423 pbz)” h
=— ——+ ——dz=F|—-—+ -—| =-=
h on O 6 18 h$ 12 18 18 1,9 12

Szimmetriai megfontolasokbol fﬂ2 Vi -Vp; = le Vi -Vp; = —%, igy

h
/V%"V(Pj:—(j
Q
. Q=0,UQ
O
z(h—x zy(h—z
Soi:y(his )a $j = y(hs )

Vi = (—yz,2(h—a),y(h—2));  Ve; = (y(h—z),z(h - z), —zy)
Szimmetriai okokbdl ez az eset visszavezethetS a 2. esetre, mivel a hdrom szorzdéténye-
z6b6l ketts ellentétes.

. Q=0UQ
0
z(h—x)(h—
oy = A=) e
—z(h— —z(h—x h—z)(h— z xz T
v@l = ( (h3 y)a (h3 )7( })Lg y))a VQPJ = (%7ﬁah7g)

Szimmetriai okokbdl ez az eset visszavezethets a 2. esetre, mivel a hdrom szorzéténye-
z6b6l ketts ellentétes.

. Q=01 UQUQ3U Ny
Qs
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h— h—
V@i:(_%yz(h:&z):y(}ﬁm)); v@j:(%v%a%)

Vi -Voj =
1

1
h6 /[0 " /[0 . /[Oh} —%2% + haz? — 2222 + hay? — 2%y dedy dz =
h

[ o2 o
G Tyt o + - dydz =

ho [0,h] J[0,h] 2 3 92 3 ).,

h5 2 p3y2
y222 +
— + 7dydz =
e /[Oh /0 [0,h]
hy3z2 B3 B33

6{/~ [ v W Ry ] dz =

~h [0,h] 3 6 18 |, o
_1/ —h4Z2+h’76dZ_i h4z3+&h 0
= hb [0,] 6 18 o ho6 18 18 - =

6. Q=0 UQyUQ3U Ny

Oq-en:
h—
pi= G =t
h h
Vei = (WG, 1~ Ve = (5 5. )

Szimmetriai okokbdl ez az eset visszavezethets a 5. esetre, mivel a hdrom szorzdténye-
z6bdl egy ellentétes.

7. Q=01 UQ UQ3 Uy

0q-en:
_ zz(h—y). _ Zyz
Yi= —p3 $j =
hz—yz hx—xy\. z T
V%:( hSy 7_%7 E] y)7 VSD (%3’:}25)}%)

Szimmetriai okokbdl ez az eset visszavezethets a 5. esetre, mivel a hdrom szorzéténye-
z6bdl egy ellentétes.
8. Q= U---UQg
0q-en:
pi = Dj, pi = pj = T
Vi =Vy; = (3,7 5%)
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/ Vi Ve =
1951

1
5 / / / 222 4 222 + 22y dadydz =
h® Jio.n Jio.n) Jio.n)
h
1 / / [ o o w322 x3y2}
= — xy et + dydz =
WS Jion Jio 3 3 L
1 / / 5 o  h32%2  h3y?
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hS Jio.n Jio.m) 3 3

h
1 / / [hy3z2 h3yz? h3y3]
= — + + dydz =
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1

y=0
/ 2h*22 N Ko q
= —_— _— z =
W Jow 39

_1[2]14233 h6zr h

w9 "9, 3

Szimmetriai megfontolasokbol ka V;-V; = le Vpi-Vo; = %, minden k € {1,...,8}
esetén, igy

8h
/V%"V@j =3
Q
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B. A négyzeteken szamolandoé értékekhez sziikséges egyiitthatok
kiszamolasa a 3D-s posteriori hibabecsléshez

1. eset: az als6 indexben szereplé 1-es a bal oldali, a 2-es a jobb oldali kockara vontakozo
értékekre mutat.

p1 = b? + b3 — 2b1by

po = 2bre1 + 2bgeq — 2b1eg — 2bge;

p3 = 201f1 + 2b2f2 — 2b1 fo — 2ba fi

pa = 2boho + 2eafo + 2b1hy + 2b1 f1 — 2eafi — 2fae1 — 2bohy — 2hoby
ps = e% + e% — 2ejez

pe = fi+ 3 —2f1f2

p7 = 2e1hy + 2eoho — 2e9h1 — 2hoey

ps = 2f1h1 + 2faha — 2fohy — 2ha f1

po = h3 + h3 — 2hihs

0= (G + DR) = pr(Gh) + 3ol + DI = Lpa(ih) + 5ps(G + DAY — Zps(i)®

2 2 3
g2 = pa((G + 1)) — pa(ih) + 3pa(G+ DR = ZpaGR) + 3p1(G + D) = e (i)’
a3 = po((G + 1)B) = po(ih) + 5p3(G + D) = Sps(iR)? + 3ol + DI = Spo (i)’

1 1 1 1
erteky = g1 - ((k+1)h = kh) + 5g2 - ((k+ Dh)* = Saa - (kh)* + 2 - (k + Dh)* = a3+ (kh)?

A 2. és a 3. eset szimmetriai okokbdl az 1. eset alapjan betticserével irhaté fel.
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