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Bevezetés

A dolgozat témaja két, kiilon-kiilon is sokat tanulméanyozott és fontos teriilet talalkozasabol

adodik.

Az egyik teriilet a gépi tanulds (machine learning) témakore. Habar a tertilet kutatasa
hosszi miltra tekint vissza, a kozfigyelem féleg a 2010-es évek masodik felében kezdett
ra koncentralddni, amikor is kiilonféle elméleti attorések, és a hardveres fejlédés kom-
binaciéjanak koszonhetSen a gépi modellek teljesitménye valoban figyelemremélto lett.
A dolgozatban egy, a gépi tanulason belil az un. megerdsitéses tanulds (reinforcement
learning) témakorébe tartozd probléméaval fogunk foglalkozni. Ez olyan tipust feladatokat
takar, amikor a tanul6algoritmusnak egy adott kornyezetben (pl. egy szamitogépes jaték)
kell megtanulni a helyes stratégiat (viselkedést), mégpedig nagy mértékben énélloan, csak

a kornyezettsl kapott visszajelzések alapjan.

A masik témakor a pénziigyi matematika, specidlisabban annak egy kézponti probléma-
tipusa, mégpedig hogy amennyiben egy pénziigyi eszkoz (pl. részvény) arai egy megadott
modell szerint alakulnak, akkor milyen kereskedési stratégiaval érhetd el a lehets legtébb
profit. Ennek persze jelentGs gyakorlati relevancidja is van, viszont matematikailag altala-

ban elég nehéz analitikusan megadni az optimumot, néhany alapveté modell kivételével.

A kutatasunk soran az arfolyamok alakulasat autoregressziv folyamatokkal modelleztiik.
Ezekre a [2] cikk analitikusan megadja az optimalis stratégiat. Mi azt vizsgaljuk, hogy

gépi tanuldssal milyen mértékben kozelitheté meg az optimaélis teljesitmény.
A dolgozat felépitése az alabbi:

Az 1. fejezetben attekintjiik a gépi tanulas elméletének legfontosabb elemeit. ElGszor
bemutatasra keriil az a formaélis keretrendszer amiben altalaban vizsgalni szoktuk a gépi
tanulast, ez a Markov dontési folyamatok elmélete. Ezutan a neuralis halok mitikodésérsl lesz

sz6. Majd a f6bb reinforcement learning algoritmusok ismertetése kivetkezik, bemutatva az



altalunk hasznalt algoritmus, a Prozimal Policy Optimization (PPO) miikodési elvét, és a
megértéséhez sziikséges ismereteket. Ezutan a kutatasban hasznélt modell-architektirarol

lesz sz6, bemutatva annak elméleti el6zményeit is.

A 2. fejezetben Osszefoglaljuk az autoregressziv folyamatokon valé kereskedésrdl szolo

[2] cikk {6 eredményeit.
A 3. fejezetben a kutatasunk folyamaténak és eredményeinek Gsszefoglalasa talédlhato.

Végiil a 4. fejezet rovid Osszefoglalassal és kitekintéssel zarja a dolgozatot.
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1. fejezet
(Gépil tanulas

Ebben a fejezetben attekintjiik a gépi tanulas alapjait. Elgszor lefektetjiik a Reinforcement
Learning (megerssitéses tanulas) elméletének formaélis hatterét. Reinforcement Leanring
alatt olyan gépi tanulasi problémékat értiink, ahol az tanuléalgoritmusunk egy bizonyos
szabalyokszertiségek szerint viselked6 kornyezetben kiilonféle akciokat, cselekvéseket va-
laszthat, és ezek fliggvényében jutalmakat kap, azaz visszajelzést hogy hogyan teljesit. A cél
az lesz, hogy olyan stratégiat, viselkedésmodot tanuljon meg idével, amely maximalizalja

a megszerzett jutalmat.

Elgszor fel fogjuk épiteni ennek egy formélis modelljét, a Markov dontési folyamatokat,

¢és belatunk néhany alapvetd eredményt azok tulajdonsagairol.

Ezt kovetSen a neurdlis halokrol lesz szo6. Jelenleg ezek alkotjak a gépi tanulas f6
paradigmajét, az ilyen tipust modellek képesek a legjobb teljesitményre a legtobb problé-
matipus esetén. Bemutatjuk a neuralis halok felépitését, miikodését, illetve a mogottes

elmélet f6bb részleteit is.

Ezutan attekintiink néhany tanitasi protokollt. Elgszor altaldnosan targyaljuk az
ugynevezett Policy Gradiens modszereket, majd ratériink ennek két fontos alfajara a
TRPO és PPO algoritmusokra. A kutatés soran az PPO algoritmust hasznéaltuk, a TRPO

pedig ennek egy elméleti el6zménye, amely a fontos a PPO miikodésének megértéséhez.



1.1. Optimalis stratégiadk Markov-folyamatokban

1.1.1. Markov Dontési Folyamatok

A reinforcement learning elméleti targyalasanal jellemz&en ugynevezett Markov dontési
folyamatként modellezziik azt a problémat, amelyre be szeretnénk tanitani az algoritmust.

Ezek formélis definici6ja az alabbi:

1.1. Definicié. Markov dontési folyamatnak (MDP, Markov decision process) neveziink eqy
olyan (S, A, P, R) négyest, ahol S és A halmazok, és minden a € A,s € S-re P(- | a, s)
eqy valdszindségi eloszlds az S halmazon, tovdbbd R(a,s) egy valdsziniségi vdltoze R
értékkeészlettel.

A definici6 interpretéacioja a kovetkezd. Az S halmaz a vilag (kornyezet) lehetséges
allapotait irja le, mig A a vilagban végrehajthato akciok halmaza. A folyamat soran a
jatékos (dgens) tesz egy lépést, amelynek hatésaként a vilag allapotot valt a P fliggvény
altal leirt modon: ha a jelenlegi allapot s és az agens lépése a, akkor a P(- | a, s) eloszlas
szerint sorsolodik a kovetkezo allapot. Az allapotvaltozason kiviil az agens "jutalmat" is
kap, amelynek mennyisége a R(a, s) eloszlas alapjan sorsolodik. Ezek utan az agens 1j

lépést valaszt, és igy tovabb.

Az agens célja az, hogy a lehet tobb jutalmat gytijtse be a jaték soran. JellemzGen azon-
ban tgy tekintjiik, hogy a tavoli jovGben kapott jutalmak kisebb sillyal szamitanak, mint
a jelen- vagy kozeljovébeliek. Ez egyfel6l a probléma matematikai kezelését is megkonnyiti
(példaul konvergenssé téve az egyébként divergens sorként viselkedd dsszjutalmatQ), illetve
kutatasok szerint az emberek empirikusan tapasztalhat6 preferenciai is ehhez hasonléan
miikddnek. Ezt a stlyozast egy 0 < v < 1 diszkontfaktor rogzitésével szokas megoldani,
mégpedig olyan moédon hogy a (jelentd] szamitva) ¢ id6pontban kapott jutalmat " sullyal

szamitjuk be.

Jelolje a dontési folyamat soran a t. idépontban kapott jutalmat az R; valoszintiségi
valtozo (tegyiik fel hogy rogzitve van hogy "hogyan jatszunk", hogyan vélasztunk akciokat
az egyes allapotokban, ezt tehat kiilon nem jeloljiik most). Tehat a maximalizalandd

mennyiség a

E
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diszkontalt varhato osszjutalom lesz.



1.1. Megjegyzés. Sok, természetesen felmeriil6 MDP esetén vannak olyan s € S éallapotok,
hogy s allapotbdl tetszdleges a € A akcidt 1épve 1 valdszintiségggel a kovetkezs allapot is
s. Ekkor s-re azt mondjuk hogy nyeld allapot.

Ha egy MDP-ben van nyel§ allapot, akkor azt mondjuk hogy epizodikus az MDP.
Epizéd alatt itt azt az allapotsort értjiik, ami a kezddéallapottol egy nyeld allapotba
valo els6 belépésig tart. Az elnyeldés utan tjraindul a Markov-folyamat. Az epizodikus
MDP-ket gyakran v = 1 feltevéssel vizsgaljuk, azaz diszkontalatlan jutalmakat tekintiink
(adott epizddon beliil).

1.1.2. Stratégiak és policyk

Szeretnénk tehat a jaték folyaman olyan médon valasztani a lépéseinket az egyes éllapo-
tokban, hogy maximalizaljuk a varhato diszkontalt Osszjutalmat a jaték soran. A jaték
egy adott iddpillanataban az 6sszes addig rendelkezésre 4ll6 informécio a bejart allapotok
sorozata, a valaszott akciok sorozata és a megkapott jutalmak sorozata (az adott id6pontig
bezarolag). A jatékosnak ezek alapjan kell dontenie. Tehat a legtagabb értelemben egy
rogzitett "viselkedés" a jatékban nem mas, mint egy olyan fliggvény, amely az allapotok,
akciok és jutalmak sorozatahoz rendel egy valoszintségi eloszlast az akciok halmazan (és
az, hogy a viselkedés altal kijel6lt modon jatszunk, tgy valosithaté meg, hogy minden

allapotban a megfelels eloszlasbol sorsoljuk ki a lépéstinket).

Egy ilyen alakban megadott viselkedés azonban tal komplex, mi ennél sztikebb straté-
giahalmazra szoritkozunk. Azonban késébb latni fogjuk hogy ez nem probléma, hiszen az

optimum azon a részhalmazon vétetik fel amire szoritkozunk.

Ez a sztikebb halmaz a stacionarius policyké.

1.2. Definicid. Determinisztikus staciondrius policy-nak nevezzik a m : S — A alaki

fligguényeket.

Itt tehat minden allapot esetén rogzitett, hogy oda keriilve milyen akciot kell megtenni.

Ennél valamival megenged&bb az alabbi definicio:

1.3. Definicié. Sztochasztikus staciondrius policy-nak nevezzik a w : S — P (A) alaku

figgvényeket, ahol P(A) az A-n vett valdsziniségi eloszldsokat jeloli.



Itt tehat minden allapotnal megadunk egy valdszintiségi eloszlas, ami szerint kisorsoljuk

a megteendd akciot.

A tovabbiakban policy alatt sztochasztikus stacionérius policyt fogunk érteni, ha nem

jelezziik masként. Ezek halmazat 11, fogja jeldlni.

1.1.3. Ertékfiiggvények

Legyen adott egy (8,.,4, P,R) MDP és egy 7 : S — P (A) sztochasztikus stacionarius
policy-t.

1.4. Definicié (Ertékfiiggvény). Legyen adott eqy MDP és egy hozzd tartozd m policy.
Ezekhez tartozik eqy, az dllapotok halmazdn értelmezett V™ : S — R értékfiigguény, melyet

SR |0 ]
t=0

Tehat V™ a diszkontalt 6sszjutalom értékét adja meg amennyiben az s € S kezddélla-

az aldbbt modon definidlunk:

VT(s)=E

potbdl indulunk és végig a 7 policyt kovetjiik.

Definialjuk az optimalisérték-fliggvényt is, mint az elérhets varhatod diszkontalt

Osszjutalmak felsé korlatjat:

V*(s) = sup V7™(s)

m€llstat

Ha egy policyra minden s € S esetén teljesiil V7 (s) = V*(s) akkor azt mondjuk hogy

m optimalis policy.

Ezen fejezet célja igazolni, hogy minden MDP-hez létezik optimalis policy, illetve

karakterizalni azokat.

Ehhez vezessiik be az tin. akcié-érték fiiggvényeket:

ZVt'Rt

t=0

Q" (s,a) =E

S(]—S,(lo—(l]



Ezek a fiiggvények azt adjak meg, hogy mennyi a diszkontélt Osszjutalom varhato
értéke, ha s kezdeti allapotbol indulva az a akciot valasztjuk, majd azutan végig a

policynek megfelelGen vélasztunk.

Definialjuk ezen fiiggvények szuprémumat is:

Q*(s,a) = sup Q"(s,a)

m€llstat

Hasznalni fogjuk, hogy a V* és Q* fiiggvények kielégitik az alabbi egyenleteket (ezek

trivialisan belathatoak):

V*(s) = sup Q"(s,a)

acA

Q*(s,a) =r(s,a) +7)_P(s' [ a,5) - V*(s)

s'eS
1.1.4. Bellman-egyenletek, Bellman-operator

Ha adott egy 7 policy, akkor fennallnak az alabbi Bellman-egyenletek Vs € S :

V7T(s) =r(s,m(s)) + - Z'P(S/ | 7(s),s) - V7(s)

s'eS
Az egyenletet természetesen esetszétvalasztassal kapjuk a m(s) meglépése utan el6allo
allapot szerint, a v szorzéval megfelelGen diszkontalva a jovébeli jutalmakat.
Ez az egyenlet motivalja a m-hez rendelt Bellman-operator bevezetését. Ez egy
T™ : RS — RS operator (itt RS az S — R leképezések halmazat jeloli, vagyis lényegé-
ben az S-en értelmezett értékfigguényeket), melyet az alabbi képlet definial (amelyben

raismerhetiink a Bellman-egyenletek jobb oldalan allo kifejezésre):

(TTV)(s) =r(s,m(s)) + - Z P(s' | w(s),s) V()

s'eS
A Bellman egyenlet tehat roviden dgy irhato fel, hogy T"V™ = V™.

Vezessiik be most a T : R® — RS alakt Bellman optimalitasi operatort:

(T*V)(s) = sup {r(s, a) + - Z P(s' |a,s)- V(s')}

acA ses

10



1.1. Allitas. A V* optimalisérték-fiiggvény fixpontja a T* operatornak, azaz T*V* = V*.,

Bizonyitds. A T*V* = V* egyenlet kibontva:

V*(s) = sup {r(s,a) —l—”yzp(s' | 7(s),s) -V*(s’)}

a€A ses

Ez pedig ugyanolyan meggondolas alapjan konnyen lathaté mint 7™, V™ -re vonatkozo

egyenlet. O

1.1.5. Optimalis stratégidk karakterizacioi

Szeretnénk karakterizaciokat adni egy 7 stratégia optimalitasara. Ehhez azonban el6bb

alaposabban meg kell érteniink a Bellman-operatorok viselkedését.

1.2. Allitas. Tekintsiink egy tetszéleges m policyhez rendelt T operatort. Tegyiik fel,
hogy a tekintett MDP-ben a v diszkontfaktorra teljesiil 0 < v < 1. Ekkor T ~-kontrakcio

a || - ||oc maximumnormara nézve, azaz tetszéleges V, V' € RS-re:
1TV =TV |lo <7+ IV = V']l

Bizonyitads.

(T™V)(s) =r(s,7(s)) + - ZP(S’ | 7(s),s) - V(s)

s'eS

(T™V")(s) = r(s,m(s)) + - ZP(S’ | 7(s),s) - V()

s'eS
(T™V =TV')(s) =7 Y_P(s' | n(s),5) - (V(s) = V'(s))
s'eS

Ebbdl haromszog-egyenlStlenséggel:
(T™V = TV')(s)| <7+ Y P(s' | w(s),5) - [V(s') = V()]
s’'eS

Tudjuk, hogy |V (s') = V'(s)| < ||V = V||, ezt az elbbi egyenlstlenséggel kombinalva

(és kihasznalva hogy az egyiitthatoként szerepld valoszintiségek Gsszege 1) kapjuk hogy:

11



(T™V =TV (s) <7~ ‘V(s') — V’(S’)|

Mivel ||V = V'|| éppen a |V (s') — V'(s)| abszolut kiilsnbségek szuprémuma, azért
ebbdl kovetkezik az is, hogy:

TV =T"V)(s) <7+ [[V = V'l

Viszont ||T™V — T™V'|| pedig éppen az ezen egyenlStlenség bal oldalan szerepld

kifejezések szuprémuma, ezért kapjuk:

1TV =T"V'|loo <7+ [V = V]|
amit bizonyitani szerettiink volna. O]
Hasonlo allitas teljestil T*-ra is.

1.3. Allitas. Ha 0 < vy < 1 akkor tetszéleges V, V' € RS-re:
TV =TV ||o < [IV = V']l

Azaz T* is y-kontrakci6 a maximumnormara nézve.

Bizonyitds. 1dézziik fel, hogy a T™ operator definicidja:

(T*V)(s) = sup {r(s,a) +7- ZP(S' la,s) - V(s’)}

acA ses
A szuprémumra altalanossagban igaz, hogy

| sup f(a) —sup g(a)| < sup |f(a) — g(a)]
acA acA acA

A T™-re vonatkozo tétel bizonyitasaban latottakhoz hasonléan a haromszog-egyenlGtlenség

hasznalataval kapjuk, hogy:

(T*V)(s) = (T"V)(s)| <+ sup  supP(s,a,s) - |V(s) = V'(s)] (1.1)
(s,a)ESXAS'ES

< - ZP 5,0,8) [V =Vl =7V =Vl (1.2

]

12



A kovetkezd tételek kimondésa el6tt emlékeztetiink a Banach-tételre és néhény kozvetlen

kovetkezményére (a [7] konyv alapjan):

1.1. Tétel. Legyen (X,|-|) egy (teljes) normdlt tér. Tegyiik fel hogy adott a téren egy
T : X — X leképezés, amely kontrakcio, azaz valamely 0 < g < 1 konstanssal teljestil
barmely x,y € X-re hogy |v —y| < q-|T(x) — T(y)| Ekkor a T operdcionak létezik
T(z) = z fixzpontja. Ezenfelil ez a fizpont egyértelmi, tovabbd tetszdleges x € X pontra az

x,T(x), T(T(x)),... sorozat konvergdl a fizponthoz.

Viazlat. A bizonyitas ugy megy hogy tetszéleges x € X pontot valasztva képezziik az
x,T(x), T(T(x)),... sorozatot. Mivel T" kontrakcio, azért ez a sorozat teljesiti a Cauchy-
kritériumot. Ezért, és mivel teljes térben vagyunk, a sorozatnak van limesze. Konnyen
belathaté hogy ez a limesz fixpont, kihasznalva hogy T folytonos, ami kovetkezik a

kontrakcidé voltabol.

Most tegyiik fel hogy x és a2’ kiilonbozé fixpontok. Ekkor

v — 2’| = |T(x) = T(@")| < |z — 2|

itt az egyenl@séghez x,x’ fixpont voltat hasznaltuk ki, az egyenl6tlenséghez pedig
azt, hogy kontrakcio. Lathatoan ellentmondast kaptunk, tehat nem lehet t6bb kiilonb6z6
fixpont. [

Korabban lattuk, hogy T7V™ = VT illetve T*V* = V*. Mivel a T™ és az Osszes T™
operatorok kontrakciok, kapjuk hogy amennyiben 0 < < 1, tigy ezek (rendre V™ és V*) az
egyetlen fixpontjai a megfelel§ operatoroknak. Ez azért igaz, mert ha két fixpontja lenne egy
kontrakcionak, akkor ezekre alkalmazva az operéaciot, a képpontoknak egyfeldl kozelebb kéne
keriilniiik egymashoz mint az eredeti pontoknak (mivel az operator kontrakei), masfelsl
ugyanolyan tavol kellene maradniuk (mivel mindkettd fixen marad). Ez ellentmondas,

tehat legfeljebb egy fixpont lehet.

1.2. Tétel. Annak hogy m optimdlis stratégia, ekvivalens karakterizdcidja az aldbbi dllitdsok

mindegyike:

1. ® V*-moho, azaz T™V* =V*
2. Y weaT(a,s) - Q*(a,s) = V*(s)

13



3. ™ Q*-mohd, azaz tetszdleges s dllapot esetén a (-, s) eloszlds tartdjdat olyan akcick

képezik, amelyek maximalizdljak Q*(a, s)-t

Bizonyitds. 1dézziik fel, hogy a 7 policy optimalitasanak definicidja az, hogy V™ = V*. Ez
konnyen lathatéo modon ekvivalens az 1. allitassal. Valoban, az 1. allitas azt mondja ki
hogy V* fixpontja a T™ operatornak. Azonban lattuk azt, hogy V™ is fixpontja, illetve a
Banach-tételnél belattuk hogy egy kontrakciénak pontosan egy fixpontja van. Méarpedig
T™ kontrakcio voltat is belattuk. Ezért kapjuk, hogy a T™V* = V* egyenl&séghdl adodik
V* = V7™ vagyis m optimalitasa. A forditott irdny pedig trivialis.

Az, hogy a 2. allitas ekvivalens az optimalitassal, igazolhaté ugy hogy bemutatjuk

ekvivalencidjat az 1. allitassal. Felhasznalva a Q* és V* kordbban targyalt Osszefiiggéseit:

Zﬂ(a, s)-Q*(a,s) = Z’/T(CL, s)(r(a,s) + - Z P(s,a,s)-V*(s)) =

aceA aceA s'eS’
=r(s,m(s)+7 > Pls,m(s),8) - V() = (T"V)(s)
s'eS’!

Innentdl trividlisan ekvivalens az allitas 1.-gyel.

Végiil pedig a 3. allitas a 2.-bol olvashato le. Tudjuk hogy V* = sup,. 4 Q*(a, s), vagyis
Q*(a,s) < V*(s). Ebbsl 3 _ ,7(a,s) - Q*(a,s) < V*(s) kovetkezik, és egyenlSséggel csak
akkor teljesiilhet, ha csak optimélis QQ*-értékid akciok kapnak nemnulla sulyt. Ebbél adodik

az allitas. O

A tételben elmondottakbol vilagossa valik az a fejezet elején tett allitas, hogy ele-
gendd a stacionarius policy-k korére szoritkozni az elképzelhets viselkedés teljes halmaza
helyett. Valoban, a tételbdl leolvashatd hogy az optimalitashoz sziikséges hogy minden
egyes allapotban csakis a (Q*-moho6 akciok koziil valasszunk - azok koziil pedig a jutalom
szmepontjabol indifferens hogy hogyan vélasztunk. Ezért az optimumot valoban elérhetjiik

egy stacionarius policyvel, jogos tehat ezek vizsgéalatara szoritkoznunk.

Megemlitendd, hogy bar a fejezetben szerepld tételek és allitasok formalizmusa a diszkrét
esetnek felel meg (pl. szummaék integralok helyett), az eredmények néhany, meglehetGsen

gyenge folytonossagi kritérium feltevése mellett folytonos terekben is igazak maradnak.
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1.2. Neuralis halok

1.2.1. Gépi tanulas és neuralis halék

A neuréalis halok olyan szamitasi modellek, amelyek a valosagos bioldgiai agyak miikodését
igyekeznek sematikusan modellezni. Bar az alapotlet mar régota ismert, sokdig nem tudtak
olyan teljesitményt produkalni, ami ami miatt az elméleti érdekességiikon tilnytlt volna
a jelentGségiik. Azonban a 2010-es években kitalalt aj kulcsotletek, illetve a hardverek
fejlédése megsokszorozta e modellek erejét. Azota tobb teriileten is kozel-emberi, vagy

akar azt meghalado teljesitményt tudtak nyujtani.

Matematikailag a neuralis halok nem masok, mint affin fiiggvények és koztes nemlineari-
tasok egymast kovets alkalmazésa a halo altal kapott x inputra. Adottak tehat Ay, ..., A,

affin transzformaciok, melyek (affin transzformécio 1évén) az alabbi alakba irhatok

Aj(x) = Wi -z +0;

Itt W; métrix, b; pedig vektor, alkalmas dimenziokkal. A W; métrixok elemeit sulyoknak
szokés nevezni, a b; vektorok (kifejez6 magyar forditas hianyaban) angol megnevezése

pedig: bias vektor.

Azonban persze lineéris leképezések komponalaséaval csak lineéris leképezések lennének
megkaphatok, ezért minden linearis "réteg" utan beiktatunk egy nemlinearis "aktivacios
fiiggvényt". Ez a gyakorlatban jellemzsen a ReLU (x) = max(x,0) fliggvény szokott lenni,

mivel empirikus tapasztalatok alapjan ez nytjtja a legjobb teljesitményt.

Természetesen a W; matrixokrol és b; vektorokrol azt is megkoveteljiik hogy az egymaésra

kovetkezS A; leképezések, melyeket képziink bel6liik, komponalhatéak legyenek, tehat.

A teljes neuralis halo tehat az

f(0,2) = ReLU 0 A, 0---0 ReLU o Ay

leképezésnek felel meg, ahol a 0 egy olyan, sokelemt paramétervektor, amely felsorolja
az Osszes W; matrix és a b; vektor Gsszes elemét. (A fentebbi képletben a ReLU fiiggvényt

tobbdimenzids vektorokra értelemszertien komponensenként alkalmazzuk).
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Praktikus feladatokra a neuralis halokat tgy hasznaljuk, hogy a valodi inputot (kép,
szoveg, hang) valamilyen modon valés vektorként reprezentéaljuk, erre a vektorra alkal-
mazzuk a halot, majd a hélo outputjat a kapott valos vektorbol visszaalakitjuk a kivant

formaturma.

A megoldand6 feladat tehéat a halok esetén az, hogy a 6 paramétert, azaz a méatrixok

elemeit gy allitsuk be, hogy az inputokra minél megbizhatébban a kivant outputokat adja

Jelolje g(x) az x inputra elvart outputot. Bevezetiink egy L(-,-) tn. loss figgvényt,
amely azt méri hogy két vektor "mennyire kiilonb6z6", ez a probléma tipuséatol fiiggvGen
tobbféle is lehet.

Klasszifikdcios feladatoknal, tehat amikor az inputot adott osztalyokba kell sorolni
(példaul kutyat vagy macskat abrazolo képekrsl megmondani hogy melyiket abréazoljak),
gyakori valasztas a cross-entropy loss fiigguvény. Ennek a képlete C-dimenziés y, i vektorokra

az alabbi:

C
H(y,9) = = yilog(i)
=1

A fiiggvény hasznélatakor ¢ lesz a halo outputja, y pedig az elvart eredmény. Klasszifi-

kécios feladatoknal a halé outputjat jellemzen a

képlett softmaz fiiggvénnyel normaljuk. Ezzel azt érjik el, hogy az output kompo-
nenseinek Osszege 1 lesz, tovibba nemnegativak is lesznek a komponensek, tehat egy
valoszintiségi eloszlast adnak meg. Az eloszlasbol pedig méar konnyebben valaszhatunk egy
kivant elemet (klasszifikicio esetén természetes valasztas a legnagyobb valoszintiségi elem,
mas feladatoknal azonban példaul a valészintiségi eloszlasbol valdo mintavételezés a bevett,

a feladathoz adekvat modon valasztva).

Ha nem klasszifikaciés feladatrol van sz6, hanem egy "folytonosabb" értékkészletii az

output, akkor gyakori vilasztas a Mean Square Error (atlagos négyzetes hiba):

n

. 1 .
MSE(y,§) =~ (v — 4:)°

i=1
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illetve a Mean Absolute Error:

. 1 & .
MAE(y,9) = =) |vi — 4il
n
=1

Osszefoglalva, szeretnénk elérni hogy a modelliink a lehets legkevesebbet tévedjen,
azaz formélisan megfogalmazva feladatunk a 6 paraméter olyan megvélasztasa lesz, amely

minimalizalja a

E[L(Y. /(X:0))] = / / L(y, f(x:0)) - ple, ) de dy

mennyiséget (az integral persze praktikus esetekben jellemzden egy szummaként érten-
dé).

1.2.2. Gradient descent

Tehat egy optimalizicios probléma &ll el6ttiink: tgy beéllitani a 6 paramétert, hogy a
E[L(Y, f(X;0))] minimalis legyen. Ez a valos alkalmazasok esetén altalaban analitikusan

nem megoldhato.

Az egyik altalanosan hasznalat technika ilyenkor a gradient descent (gradiens leereszke-
dés) algoritmus. Ennek soran az optimumot nagyszamu iterativ 1épés soran kozelitjiik meg,
amelyek soran csak kisebb, fokozatos javulasokat akarunk elérni a célfiiggvény értékében.
Specifikusan a gradient descent modszer esetében a célfiiggvény aktualis pontbeli gradiensé-
nek az ellentétes irdnyaba fogunk elmozdulni. Informalisan ezt az 6tletet az tény motivalja,

hogy ebben az iranyban csokken legmeredekebben a célfiiggvény értéke (lokalisan).

Ha tehat a h fliggvényt akarjuk minimalizalni, akkor a gradient descent algoritmus
soran a
Tpt1 = Tp — 1 - Vih(zy,)

rekurziot kovetjitk (valamilyen modon inicializalt kezd6pontbol). Az n paraméter neve
learning rate (tanulési rata); ez a gyakorlatban altalaban nem konstans a teljes folyamat

alatt, hanem jellemz&en valamilyen dinamika szerint fokozatosan csokkentjiik.
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Elméleti megalapozottsagat tekintve tobb konvergenciaeredmény is létezik a gradient
descentrdl. A legalapvet&bb és legismertebb ilyen tétel (lasd pl. a [I] konyv 9.3 fejezete)
azt mondja ki hogy konvex h fiiggvény esetén az algoritmus konvergal a minimumponthoz.
Azonban persze a konvexitéas altalaban (a neurélis halok esetében pedig f6képpen) tul erds
feltétel. Az alaptételnek léteznek erésebb verzioi, azonban teljes altalanossagban nincs
garancia a gradient descent algoritmus konvergenciajara. Mindennek ellenére azonban az
algoritmus empirikus eredményei sok esetben kielégitGek, kiilonosen ha megfelels dinamika

szerint alakitjuk learning rate-t és egyéb hiperparamétereket.

1.2.3. Backpropagation

Ha neurélis halokat tanitunk a gradient descent algoritmussal akkor ennek soran lépésenként
ki kell szdmolnunk a VyE[L(Y, f(X;0))]. Persze az alkalmazdsok esetén véges szdmi

adatponttal dolgozunk, vagyis

n

ZL(yi,f(Q;:vi))] = %ZVe) L (yi, f(6; ;)

i=1

1

n

Vo E|L(Y, f(X:0))] = Vi

alaka a képlet a varhato érték kibontasaval, ahol (z;,v;) (i = 1,...n) olyan parok
amelyek egy input értékbdl és az arra elvart output értékbdl allnak. Célunk az, hogy a

hal6é outputjai minél kisebb varhato hibéaval kozelitsék meg az elvart outputokat.

1.2. Megjegyzés. Gyakorlati alkalmazasok esetén nem vesziink minden iteracios lépésben
minden adatpontot figyelembe, ahogy azt ebben a képletben tessziik. Ehelyett véletlenszert
mintavételezéssel kivalasztjuk az adatpontok egy kisebb részhalmazat, egy an. minibatch-et,

és csak azokra képezziik a fenti szummét, majd annak gradiensét.

Azonban még minibatchek vételezésével is a teljes adathalmaz helyett sem oldhato
meg hatékonyan, hogy iteracios lépésenként tobb alkalommal is Vy L(yi, f(6; xl)) alaku
gradienseket szamoljunk ki a klasszikus (akar szimbolikus, akar numerikus) modszerekkel,
hiszen a gyakorlati alkalmazasokban az f egy sokszorosan Gsszetett fiiggvény, amely tovabba

fiige a nagyon sok komponenst 6 paramétervektortol is.

Ennek a szamitasi probléménak a megoldasara sziiletett a backpropagation algoritmus.

Az algoritmus alapotlete, hogy kihasznaljuk f Osszetett fliggvény strukturajat és a lanc-
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szabalyt, hogy a fiiggvény kiilonbo6zd "rétegeiben" 1évé paramétereit visszafelé haladva

egymas utan rekurziven valtoztassuk, igy valositva meg a kivant gradiensiranyu lépést.

Emlékeztetésképp, a halot leiré paraméteres fliggvény
f(0;x) = ReLU 0 A 0---0 ReLU o A,

alaku, ahol az A;-k lineéris leképezések, ezek matrixainak komponenseit gytijti ossze a 6

paraméter.
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1.3. Optimizaciés algoritmusok a gépi tanulasban

1.3.1. Alapvet6 algoritmusok
Policy Gradient algoritmusok

A Policy Gradient algoritmusok lényegében a neuralis halokban hasznélt gradient descent
algoritmusok analogonjai a megerdsitéses tanulds kontextusaban. Az alapoétlet itt is az,
hogy a célfliggvény gradiense szerint valtoztatjuk a modelliink paramétereit, és ezt a lépést

iteraljuk amig kell6 modon megkédzelitjiik az optimélis teljesitményt a modell részérdl.

Ennek implementalasahoz azonban sziikség lenne arra, hogy a célfiiggvény gradiensét
jol tudjuk kozeliteni. Ehhez ad elméleti hatteret az alabbi tétel:

1.3. Tétel (Policy Gradient Theorem). Legyen adott egy Markov déntési folyamat és azon
értelmezett paraméteres policyk eqy csaladja, amelynek a paraméterezett atmenetvaloszini-

ségfiggvénye m(als; 0).

Vezessiik be a

J(0) =Y _d™(s)V7(s) =Y _d"(s) Y mo(als)Q(s, a)
seS seS acA

fiigguényt. Itt ™ a megfeleld staciondrius eloszldst jeldli, errdl ldsd a Tétel utani meg-

7eqyzést.
Ekkor:

Vo (0) =) d™(s) > Q"(s,a)Vemy(als)
s€S acA
1.3. Megjegyzés (A stacionarius eloszlas). Ha rogzitjiik a my policyt a Markov dontési
folyamatra nézve, akkor egy Markov-lancot kapunk az allapotokon. Ennek a Markov-
lancnak van egy staciondrius eloszldsa, amely egy olyan eloszlést jelent, ami invarians arra
hogy tesziink egy lépést a lancon. Ezt jeloli a képletben m. A stacionarius eloszlasoknak
szamos szép tulajdonsaga van, nekiink f6ként az lesz figyelemremélto hogy (elfajuld eseteket
leszamitva) ez az eloszlas létezik, egyértelmi, és értékei éppen a latogatasi valoszintiségeknek

felelnek meg.
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vdzlat. ElGszor irjuk fel a V™ gradiensét tetszéleges s allapotot véve:

VeV ™ ( %(Zm als)Q ))

(vm als)Q (s, a) + mo(als)VeQ™ (s, a))
(er,g (s,a) + mp(als WZP s, a)< (s,a) +v7r(s'))>
-2 (

Voma(als)Q™ (s, a) + me(als) ZP Is, a)V9< (s,a) —i—V“(s’)))

P

)

€

<V97r9(a|5)Q“(s, a) + m(als) Y P(s']s, a)V(;V”(s/)>

Sl

=~

=)

€

Az els6 egyenlGség nyilvanvald, a masodik a szorzat derivalasi szabalyabol adodik, a
harmadik Q™ felbontasa a kovetkezd allapot szerint, a negyedik és 6todikszintén trividlis

(felhasznalva, hogy a P valoszintiségek és r jutalmak nem fiiggnek 6-t6l).

Osszefoglalva, azt vezettiik le, hogy:

VoV7(s)=> (V(,ﬂrg(a|5)Q“(s, a) + m(als) > P(s']s, a)VQV”(S')>
a€A s/

Vegytik észre, hogy ugyanez a felbontés alkalmazhato a szummabeli V™ (s") értékekre is.
Ezt fogjuk rekurzivan megtenni, azonban eltte vezessiink be néhéany jelolést a kovethetGség

érdekében. Legyen
= Z Vo mo(als)Q (s, a)
acA
Ez a fenti felbontas "els6 fele". Jelolje p,(s; — sq, k) annak a valoszintségét hogy
szerint haladva s;-bdl pontosan k 1épés utan sq-be ériink. Persze p,(s; — s9,1) = P(s2 | s1).
Az is kénnyen lathato, hogy p™(s — z, k+1) =Y, p"(s = s, k)p"(s' = z,1) (a k. allapot

szerinti felbontéssal).
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VoV (s) = —|—Z7r9a| ZP |5,a) VoV (s)

—I—ZZM (8'|s,a)VoV7(s")

+Zp s — 8, 1)VeV™(s)

+Zp s— 1) +Zp s = " 1)VeV7(s")
(s +Zp s— s, 1p —l—Zp s — s 1) Z,o s = " 1)VeVT(s")

3)+Zp”(s—>s’1 +Zp s— 5" QVQVﬂ(S)

S//

A végtelenségig hasonloéan folytatva a kibontést, kapjuk hogy:

=D /(s = s k)p(s")

s*eS k=0
Vegytik észre hogy a > o, p" (s — %) = d(s*).
Tehéat megkaptuk, hogy

= Zd’r(s) ng(s) = Zd“(s) Zve mo(als)Q" (s, a)

SES acA SES acA

Ez egy so-tol fiiggetlen formula, ezért Vy.J(0) egyenls lesz ezzel, hiszen azt tigy kaphatjuk

meg, hogy so mintavételezése utén kiszamoljuk ezt a (konstans) értéket.

[]

1.4. Megjegyzés. A tétel gyakran az alabbi formaban fordul el6:

Vo (0) = E [Q"(a]s) Ve Inmy(als)]

Ez a tétel altalunk bizonyitott alakjabol a Vi Inmy(s, a) = mp(als) - Vg mp(als) Ossze-

fiiggés kihasznalasaval kovetkezik, ami pedig a logaritmus derivalési szabalyabol adodik.
A Policy Gradient algoritmusok bévebb targyalasért 1d. pl. a [6] konyv 13. fejezetét.
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1.3.2. Trust Region Policy Optimization

A Trust Region Policy Optimization (TRPO, [4]) egy 2015-ben publikalt, a Policy Gradi-
ent modszerek csaladjaba tartozo optimizaciés algoritmus, amely publikalasa idején az
egyik legjobbnak szamitott. Azota feliilmulta a ra épiils, ezt tovabbfejleszté Proximal
Policy Optimization (PPO), azonban annak megértéséhez érdemes elsbb a TRPO-val is

megismerkedni.

Az aldbbiakban attekintjiikk a TRPO hattérelméletét, majd bemutatjuk magat az

algoritmust is.

Legyen adott egy (S, .4, P, R) Markov dontési folyamat és legyen a diszkontfaktor ~.
Jeloljiik egy 7 policy altal szerzett varhato (diszkontélt) jutalmat tovabbra is n(m) jeloléssel.

A szokasos ), és V, fiiggvények mellett vezessiik be az

Ar(s,a) = Qr(s,a) — Vi(s)

elonyfigguényt, ez lathatdéan azt adja meg, hogy mennyivel jarunk jobban a jaték
folyaman, ha a jelen s allapotban el6szor a-t 1épilink, majd végig 7 szerint jatszunk, ahhoz

képest mintha azonnal 7 szerint kezdtiink volna jatszani.

A kovetkezs egyenlet régota ismeretes az ezzel foglalkozo szakirodalomban. Tegyiik fel,

hogy adott két policy 7 és 7’. Ekkor:

77(7T/) = 77(71-) + ESQ,LLQ,...NW’ [Z VtAﬂ—(St, a,t>]
t=0

A varhato érték indexelése azt jeloli, hogy az akcidkat a 7' policynek megfelelGen
valasztjuk egy adott allapotban, és eszerint alakul az s; allapotok sorozata is természetesen.
Az egyenlet tehat azt fejezi ki, hogy a két policy kozti 6sszjutalom-kiilénbség felbonthatod
a lépésenkénti elényértékek Osszegére. Bar ez az allitas meglehetGsen trividlisnak tinik, a

bizonyitasa ennél technikasabb, lasd a [3] cikket.

Az egyenletet tovabb alakitva kapjuk az alabbiakat:
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(') =n(m) + ZZP(St =s| 7)) ''(als)Ax(s,a) (1.3)
)+ ZytP sg=s|7)- ZW’((L | $)Ax(s,a) (1.4)

a

+23p7r Z (a]s)Ax(s,a). (1.5)

a

ahol p,(s) azt jeloli hogy milyen gyakorisaggal latogatja meg a folyamat az s allapotot,
feltéve hogy a 7’ policy szerint jatszunk, diszkontélva a «y faktorral, eza = 7' P(s; = s | 7')

mennyiségnek felel meg tehat.

Ebbdl az egyenlethdl olvashato le egy kézponti meglatas (ami még nem a cikk sajat otle-
te, hanem mar korabban is lefektetett eredmény), miszerint ha egy 7w — 7’ iteracios lépésnek
minden s allapotra nézve nemnegativ varhato elénye van, azaz ) pr(s) >, 7'(a | $)Ax(s, a)
akkor teljesiil n(7’") > n(pi) is, s6t, az utdbbi egyenlStlenség csak akkor teljesiil egyenlGség-

gel, ha minden s allapotban 0 a 7’ varhaté elénye.

Ez az eredmény motivélja az un. egzakt policy iterdcio algoritmust, amelyet a
mip1(s) = argmax A, (s, a)
a

iteracios lépés hataroz meg. A belatottak szerint ameddig létezik olyan (s, a) par, amire
A, (s,a) > 0 és pr,(s) > 0, addig az iteracio javitja a policyt. Ha tehat nem taladlunk
javitast akkor, feltéve hogy a policy minden allapotot pozitiv valoszintiséggel latogat meg,

garanciank van arra hogy az iteracio konvergélt az optimaélis policyhez.

Az egzakt policy iteracié a gyakorlatban azonban tul szamitésigényes. Emiatt kozelité

algoritmusokkal dolgozunk. El6szor bevezetiink egy approximaciot i helyett:

La(x') = n(m) + Y pals) Y w'(a| s)Ax(s, a)

Mint lathato ez alakjéat tekintve majdnem megegyezik az n(7')-re levezetett algoritmus-
sal. A kiilonbség annyi, hogy itt a p,(s) latogatasi gyakorisagokat tekintjiik. Ez gyakorlati
szempontbol azért jelentGs konnyebbség, mert egy iteracios lépésnél a p, értékek becslése
az aktuélis policyre nézve kézenfekvé feladat, mig az hogy a p. értékeket szamoljuk az

Osszes szoba jove m'-re rendkiviili eréforraspazarlas lenne.
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Belathato egyébként, hogy paraméteres L, és n els6rendben megegyeznek, azaz egyrészt
Lo, (m9) = n(mg,) (ez trivialis), masfeldl viszont a VgLg,(mg) és Ven(my) derivaltak is
egyenlSk a 6 = 0y pontban. Ez informalisan azt jelenti, hogy 0y kozelében Ly, jol kozeliti
n-t.

A TRPO algoritmushoz sziikségiink lesz egy tavolsdgfogalomra a policy-k halmazén.
ElGszor vezessiik be a teljes variacios tavolsag fogalmét. Ha adottak a p, g eloszlasok akkor
Drv(pllq) = Z + — q;| (itt diszkrét valoszintiségi mezdre irtuk fel, de természetesen

ugyanigy atultetheto folytonosra is, integralassal a szumma helyett).

Ezutan definialjuk a 7, 7’ policyk tavolsdgat az alabbi modon:

Dypy®(m,7') = IEG%XDTV( (- 8), 7 (- 5))

Belathato az alabbi alsoé becslés:

1.4. Tétel. Legyen o = D"V (w,'). Ekkor:

ey
n(ﬂ'ne’w) > Lﬂozd(ﬂ-new) - (1 _ 7)2a2

ahol € = max,, | A (s, a)|

Az is ismert, hogy D7* metrika feliilrél becsiilhets a sokkal gyakrabban hasznalt Dy,
Kullback-Leibler dwergencza segitségével. Ez is egy eloszlasokon hasznalt tavolsagfogalom,

melyet az aldbbi képlet ad meg:

Dxi(p || 9) sz log

illetve az ezzel analog integralképlet a folytonos esetben. Ismert, hogy Dry (p, ¢)* < Dgr(p, q)

all fenn barmely p, g eloszlasokra.

Ezt kombinalva az el6z6 egyenlGtlenséggel, kapjuk, hogy

(') 2 Lx(x') = C - DRy (m, )

ahol D74 (m, ') = max,es D (7(-, s), 7' (-, 8)) és
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dery 9
C=—"_uo
(1—7)2

Ezen el6késziiletek utan, a TRPO altal javasolt policy iteracioé az alabbi:

mis = argmax Ly, (7) — CDRF(mi )]

Beléatjuk hogy ez az iteracié monoton javitja az n célfiiggvényt. Vezessiik be az

Mi(m) = La,(m) — C- D’ (mi, )

jelolést, ez az n-ra fentebb adott alsé becslés a m; policy-t alapul véve. Tudjuk tehat,
hogy n(mit1) > M;(m;41) (hiszen also becslés). Azt is tudjuk, hogy n(m;) > M;(n;). Ez

azért igaz, mert n(m;) > L., (m;) és konnyen meggondolhato, hogy DR (m;, m;) = 0.

Ezen két egyenlGtlenséget kombinélva:

n(miv1) — n(mi) > Mi(mip1) — Mi(m;)

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy amennyiben ;. i-et tgy valasztjuk meg, hogy

maximalizalja M;-t akkor ezzel garantaljuk hogy n nem csokken.

Ezzel kaptunk egy olyan algoritmust, amely monoton noévelni képes a célfiiggvényt.

Valojaban viszont TRPO alatt nem pontosan a fenti képletii algoritmust értjiik, hanem a

max Ly,,,(6)

(1.6)
amelyre DRET(0oa,0) < 4.

korlatozott optimalizalasi probléméat. Ezt f6leg az a gyakorlati meggondolas motivalja,

hogy az eredeti képlettel tul lassan konvergal az iteracio.

A valosdgban persze nem pontosan a képletek szerint folytatjuk le az algoritmust,
hanem becslésekkel, kozelitésekkel dolgozunk. Néhany ilyet attekintiink az aldbbiakban.
ElGszor is, jellemzben a D" helyett Dy atlagat szokés tekinteni. Erre is igaz, ami a
legtobb varhato értéket vagy atlagot tartalmazoé képletre is, hogy a gyakorlati megvalosita-

sokban ezt jellemzGen egy kisebb mintan (minibatch) vett atlaggal kozelitjiik. A legtobb
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més érték kozelitésére, amelyek a képletekben szerepelnek, pedig Monte-Carlo méod-
szereket hasznilunk. Ez a megnevezés modszerek egy tag csaladjat takarja, amelyeknek
az az alapotlete, hogy (jellemzGen meglehetGsen nagy szamu) szimulacio elvégzése utan
a szimulalt eredmények eloszlasabol igyeksziink megérteni a vizsgalt jelenséget. Itt ez a
megkozelités tgy valosithaté meg, hogy egy m — 711 policy update utdn megadott lépés-
szamig futtatjuk az aktualis policyt, ezzel egy sg, ag, $1, a1, ... sorozatot generalva, majd
ebbdl a sorozatbol szamoljuk ki a minket érdekls értékeket (tartozkodasi valoszintségek,
A, (s,a) elényértékek, stb.). Ha a kornyezet lehetséget ad erre, akkor gyakran egyszerre

tobb futési trajektoriabdl is mintavételeziink egy Monta-Carlo szimulacié keretében.

1.3.3. Proximal Policy Optimization

A Proximal Policy Optimization (PPO, [5]), a TRPO algoritmus egy olyan modositésa,

amely a gyakorlati tapasztalatok szerint 1ényegesen jobb eredményeket produkal.

Mint lattuk, a TRPO algoritmus alapgondolata az volt hogy ha az iteracios 1épés
soran ugy kereslink 1j policy-paramétereket, hogy "korlatozzuk" a régi és 10j algoritmus
"tavolsagat" (vagy ténylegesen egy korlatozott optimalizacios feladatot megoldva, vagy
pedig bizonyos egyiitthatoval blintetve ezt a téavolsagot), elméleti garancidink vannak arra,
hogy monoton javulni fog a célfiiggvény. A PPO algoritmus esetén is hasonléra toreksziink,
azzal a kiilonbséggel hogy itt a jutalomfiiggvényt fogjuk "levagni". Ennek a hatasa hasonlo
lesz a TRPO-ban latott korlatozasokhoz. Intuitive ugyanis a levagott (konstanssa tett)
részen a fliggvény gradiense elttinik, ami mintegy "elveszi az 6sztonzést" arra hogy az

iteracios 1épés sordn messzire updateljiink a jelen policy kellGen kozeli kornyezetén kiviilre.

ElGszor vezessiik be az alabbi jelolést. Tegytik fel hogy adott egy 6y policy-paraméter,

ezen szeretnénk egy iterdcios 1épés soran javitani. Legyen tetszGleges 6 paraméterre legyen

W@(at|3t)
T, (at|st)

ri(0) =

a valdszindségi arany (probability ratio).

A TRPO az alabbi célfiiggvényt igyekszik optimalizalni egy 0 — 6 update sorén:

L(0) = E, {M&] =K [r:(6') Ad]

7o (ag|st)
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Ez valoban ekvivalens a TRPO-nal tekintett célfiiggvénnyel, ezt konnyedén belathatjuk,

elgszor kicserélve Ai-re a @QQi-t (ez csak egy konstansnyi kiilonbséget eredményez) bévitve
m(als)
w(als

azt a formulat egy tényezével.

A PPO chelyett az alabbi célfiiggvényt javasolja:

LCLIP(G) = E; [min (r,(0) Ay, clip(r4(0),1 — €, 1 + €) Ay)]

Az € itt egy adott hiperparaméter, mig clip(z,a,b) = min(b, max(a, x)) haa <z <.

1.4. Alapvets architektiurak és modellek

Ebben a fejezetben bemutatunk néhany, a reinforcement learning teriiletén alapvets
modelltipust. El6szor a @Q-learningrél lesz sz6, ami az egyik legalapvetébb modell a
reinforcement learning teriiletén, mind korai felfedezése, mind egyszertisége folytan. Ezutan

az Actor-Critic architekturakrol lesz szo, ez volt a kutatasunk soran is hasznalva.

1.4.1. Q-learning

A Q-learning algoritmus alapotlete, hogy a tanulds soran egy ugynevezett Q-tabldzatot
tarolunk, folyamatosan frissitve azt. A Q-tablazat 1ényegében egy olyan fiiggvényt amely
(s,a) : s € §,a € A egy parokhoz rendel egy Q(s,a) valos értéket. Ennek a szamnak
tulajdonképpen az a célja, hogy megbecsiilje a Q*(s, a) értéket, tehat a varhato diszkontalt
osszhasznot, feltéve hogy s allapotbol indulva a akciot tesziink, majd utana optimaéalisan
valasztunk (persze ezt az optimalis stratégiat nem kell ismerniink, minddssze arrdl van szo

hogy egy ilyen becslésként interpretaljuk az értéket).

Az algoritmus soran elGszor inicializaljuk a Q-tablat, példaul kitoltjik 0 értékekkel,

vagy valamilyen a priori becsléssel, ha rendelkezésre all ilyen.

Ezutan a tanulasi folyamat a kdvetkezSképpen zajlik. Tételezziik fel hogy az aktuélis
id6pontban éppen az s € § allapotban vagyunk. Ki kell valasztanunk, hogy milyen akciot
lépiink. A Q-learning legegyszeriibb, sztenderd valtozataban ez a valasztas ugy torténik,
hogy tekintjiik azon a € A akciokat, amelyek maximalizaljak a Q(s,a) Q-értéket az

A halmazon, és ezek koziil valasztjuk ki az egyiket. A gyakorlatban azonban sokszor
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valamivel komplikaltabban valasztunk, jellemez&en valamiféle felfedezési dinamikat is
épitve az algoritmusba. Ez torténhet példéul olyan médon, hogy az algoritmus a 1épés
valasztasa el6tt sorsol, és megadott kicsi (és a futas soran jellemzGen egyre csokkend)
valoszintséggel teljesen véletlenszerten valaszt 1épést, mig a tobbi esetben az el6bb leirt

Q-értékmaximalizalo szabaly szerint vélaszt.

Miutan az algoritmus meglépte a lépést, informaciot szerez: egyfeldl a szerzett jutalom
mennyiségét (r), masfelsl a kovetkezd allapotot (s'). Ezek alapjan fogjuk frissiteni a
Q-tablat.

A sztenderd frissitési szabaly az, hogy ilyenkor az (s,a) parhoz rendelt Q-értéket

frissitjiik, mégpedig a kovetkez§ értékre:

Q'(s,a)=(1—a)-Q(s,a)+a-(r+~- mng(s’,a))

Itt az r + v - max, Q(s', a) a frissitett becslés az elérhet6 maximalis diszkontalt Gssz-
jutalomra (az azonnali haszon r, a v egyiitthatoval szorzott szumma pedig a jovGbeli
Osszjutalom diszkontéalva). Azonban az algoritmus nem erre az Gjraszamolt értékre frissiti a
Q-értéket, hanem egy a és 1 — « egyiitthatokkal vett konvex kombinaciora; ezzel kisimitva,

konzervativabba téve a tanulofolyamatot.

A Q-learning arra épit, hogy ezen update szabaly alkalmazéasaval a Q-értékek konvergalni
fognak a tényleges optimalis diszkontélt dsszjutalomhoz. A Q-learning algoritmust bevezetd
[8] cikk igazolta ezt bizonyos megszoritasokkal: feltéve hogy véges az akcio- és allapotteér,
hogy minden (s, a) par végtelenszer meg van latogatva, hogy az « learning rate nullahoz

tart. Azota tobb altalanositasét is igazoltak ennek a tételnek.

A Q-learningnek szamos varidnsa és tovabbfejlesztése létezik. Kiemelends példaul a
mély Q-tanulds, ahol egy neuralis halora bizzuk azt a feladatot, hogy Q-értékeket becsiiljon.

Részben ezzel lesz analog a késébb targyalandd Actor-Critic architekturacsalad is.

1.4.2. Actor-Critic modellek

Az Actor-Critic modellek 1ényege, hogy két kiilonallo modellt alkalmazunk egy meghataro-
zott kombinacioban, és ezek egylittesétsl varjuk hogy megoldjék a feladatot. Konkrétabban,
az egyik modulnak (Critic) az lesz a feladata hogy megbecsiilje egy adott akcié vagy allapot

"értékét", és az Actor modulnaklesz az a feladata, hogy (a Critictsl kapott informaciok
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alapjan) kivalassza az akciot, amelyet megtesz a modell. Az Actor és a Critic modult is a
szokasos Reinforcement Learning technikaval tanitjuk, hogy minél jobban lassék el a sajat
részfeladatukat, és azt reméljiik hogy ennek eredményeképpen a kett§jiik altal alkotott

Osszetett modell teljesitménye is kielégits lesz.

Az Actor szubmodul tanitéasa az egyszeriibb. Ez a policy gradiens mddszereknél meg-
szokott modon zajlik, azzal a sajatossédggal, hogy a célfiiggvényt a Critic agens szolgaltatja.

Tehat a policy gradiens modszernél szokésos

E.[A™(a|s)VgIng(als)]

célfliggvényt tekinthetjiik, annyi kiillonbséggel hogy itt A™ szerepére a Critic szubmodul

becslését hasznaljuk.

A Critic modul tanitasa ennél valamivel Osszetettebb, ehhez sztenderd valasztas példaul
a Temporal Differences (TD, 1d. [6] kényv, 6. fej.) algoritmuscsalad valamely tagja,
példaul a legegyszertibb TD(0) tanitéalgoritmus.

A TD(0) algoritmus a kovetkezd frissitési szabalyon alapul. Tegyiik fel, hogy egy, az
allapotokon definialt V' (s) értékfiiggvényt akarunk optimalizalni. Ezt ugy tessziik, hogy
egy rogzitett policy szerint haladunk a Markov-lancon és minden 1épés utan frissitjiik
az aktualis V-t. Tegyiik fel, hogy a t. 1épés keretében az s, allapotbol az s, allapotba
léptiink, és R; jutalmat kapunk. Ekkor legyen:

Vig1(se) = Vilse) + - (Rt +Vi(St41) — Vt(st))7

Vazlatosan mindossze ennyibdl all a TD(0) algoritmusa. A Temporal Differences
algoritmuscsalddban annak ennél sokkal Osszetettebb és kifinomultabb algoritmusok is,
melyek tavolabbra tekintenek vissza a trajektoria multjara, hogy pontosabb médon frissitsék

V-t, am a gyakorlatban gyakran a TD(0) is megfelelGen teljesit.

30



2. fejezet

Optimalis kereskedés autoregressziv

arfolyamatokon

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk Deak Sandor és Rasonyi Miklos "An explicit solution
for optimal investment problems with autoregressive prices and exponential utility" cimi
cikkét ([2]), amely felveti (és megoldja) azt a problémat, amelynek gépi tanulassal tor-
ténd megoldhatosagat a kutatasunk soran vizsgaltuk. A cikk azt vizsgalja, hogy milyen
kereskedési stratégiat érdemes kovetni egy olyan piacon, ahol az arak egy tgynevezett
autoregressziv folyamat szerint alakulnak. Habar a standard kozgazdasagtani modellekben
az arakat gyakran martingéljellegii folyamatokkal (pl. Brown-mozgés) szokas modellezni,
szamos kutatasi eredmény van arra vonatkozoéan, hogy a piaci arak tendenciat mutatnak
arra, hogy hosszi tavon "visszatérjenek az atlaghoz" a hozamaikat nézve. Az autoregressziv
folyamatok pedig egy relative kdnnyen kezelheté modelljét adjak az ilyen tendencidkat

mutatd folyamatoknak.

2.1. Problémafelvetés

Tekintslink egy pénziigyi piacot, amelyen kereskedhetiink egy olyan eszkozzel, amelynek

ara egy autoregressziv idGsor szerint alakul, tehéat a

Xiy1 = aXy + 0 €41
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rekurzi6 hatarozza meg, ahol a € R és o > 0 konstansok, mig az ¢, valvaltozok fiiggetlen,
standard normaéleloszlasu véaltozok. Gyakran X;,; — X; = 8- X; + 0 - ;41 alakban szokas
felirni az egyenletet, itt persze § = o — 1 Ezen kiviil persze a "készpénziink" alakulésat is
szamon tartjuk. A kozgazdasagtan eszkozarazéassal foglalkozo teriiletein szokasos modon
feltessziik, hogy lényegében végtelen hitel all rendelkezésiinkre kamatok nélkiil. Szintén
megengedett az hogy negativ mennyiségii részvényt tartsunk (shortolds), s6t, tetszéleges

valos szamnyi részvényt tarthatunk.

Optimalis kereskedési stratégiat szeretnénk tehat keresni, ehhez elGszor definialnunk
kell a megengedett stratégiak halmazét. Vezessiik be az F;, = (X, 0 < s < t) o-algebrak
sorozatat. Informalisan fogalmazva: ezek a szigma-algebrak kodoljak hogy milyen informécio
all rendelkezésiinkre a t. idépillanatban. Formalisan ez annak felel meg, hogy a JF;-mérhetd
fiiggvények pontosan azok, amelyek értéke kiszamolhato az (Xo, ..., X;) valoszintiségi
valtozok értékeinek ismeretében. Ertelemszerd modon mi azokat a fiiggvényeket szeretnénk
megengedett stratégiaként definialni, ami minden pillanatban az addig elérhetd informéciok
fliggvényében ad meg egy kereskedési 1épést. Ennek megfelelGen kereskedési stratégia
alatt olyan (¢1, ¢o,..., ¢y, ... ) : = R fiiggvénysorozatokat fogunk érteni, amelyek esetén
mindegyik ¢, fliggvény rendre F;,-mérhets. A ¢, fiiggvény jelentése az, hogy a ¢. pillanatban
hany darabot tartunk a részvénybdl (mint emlitettiik, ez tetszéleges valos szam lehet). A

megengedett statégidk halmazat ® jeloli.

Egy (¢¢)ien+ stratégidhoz hozzarendelhetjiik a L? vagyonfolyamatot, amelyet a
LYy =L+ 6u(Xe — Xoa)(t > 1)

rekurzié hataroz meg, és értelemszertien a t idépontban - az akkori kereskedés el6tti -
osszvagyont (készpénz és részvény egyiitt) adja meg, a részvényt az aktualis arfolyamon

szamolva. Az L természetesen a befektets kezdstskéjének felel meg.
Ennek megfelelGen a végsé vagyont az
T
LY = Lo+ ) 6i(X; — X;1)
j=1
egyenlet adja meg.

Tisztazasra szorul még, hogy pontosan mit értiink optimalis stratégiak alatt a prob-
lémaban. Az ezzel foglalkozd irodalomban altaldban nem a (varhato) sszvagyon (L)

maximalizalasa a cél, hanem egy megfelel6 U : R — R fiiggvénnyel a E [U (L)} mennyiségé.
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Ezen U megnevezése hasznossagfiiggvény (utility function), bevezetését pedig tobb

szempont is motivalja.

A hasznossagfiiggvény informalisan azt adja meg, hogy "mennyire oriilonk" adott
mennyiségl pénznek. Az emberek valos életbeli preferenciait méarpedig sokkal pontosabban
leirhatok konkav hasznossagfiiggvényként, mint egy identikus x +— = leképezésként: hiszen
adott mennyiségi extra pénz kevésbé hasznos szamunkra, amennyiben mér eleve tébb
vagyonnal rendelkeziink, mint amikor kevesebbel (ez a diminishing marginal utility jelenség).
A valosiag pontosabb modellezésén kiviil pedig az is motivalja a hasznossagfiiggvények
bevezetését, hogy gyakran konnyebben kezelhet6vé teszi matematikailag is a megoldando

problémat.
A cikkben az U(x) = —e™" fliggvényt fogjuk hasznossagfiiggvényként alkalmazni.

Ezen el6késziiletek utan mostmar osszefoglalhatjuk a megoldand6 problémat, az alabbi

modon.

Adott egy piac amelyen a fentebb definialt "részvény" és "készpénz" termékekkel lehet
kereskedni; karakterizaltuk a megendedett stratégiak halmazat is. Legyen adott egy T
pozitiv egész szam, az idGhorizont. Az id6horizontig 6sszegytijtott vagyont szeretnénk opti-
malizalni az U hasznossagfiiggvényre tekintettel, tehat szeretnénk az E[U (L?)] mennyiséget

maximalizalni.

Valojaban a probléma két variansat is megvizsgaljuk: az eddig leirton kiviil, mintegy
benchmarking céljabol, meg fogjuk keresni az optimalis stratégiat abban az esetben is,
amikor csakis a kezdeti arfolyam ismeretében kell dontést hoznunk a teljes idGhorizontig

tartd kereskedésre vonatkozodan (tehat elére rogzitentink kell hogy hogyan szeretnénk
kereskedni).

2.2. F6 eredmények

A cikk lényegi allitasai az alabbi tételben vannak Osszegytijtve:

2.1. Tétel. A fejezetben ismertetett kereskedési problémdban az aldbbiak teljesiilnek az

optimalis stratégidakkal kapcsolatban:

1. Definidljuk a $F(z) := B—j -0 stratégidt, ahol 07 :=1— (T —t)- 3. Ekkor az optimilis
o

stratégidt (@?(Xt_l)) adja meg. Abban a varidnsban pedig, ahol eldre régziteniink
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kell a stratégidt, ott (@] (Xo)) az optimdlis.

2. Ezen stratégidk szerint kereskedve K [U (L%)} értéke rendre

53
— T
1 - e 20’2
Y8(T)

a sztenderd esetben. Az eldre rogzitett stratégia esetében pedig

]E[U(LT)] -

2X2
_B o

e 20‘2

ez az erték.

Itt a g jelolés az aldbbi fiiggvényt takarja:

(B2 -T(L+T))/T(L) i B+0
1 ifB=0

ahol I' pedig a szokdsos gamma-filigguény.

V(1) =

3. Stabil autoregressziv folyamat esetén, azaz mikor |a| < 1, feltéve hogy var(X;) =1
és hogy Xo ~ N(0,1), a E[U(L])] értéke rendre:

B B+2
2= (T=1)B ()

a sztenderd esetben, az eldre rogzitett stratégidkkal pedig

B+2
Neo—(mT-1)8

4. yg-1a a limp_, % = 1 aszimptotika teljestil, ahol

D1
(1) = F(%)w%kQV%(T—1+é><“+CT_”B)) L ifB 40,

(&

1, if B =0.
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A cikk a kovetkezSképpen kommentalja a tételt. Egyfeldl, a tétel megmutatja hogy
szignifikdnsan tobb profitra tehetiink szert egy "interaktiv" stratégiaval, mint egy elére
rogzitettel. Masfeldl, ami lényegesebb, azt is bemutatja hogy szignifikansan fiigg az elérhet6
profit a § paramétertsl is. A § (vagy ezzel ekvivalensen, az o paraméterre) a cikk t6bbszor
is "memoria"-paraméterként hivatkozik. Ennek az értelme persze az, hogy ez a paraméter
kontrollalja hogy egy adott idépontbeli 4r (mint valoszintiségi valtozo) mennyire van kozel
[ értékéhez.
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3. fejezet

(Gépil tanulas alkalmazasa kereskedési

feladatokon: kutatasi eredmények

Ebben a fejezetben keriilnek ismertetésre a sajat kutatasunk eredményei. Mint a beve-
zet6ben emlitettiik, a kutatés sordn gépi tanulésra alkalmas modelleket (specialisabban
neuralis halokat) kiséreltiink meg betanitani az autoregressziv arfolyamatokon val6 opti-

malis kereskedésre.

A kutatas soran Python nyelven irt kodokkal dolgoztunk. A tanulokornyezet kialakita-
sdhoz a Gymnasium frameworkdt hasznaltuk, mig a modellek felépitéséhez és a tanitési

pipeline-hoz a stable-baselines3 csomagot.

A kutatasi folyamat hosszt ideig kisérletezd stadiumban volt. Szémos tanitéalgoritmust
és architekturat kiprobaltunk. Mint korabban méar emlitettiik, végiil a PPO algoritmusra
esett a valasztasunk, de megemlitendSk ezek mellett a SAC és A2C algoritmusok is.
Azonban figyelembe véve a teljesitményt és az erSforrashatékonysagot is, empirikusan

egyértelmien a PPO tiint a legjobb valasztasnak.

Azonban ugy tapasztaltuk, hogy még a PPO sem képes kielégitGen megoldani az eredeti
feladatot, legaldbbis az altalunk adekvatnak vélt futasi id6 keretein beliil. Ezért némiképpen
atalakitottuk a feladatot, a kdvetkezs formara: ha a jelenlegi ar z;, akkor ¢ - x; részvényt
vasarolunk, ahol ¢ a tanulbalgoritmus outputja. Tehat egy ilyen moédon paraméterezett
stratégiaban kell a paraméter-egyiitthatot megtalalni a tanul6algoritmusnak. Az j feladat
alakjat persze az motivalta, hogy az optimalis megoldas képletében is a jelenlegi ar szerepel

egy adott egyiitthatoval szorozva. Bar ezen atalakitas tulajdonképpen nem jelenti a feladat

36



az 1j feladaton.

A kielégits teljesitmény elérésében a jutalmazés kalibralasanak is jelentGs szerepe
volt. Nyilvanvaléan a megoldandé feladat alakjanak naivan az a jutalmazasi séma felelne
meg, hogy minden egyes lefuttatott T idGegységig tartd epizod utan a kapott jutalom
mértéke a E[U (LT)} végs6 hasznossédgnak felel meg. Ez azonban tobb okbdl is problémés

a reinforcement learning perspektivabol.

Egyfelsl, nehézséget jelent a jutalmazas ritkasdga, hogy csak minden egyes epizod
végén adodik jutalom, egyszertien az informaci6 sziikdssége okan, kiilonosképp magasabb
T horizontok esetén. Masfeldl az U(x) = —e™® hasznossagfiiggvény sem a legszerencsésebb
valasztas a jutalomfiiggvény szerepére. Ezt {6leg a fliggvény —oo felSli exponencialis csok-
kenése okozza. Egy reinforcement learning algoritmus szamaéra jellemzéen nehézséget jelent
az hogyha a jutalmak értékkészlete egy tul széles tartomanyt 6lel fel. De az exponencialis
jutalmak még ennél is bonyolultabbéa teszik a helyzetet, hiszen esetiikben nagysagrendi
kiilonbségek vannak gradiensek kozott példaul nagy negativ z-ek és pozitiv x-ek kozott.
Ez pedig ahhoz vezet, hogy nagyon nehéz egy algoritmust gy bekalibralni (pl. a step size

paramétert, és hasonlé metaparamétereket), hogy hatékonyan kezelje mindkétféle esetet.

Az ut6bbi probléma, tehat U exponencialitasanak kezeléséhez a o () = szigmoid-

fiiggvény segitségével normalizaltuk a jutalmakat. A jutalmak ritkasagat megold;nd(’) pedig
koztes jutalmakat vezettiink be, melyet az el6z6 idGpillanathoz képesti profittal tettiink
aranyossa. Ki kellett azonban a jutalmazéasi sémaban hangsulyozni azt, hogy val6jaban a
végs6 vagyonra optimalizalunk, ezért a végss vagyont egy alkalmas konstanssal felskalaztuk.
Tobb nagysagrendbeli konstanssal kisérletezve végiil a 10-szeres suly tiint adekvéatnak.
Hasonl6 modon kisérletezve allitottuk be a tobbi paraméter értékét. A hasznalt architektira
a korébbi fejezetekbdl ismerds Actor-Critic architektira volt, mindketts 3 darab 512 méreti
belsé neuronréteget tartalmazott (rejtett réteg, az input és output rétegeken kiviili egyéb
rétegek). A learning rate beallitasakor a (relative magas értéknek szamito) 0.01 értéket

talaltuk optiméalisnak.

Sajnos a végsG beallitasokat kevéssel a szakdolgozat hatarideje el6tt véglegesitettem,
igy nem jutott id6 behato kisérletezésre. Az aldbbi tablazat tartalmazza az eredményeket.
Ezek a = —0.8 érték mellett adodtak. Ennél magasabb « értékekre (amik az optimalis
stratégiat leir6 tételben latottak szerint rosszabb eredményt tesznek lehetGvé), elvetettem az

eredményeket, mert ott jellemzen nem produkalt jo teljesitményt (legalabbis logaritmikus
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hasznossag tekintetében, a vagyont tekintve jobb teljesitményt mutatott, errdl lejjebb).

T | log(Ur) | Lr | opt(Ur)
10| -75.5 107.8 33
20 -334 22986 67
40 3.7 30637 140
80 -34 37323 294

3.1. tablazat. Eredmények

A tablazatbol leolvashato hogy a hasznossag metrika tekintetében a modell teljesitménye
nagymértékben elmarad az elvarttol. Ezzel szemben az atlagos vagyont tekintve stabilan
noveked6 tendenciat tapasztalunk. Ha empirikusan tekintiink tipikus trajektoriakat a
modellek futasabol, akkor ugyanezt tapasztaljuk: a modell kvazi-monoton moédon gytjti a
profitot a futas soran. A két metrika kozti kiilonbségnek az a magyarazata hogy az utility
(és igy annak logaritmusa) "pesszimista", azaz egy-egy kiugro negativ trajektoria nagyon
lehtizza ezt a metrikiat. Ez azonban azt jelzi, hogy a modell teljesitménye még tovabbi

stabilizalasra szorul.
RL model
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3.1. 4bra. Egy tipikus trajektoria
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4. fejezet
Osszefoglalas, kitekintés

[SUMMARY]

A kutatas eddigi anyaga pusztéan egy hosszabb kutatési iv elejét képezi. Mint lattuk, a
modell jelenlegi teljesitménye nem kielégits az egyik fontos metrika szerint, igy az els6 cél

ez lesz a tovabbi kutatas sordn. Erre tobb tutvonal is kinalkozik.

A legegyszertibb potencialis megoldas az, hogy joval hosszabb tanitasnak vetjiik ala a
modelleket. Erre a kutatas eddigi stddiumaban a gyorsan iteralo kisérletezés miatt kevesebb

lehetdség volt, de igéretesnek tiinik a teljesitmény skaldzodésa.

Igéretes az is, hogy ujfajta architektirakat vessiink be a feladat megoldaséra, tobbek

kozott az attention-alapt modellek kiprobélasa lehet tanulsagos.

A jelenlegi feladat kielégité megoldéasa utan szeretnénk parametrizélatlan ("relaxalat-
lan") formaban is megoldani a feladatot. Kénnyen elképzelhets, hogy ez is megoldhato
pusztéan hosszabb tanitassal vagy ujfajta architekturak bevezetésével. Ha ezek 6nmagukban
nem vezetnek eredményre, akkor probalkozhatunk azzal is, hogy kiilonféle feature extraction

technikakkal segitiink a modellnek a nyers adatok feldolgozasaban.

Ha sikeriilt teljes altaldnossagaban megoldani a feladatot, akkor is szdmos érdekes
kérdés merdiil fel a probléma horizontjan. Ilyen példaul az, hogy egy kell6en nagy kapacitastu
modell esetén megfigyelhetiink-e tudéstranszfert, tehat példaul egy olyan modell, ami a
tanitasa soran csak bizonyos paramétert autoregressziv folyamatokkal taldlkozott, vajon
tudja-e kezelni a masféle paramétereket. Ha igen, vajon meddig terjedhet egy ilyen modell
flexibilitasa? Készithet6-e olyan modell ami agnosztikus az arfolyamat tipuséara, minden-

képpen képes profitabilisan kereskedni rajta, ha a folyamat esetén erre lehetéség van. Ha ez
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nem is valdsithatd meg, a jelen kutatassal analog kérdések szamos mas arfolyamat-tipussal

kapcsolatban feltehetsk, és ezek hasonldan érdekes kutatas targyat képezhetik..
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