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1. fejezet

Bevezetés

Két, az 1970 évektdl meghatarozé francia matematikus munkassaganak koszonhetem a diplomamunkdm témaéajat:
Jean-Marc Fontaine és Pierre Colmez. Jean-Marc Fontaine életpalyajanak attekintésével szeretném szemléltetni,
bevezetni a diplomamunkamat, mivel az elmélet, amelyben megfogalmazodott és bizonyitast nyert a tétel, mind
Fontaine zsenialitasdnak koszonheté. Fontaine sajnos 2019-ben itt hagyott minket, igy hozza valé bucsizasként
bardtai, matematikus térsai irtak egy visszaemlékezést munkdssdgdrol, hozzafiiz6dé kapcsolatukrél a (3) cikkben,
melynek iréi Pierre Berthelot, Luc Illusie, Nicholas M. Katz, William Messing és Peter Scholze. A megemlékezés és
a (9) onéletrajz segitségével mutatndm be Fontaine életét Colmez és Fontaine tétele szempontjabol.

Jean-Marc Fontaine kutatdi palyajanak elindulasat kézvetetten Laurent Schwartz-nak, kozvetleniil pedig Charles
Pisot-nak koszonheti, mivel Pisot szemindriumai dltal ismerkedett meg a szamelmélettel. Az egyik ilyen szeminari-
umon volt az els6 eléadésa is, ahol lokalis testek bdvitéseinek eldgazasairdl beszélt. Ezen eldadéas utan Jean-Pierre
Serre szarnyai ald vette. Serre tamogatasanak koszonheté doktori disszertaciéjanak témaéja, mivel Fontaine a lo-
kalis testek feletti Artin-reprezentacidk racionalitdsardl szol6 sejtését bizonyitotta disszertacioként 1972-ben, mely
sejtés megfogalmazdasa Serre-hez flizodik. Ezen el6adas altal és a disszertaciénak kdszonhetéen Serre inditotta meg
Fontaine-t a palyajan. Ezen pélya els6 dllomasa a lokélis testekhez tartozd Galois csoportok p-adikus reprezentaci-
oinak szisztematikus tanulmanyozasa volt. Ez tekintheté Fontaine periédus gytiriijeinek elméletének kezdetének.

Ezen gytirtik elmélete Grothendieck munkassaganak koszonhets, mivel Grothendieck 1étrehozott egy olyan funk-
tort, amit akkoriban még csak magikus funktorként emlegettek. Ezen funktor a p-adikus étale kohomoldgia csopor-
tok és lokalis testek feletti algebrai varietasok filtralt de Rham kohomoldgia csoportjai k6zott ad egy kapcsolatot.
Ez a funktor Fontaine-t rendkiviil lazba hozta, és ennek a megmagyardzasara 1978-ban Rennes-ben tartott egy
elbadast, amivel az volt a célja, hogy ismertesse a programjat ezen témakoér megértéséhez. Ennek kezdeti ered-
ménye volt egy olyan tenzor kategéria megaddasa, mely a véges dimenziés p-adikus reprezentaciok Tannakian rész-
kategéridjaval ad meg egy hozzarendelést. Ezen kategoria minden esetben olyan objektumokat tartalmaz, amelyek
mindig kommutativak lesznek, a csoporthatisra nézve felcserélhetéek és rendelkeznek extra strukturdkkal, mint
példaul a fokszamozottsdg és a filtracié. Ezen tipusu algebrdkat Fontaine (Q,, Gk ) algebrdknak nevezte el, ahol
Gk a vizsgalt abszolut Galois csoport. Ezen az eléadason tovabba ismertetett egy ilyen gyliriit, melyet egyszeriien
B-nek jelolt el Barsotti-ra valé emlékezésként. Ezen gyliriit manapsag Fontaine Hodge-Tate periédus gytiriijének
nevezik, azonban a jelolésében megmaradt az utalas Barsotti-ra, mivel Byp-ként szokas jel6lni.

Azonban mit is takar ezen Byp gytrti? Legyen K egy p-adikus test, melynek algebrai lezérdsa legyen K,
fgy G = Gal(K/K)-t nevezziik az abszolit Galois csoportjianak. Tovdbbd legyen Cx az algebrailag zart test
telitése, ekkor a Fontaine Hodge-Tate gytirtijét ugy definidlhatjuk, hogy Byt := Ck [t, t‘l] vagy a Tate-csavarasok
segitségével is ismertethetjiik, mivel Cg [¢,¢7 1] izomorf @), ;, Ck (i), ahol Ck (i) a C i-edik Tate-csavardsa.

Tovabba a késébbiekben harom 6j gytlirit is bevezetett, melyek tartalmazasra nézve csékkené sorrendben de
Rham periédus gytriinek, félig-stabil periédus gytriinek és kristalyos periddus gyliriinek nezett el. Ezen gytriik
ket Bgr-nek, Bgi-nek és Bg;s-nek szokas jelolni. Ezen gytriik konstrukcidéja hosszabb bevezetést igényel, igy csak
Fontaine elmélete elnevezésii fejezetben mondjuk ki pontosan. Azonban ezen harom gytr{inek fennall a kapcsolata
a Hodge-Tate periédus gytriivel, mivel Fontaine de Rham gytriijének fokszamozott algebrdja pont a Hodge-Tate
peridédus gytirti lesz. Tovabba a kristalyos és félig-stabil periédus gytirtivel valé kapcsolata abban rejlik, hogyha
vessziik a K ® B;s-nek a fokszamozott algebrijat, akkor az izomorf lesz a de Rham periédus gytir(i fokszamozott
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algebrajaval, tehat a Bgyr-vel. A félig-stabil periédus gylirli meg a kristalyos periddus gytirii bovitése bizonyos
elemek logaritmusaval, igy szokas log-kristalyos periédus gytirtinek is nevezni. Ezen periédus gytiriik bevezetése, és
a hozzajuk tartozé B-megengedettség és B gyengén megengedettség tulajdonsagok altal a p-adikus reprezentaciok
klasszifikacidja reménytelibbé valt. Ennek egy eredménye lett egy hierarhia kialakulds kozottiik, tehat példaul ha
egy p-adikus reprezentacié de Rham tulajdonsigu, akkor Hodge-Tate tulajdonsagu is.

A Klasszifikacio mellett a kezdetektdl jelen volt a diplomamunkénk témajat ado tétel tartalma, tehat a gyengén
megengedettség és megengedettség kozotti kapesolat. Fontaine és Colmez tételét gy is nevezik, hogy azon tétel,
mely altal a gyengén megengedettséghdl kovetkezik a megengedettség, ahol a két kiilonbozé megengedettség arra
utal, hogy a (¢, N)-modulusok Hodge-poligonjdn és a Newton-poligonjan definidlhaté Hodge-szdm és Newton-szam
ha megegyezik, akkor megengedettnek nevezziik, ha tetszoleges részobjektumara nézve a Newton-szam nagyobb
vagy egyenld, mint a Hodge-szam, akkor gyengén megengedettnek nevezziik. Azonban ezen tétel csak egy segitség,
hogy beldssuk, hogy a félig-stabil p-adikus reprezentaciok kategoéridja és a megengedett, filtralt (¢, N)-modulusok
kategéridja kozott van két funktor, amelyek a kategéridk ekvivalencidit adja és egymaés kvazi-inverzei.

Ezen két kategéria mit is takar igazan. A G Galois csoport p-adikus reprezentacidjdnak nevezziik a Q, feletti
reprezentacidit G g-nak, tehdt egy véges dimenzids Q, vektortérként lehet gondolni réjuk, vagy mint egy homo-
morfizmusként Gg-bdl Autg, (V)-be. Ezen reprezentaciot félig-stabilnak nevezziik, ha Bg-megengedett, amely
ekvivalens azzal, hogy a kévetkezd leképezes egy izomorfizmus: o« (V) @ Bsg ®k, Dot(V) — B ®q, V, ahol
D (V) := (Bst ®q, V)&% ahol Ky a K maradéktestéhez tartozé Witt-vektorok gyfirtijének hanyadosteste. Ezen
D,; azon funktor, amely az ekvivalenciat adja a félig-stabil p-adikus reprezentaciék és a megengedett, filtralt
(¢, N)-modulusok kategéridjaba. A (¢, N)-modulusok olyan objektumok, melyek véges dimenzids Ky-vektorterek,
melyeken két leképezés, egy ¢ és N leképezés definidlhatd. A ¢ leképezésre teljesiil, hogy bijekcid, o-félig-linearis,
ahol a o az abszolut Frobenius leképezés Kg-on. Az N-et szokds ezen Ky-vektorteren definidlt monodrémidnak is
nevezni, mely Ky-linedris és teljestil rd, hogy Np = ppN. Tovidbba ezen vektorteren van egy filtracio is.

Fontaine és Colmez tételének manapsag mar sziiletett legaldbb 6t kiillonb6zé bizonyitasa, melyek koziil az els6
Fontaine és Colmez nevéhez fliz6dik, amely kés6bb bemutatéasra is kertil. Ezen els6 bizonyitas 2000-ben sziiletett
meg, melyet az Inventiones mathematicae (6) egyik cikkében kozoltek. A bizonyitds sordn lathatjuk majd, hogy
bizonyos Cx egylitthatds formalis hatvanysorok majdnem sziirjektivitasabdl kévetkeznek. Ez a bizonyitas vezetett
oda, hogy manapsidg mar csak megengedettségnek nevezziik a kordbbi majdnem megengedettséget. Két évvel
kés6bb Colmez (B) az eredeti Gtletitknek egy kévés bizonyitdst adott. Néhdny évvel Colmez utdn Fontaine és
Laurent Fargues kozos munkaja sordan megkonstrudltak egy olyan Noether sémat Q, felett, mely 4j lehetéségeket
nyitott a p-adikus Hodge-elméletben. Ezt a séméat Fargues-Fontaine gérbének nevezték el. Bar ez nem véges tipusu
Q, felett, de projektivként vizsgdlva egy egyenesként tekinthetdé Q, felett. igy koriilbeliil tigy irhatnank le ezt a
geometriai objektumot, mintha a kristalyos periddus gytrii részeinek direktosszegét vizsgdlnank, és azt projektivvé
tennénk. Fontaine és Fargues definidltak egy ekvivalenciat az objektum félig-stabil, nulla meredekséggel rendelkezd
vektornyalabjainak kategéridja és bizonyos p-adikus reprezentaciok kategéridja kozott. Ennek az ekvivalencidnak
segitségével a (8) cikkiikben egy konstruktivabb bizonyitast adtak a tételiinknek.

Crew (7)) munkéjanak volt koszonhetd, hogy Kedlaya a (I3)) cikkében bizonyitotta a p-adikus monodrémia tételt,
amely mondhatni analogonja Grothendieck l-adikus monodrémia tételének. Berger a (2)) cikkében egy merdben mas
megkozelitése prezentdlt az eredeti bizonyitdshoz képest, 6 a kristdlyos reprezentdciékhoz hozzarendelhetd (p,I')-
modulusok és a filtralt p-modulusok segitségével bizonyitotta a tételt, amelyhez a Frobenius leképezés meredekségei
altal definidlt Kedlaya filtralast hasznalta, melyet a p-adikus monodrémia tétel altal fejtett ki.

n

A kovetkezd bizonyitds Kisin (14) nevéhez fiz6dik, aki szintén a filtralt (o, I')-modulusok kategdridjit hasznalta.
Ezen bizonyitds dltaldnositasat mutatta be Genestier és Lafforgue a (1)) cikkiikben.

Az ltalam olvasott bizonyitdsok koziil az utolsé Plit (I8)) bizonyitdsa volt, akinek a bizonyitas leginkdbb Colmez
kévés bizonyitasahoz all a legkdzelebb, mivel Plit altal haszndlt Banach-Colmez terek kategéridja ekvivalens a
Colmez &ltal haszndlt véges dimenziés Banach-terek kategéridjaval. Tovabba Plit a mdasik (I7)) cikkében meg
Colmez fundamentdlis lemmajanak egy 1j bizonyitdsat irja le, mely elég hasonl6, ahhoz amilyen formédban majd
a diplomamunkédban keriil bizonyitasra. Az dltalam ismertetett bizonyitas igazdn Yi Ouyang, Shenxing Zhang és
Jinbang Yang nevéhez fiizédik.

Ezen rovid osszefoglald segitségével mar latjuk a célt, igy roviden bemutatom, hogy a célig vezet6 tton, milyen
eszkozokkel ismerkediink meg. Az els6 fejezet folyaman két olyan témakor keriil bemutatasra, amely majd sziikséges
alapként fogunk haszndlni. Az egyik az Ax-Sen-Tate elmélete, amely tartalmazza az Ax-Sen lemmakat p karak-
terisztika és 0 karakterisztika esetén. Tovabba bemutatja Ax és Sen metdédusit, amely hasznunkra lesz Fontaine
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gylirijeinél és a hozzdjuk tartozo p-adikus reprezentacioknal. A fejezet maésik része a megengedettséghez sziikséges
eszkozoket biztositja az (F, G)-gylrik segitségével, és tartalmaz egy tételt, amely F-reprezenticiok kategéridja és
RE vektorterek kategéridja kozott mutat meg egy sziikséges funktort, amelyhez hasonlét fogunk hasznélni bizonyos
p-adikus reprezentaciok kategoéridja és a megfeleld struktiuraval rendelkezé vektorterek kategéridja kozott.

A mésodik fejezet folyaméan hosszasan bemutatjuk Fontaine elméletét, melyben megismerésre keriilnek a periédus
gyliriik a hozza tartozé reprezentacidk. Tovabbé bemutatdsra keriilnek a (¢, N)-modulusok. Ezek folyaman Fontaine
és Colmez tételéhez szitkséges két legfontosabb eszkozt is bizonyitunk, amelyekbdl az egyik Colmez fundamentélis
lemmaja, mely egy rendkiviil dsszetett technikai allitas sok lemmaval, és Dieudonné-Manin tétele, mely meg arrél
sz0l, hogy hogyan tudjuk klasszifikdlni a ¢-modulusokat K felett, vagy més néven izokristalyok klasszifikacidéjarol
sz0l. Ttt p-modulusokon olyan (¢, N)-modulusokat értiink, melyeken a monodrémiét azonosan nulldnak definidljuk.

A kovetkezo fejezetben az olyan eszkozok talalhatoak, melyek specifikusan a tétel bizonyitasaban lesznek kihasz-
nélva ilyen példédul a Q,r-reprezentacidk, és a hozzéjuk tartozé (¢”, N)-modulusok. Ebben a részben kezeljik le
az 1 és 2 dimenziés p-adikus reprezentaciokat is, mivel ezek kénnyen klasszifikalhatok. S6t mi t6bb megmutatjuk,
hogy mit értiink a (¢, N)-modulusok fundamentélis komplexusén.

Mindezek utdn az utolsé fejezetben kimondjuk és bizonyitjuk Fontaine és Colmez tételét plusz a félig-stabil
p-adikus reprezenticiok kategéridjanak az ekvivalencidjat a megengedetett, filtralt (, N)-modulusokkal.
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2. fejezet

Elméleti alapozas

Fontaine periddus gytrijeinek az elméletéhez és a diplomamunka tételének bizonyitasahoz sziikséges néhany olyan
konstrukcio, fogalom, allitas szeretnék megfogalmazni, melyek nélkiil6zhetetlenek. FEzen fejezetben kiilonosen olyan
eszkozok taladlhatok, melyek kiilon alfejezeteket érdemeltek meggy6z6désem szerint.

Az els6 eszkozok csoportja James Ax, John Tate és Peter Sen nevéhez fiizédik. Ezen harom brillidns elméhez
kothet6 konstrukcidk olyan eszkozoket biztositottak, amelyek hosszi tavon tjabb és Gjabb eredmények 1étrejottét
segitették el6. Az egyik ilyen eredmény a diplomamunkdm téméja is. Kiilon-kiilon véve Tate nevéhez flizédik
az egésznek az alapja, tehat ¢ volt, aki egy olyan lehetéséget latott ebben a teriiletben, amelyet képes is volt
eredményekben megmutatni. Ax és Sen nevéhez a Tate altal elinditott folyamatok elméletté formalasa, amely arrdl
sz0l, hogy egy p-adikus test feletti véges bévitésnek a reprezentaciéit hogyan lehet egy megfelel6 végtelen bévités
reprezentacidjaként vizsgalni, és Ax nevéhez fiz6dik két olyan lemma, amely a kézos metédusukhoz fontos eszkéz
lesz. Az alfejezet egyik fontos tételét adja Sen, amely fontos 1épése lesz Fontaine és Colmez tételének bizonyitdsihoz.

A masik alfejezet Fontaine peridédus gytrtijeinek altalanos alakjat definidlja, mutatja be, és ad egy olyan tételt,
amely bizonyos reprezentaciok kategéridja és bizonyos vektorterek kategoriaja kozott ad egy funktort. Ezen tétel
azért is lesz fontos, mivel a p-adikus reprezentaciok megfelel6 kategéridja, és a megfelel tulajdonsagokkal rendelkezé
vektorterek kategoridja kozott fennalld funktor létezése és a tulajdonsdgainak bizonyitasa megegyezik vagy elég
hasonlé, mint ezen altalanos eset bizonyitasaval.

2.1. Tate és Sen elmélete

Az alfejezetbeli Ax és Sen metédusahoz, és a Sen operdtorhoz tartozo allitasok bizonyitasdhoz Fontaine és Ouyang
(10) jegyzetét és Brinon és Conrad (4) jegyzetét haszndlom.

Az alfejezet soran tegyiik fel, hogy K egy teljes, nem-arkimédeszi test, és ezt csak, akkor valtoztassuk ha kikotiink
valami mast K-rol.

2.1.1. Ax-Sen lemma

Ezen rész Ax (1) konyvét kovetve kertil bemutatdsra. Két {6 eleme az Ax-Sen lemma p > 0 karakterisztika és 0
karakterisztika esetén. A lemmakat, ha egyszeriibben szeretnénk megfogalmazni, akkor mondhatni azt mondjak el,
hogyha a bévitésbeli elem kozel van egy bizonyos értékelés szerint a konjugaltaihoz, akkor egy adott alaptestbeli
elemhez is kozel van, tehat mondhatni 6 is eleme az alaptestnek.

2.1.1.1. Definicié. Legyen L egy algebrai bévitése a K testnek, akkor Ay, fiiggvényt definidljuk tgy, hogy tetszé-
leges a-ra, mely eleme L egy szepardbilis bévitésének, akkor Ar(a) := min{v(a’ — )}, ahol o’ az a konjugaltjai L
felett és v az értékelés L-en.

A definiciébdl 1latszddik, hogy Ap(a) = o0, ha minden o'-re v(a’ — ) = o0, tehdt o’ = «, ami ekvivalens azzal,
hogy a € L.

2.1.1.2. Tétel. (Az-Sen lemma, ha a karakterisztika 0) Legyen K egy 0 karakterisztikdji test, és legyen L egy
algebrai bovitése K-nak. Tovdbbd, ahogy elébb is o eleme L eqy szepardbilis bévitésének, akkor létezik egy olyan
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le L, hogy

v(a—1) > Ar(a) — ﬁv(p).

2.1.1.3. Lemma. Legyen F(X) € L[X] egy 1 féegyiitthatés n-ed rendii polinom, ahol n = 2. Tegyiik fel, hogy
F-nek az dsszes gyokére L felett teljesiil, hogy az értékelése nagyobb, mint r. Tovdbbd legyen FD o d-edik derivdltja
F-nek, akkor ha A\ € L gyoke F d-edik derivdltjianak, akkor a kovetkezd egyenldtlenség teljestil:

v(\) =7 — ﬁv ((Z)) .

Bizonyitds. Legyen F(X) polinom gyokei A1,...,A\n, és ag,a1,...,an € Z[A1,...,A] & polinom egyiitthatéi. Az
F(X) egylitthatéira gondolhatunk, mint (n — i)-ed fokd Z egytitthatés homogén polinom egyiitthat6i, melynek
gyokei A1, Ag, ..., An—q. Ez altal a;-kre teljesiil, hogy v(a;) = (n —i)r. Vegyik az F-nek a d. derivaltjat, akkor
%F(X)(d) konstanstagja ag = (Z) (=1)"=9B1 By ... Bn_g lesz, ahol B-k a d. derivalt gyokei.

Vegyiik az értékelését ay-nek, akkor azt kapjuk, hogy

oa =0 ((3)) + jijvm,

akkor ezen egyenlet atrendezésével, és a v(aq)-re vald becsléssel kapjuk, hogy

:iv(@) > (n—dr—v ((Z)) .

Mivel (n — d) darab tagja van az osszegnek, igy van egy olyan tag, tehit van egy gyoke a d. derivéltnak, amelyre

teljesiil, hogy
1 n
2 —_— .
==y ()

Ez altal belattuk a lemmat. O
Bizonyitds. Legyen e(d) a kovetkezd Osszeg tetszbleges d € N esetén:

p'<d

(=3 —

= pi—pi—1
A tétel bizonyitdsdhoz elég beldtni, hogyha L(a)/L d-ed fokil b6vités esetén létezik egy I € L, hogy
v(ia—=1) = Ap(a) — e(d)v(p).

Ezt teljes indukciéval fogjuk beldtni, kis d esetén konnyen 14tszodik az allitds. Tegyiik fel, hogy (d — 1)-ig teljesiil
az allitas.

Legyen P(X) « miniméalpolinomja L felett, és legyen ezen a-val eltoltja R(X) = P(X + «). R(X) gyokei tgy
fognak kinézni, hogy o’ — a, ahol o’/-k « konjugéltjai.

Legyen r = Ap(«a) és 8 = pu + « olyan, melyre igaz a lemma feltételei, hogy

v(ﬂ—a)>r_d—1psv<<li>>,

ahol p® azon maximalis p-hatvany, amely osztja d-t, kivéve ha d p-hatvany, mivel akkor s a maximalisnédl eggyel
kisebb. g ilyen valasztasa altal gyoke lesz P p°®-edik derivaltjanak, melynek foka legfeljebb d — p®, igy 3 algebrai L
egy legfeljebb d — p®. foku bovitésének. Ha 3 € L, akkor g = [ valasztas megfelel6 vagy ha [ ¢ L, akkor 1étezik egy
[, melyre teljesiil az egyenlétlenség (-val az indukcié miatt.
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Mostmar csak annyit kell megmutatni, hogy miért teljesiil az egyenl6tlenség (o — [)-re is. Két esetre bontjuk a
szerint, hogy d p-hatvany vagy nem.
Ha nem p-hatvany, akkor

. <<d>) . ((d') _ o) — o((d— ")) — o) = 2@ A=) ()

p* d—p*)lps! p—1

ahol s, azon fliggvény, amely egy adott szdm p szerinti felirdsat jeloli, igy tényleg nulla lesz a tért. Ez altal
kovetkezik, hogy v(u) = r teljesiil. A 8 konjugdltja L felett 5/ = p/ — o' alakiak lesznek, igy Ap(5) = r, tehét

v(a —1) = min{v(a — B),v(8 —a)} = r — e(d)v(p).

Ha d p-hatvany, akkor v (( d)) = v(p), és {gy v(u) =r — () 3 konjugaltjaira tovabbé teljesiil, hogy

ps ps+l_ps .
’ _ ’ ’ v(p)
U(ﬁ_ﬁ)_v(u_u+a_a)>r_ s+1 s
p -p
tehat Ap(8) > r — —Z_ Ebbél kovetkezik, hogy
v p S S S
vp=a)zr— (=) ulp) = 7 = e () o),
ésa— 1l =a— 0+ 0 —1 feliras segitségével adodik az allitas. O

2.1.1.4. Tétel. (Az-Sen lemma, ha a karakterisztika > 0) Legyen K egy p karakterisztikdji, tokéletes test, és legyen
L egy algebrai bovitése K-nak. Tovdbbd, ahogy elébb is o eleme L eqy szepardbilis bovitésének, akkor tetszdleges
€ > 0-ra teljestil, hogy létezik egy olyan | € L, hogy

via—1) > Ag(a) —e.

Bizonyitds. Legyen L = E(«), akkor ezen bévités szepardbilis lesz, tehét 1étezik egy ¢ € L, melyre teljesiil, hogy a

nyoma 1 lesz. Ha vesziink egy € > 0, akkor tudunk olyan r € N-t megadni, hogy v (pr) > —e. Azonban a @

nyoménak a p"-edik hatvidnya ugyantgy egy lesz, mivel e-nek 1 a nyoma. Igy feltehetd, hogy c-nek az értékelése
legalabb —e. B
Ha vessziik a kovetkez8 halmazt: S := {0 | 0 : L — E E-beigyazés}, akkor a ca nyoma felirhatd, mint

Trp/p(ca) = Z o(ca) = Z o(c)o(a).

oeS oeS

Nevezziik el Try /g (ca)-t T-nek, akkor kapjuk a kovetkezd egyenlétlenséget

vl@—T)=v (2 o(c)(a— a(a») > minfv(o()(@ — o(a)))} > Apla) - €,

o€eS

mivel », _go(c)a =Try/p(c)a = a és Ap definicidja miatt. Ez altal kévetkezik a tétel. O
2.1.1.5. Definicié. Legyen K egy p > 0 karakterisztikaju test, akkor K™d-ot definidljuk tgy, hogy

K™= {z e K | ha létezik olyan n, hogy 2*" € K}.
Tovabbé K tokéletes lezarasat jeloljik KPerf-fel.

2.1.1.6. Allitas. Ha K egy teljes, nem-arkimédeszi test, Gx legyen a Galois csoportja a szepardbilis lezdrtnak,

és ezen csoporttal valé hatds kiterjed folytonosan Crx = K* = K-ra is. Tovdbbd legyen H eqy zdrt részcsoportja
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Gx-nak, és a Galois-elmélet alaptétele miatt legyen L a hozzd tartozé bévités, tehdt L = (K*)H vagy mdsképpen
H = Gal(K*®/L), akkor a kovetkezd teljesiil, hogy

cH {Z, ha K karakterisztikdja 0,

K ﬁd, ha K karakterisztikdja > 0.
Ha H = Gk, akkor ez arra mddosul, hogy

cH _ K= K, ha K karakterisztikdja 0,
Lred, ha K karakterisztikdja > 0.

Bizonyitds. Ha a karakterisztika nulla, akkor a két egyenl6ségbdl az az irdnyu tartalmazas latszik, hogy LcCk

és igy folytonossag miatt Lc CIL. Ha a karakterisztika p > 0, akkor L™ < CI, és folytonossig miatt Lrad cCck
mivel legyen = € L4, akkor deﬁmclo miatt 1étezik egy n, hogy zP" € L, igy tetszc’ileges h e H-ra (h(z))?" = xpn,
tehat h(z) =

A miésik iranyt tartalmazashoz elég 0 karakterisztika esetén megmutatni a tartalmazast, mivel a p karaktrisztiaja
eset kovetkezik belGle.

Legyen € > 0 és a € CI£. Tovdbbé valasszunk a-hoz elemek olyan sorozatdt K-ban, melyekre teljesiil, hogy
v(a — a,) = n minden n-re, tehat a sorozat hatarértéke K-ban « lesz. Ez altal

v(h(an) — an) = min{v(h(a, — a)),v(a, — @)} =n

minden h € H-ra. Igy a sorozat minden elemére teljesiil, hogy Ay, (an) = n, amibél az kovetkezik, hogy létezik egy
olyan N index, hogy ax € L, és teljesiil 14, hogy v(ay — a) = N — ¢, tehdt a € L.

Térjink ra a visszavezetésre. Tegylik fel, hogy a test karakterisztikdja p, akkor W tokéletes. Igy kovetkezd
lesz igaz, hogy K® c (K = K ¢ (I?ra\d) — Krad ¢ Ck, igy Gk altal invariéns alteret véve K ¢ K ¢ [rad,
Igy K-t K Krad_dal helyettesmhetjuk tehat feltehetd, hogy K tokéletes, igy Lrad = . Bz altal, mivel el6bb belattuk,
hogy CH = L, gy Ccli = Lrad is adodik. O

2.1.2. Ax és Sen metdédusa

A kovetkezd par allitas Ax és Sen metédusat fogja taglalni, amely Tate Gtleteire épiilt. Ezen metodus két 1épésbél all,
amelybdl az els6 1épés majdnem étale leszallds, amely azt biztositja, hogy a H' (G, GLg (Ck)) kohomolégiacsoport,
ahol a folytonos kohomolégiat értjitk, megismeréséhez miért elég csak H* (Gal(Koo/K ), GLg4 (f(;)) csoportot
vizsgalni, majd a kovetkezo 1épés a telitetlenités, ahol telitetlenitést az angol nyelvii cikkekben decompletion-nek
neveznek, amely arra utal, hogy a telités "inverzét” vissziik végbe, tehat a H' (Gal(Ky/K), GLg (Ky)) vizsgaljuk.
A Ky -n K azon teljesen elagazé bévitését értjiik, mely bovitésnek a Galois csoportja Zy,.

A majdnem étale leszallas ismertetésére sziikségiink van Hilbert 90. problémé&ja.

2.1.2.1. Tétel. (Hilbert 90. problémdja) Legyen K egy test L egy Galois bévitése K-nak, akkor
1. HY(Gal(L/K),L) =0,
2. HY(Gal(L/K),L*) =1
3. Tetszbleges n = 1-re, H*(Gal(L/K), GL,(L)) trividlis.

Greenberg (12) konyvében 1évé bizonyitast kovetjiik, amely eredetileg Cartier tletein alapult.

Bizonyitds. Elég beldtni arra az esetre, hogyha L/K véges bévités, mivel a végtelen bévités kovetkezik a véges
esetbél, mivel Gal(L/K) provéges csoport, tehdt a véges csoportok inverz limesze, igy ha véges csoportok esetén
tudjuk az allitast, akkor az atmegy az inverz limesziikre is.

Az elsé allitas kovetkezik abbdl, hogy tetszOleges véges bovitésnek 1étezik normélbazisa.
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Legyen ¢ egy kociklus, x € L™, és ezek altal b legyen z-ben igy definidlva:

b(z) = 2 co(o(x)).

ceGal(L/K)

Ha vesziink olyan w linedris format, mely 0 minden b(z)-re, ahol x € K", akkor tetszéleges h € L esetén is b(hx)-t
u nulldba viszi, mivel

0 = u(b(hr)) = u(eo(o(W)a(@)) = Y, o(h)ules(o(2))).

oeGal(L/K) oeGal(L/K)

Az automorfizmusok linearis fiiggetlenségének tétele miatt u(c,(o(z))) = 0 minden o esetén és, mivel ¢, invertél-
haté, igy u = 0.

Legyenek x1, x2, . .., x, vektorok, melyek b altali képei linedrisan fiiggetlenek, igy ha vessziik a szokasos bazisrol
b(z;)-re valé attérés matrixat, akkor az invertalhaté lesz, tehat c trividlis kociklus, mivel o(B) = ¢, ! B teljesiil, ahol
B az attérési matrix. O

Innentdl a majdnem étale leszallas konstrukciéjat ismertetem.

2.1.2.2. Allitas. Legyen H = Gal(K/K.). Ha Hy nyilt részcsoportja H-nak és U € H'(Hy, GLy(Ck)), amelyre
teljesiil, hogy v(Uy, — 1) = ¢, ahol ¢ > 0 minden o € Hy esetén. Ez dltal létezik egy olyan d x d-s Ck-beli elemeket
tartalmazo invertdlhato matriz, hogy v(M — 1) = 5, és teljesiil rd, hogy

v(M Uyo(M) —1)=c+1

minden o € Hy esetén.
Tovdbbd ha az is igaz, hogy M~ Uyo(M) =1, ahol 1 a d dimenzids egységmdtriz, akkor

o(M—1)>

o

minden o € Hy esetén.

Bizonyitds. Ezen éllitas bizonyitdsdnak menete megegyezik Hilbert 90. tételének bizonyitdsanak menetével, igy azon
menetet kovetve bizonyitodik az allitas. O

2.1.2.3. Allitas. H'(H, GLy(Cg)) = 1.
Bizonyitds. Vegyiink egy X kociklust H-ban GL4(C g )-beli értékekkel, akkor be kell 14tni, hogy X trividlis. Azonban
az el0z6 allitas miatt elég belatni, hogyha vesziink egy ¢ > 0 konstansot, és egy olyan Hy nyilt normélosztot H-ban,
melyre teljesiil, hogy minden h € Hy esetén v(Xj — 1) > ¢, akkor X megszoritdsa Hp-ra trividlis. A folytonossig
miatt tudunk ilyen Hy-t valasztani.

Tovabba ha vessziik a kovetkezd egzakt sorozatot:

1— H (H/Ho, GLy ((Cﬁf))) ., HY(H,GLy(Cx)) —— H'(Hy, GLq(Cr)),
ahol j a kiterjesztés &ltal indukalt leképezés, az i meg a megszoritdas altal indukalt leképezés. Az el6z6 mi-

att H'(Hy, GL4(Ck)) = 1, igy a masik két csoport izomort, azonban Hilbert 90. tétele miatt tudjuk, hogy
H! (H/Ho, GLy (C,’ZO)) trividlis, mivel H/Hy véges bévités. gy ebbél adédik X trivialitésa is. 0

2.1.2.4. Allitas. A kivetkezd leképezés eqy bijekcid a két folytonos kohomoldgiacsoport kézitt:
o H (r, GLy (f(;)) . HY(Gg, GLa(C)),

aholT = Gal(Ky/K) = Zy,.
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Bizonyitds. Vegyiik az el6z6 bizonyitasban hasznélt egzakt sorozatot ebben a feldllasban:
1 — H'(I,GLq (C¥)) — H'(Gk,GL4(Cx)) — H'(H,GLa(Ck)).

Az €l6z6 4llitas miatt tudjuk, hogy H'(H,GL4(Ck)) = 1, és az Ax-Sen lemmék miatt tudjuk, hogy Ky = CH gy
adédik, hogy

H' (I,GL4 (CE)) — H'(Gk,GL4(Ck))
egy izomorfizmus. O

Ez volt a majdnem étale leszallds, igy térjink &t a telitetlenitésre. K, definidlasa altal legyen K, azon test,
amely K-nak azon bévitése, melynek Galois csoportja T',, := I'"", ahol a generatorat jeloljiik v,-nel.

2.1.2.5. Definicié. Tetszbleges n > 0 esetén definialjuk a Tate-féle normalizalt nyomfiiggvényt, mint
R,: Ko — K,,
zr—p "Trg, ., K, (2),
ha z € K, 1., ahol m nem nulla természetes szdm, Tr meg a szokasos nyomleképezés.
A Tate-féle normalizalt nyomfiiggvényrdl belathatd, hogy létezik két ¢y, co pozitiv konstans, hogy
v(Rn(2)) = v(z) — e,

ahol x € [/(;, és

v((m = 1)71e) = v(2) — e,
ahol z € X,, := {a: € Ko | Ru(z) = 0}.
2.1.2.6. Allitas. Legyen & > 0 és 7 = 0 adott. Tovdbbd b,V -re teljesiil, hogy b = 2¢1 + 2co + 6 és b > b. Ha
U=14U +Us, ahol Uy € My(K,) és v(Uy) = b— ¢1 — ca, toudbbd Us € My (I’{;) és v(Uy) = b > b. Ez dltal
létezik egy olyan M € GLg (I/(;), v(M —1) 2 b—c—d, ahol ¢,d > 0, melyre igaz, hogy

M7 U~ (M) =1+ V;y + Va,
ahol teljesiil, hogy V1 € My(K,,) ésv(V1) = b— c1 — ca, tovdabbd Vs, € Md(I/(O\O) ésv(Vo) = b + 6.
Bizonyitds. Legyen Us = R, (Us) + (1 — ~,.)V, amelyre teljesiil, hogy

v(R,(U2)) = v(Us) — ¢, és v(V) = v(Usz) — 1 — ca.
Igy
A+V) U0+ V) =1 -V +V2 - A+ U+ U) A+ 7, (V) =14+ Uy + R, (Us) + ...,

ahol a tovabbi tagok mér legalabb masodfoku kifejezések. Ha a kovetkezd azonositdsokat tessziik, hogy M =1+ V,

Vi = Uy + R, (Us) és V5 meg legyen az Osszeg tovabbi tagjai, akkor egy olyan métrixot kapunk, mely a sziikséges
tulajdonsdgokkal rendelkezik. O

2.1.2.7. Kovetkezmény. Ha az elézd dllitas feltételeit meghagyjuk, akkor teljesil, hogy létezik egy olyan M €
GLg (Koo) is, melyre igaz, hogy v(M — 1) = b—c; —co és MU, (M) € GL4(K,,).

Bizonyitds. Ha az el6z6 allitast megismételjiik b-re, b+ 9, b+ 2d-ra és igy tovabb, és vessziik ezen méatrixok limeszét,
akkor megkapjuk a keresett M-et. O
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2.1.2.8. Allitas. Legyen B € My, ([?;) Ha létezik eqgy Vi € GL4(K;) és Vo € GLs(K;), ahol n = i, tovdbbd
v(Vi = 1) > ca, v(Va — 1) > ca, ¥ (B) = V1 BVa, akkor B € My s(K;).

Bizonyitds. Vegyiik a B matrixot és a B métrix R; altali képét, akkor ha belatjuk, hogy ezen két matrix kiilonbsége
azonosan nulla matrix, akkor abbdl kovetkezik, hogy B métrixelemei K;-beliek. Azt tudjuk, hogy B — R;(B) elemei

I/(O\O —R; (f(;)-beli elemek lesznek. Az R;-r6l tudjuk, hogy K; linearis és felcserélhetd ~;-vel is, igy

7(B — Ri(B)) — B — Ry(B) = Vi(B — Ri(B))V2 — (B — Ri(B)) =
= (Vi = 1)(B = Ri(B))Va + Vi(B — Ri(B))(Va = 1) = (Vi = 1)(B — Ri(B))(V2 — 1),

tehat v(v;(B — R;(B)) — B — Ri(B)) > v(B — R;(B)) + c2, amelybdl kovetkezik, hogy B — R;(B) = 0, mivel
v(B — R;(B)) > 0. O

2.1.2.9. Allitas. GLy(K,) bedgyazisa GLg (I/(;) -be indukal egy bijekciot:
i HYT, GLy(Ko)) — H' (r, GLa (E;)) .
Tovdbbd tetszéleges folytonos o — U, kociklus eleme Z' (F, GLy (I?;)) -nak. Ha teljesil rd, hogy
v(Us — 1) > 2¢1 + 2¢2

minden o € I esetén, akkor létezik eqy olyan M € GLgy (I/(O\o), hogy v(M —1) > ¢1 +cg és 0 — UL = MU, 0(M),
ahol U'. € GLy(K,).

Bizonyitds. A i sziirjektivbol kovetkezik M-nek a létezése, igy elég a bijektivitast bizonyitani.

Legyen X egy kociklusa I'-nak, melynek értékei GL4 (IA( OO)—beliek. Ekkor 1étezik egy n € N, hogy minden o € T';,-
beli elemre teljesiil, hogy v(X, — 1) > 2¢; + 2¢ a folytonossag miatt. Tovabba a kovetkezményt hasznalva
létezik egy olyan M € GLg4 (I/(;), hogy v(M — 1) > ¢1 + co, és igaz ra, hogy

X"’Yn = MilX’Ynfyn(M)’

igy X! € GLq(K,). Ha minden o € I'ra X = M=X,, 0,(M), akkor a [2.1.2.8] allitds miatt ha V; = X;:l és
Vo = o(X] ) valasztast tessziik, akkor X € GLg4(K,,), amibél kévetkezik a sziirjektivitds, mivel tetszéleges o € I'-ra
Xio(X! ) =X, =X =X ~v.(X}), és ezen egyenlet atrendezésével v, (X]) = X/~ X/ o(X! ) azonossigot

kapjuk, ami megfelel a2.1.2.8 allitdsban 1év6 feltételnek, igy i sziirjektiv lesz.
Végiil 1assuk be az injektivitdst. Legyen X, X’ két kociklusa I'-nak, melyek értékei G Ly(K o )-beliek és kohomo-

l6gok GLg4 (@)—ben. Akkor minden o € I'-ra létezik egy M € GLg4 (I/(;), hogy M~'X,0(M) = X!. Ha n-et elég

nagynak vélasszuk, akkor a [2.1.2.8 allitas miatt kévetkezik, hogy M € GL4(K,), mivel X, és X’ kohomolégok
lesznek GLg(Ko)-ben. v, € T,y esetén teljesiil, hogy v, (M) = X TMX! . Ez altal kovetkezik, hogy X és X is
kohomoldégok lesznek GL4(K)-ban is, tehat ¢ injektiv. O

2.1.2.10. Tétel. A G — T leképezés indukdl eqy leképezést a folytonos kohomoldgidk kozott:
n: H' (T, GLy(Ky)) — H'(Gk, GL4(Ck)),
és tovdbbd teljesiil, hogy GLy(Ky) bedgyazdsa GL4(Ck)-be bijektiv.

Bizonyitds. Az elézé allitast és a[2.1.2.4] Allitast haszndlva kovektezik a tétel, mivel mindkét allitds bijekeid, igy a
kompoziciéjuk is bijekcié lesz. O
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2.1.3. Sen operatora
Legyen W egy Cg-reprezentacidja G i Galois-csoportnak, és legyen W dimenzidja d. Tovabba legyen

@:zWHz{w|w€VV, olw)=w VYoeH}

ha CIL = Ko, akkor W, egy K.-vektortér, melyen hat T' = Gal(Ky/K) = Z,. Legyen W, egy d-dimenzi6s
reprezentaciéja I'-nak K, felett.

2.1.3.1. Tétel. A Cg O VI//:O —> W természetes leképezés eqy izomorfizmus.
Bizonyitds. Ezen tétel a allités egy més alakban megadott forméaja, tehat [2.1.2.3}bol kovetkezik a tétel. [
2.1.3.2. Tétel. Minden r € N-re és W,. eqy K,.-reprezenticiora, melynek I feletti dimenzidja d, akkor

Ko Qg Wr — W
leképezés eqy izomorfizmus.
Bizonyitds. Ezen tétel a[2.1.2.9] 4llitds masképpen leirva, tehdt 2.1.2.9tb6l kovetkezik a tétel. O
2.1.3.3. Definicié. 1. W, := Ko ®x, Wi, és Wo-ben W,-t definialjuk tgy, hogy 1 ® W,.

2. Azwe Woo vektort K-végesnek nevezziik, ha I' 4ltali eltoltja general egy véges dimenziés K-vektorteret. Igy
definialhatjuk We,-t, mint

Wy = {w € 1//1\/00 | w K—Véges},
amely Woo-nak egy K, altere, amelyen hat a I'.
2.1.3.4. Allitéas. 1. Wy = Ky ®k, Wy,
2. W = Koy @, Wap.

Bizonyitds. A definicié miatt a W, 2 Ko Qx, Wy, mivel W, egy Ko -altere W//;—nek, amelyen I' hat. Ez altal csak
a masik irdnyu tartalmazast szitkséges belatni.

Legyen {e1,...,eq} egy bazisa W,.-nek, amely I/I//;—nek is bazisa, tehat tetszéleges w € W, felirhatd, mint
w = Y. Ne;. Legyen X azon véges dimenziés K-vektortér, amelyet I'w general. Legyen X-nek egy bazisa
{wi,we, ..., ws}, akkor e; bazisrél w; bazisra valé attérési matrix legyen B € Mgy, (I/I//;) Tegyiik fel, hogy
Yr(wi, ..oy ws) = (Wi, ..., ws)Va és vr(e1,...,es) = (e1,...,es)V teljesiil, akkor 7,.(B) = VleVg. Ha elég nagy-
nak vélasszuk r-et, akkor [2.1.2.8] 4llitds miatt teljesiilni fog, hogy B € Myxs(Ky), tehdt w € Ko Qk, Wi. O
W legyen egy d dimenzids Cg-reprezentécidja G csoportnak. Legyen tovabba W,.-nek egy bézisa {e1,...,eq}

K, felett, amely Wy,-nek a bdzisa is K, felett és W-nak is. Tovdbbé legyen o € ' — U, € GL4(K) egy kociklus.
Ha W reprezentéciéra homomorfizmusként gondolunk, akkor legyen p : G — Autc, (W). Ez éltal p(v,) = U, €
GLg4(K,), melyre teljesiil, hogy v(U,, —1) > ¢1 + ¢c2. Ha o eT', v(U, — 1) > ¢1 + ¢, akkor

o 1 k
log(Uy) := 3 (-1 1o - )
k>1
konvergél egy GL4(K,.) matrixhoz.

2.1.3.5. Definicié. Legyen o € I'-ra, és legyen log(c) = log, (o) egy egyértelmii a € Z,, melyre ¢ = v*. Minden
g € G-re, legyen log(g) := log(gr).
2.1.3.6. Definicié. Legyen W egy Cx-reprezentacié, akkor a hozza tartozéo © = Oy, Sen-operatort ugy definial-
hatjuk, hogy
_logU,, logU,
log(v,)  log(o)
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2.1.3.7. Tétel. © egy egyedi Ky linedris endomorfizmusa Wy -nak, amelyhez létezik eqy Ty nyilt részcsoportja
I'-nak minden w € Wy, esetén, melyre

o(w) = exp(log(0)O)(w)
teljesil minden o € T'y,-re.

Bizonyitds. Legyen {eq,...,eq} egy bazisa Wy-nak, akkor tetszéleges w € Wy, felirhaté ezen elemek linedris kom-
binéciéjaként (w = Z?:o /\iei). Igy Tw =T N Iy, n---nTy,, amely egy nyilt részcsoportja I'-nak. Ez altal
tetszéleges o € I'y-re teljestil, hogy

exp(log(0)O) = exp(log(Uy,)) = Uy,
igy o(w) megadhat6, mint exp(log(c)©)(w). Ez bizonyitja a formula létezését.
Ha ezen formula létezik, akkor tetszéleges o € I', nI'y, n---nT'y,, ahol 0 = 4%. Ha vesziink egy elemet W,-bél,
akkor az megadhaté U, segitségével vagy az eléz6 formula segitségével, igy tehét
Uy = U, = exp(log(d)O).
Ha vessziik mindkét oldal logaritmusat kapjuk, hogy
a-log(U,) = log(Us) = log(0)®,

mivel tudjuk, hogy © egyértelmii, igy adédik a formula egyértelmiisége, ha az el6z8 egyenletet leosztjuk log(o)-
val. O

2.1.3.8. Kovetkezmény. Minden w e Wy, igaz lesz, hogy

1 t _ t —
Ow) = T C) R U N b C) R}
log(o)  t=0 t t—0
p-padikusan p-padikusan

tehdat T’ kommutdl ©-val Wy -n, és G kommutdl ©-val W-n.

Bizonyitds. A Sen operator ezen definicidja kovetkezik abbdl, ha a exp(log(o)0)(w) leképezést Taylor-sorba fejtjik,
és nézziik az elsd tagjat, akkor a nulla helyen vizsgalva adédik ezen formula. O

2.1.3.9. Kovetkezmény. Minden w € Wy -re. O(w) = 0 akkor, és csak akkor teljesil ha w-nak a T-orbitja véges,
tehdt w stabilizatora T' egy nyilt részcsoportjdnak.

Bizonyitds. Az el6z6 kdvetkezménybdl és az el6z6 tételbdl rogton kovetkezik. O
2.1.3.10. Kovetkezmény. Legyen W és W' két Cy -reprezentdcidja Gy -nak.

1. Owgw = Ow @ Owr,

2. Owew =Ow ®1+1® 6y,

3. Oomw,wry = (f = foOw — foOy),

4. Ha W' egy rész-reprezentdcioja W-nak, akkor Ow: = Oy .

c sz

A harmadik allitdshoz irjuk fel © gomw,w)(w) Taylor-sordt 0-ban:

o' flo™'w) = f(w) = (1 +t-log(0) f((1 — t - log(0))w) + O(t*) f(w) — f(w) =
=t -log(0)f(w) — t - f(log(o)w) + O(*) f (w).

Erre alkalmazva ©-nak a[2.1.3.8 kovetkezménybeli definiciéjat kapjuk a 3. allitast. O

2.1.3.11. Allitds. W -nek létezik egy olyan bizisa, amelyhez tartozé © operdtor mdtrizdnak elemei K -beliek.
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Bizonyitds. Legyen o € T' tetszbleges, akkor tudjuk, hogy O-val vald felcserélhetdség miatt © és o(©) hasonld
matrixok. Azonban, mivel O-ra nézve invarians elemek mind K-beliek, igy azon matrixok, amelyek hasonléak ©-val
mind olyanok, melynek elemei K-beliek. O

2.1.3.12. Tétel. © magja eqy Cx -altere W-nak és, amely G i invaridns elemek dltal van generdlva, tehdt Ker(©) =
Ck Rk W6,

Bizonyitds. Legyen X a © magja. Azt tudjuk, hogy azon elemek, amelyek invaridnsak Gg-ra nézve © magjaban
vannak, igy elég azt belatni, hogy X-et azon elemek generaljik, amelyek Gy éltal fixek. Tovibbd G hatéds és ©
egymaéssal valo felcserélhetésége miatt, igy X egy Cg-reprezenticidja Gi-nak, tehat Xy egy jol-definidlt halmaz
ebben az esetben. Igy elég taldlni K -nek egy olyan bazisat, mely X, -beli elemekbél 4ll, mivel linearitds miatt
kiterjed X-ra a ©.

Ha w € X, akkor 2.1.3.9] kovetkezmény miatt w [-orbitja véges, tehdt X,,-n a I' dltali hatés folytonos, igy
21.2] tételbdl kovetkezik, hogy létezik véges bézisa Xo.-nek, amelyet T' elemei fixen hagynak. O

2.1.3.13. Tétel. Legyen W1 és Wy két Ck -reprezenticio, és ©1, Oa a hozzdjuk tartozé Sen-operdtorok. A ©1 és
Oy akkor, és csak akkor egyezik meg, ha Wy és Wo izomorfak.

Bizonyitds. Legyen W = Homg , (W7, Ws), és © a hozza tartozé Sen operator. Két Sen operatort, akkor neveziink
azonosnak ha létezik egy olyan izomorfizmus f : W7 — Ws, amelyre teljesiil, hogy

Os0f = fo0.

Ezen tulajdonsag a kovetkezmény 3. allitdsa miatt azonos azzal, hogy f € Ker(©). Tovdbba a
tétel miatt tudjuk, hogy ez azt jelenti, hogy WEx ®x Cx = Ker(0).
Tegyiik fel, hogy W7, W5 izomorfak, tehat 1étezik egy izomorfizmus, amely barmely G g-beli elemmel felcserél-
heté. Ez altal megkonstrudlhaté egy WK @ Cx-beli izomorfizmus, amely teljesiti az azonosség kovetelményeit.
Tegyiik fel, hogy ©,, ©, azonosak, tehit adott egy f € WEK @y Cg izomorfizmus, amely felcserélhets a Sen
operatorokkal. Vegyiik W&k -nak egy K-bézisat: {f1,..., fn}-t. Vegyiik tovabba Wi-nek és Wa-nek egy tetszoleges
bézisat, akkor az f-nek a létezése igazolja, hogy fi-khez léteznek olyan c¢; € Cg-k, hogy

det (c1fi + -+ + enfn) # 0,

ahol f; az f;-hez tartozé métrix. Ez altal, ha a ¢; konstansokat kicseréljiikk x; véltozokra, akkor az igy kapott
tobbvaltozds polinom nem lehet azonosan nulla polinom, igy mivel K egy végtelen elemszamu test igy léteznek
olyan \; elemei, hogy

det (M f1+ -+ Anfn) # 0.

Ez altal a A1 f1 + - -+ + A\, [, izomorfizmus megfelel§ valasztas lesz Wy és Wy kozott. O

2.1.4. Sen tétele

2.1.4.1. Tétel. (Sen tétele) Legyen V egy Qp-reprezenticidja G-nak, és p : Gx — Aulg, (V) a hozzd tartozo
homomorfizmus. Tegyiik fel, hogy K-nak a maradékteste algebrailag zdrt, és p(Gk)-nak a Lie algebrdja g, akkor g
a legkisebb Qp-altere Endg, (V')-nek, amelyre teljesiil, hogy © € Ck ®q, g

A kovetkezd lemma sziikséges lesz a tétel bizonyitasdhoz.

2.1.4.2. Lemma. Legyen L egy Galois-bévitése K testnek, akkor legyen G = Gal(L/K) egy p-adikus Lie csoport,
{G(n)}nen egy p-adikus Lie filtracidja. Tegyiik fel, hogy van egy olyan n € N, melyre teljesil, hogy A : G(n) — Q,
folytonos fiigguény, és x € L olyan elem, amelyre igaz, hogy

Mo)= (o — 1)z ( mod p™) minden o € G(n)-re, és m € Z-re.

Akkor létezik egy olyan ¢ konstans, melyre teljestil, hogy

Mo) =0 ( mod p™ 1) minden o € G(n)-re, ésm e Z-re.
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Bizonyitds. Atskaldzas miatt feltehets, hogy m = 0. Legyen X a A fiiggvényének a Zy-vel kifaktorizalt képe, tehat
o) = Mo) + Zp. A X egy kohatér, mivel Qp/Z, beinjektélhaté L/Op-be, amibl kivetkezik, hogy A 1-kociklus,
tehat A\ homomorfizmus, mivel G(n) trividlisan hat Q,/Z,-n.

Legyen H = Ker (X) és B = LT akkor az Ax-Sen lemma miatt tudjuk, hogy (o —1) € @, és 1étezik egy olyan
y € E, melyre teljesiil, hogy y = « ( mod pil). Tovabba igy teljesiil, hogy

Mo)=(c—1)z=(c—1)y ( modp™ ') minden o € G(n)-re.

Legyen g € Gk egy olyan elem, amelyre igaz, hogy gH generdlja G(n)/H-t, és legyen \(g) = (g — 1)y + p~ 'z,

ahol z € Op. Bévitéselméletbdl tudjuk, hogyha K, = K& és E egy véges ciklikus bévitése K,-nek, akkor
Trg/k,(Or) c p™°[E : K,]Ok, teljesiil, igy ezt hasznélva itt is kapjuk, hogy

[E: K,\g) ep “'[E: K,]Ok,,
fgy A(g) =0 ( mod p=¢~'). Tovabba igy tetszdleges o € G(n)-re is igaz lesz, tehdt adédik a lemma. O

Bizonyitds. (Sen tétel bizonyitasa)

Legyen V-nek egy Q,-bézisa e, ...,eq ha dim(V) = d, és p(o) matrixa legyen meg U, az ey,...,eq bazisban.
Tovabba tegyiik fel, hogy Ko/K Z, feletti korosztési bévités.

A allitds miatt 1étezik egy olyan ef,..., e, bazisa Wy-nek, amely egy olyan K-alteret general, amely
stabil T" egy T',, részcsoportjara nézve. Ha U’ egy kociklus ezen bézis dltal megadva, akkor tetszdleges o € Gg
elem esetén U! invertdlhaté d x d-s métrix lesz. Jeloljik ezen bdzisok kozotti dttérési métrixot M-mel, akkor
M~U! o(M) = U, teljesiil tetszbleges o € G esetén. Igy ha példaul Me-val jeldljiik a Sen-operator matrixat,
akkor tetszdleges G -beli egységelemhez kozeli o-ra teljesiil, hogy U. = exp(logox(c)(Me)), {gy feltehetd, hogy a
Sen operator matrixanak elemei K-beli elemek.

A tétel allitdsdt megfogalmazhatjuk tgy is, hogyha vesziink egy f Qp-linedris format akkor, és csak akkor tiinik
el g-n, ha f kiterjesztése Cx &ltal eltiinik ©-n.

Legyen G,, = {o € G | U, = I és (logox)(0)Me =0 ( mod p™)} ha n > 2, és legyen

0
Go=[)Gn=1{0eG|U, =16 x(o) =1}
n=2

Tovabba legyen G = G2/Gy és G = Gm/Gsw ha m > 2, akkor G egy p-adikus Lie-csoport, melynek egy Lie
filtréciojat adja {va} L HaL= K, alkor a [2.1.1.6] allitds miatt, igy C&* = L. Azt tudjuk ez 4ltal, hogy

me

tetszoleges 0 € Gy-re M’Alch = I, igy az attérési matrix elemeire is igaz, hogy E—beliek, igy Mg és M—1MgM
elemeire is teljesiil, hogy L-beliek. Ez altal elég csak L-ben belatni a tételt G-beli elemek esetén. Tovabba még
feltehetd az is, hogy algebrai egész elemek az dttérési matrix elemei.

Ha n > ng, 0 € G, U, = I ( mod p"), akkor MU, = UlLco(M) egyenlet azt mutatja, hogy (M) = M (
mod p™) minden o € C\r’;—re. Tovabba az Ax-Sen lemma alapjin igaz minden n-re, hogy létezik egy M,, € GLd(f/),
hogy M,, = M ( mod p"~!) és o(M,) = M,, minden o € C/;';—re. Ha o € C/T':L és n = 2, akkor U, = I + log(Uy,), és
U, = I+ (logox)U, = I + (logox)(c) - Me ( mod p*"). Ha U kicseréljiik az el6z8 egyenletben, akkor kapjuk,
hogy M + M(logU,) = o(M) + (logox)(c) - Mea(M) ( mod p?"), amelybél kévetkezik, hogy M + M,,(logU,) =
(M) + (logox)(o) - MeM,, ( mod p?"~1).

Legyen r1, 75 € Z olyanok, melyekre teljesiil, hogy p™ ' M ~'-nek és p™ Mg-nak egészek az elemei. Igy megva-
laszthatjuk n-t 4gy, hogy n > r := 2r; + ro — 1, akkor M,-nek és p™ 1M 1-nek is egész elemei lesznek. Ha az
el6z6 egyenletet beszorozzuk p"t~1 M 1-gyel és leosztjuk p™ ~!-gyel, akkor ezt az egyenletet kapjuk:

Cn + 10g Uo’ = O'(Cn) + (log OX)(O’) . Mn_lM@Mn ( mod p2n—7”1) ,

ahol C,, = M,;'M =1 ( mod p"~").
Legyen A, = M, 'MgM, és A = M~1MgM, akkor

M, *MeoM, — M *MoM = (M, — M) Mo M, + M~*Me(M, — M) =
= (M 'M -~ )M~ *MeM, + M~ Mg (M, — M) =0 ( mod p"™").

2. Fejezet 2.1. Tate és Sen elmélete 17



Fontaine és Colmez tétele

Ez altal kapjuk, hogy (logox)(c)A, = (logox)A ( mod p?"~"), amibél meg az is kijén, hogy (o —1)C,, = log U, —
(log ox) (o) An ( mod p**~71).
Ha ezen egyenletre alkalmazzuk f-et kapjuk, hogy

(0 = 1)f(Cn) = f(logUs) — (logox)(a) f(An) ( mod p** ™)
és

(0 = 1)f(Cy) = flogUs) — (logox) (o) f(A) ( mod p*~7).
Tegyiik fel, hogy f(A) = 0, akkor a lemma miatt, és az el6z6 kongruencia altal teljesiil, hogy létezik egy ¢ konstans,
melyre igaz, hogy f(logU,) =0 ( mod pQ"*'”*Cfl) tetszoleges o € G,, esetén. Ebbd] kovetkezik, hogy f(logU,) = 0
( mod p" ") tetszbleges o € G esetén, és fgy flogU,) = 0 is teljesiil, mivel o®"~ € G, és log U o2 =
p"2log U, tetszbleges o € G esetén. _

Léssuk be most a masik irdnyt, tegytik fel, hogy f(logU,) = 0 minden o € G esetén. Ezt indirekten fogjuk
beldtni, tehat tegyiik fel, hogy nem igaz, igy a lemma miatt teljesiil, hogy (logoy)(c) =0 ( mod pQ”*T’C*PS),
ahol s olyan konstans, melyre teljesiil, hogy p°*f(A)~! egész. Tetszélegesen nagy n és minden o € C\J:L esetén igaz
ezen kongruencia. Ebbdl kovetkezik, hogy (logox)(c) = 0 minden o € G esetén. Azonban ez ellentmondds, mivel
X olyan karakter, melynek értékkészlete végtelen, igy f(A,) = 0, mivel f(A) # 0 feltevéshdl kiovetkezik, hogy
f(A,) #0.

Az ekvivalens megfogalmazds beldatasabodl kovetkezik Sen tétele. O

2.2. (F,G)-gytiriik és R-reprezentacidk

A szekceid alatt Brinon és Conrad (4) és Fontaine és Ouyang (10) jegyzetét kovetem, mivel a két jegyzet tartalmazza a
szamunkra szlikséges definicidkat és allitasokat. Az R-megengedett reprezentaciok kategoridja és az E-vektorterek
kategéridja kozott megadhaté egy funktor, mely egzakt, hiiséges és tenzor tulajdonsagot is tartja. Ezen allitas
bizonyitasanak konstrukcidéja megegyezik Fontaine gytirtijeihez rendelhet6 bizonyos reprezentaciok kategoéridja és a
megfelel6 vektorterek kategoridja kozotti funktorok ezen tulajdonsagainak bizonyitasaval.

2.2.0.1. Definicié. (R-reprezentdciok) Legyen G egy topoldgikus csoport és R egy topoldgikus gytir(i, melyen

c sz

R-modulus, melyen értelmezve van egy szemilineéris, folytonos G csoport altali hatés.
Példak R-reprezenticidkra:
1. X linedris reprezentacié, ha G altali hatds trividlis.
2. X mod p reprezentacid, ha R = [F,, test, és R-n a diszkrét topolégiat értjiik.
3. X p-adikus reprezentécié, ha R = Q,, test, és R-n a p-adikus topolégiat definidljuk.
4

. X szabad R-reprezentacio, ha X szabad R-modulus.

legalabb az egyiket teljesiti:
1. X-nek létezik X elemeibdl allé bézisa.
2. X =~ R?, ahol a hatds komponensenként értendd, és d a R-reprezentaci6é dimenziéja.

2.2.0.3. Allitas. Legyen d € N.

1. X egy d dimenziés szabad R-reprezentdcid, és H'(G, GLq(R)) kohomoldgiacsoport [X| ekvivalencia osztdlya
kézott megadhato egy bijekcio.

2. X akkor, és csak akkor trividlis d dimenzios szabad R-reprezentdcio, ha

[X] a trividlis eleme H* (G, GL4(R))-nek.
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Bizonyitds. Az elsé allitasbdl rogton kovetkezik a masodik, igy elég csak az els6t belatni. Legyen X egy d-ed rangu,
szabad R-reprezentaciéja G-nek, melynek bazisa e, eq, ..., eq, akkor lassuk be, hogy X ekvivalenciaosztilya egy
HL . (G,GL4(R))-beli elem.

Vegylink egy g € G-t, akkor tetszOleges e; baziselemeinek g altali képe Z?Zl a; ;(9)e; lesz, igy megadhatd egy
g elemhez egy My = (a;;(9))ije(1,....qy invertdlhaté d x d-s matrix. A g € G — M, € GL4(R) hozzarendelés dltal
megadott leképezés igy folytonos lesz, mivel M, invertalhaté és g(e1,...,eq) = (e1,...,eq)My. A g1-92 € G elemmel
valé hatasra kétféleképpen is gondolhatunk egyrészt giga(e1,...,eq) = (e1,...,eq) My, g,, masrészt

91(92(617 SERE) ed)) = gl((elv ) ed))gl(Mgz) = (617 ) ed)Mglgl(M92)7

amib6l kovetkezik, hogy My, 4, = Mg, 91(M,,). Az elébbi hozzarendeléssel definidlt leképezést m-mel jelolve, azt
kapjuk, hogy m(gi1g2) = m(g1)g1(m(g2)), amelybdl kovetkezik, hogy m : G — GL4(R) folytonos leképezés egy
ZY (G, GL4(R))-beli elem.

Ha vesziink X-nek egy méasik R-bazisdt, és a hozza tartozé m’ leképezést, amelyet g — M, = (a; ;(9)")ije(1,....q)
hozzarendeléssel definialhatunk, akkor a 7" attérési matrix altal a kévetkezd egyenlet teljesiil:

m'(g) = T~ 'm(g)g(T).

Igy barmely két ilyen leképezés kohomoldg lesz egymassal, igy m osztélya H' (G, GLg(R))-ban fiiggetlen X bazisatol,
tehdt X — [X] hozzarendelés megfelels, ahol m osztélyét jeloltem [X]-szel.

Tovabba sziikséges még a masik irdnyi hozzarendelés megadasa, tehat ha vesziink egy 1-kociklust, akkor tu-
dunk hozz4 taldlni reprezentéciot, tehat legyen m” € Z1(G, GL4(R)) egy 1-kociklus, akkor létezik hozza egy olyan
egyértelmfi, szemilinedris hatdsa G-nek X = R%-n, mely

g— A" = ((a/i/,j(g>))i,je{l,...,d}

hozzéarendelés 4ltal adott, tehdt [X] m” osztdlydban van. O

Legyen R egy topolégia gyliri, G egy topolégikus csoport, amely hat az R-en, és a G altali fixtestének egy zart
részteste F-nek. Tovabba legyen C' R hanyadosteste.

2.2.0.4. Definicié. R-et (F, G)-reguldrisnak nevezziik, akkor ha a kovetkezoket teljesiti:

1. R egy integritasi tartomény,

2. R% = C%, ahol C-n val6 hatdst lefrhatjuk, mint g (%) = zg:;;, ahol 71,79 € R,

3. minden 0 # r € R-hez létezik egy A € F, melyre g(r) = Ar teljesiil, tetszleges g € G esetén, akkor r
invertalhaté lesz R-ben.

2.2.0.5. Eszrevétel. Ha R egy test, akkor mindig (F,G)-reguldris.

Tovabba még az is latszdédik ha majd bevezetésre keriilnek a Hodge-Tate, de Rham, kristalyos és félig-stabil
periédus gytiriik, hogy ezen gylirtik nem mdsok, mint (Q,, Gk )-reguldris gyfirtik, ahol K egy p-adikus test, és Gg
meg az abszolut Galois csoportja.

2.2.0.6. Definicié. Legyen V' F-reprezenticidja G-nek, akkor mondjuk V-t R altal megengedettnek, ha R ®p V
trivialis R-reprezentacidja G-nek.

2.2.0.7. Tétel. Legyen V' egy tetszdleges F-reprezentdcidja G-nek, tovdbbd az RQrV G csoporthatdssal rendelkezve
eqy szabad R-reprezentdcidja G-nek. Legyen Dy eqy leképezés, amely G-nek eqy F-reprezentdcidihoz egy E := RC
vektorteret rendel hozzd, tehdt Dr(V) := (R®Qrp V).

Legyen oy azon leképezés, hogy:

ay R®E DR(V) —>R®FV
A®x +— Az,

ahol A€ R, x € Dr(V), akkor ay R-linedris, és felcserélhetd a G dltali hatdssal.

s

Tovdbbd akkor, és csak akkor van egyenldség, ha vy izomorfizmus, és ay akkor, és csak akkor izomorfizmus, ha V
R dltal megengedett.
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Bizonyitds. Legyen C' R-nek a hanyadosteste, akkor mivel R (F, G)-regularis, igy C% = E. A kévetkez6 kommutativ
diagram miatt és ay ¢ injektivitdsabdl kévetkezik, hogy oy, g injektiv:

R®g DR(V) — s R®rV

R®g Dc(V)

C®eDc(V) ——— CQRrV.

Igy feltehetd, hogy R test.

Az ay injektivitdasanak a belatasat teljes indukciéval fogjuk tenni az alapjan, hogyha veszink zi,xo,...,z, €
Dgr(V)-beli elemeket, amelyek linedrisan fiiggetlenek E felett, akkor R felett is linedrisan fiiggetlenek lesznek.
Tegyiik fel, hogy (n — 1)-ig teljesiil az allitds. Az n-edik esetet indirekten fogjuk beldtni, tehat tegytik fel, hogy E
felett fliggetlenek linedrisan, de R felett nem, tehat 1éteznek olyan R-beli \;-k, melyek koziil legaldabb az egyik nem
nulla, és Y1, \;x; = 0 igaz rdjuk. Feltehetd tovabbd, hogy A, = —1, igy az n-edik kifejezhets konnyedén a tobbi
linearis kombindcidjaként. Vegyiik z,-nek egy g # 1 € G-beli elem altali képét, akkor

n—1
oo = g(xn) = Y, 9N,
1=1

tehét az indukci6é miatt \; — g(A\;) = 0, ami azt jelenti, hogy A\; € F, ami tovdbb4 meg ellentmondds, mivel z;-k E
felett linearisan fliggetlenek.

A hérmas ekvivalencia koziil a megengedettsége, és az oy izomorfizmusa kénnyen adédik, mivel ha V' megen-
gedett, akkor az azt jelenti, hogy létezik egy olyan bazisa R ®p V-nek, amely elemek D g (V)-bél szdrmaznak, és
mivel ay injektiv és ay (1 ® z;) = x; teljesiil, igy ez ekvivalens azzal, hogy ay izomorfizmus.

A masik ekvivalenciabdl az az irany egyértelmii mikor avy, izomorfizmus, mivel akkor abbol kovetkezik a dimenzidk
azonosséga. Igy mar csak a masik irdnyt kell belétni. Legyen eq, e, ..., e, egy béazisa V-nek F felett, akkor 1®e;-k
altal megadhaté R ®p V-nek is egy bézisa R felett. Vegyiik Dr(V)-nek is egy €1, €a, ..., €, bazisit F felett, akkor

n

€;-k felirhaték, mint €; = >} a; je;. Ez altal adédik egy A = ((a;;))i,; d x d-s métrix. Az oy injektivitdsa miatt
j=1

adédik, hogy det(A) nem nulla. A invertdlhatésdga R-ben kovetkezik abbdl, hogy R (F,G)-regularis. Mivel ha

E=cinrnesnene,bése=c¢€ AeaAez A A€, €Dgr(V), akkor a ¢ = A - E egyenlet irhaté fel, és ha

tetszOleges g € G elem altali képét nézziik az egyenletnek, tehit g(e) = g(A)g(E) = g(A)n(g) - E, ahol n : G — F*

(
homomorfizmus, amelyre teljesiil, hogy g(E) = n(g) - E. Akkor kévetkezik, hogy g(A4) = n(g) ' A egyenlet frhat6
fel minden g-re, igy teljesiil az (F, G)-regularitds, igy A invertélhato. O

2.2.0.8. Tétel. Legyen V € Repp(G), akkor Dr : V. — (R®p V)C leképezés megszoritisa az R-megengedett

s s

Bizonyitds. Legyen V egy R-megengedett F-reprezentacidja G-nek, és ennek legyen V' egy részreprezenticidja és
V" =V /V', akkor

0—V —-V-—V"—0

egy rovid egzakt sorozat. A R-rel vald tenzorozés tartja az egzaktsagot, igy a kovetkez6 is egy rovid egzakt sorozat
lesz:

0—>R®FV/—>R®FV—>R®FV”—>O.

Ha vessziik tovabbd a G csoporthatds éltali fixtereket, akkor D (V')-nél és Dr(V)-nél is megmarad az egzaktsig.
Azonban, mivel R-megengedett igy dimenzié tulajdonsdgok miatt teljesiil, hogy Dr(V")-nél is egzakt lesz, tehat
Dpr egy egzakt funktor. Tovdbbd, mivel ha V' # 0, akkor D (V) se 0, tehét D g hiiséges funktor.

Igy mar csak a tenzorképzés megtartasat kell beldtni. Ehhez vegyiik a kévetkezd diagramot:
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(RRr V1) ®r (RQF Vo) ——— RQ®r (V1 ®p V)
Dr(Vi) ®e Dgr(V2) > Dr(Vi ®F Va).

ADr(V1)®gDgr(Va) — Dr(Vi ®F Vo) leképezés definidlhaté ezen diagram altal. A diagrambdl még az is adédik,
hogy ezen leképezés injektiv. Vi és Vo B-megengedettsége miatt a kovetkezd egyenlétlenség teljesiil a dimenzidkra:

dimg(Dr(Vi) @k Dr(V2)) = dimg(R®F (Vi ®F V2)) = dimg(Dr(Vi ®F V2)),

amely altal adédik, hogy a leképezés sziirjektiv is, tehat izomorfizmus. O
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3. fejezet

Fontaine elmélete

A p-adikus reprezentaciok elméletének megjelenése, felviragzasa annak koszonhet6, hogy a kezdetektol az aritmetikai
geométerek egyik célja a raciondlis szamok abszolut Galois csoportjanak a megismerése. Ennek az egyik lehet&sége
ha ezen csoport reprezentaciéinak a vizsgalata, és mivel ezen Galois csoport p helyen vett, ahol p egy primszam,
felbontési csoportja izomorf @Q, abszolit Galois csoportjaval. Igy a p-adikus reprezentéciok célja ezen csoport
hatdsanak a megismerése a QQ, vektortereken. Ehhez jarult hozza Fontaine az elméletével, mivel a célja az volt,
hogy klasszifikalni tudja ezen reprezentiaciokat, és képes legyen hozzajuk csatolni kiillonféle inveridnsokat.

Ezen fejezethez a kovetkez8 harom jegyzetet, cikket veszem segitségiil: Conrad és Brinon (4) jegyzetét, Fontaine
és Ouyang (10) konyvét és Peter Schneider (I9) konyvét. Ouyang-ék (I0) jegyzete a teljes kép megalkotdsat fogja
segiteni, amelyhez Conrad (4) és Schneider (19) jegyzeteit fogom haszndlni, amely definiciok, konstrukcidk jobb
megértését segitik.

3.1. Hodge-Tate és de Rham reprezentaciok

A fejezetben bemutatédsra keriil$ két tipusa a p-adikus reprezentdciéknak Fontaine peridodus gytiriiibél fogjuk szar-
maztatni. A Hodge-Tate periédus gyiirii a Tate csavaras segitségével definidljuk, a de Rham periddus gytiriiket meg
az R gyliriik konstrukcidja segitségével definidljuk. Ezen szekciét is Brinon (4) és Fontaine (10) jegyzete alapjan
mutatom be. Azonban el6ttiik még bemutatasra keriil a Witt vektorok gytirtije és a Cohen gytiriik konstrukcidja.

3.1.1. Witt polinomok gyiirije és Cohen gytiri

A kovetkezd konstrukeié megalkotédsa Ernst Witt (20)) cikkének és Serge Lang (15) kényvében 1évé feladatoknak
koszonhet6 igazan, talan mindkettéjiik a p-gytriik bizonyos tulajdonsagait szerették volna kihasznalni, és ennek a
segitségével egy olyan konstrukciot megadni, amelyet tobb helyen is képesek legyiink hasznalni. Egy alkalmazési
lehet6ség példaul bizonyos maradéktesttel rendelkez6 lokalis testek konstrudldsadhoz, tehat ha vessziik a Fpn-t, akkor
latni fogjuk, hogy W (Fy») egy olyan gyfirii lesz, amely egy nem-eldgazé n-ed foku testbévitése lesz Q,-nek. Tovabba
ezen gylirlik konstrukciéjabol fejlédtek ki a Cohen gyftiriik is. A diplomamunkdmban az R gytriikhoz, és majd a de
Rham periédus gytirti konstrukciéjahoz fogjuk haszndlni ezen konstrukciot.

A Witt vektorok konstrukcigjahoz Fontaine (I0]) jegyzetét és Conrad (4) jegyzetét hasznéljuk. Ezen feliil a Cohen
gyliriik konstrukciéja és Matsumura két neves tétele is kimondasra keriil, amelyekhez még Hideyuki Matsumura
(I6) kényvét hasznalom.

3.1.1.1. Definicié. Legyen minden i € N-re X;, Y;-k vdltozok, és legyen X := (Xg, X1,...,X,) ésY = (Y, Y1,...,Y,)
vektorvaltozok. Legyen n € N, akkor az n-edik Witt polinomot (vektort) definidljuk tgy, hogy

n )
Wi (X) = W (Xo, X1, Xa, ..., X,) = Y p'X!"
1=0

amelybél létszodik, hogy X, € Z [5] [Wo(X), Wy (X), ..., W,(X)] minden n € N-re. Tovibba ezen Wi, (X)-et
nevezhetjiik az n-edik szellem komponensnek is.
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3.1.1.2. Allitas. Minden ®(X,Y) € Z[X,Y] (vagy € Zy[X,Y]) polinomhoz létezik egy egyértelmd {®, }nen poli-
nomok sorozata, hogy minden n € N-re teljesiil a

de Z[X07X1,...,Xn,YQ,Y17Y2,...7Yn]
polinomra, hogy ®(W,(X), W, (Y)) = W, (Do, P1,...,P,).
Bizonyitds. A ®,(X,Y) minden n-re legyen tigy definidlva Z [ ] [Xo, X1y, X0, Y0, Y1, Y2, ..., Y, ]-ben, hogy

1
P

n . n . n—1 .
P, (X,Y):= z% <q> <Z pxr Zpiyip”j — Y gt (X,Y)) .

=0 1=0 =0

Az igy definialt fliggvények sorozata nem csak a Z [%] egylitthatés polinomok gytriijének az eleme, hanem a Z

egyiitthatos polinomgyfiritinek is. Ezen allitast indukcidval latjuk be. Definicié szerint adodik, hogy n = 0-ra igaz.
Tegyiik fel, hogy n-ig igaz az 4llitds, akkor ®,,,1-r6l kell beldtni, hogy Z egylitthatés. Az (n + 1)-es esethez meg a
kovetkezo azonossagot ha belatjuk, akkor abbdl kovetkezik, hogy Z egyiitthatos.

Az azonossiag meg a kiovetkezd:

O (X + 4 " XY e pYa) = Q0(X Y)Y+ p@y (X, V)P e 4 p T 01 (XY mod "
A kovetkez6 modositasokat elvégezve kapjuk a ®-nek egy jobban kezelhetd alakjat:

(X X Y e pYa) =@ (X p TV )
= Do(XP,YP)P" 4 pdy(XPYPYPT T 4 4 p" D, 4 (XP,YP) mod p"

Ezen modulo p™-es alak, azért j6 szamunkra, mivel ®;-krél mar tudjuk indukcié miatt, hogy Z egytitthatésak, és
fgy
(X", YP)=9;(X,Y)” modp
kongruenciat tudjuk hasznalni. Tovabbé teljesiilni fog az is, hogy
PO(XP, YT =i (X, Y)Y mod pt,

Ezen kongruenciidt hasznalva teljesiil az allitds, mivel minden n-re modulo p™ el6all egész egyiitthatés polinomok
Osszegeként. O

3.1.1.3. Definicié. Minden n € N-re legyen S,, M, € Z[Xo,...,Xn,Y0,...,Y,], és minden A € Z, esetén
L,(A\)(X) € Z[Xo, X1, ..., Xn] polinomok, amelyek a Witt polinomokon értelmezett sszeaddshoz, szorzdshoz és
skalarral val6 szorzashoz tartoznak, tehat

L Wo(X) + Wo(Y) = W, (So, S1,. .. ,Sn),
2. Wo(X) - Wn(Y) = Wy (Mo, My, ..., M),

Ezen S,, M,, és L, kis n esetén konnyen zart alakra hozhaték, mivel ekkor a szellem komponensek kénnyen
kezelhetdek.

3.1.1.4. Lemma. Legyen minden n-re X,, ésY, vdltozok p™ sulyokkal, akkor Sy, M,, L,-re teljesiilnek a kivetkezo
tulajdonsdgok:

1. S, = X, + Y, + magasabdb foki tagok, ahol minden monomnak a silya p™,
2. My =p"X,Y, + magasabb foki tagok, ahol minden monomnak a silya X -ekként és Y -okként p™. Tovdbbd az
is igaz, hogy M, (Xo,0,...,0,Yp,...,Y,) = X} Y,,
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3. L,(\) = AX,, + magasabb foki tagok, ahol minden monomnak a silya p" tetszbleges \ € Z,, esetén,
4. Ly(p) = X¥_, mod p.

Bizonyitds. Az S, M,, L, a kovetkezOképpen néznek ki n = 0,1 esetén:
p—1 ) )
1. S() :X0—|—YO’ Si=X1+Y — Z %(I;)Xéyop—l’

i=1

2. M() = X()YE), M1 = leop + Xng +pX1Y1,

3. Lo(A) = AXo, Li(A) = AXy + 22 XP.

Az n-es alak indukci6val konnyen latszik a 0-ds és 1-es eset utdn. Azonban még a negyedik dllitdshoz sziikséges
azon tulajdonség, hogy a,b € N akkor, és csak akkor kongruensek modulo p, ha modulo p"*'-en meg a?” kongruens
bP" -nel. O

3.1.1.5. Definicié. Legyen A egy tetszéleges kommutativ gytir(i, akkor az n-rendii Witt polinomok (vektorok)
gylirlijét definidljuk dgy, hogy tetszéleges ao,...,a,—1 € A elemekhez tartozé n-rendii Witt polinomok (vektorok)
a gylrli elemei, és ezen elemek kozotti miiveleteket az S,,, M,, és L, (\) polinomok segitségével értjiikk. Tovabbd
W, (A)-val jelolhetjiik.

A definiciéban réviden fogalmaztam meg, hogy hogyan értjik az elemek kozotti miiveleteket. Igy szeretném ezt
egy kicsit bévebben kifejezni.

Az n-edik Witt polinomok gytirijében két elem Osszeaddsan és szorzatan a kovetkezot értjiikk. Legyen A egy
tetsz6leges kommutativ gytiri és a = (ag, a1, .. .,an-1),b = (bo, b1,...,bp_1) € W, (A), akkor

a+b=(s0,81,---,50-1), ab= (mo,m1,...,Mp_1),
ahol

s; = Si(ag,a1,...,a;,b0,b1,...,b;) minden i € {0,1,...,n — 1}-re,

m; = Mi(ag,al, .. .,ai,bo,bl,. . 761) minden i € {071, o, — 1}—1‘6.

Tovabbé a = (ag,a1,...,an—1) € W, (A), akkor

wi = Wi(a) = d¥ +pa®  +-- +pa,.

3.1.1.6. Definicié. Legyen A egy tetszOleges kommutativ gylir(i, akkor az A gyiir(ih6z tartozd n-ed rendi Witt
polinomok gytiriijén definidlhatunk egy p leképezést a két gytirti kozott:

p:Wp(A) — A", (ap,a1,...,an-1) — (Wo,Ww1,...,Wy_1).
A p leképezés linearis és szorzattartd, tehat
pla+b) = pla) +p(b), plab) = p(a)p(b)
teljesiil, ahol a = (ag, a1, ...,an—1), b = (bg,b1,...,by—1) € W, (A) tetszbleges.
A W, (A)-n értelmezett miiveletek altal konnyen értheté p(a) + p(b) Gsszeg és p(a)p(b) szorzat.

3.1.1.7. Allitas. Legyen A eqy tetszbleges kommutativ gytirt. Ez dltal (Wn(A), +,-) legyen azon A-hoz tartozo
kommutativ gydri, melynek nulleleme: (0,0,...,0) és egységeleme: (1,0,...,0). Az eldbb definidlt p leképezés egy
homomorfizmus W,,(A) és A kézétt. Tovdbbd ha X € Z (vagy ha A Z,-modulus, akkor X € Z,), akkor X-a € W, (A),
ahol a = (ag,a1,...,an—1) € W, (A), és legyen igy a szorzat a kovetkezd:

Ara= (LZ(A)(QOa A1y v vy an—l))0<i<n~

Ha ezek igazak, akkor p megdrzi a Z-modulus (Z,-modulus) struktdrdt.
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Bizonyitds. A kovetkez6 tulajdonsdgok miatt adédik, hogy W, (A) és A kozott p megérzi a struktirdt. Ha p
invertalhaté A-ban, akkor p bijektiv lesz, és {gy egy izomorfizmust ad W, (A) és A™ kozott. Ha tovdbbd A-nak

p-rendii torziés elemei sincsenek, akkor A — A [%], és igy Wp(A) c W, (A [%D Mivel ha z,y € W,,(A), akkor
x—ye Wy(A) is, igy W,,(A) részgylirlije W, (A [%])—nak.

Tovabbd ha R egy p-rendii torziés elemeket nem tartalmazd gylirti és I egy idedlja, akkor legyen A = R/I
a faktorgyliri. Igy teljesiilni fog, hogy W, (A4) el84ll Wn(R) /Wy (I)-ként, ahol W,,(R) egy kommutativ gylrd, és
Wo(I) :=={(ag,a1,...,an_1) | a; € I} az 6 egy idedlja. Igy ezek meggondoldsa utdn addédik, hogy p leképezés tényleg
megorzi a Z (vagy Z,) struktarat. O

Minden n € N esetén definidlhatjuk az A gy(lirtihoz tartozé Witt polinomok gyfiriijét, amelyekrdl elébb be-
lattuk, hogy kommutativ gytirtik. Ha vessziik W,,;1-bol W,,-be a projekciot, akkor ezen leképezés egy sziirjektiv
homomorfizmus lesz a gytlriik kozott. Jeloljik ezen projekciét m,-vel. Ha minden n-re W,,-en a diszkrét topoldgiat
definidljuk, akkor m,-ek altal definidlhatunk ezen n-ed rendi Witt polinomok gytriiein egy inverz limesz rendszert.
Ezen topolégikus gyfirtit jeloljik W(A)-val.

3.1.1.8. Definicid. Legyen A egy kommutativ gytir(i és W,,(A) az n-edik Witt polinomok gy{irtije, akkor W (A)-t
nevezziik az A Witt polinomok (vektorok) gyfirtjének, tehdt W(A) = lim W, (A).

3.1.1.9. Definicié. Legyen A egy kommutativ gytiri, W,,(A) az n-edik Witt polinomok gytiriije és W(A) a Witt
polinomok gytiriije, amelyen a kovetkezd leképezéseket értelmezhetjiik:

1. Az egy indexxel valé eltolds, mint leképezés egy jol-definidlt leképezés lesz W,,(A)-n és W(A)-n is, amelyet
igy definialhatunk:

V:W(A) — W(A): (ag,a1,.--,0n,...) — (0,a0,a1,...,05,...),
Vi : Wi (A) — Wiii(A) : (a0, a1, .. an-1) — (0,a0,a1,...,an-1).
Ezen leképezésre Verschiebung-ként is hivatkozhatunk, mivel németiil az eltolast jelenti.
2. Tovabbéa a W (A) gylirlin értelmezni tudjuk a Teichmiiller leképezést és a Frobenius leképezést is:
s:A—W(A): a— [a] = (a,0,0,...),
0:W(A) — W(A): (ap,a1,...,an,...)—> (af,ay,... ab,...).

Ha A egy tokéletes test, akkor W(A)-n a Frobenius leképezést jelolhetjitk o-val is.

e s

egymassal.
3.1.1.10. Allitas. 1. Az eltolds additiv leképezés és
yr
0 —> Wi(A) =5 Wiy (A) — Wo(A) — 0
sorozat egzakt lesz.

2. A Teichmiiller leképezés egy multiplikativ szelés A-bél W (A)-ba, és W (A) minden eleme felirhatd a kovetkezd
sorral:

(CLOaala"'aana"') = Z Vn([a"])
n=0

Tovabbd ha b e A, akkor

g

s(b) - (ag, a1, Qny...) = (b~a0,b”~a1,...,bp7 gy )

Bizonyitds. A[BI.1.4]lemmét haszndlva és tudva azt, hogy az eltolds és a Teichmiiller leképezés felcserélhetd kovet-
keznek az &llitasok. O
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3.1.1.11. Allitas. Ha A egy p karakterisztikdji test, akkor a W (A) Witt polinomok gyiirijében a Frobenius leképezés
és az eltolds felcserélhetd. Tovdbbd ha egymds utdn alkalmazzuk ket (Vi = V), akkor az a p-vel vald szorzds lesz.

Bizonyitds. Az allitas kovetkezik abbdl, hogy p - (ag, a1, ..., an,...) = (0,ab,al,...). O

3.1.1.12. Allitas. Ha A egy tokéletes gyiirt, akkor W (A) minden eleme a kévetkezd sorként irhatd fel:

0
n —_n
(a0, @1,y Qpy-..) = Zp [afl ]
n=0

3.1.1.13. Kovetkezmény. Ha A eqy tokéletes gyirid, akkor a kovetkezd két dllitds teljesiil:

1. W(A)-bol W,,(A)-ba minden n € N esetén a projekcié indukdl egy izomorfizmust W(A)/p"W (A) és W,,(A)
kézott. Tehdt A elddll, mint W (A)/pW (A).

2. ha W(A) teljes, szeparabilis a p-adikus topoldgidra nézve, akkor W(A) elddll, mint

W(A) = lim W (A)/p" W (A).

neN

Bizonyitds. Az el6z6 eredményekbdl rogton kovetkezik a két allités. O

Ezen konstruckié a kévetkezd par allitds miatt lesz igazdn fontos szdmunkra, mivel ha A egy p karakterisztikaja
tokéletes gytir(i, akkor W(A) egy szigori p-gyfirii lesz, és igy minden elem el64ll egy konnyen kezelhetd hatvanysor
alakban, ami segitségiinkre lesz Fontaine periddus gytirtiinek konstudlasakor is.

3.1.1.14. Allitas. Legyen A egy p-gyiird, melynek k a maradékteste. Tovdbbd legyen f : k —> A azon leképezés,
ahol a maradéktestbeli elemekhez hozzdrendeli az A-beli multiplikativ reprezentdnsokat, tehdt ezen [ definidlja a
multiplikativ reprezentdnsok rendszerét. Tegyiik fel, hogy {c; € k}ien, {5i € k}ien, akkor

D flap’ = 7 F(Bp' = ) F()p's
i=0 i=0 i=0

ahol v; = QF (o, 1, ..., Po, f1,...), mely QF e F, [Xf_m,Y-p_w], és * valamelyik gyird operdtor.

7

Bizonyitds. Legyen h : Z [Xf 7w,Yip 700] — A egy olyan leképezés, amelyet az alapjan definidlunk, hogy X; —
f(as), Yi — f(B;), akkor 14tszédik, hogy ez egy homomorfizmus. Ezen leképezés a folytonossdg miatt kiterjed
Z|X? _m,Yip _m] telitésére is a kovetkezd hozzarendeléssel definialt leképezés miatt: z = > X;p' > a = Y. f(a;)p',

y=>YY;pl — B =3 f(Bi)p'. Tovibb4 ha a maradéktesten definidljuk ezen leképezést, akkor ugyanigy homomor-
fizmusra jutunk. Igy a kovetkezo teljesiil:

D Fle)p’ = Y F(Bi)p’ = h(x) * h(y) = b+ y) = Y h(F(@F)p" = D f (MQF)) o' =D, f(r:)p

ahol h a h leképezés a maradéktesten. Ez azért teljesiil, mivel a h és a multiplikativ reprezentansok felcserélhetSek.
O

3.1.1.15. Kovetkezmény. Legyen A és A’ p-gylrik, melyek maradékteste k és k'. Tovdbbd tegyiik fel, hogy A
szigori p-gyliri. Tetszbleges G : k — k' gytirii homomorfizmushoz létezik eqy g : A — A’ leképezés, amely a
kovetkezd diagramot kommutativod teszi:
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Bizonyitds. Az el6z6 allitasbdl rogton kovetkezik ezen kovetkezmény. O

3.1.1.16. Kovetkezmény. 1. Legyen A és A’ szigori p-gytrik, melyek maradékteste megegyezik, akkor A és A’
kanonikusan izomorfak.

2. Legyen k p karakterisztikdju tokéletes gylrt, akkor W (k) az egyetlen szigori p-gytird kanonikus izomorfizmus
erejéig, melynek maradékteste k.

Bizonyitds. Az el6z6 kdvetkezmény bizonyitja ezen kovetkezmény allitasat. O

3.1.1.17. Tétel. 1. Tetszdleges k p karakterisztikaji tokéletes gyird, akkor W (k) azon egyértelmd, teljes, diszk-
rét értékelési gylri, amely 0 karakterisztikaji. Tovdbbd W (k) teljesen eligazdsmentes, és a maradékteste k
lesz.

2. Legyen A teljes, diszkrét értékelési gyiirii, mely O karakterisztikdji, és k az & maradékteste, amely tokéletes és
p karakterisztikdji. Legyen e az eldgazdsi indexe A-nak, akkor létezik egy  : W (k) — A egyedi gydrithomo-
morfizmus, amely a kévetkezd diagramot kommutativvd teszi:

W (k) : A

k.

Tovdbbd ¢ injektiv és A egy e-ad rangi szabad W (k)-modulus.

Bizonyitds. Ezen tétel rogton kovetkezik a|3.1.1.15] és[3.1.1.16] kovetkezményekbol. O

A kovetkezo két Matsumura tétel arra az esetre ad gyégymodot, ha a maradéktest nem tokéletes, vagy mond-
hatjuk tgy is, hogy ezen tételek tekinthetd [3.1.1.15| kévetkezmény altalanositasanak is.

3.1.1.18. Tétel. Legyen A egy diszkrét értékelési gyiri, melynek m := tA a maximdlis idedlja, és k a maradékteste.
Legyen K egy testbbvitése k-nak, akkor létezik eqy olyan B diszkrét értékelési gyiird, melynek m’ = tB a mazimdlis
idedlja €s K maradékteste.

A bizonyitds Matsumura (16]) konyvét fogja kovetni.

Bizonyitds. Legyen {x;}(cr) egy transzcendens bézisa K-nak k felett, és legyen k1 = k ({x;}ser}). Vegyiik a ki-hez
tartozé gytirit, tehat azon gylirtit, amelyet igy kapunk meg, hogy A, = (A ({Xi}{iEI}))tA({Xi}(iGI})’ ahol { X} ier)
bijektivek {2;} e -kel. Ezen A; gyfirti, azért ki-hez tartozé, mivel A;/tA; = ki. Ay egy diszkrét értékelési gytirt,
mivel A ({Xi}{ie I}) egy szabad A-modulus, amely szeparabilis a t-edik topolégidra nézve. Ezen gondolatmenet miatt
feltehetd, hogy K algebrai k felett. Legyen S azon (B, ¢)-k halmaza, melyekre teljesiil, hogy B tartalmazza A-t,
B diszkrét értékelési gylirii, és ¢ : B — K A-algebra homomorfizmus, melynek magja rad(B), amelyet ¢ general.
A Zorn lemmét tudjuk haszndlni ezen halmazra ha a részbenrendezésnek a tartalmazast vessziik a gytriikon, a
leképezéseken meg a megszoritast. Vegyiik azon By gylirit, mely az S-beli gylriik uniéjaval all elo, és pg : By — K
leképezést, amely p;-vel egyenlé B;-n. Ezen By is eleme lesz S-nek, mivel By diszkrét értékelési gyturd, ¢o egy
A-algebra homomorfizmus. Ezen ¢ sziirjektiv is lesz, tehat ¢o(Bp) = K, mivel ha lenne egy nem nulla eleme, ami
(K — ¢o(Bp))-nak eleme, akkor ezen elem minimélpolinomjanak gyokével bévitve By-t, akkor az S-beli diszkrét
értékelési gylirii lenne, de az meg a maximalitds miatt nem lehetséges, igy nem létezik (K — ¢o(By))-nak eleme a
nullan kivil. O

3.1.1.19. Tétel. Legyen A egy teljes, lokdlis gytiri, melynek ma a mazximalis idedlja, és ka a maradékteste. Tovabbd
legyen R egqy teljesen eldgazdsmentes, diszkrét értékelési gyiri, mely nulla karakteriszikdji, mg a mazimdlis idedlja,
kr a maradékteste, akkor tetszdleges h : kr —> ka gyldrithomomorfizmushoz létezik egy lokdlis homomorfizmus R
és A kozott, amely h dltal indukalt.

A bizonyitas (16) konyvét fogja kovetni.
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Bizonyitds. Legyen ko < kgr prim résztest, akkor ¢g(ko) < ka. Igy ha a primelemet p-vel jeldljiik, akkor a p,

mint A-beli elem m4-hoz tartozik. Ez altal ha veszink egy Z — A gylriihomomorfizmust, akkor az kiterjed egy

lokdlis homomorfizmussa (Z,z — A). Ez éltal a R®g,, ko = R/pR = kg szeparabilis bévitése ko-nak, és R egy

torziément_es, szabad Z,z-modulus, tehat sima, amibdl kovetkezik, hogy R — A/ma = k4 leképezés felemelhetd

R — A/m’-vé, ahol i tetszleges. Ez éltal igaz lesz, hogy A = lim A/m’,, tehdt a kévetkezd diagram kommutativ
Jm

lesz, igy létezik egy lokalis homomorfizmus R-bdl A-ba:

R — kR b ka

Loz oA
0

Ha A-t Z,-nek valasztjuk és K p karakterisztikajid, akkor létezik egy teljesen elagazé, teljes, diszkrét értékelési
gylirti R, mely tovabb4 nulla karakterisztikaju és a maradékteste K a [3.1.1.18| tétel alapjin, és az [3.1.1.10}es tétel
alapjan az R gy(irQi izomorfizmus erejéig egyértelmii.

3.1.1.20. Definicié. Legyen k egy p karakterisztikaju test, akkor a k-hoz tartozé Cohen-gytrit definidljuk ugy,
hogy azon egyértelmi nulla karakaterisztikaju, teljesen elagazd, teljes, diszkrét értékelési gytliri, melynek maradék-
teste k. Jeloljiik a k-hoz tartozé Cohen-gyfiriit C(k)-val.

3.1.1.21. Allitas. Legyen Cr+1(k) azon lokdlis gyird, melynek maximdlis idedljat p generdlja, és a maradékteste
izomorf k-val, akkor minden r < n-re teljesil, hogy p"-nel valé szorzds megad eqy izomorfizmust Cp11(k)/pCrna1 (k)
és p"Cny1(k)/p"1Cpy1(k) kbzitt. Tovdbbd p"+1Cpiq1(k) = 0.

3.1.1.22. Definicié. Legyen k egy test, akkor B-t k p-bazisdnak nevezziik, ha a kovetkezé tulajdonsagok teljesiilnek:
1. [kP(b1,ba,...,b,) : kP] = p" tetszbleges r és kiilonbozd by, ba, . .., b, € B esetén,
2. k= kP(B).

Bizonyitds. Legyen B egy p-bazisa k-nak, akkor minden n > O-ra k = k?" (B), BP " := {bp_" |be B} egy p-bézisa
. |B]
kP “-nek. Legyen I, := @{0,...,p"™ — 1} egy halmaz, amelyhez definidljuk a kovetkez6 halmazt:
i=0

T, = {b“ = n b, ahol a := (ap)pep € ]n}~

beB

n+m

Ezen halmaz generdlja k-t, mint egy k?" -vektortér, igy minden m > O-ra TP" generdlja k" -t, mint egy k" -
vektortér.

Legyen Cy,+1(k) azon részgytirtije W,,11 (k)-nak, amelyet W, 11 (k?") és [b] general, ahol b€ B. A Verschiebung
és a Teichmiiller leképezés tulajdonsdgait ismerve teljesiil, hogy minden = = (zg, ..., z,) € W, 11 (k) felirhat6, mint
[zo] + V([x1]) + -+ + V" ([xn]).

Igy a kovetkezd azonossag is teljesiil:
V(@) =V ([v" | 2)

minden 0 < r-re. Ez altal C,,41(k) gyliriire gondolhatunk gy, mint

{VT ([(bo‘)prxD |6 €Thy, €k, r=0,... ,n}
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halmaz &ltal generalt additiv részcsoportja W, 11 (k)-nak. A Verschiebung és a Frobenius leképezés felcserélhetdsége
miatt a kovetkez6 azonossag is teljesiil:

V(" ([z])) = p"[z] mod V"I,
Ezen azonossigok és tulajdonsdgok dltal legyen i, egy idedlja C,1(k)-nak, melyet definidljuk gy, mint

Uy i=Cpy1(k) " V" (Wit (k)),
ekkor U, idedl generdlodik a {Vm ([(ba)pmx]) | 6% € Ty, z kP, m > 7“} halmaz &ltal. Igy k =~ Cr1(k) /4y, és
p"-nel valé szorzéds indukdl egy izomorfizmust r < n esetén C, 11 (k)/L és 4, /4 kozott.
Ha r = n, akkor i, p™ altal generalt idedl, és ez &ltal minden r < n-re i, = p"Cp41(k) csokkend indukcid
miatt. Tovabba tetszéleges x € (Cpy1(k) — 441)-beli elemre, legyen y = p~" (T 1), akkor xy = 1 — 2, ahol z € ;, és
zy(l4 2z + -+ 2") = 1, tehat = invertalhaté. Igy teljesiil az Gsszes allités. O

3.1.1.23. Tétel. A k testhez tartozé Cohen-gyiiriit megtudjuk adni, mint a kovetkezd inverz-limesz:

C(k) = lim C, (k).

n

Bizonyitds. A tétel kovetkezik B.1.1.21] Allitasbol. O

3.1.1.24. Allitas. Vegyik a kanonikus projekciot pr : Wypy1(k) — Wy (k), akkor ezen leképezés indukdl egy
¥ : Cry1(k) — Cp(k) szirjektiv homomorfizmust, ahol ezen leképezés az (n + 1)-edik Cohen gyirirdl az n-edik
Cohen gytirire vald projekcid.

Bizonyitds. A|3.1.1.21] &llitas bizonyitdsaban 1é6v6 C,, (k) definici6ja altal ¥ jol-definiélt lesz.
A sziirjekcié bizonyitasdhoz elég belatni, hogy a fokszamozott leképezés sziirjektiv. Igy ha r < n, akkor a
kovetkez$ kommutativ diagram miatt teljesiil gr(d) sziirjektivitdsa:

gr(9)

P Crs1 (k) /P Crr (K) P Cn(k)/p"Cn (k)

V(Wi (k) V7 (W1 (k) = b — s yr (W, () V7L (Wi (K)) ~ F,

ahol j és j' a bedgyazasok, mivel azonositjak p"Cp1(k)/p" ' Cry1(k)-t és p"Cp(k)/p"1Cp(k)-t kP -nel. Tovabba
p"Cr (k) =0, {gy r = n esetén is teljesiil gr(¥) sziirjektivitdsa, {gy 9 sziirjektiv homomorfizmus lesz. O

A Witt polinomok gyturtijének konstrukcidjat hasznositsuk egy p-adikus test abszolut Galois csoportjahoz tartozo
reprezentaciokhoz tartozé néhany allitashoz.

Legyen K egy p-adikus test, K az algebrai lezartja. Cx a p-adikus telitése K-nak. Ha K maradékteste k lesz,
akkor W (k)-val jeloljitk a Witt vektorok gyfirtijét k-nak és Ko = W (k) [%] Tovabba legyen Py = W (k) [%] =K§"
és P = PyK. A kovetkezd allitdsok erejére fixdljuk le ezen jeloléseket. Elészor vizsgdljuk meg a K, majd P
reprezentaciokat. o

Ha X egy K reprezenticidja G-nak, akkor ax : K @ X% — X leképezés injektiv és akkor, és csak akkor
izomorfizmus, ha X trivialis.

3.1.1.25. Allitas. X akkor, és csak akkor trividlis, ha G i -val valdé hatds diszkrét.

Bizonyitds. Ha a G hatas trividlis, akkor Hilbert 90. tétele miatt teljesiil, hogy X trividlis. féy elég csak a masik
iranyt belatni. Tegyiik fel, hogy X trivilis, akkor e1,...,eq € XK legyen egy bézisa X-nek K felett.
d

Legyen z = Y \e; egy eleme X-nek. Rendeljiik hozzd G i-nak azon elemeinek halmazét, amelyek az z-et fixen

ie
hagyjdk. Ezt a halmazt jeloljik G.-szel. Gy diszkrétségéhez elég belatni, hogy ezen G, -ek nyilt részcsoportokat
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alkotnak. Ha vesziink egy g € Gk-t, akkor g(x) = > g(\;)e;, tehat G, felirhatd a kovetkezOképpen:

Ma

i=1

d d
ﬂ{gerlg ) =X} =[G
i=1 1=1

Azonban, mivel A;-k algebraik K felett, igy G, nyiltak, tehat igy G is nyilt. O

3.1.1.26. Kovetkezmény. Legyen V egy p-adikus reprezentdcidja G g -nak. V akkor, és csak akkor K megengedett,
ha G -val valo hatds diszkrét.

Bizonyitds. Az el6z6 allitast fogjuk hasznalni a bizonyitdshoz. Legyen vy, ..., vq egy bézisa V-nek Q, felett, ekkor
1 € K-val tenzorozva kapjuk F@@p V-nek egy bazisat. Igy az eléz8 tétel miatt K-megengedettsége ekvivalens azzal,
hogy G-k nyiltak. Azonban ez ekvivalens azzal, hogy a reprezentacid, mint leképezés magja ezen G,,-k metszete,
de mivel a folytonos leképezés magja nyilt, igy G,,-k is nyiltak, tehat adédik a kovetkezmény. O

3.1.1.27. Allitas. Legyen P P-nek az algebrai lezdrdsa C felett és Gal(P/P) = Ik.

1. X legyen egy P-reprezentdcidja Gy -nak. X akkor, és csak akkor trividlis, ha Ik -val valé hatds X -en diszkrét.

2. Legyen V egy p-adikus reprezentdcidja G -nak. V akkor, és csak akkor P-megengedett, ha I -val valé hatds
V-n diszkrét.

Bizonyitds. A méasodik allitas rogton addédik az els6bol, igy csak az elsét fogjuk beldtni. Tegyiik fel, hogy X egy
P-reprezenticidja G g-nak, amely d dimenziés, és az Ix-nak a hatésa rajta diszkrét. Hilbert 90. tétele miatt igy
tudjuk, hogy P®x X% — X leképezés izomorfizmus és P~ p. Legyen Y := X 7% akkor Y egy P-reprezentacidja
Gj-nak, ahol k a maradéktest. Igy elég belatni, hogy G}, P-reprezentécioi trividlisak, mivel akkor P ®x Y &% — Y
izomorfizmus, és igy F@K XGK — X is izomorﬁzmus mivel XCx = YGk

G-nak, ahol fx a P/Po bévités foka, és mivel tudjuk, hogy Py- reprezentac101 Gk nak terlahbak, igy belattuk az
allitast. O

Tovabba az el6z6 fejezetben definidlt Sen operator segitségével is megadhatd a megengedett fogalma.

3.1.1.28. Allitas. Legyen V egy p-adikus reprezentdicidja K-nak, akkor V. Cg-megengedett akkor, és csak akkor
ha a Sen operdtora (Cx ®q, V')-nek identikusan nulla.

Bizonyitds. A [3.1.1.25] &llitas és a[2.1.3.12] tételbol kovetkezik rogton a bizonyitasa. O

3.1.1.29. Allitds. Ha k maradéktest algebrailag zdirt. © = 0 akkor, és csak akkor teljesiil, ha p(Gk) véges.
Altaldnossdgban, ha © = 0 akkor, és csak akkor teljesiil, ha p(Ix) véges.

Bizonyitds. Sen tétele tétel) segitségével fogjuk bizonyitani. Elég csak azon esetet bizonyitani, amikor k
algebrailag zart, mivel kiilonben a teljes csoport helyett elég csak az inercia részcsoportra attérni, és K helyett, meg
Kvr-ra, és ezen attérés utan olyan szitudcidéba jutunk, ahol a maradéktest megint algebrailag zart.

A Sen tétel tétel) miatt © = 0 — g = 0. Igy elég beldtni, hogy p(Gx) véges akkor, és csak akkor
ha g = 0. Ha p(Gg) véges, akkor abbdl egyértelmi, hogy g = 0. Ha g = 0, akkor létezik egy nyilt részcsoportja
p(Gk)-nak, amely trividlis. E miatt kovetkezik, hogy p(Gx) véges. O

3.1.1.30. Allitas. Legyen V eqy p-adikus reprezentdcidja Gy . V akkor, és csak akkor C-megengedett, ha Ik hatdsa
V-n diszkrét.

Bizonyitds. Az elézé 4llitasbol és a[B.1.1.28 kovetkezménybdl rogton kovetkezik az allitds. O

3.1.1.31. Kovetkezmény. Legyen V egy 1 dimenzids p-adikus reprezentdcidja K-nak, tehdt V = Qp(n), ahol n egy
folytonos Z,, egyiitthatds karakter. Igy az el6z8 dllitds arra mddosul, hogy n(Ix) legyen véges. Amelyre gondolhatunk

tgy is, hogyha Ck (n) = Cx ®q, Qp(n), hogy

CK(U)GK =0, ha 77(]}() nem véges7
~ K, ha n(Ix) véges.

Bizonyitds. Az el6z6 allitasbdl kovetkezik, mivel ez annak az egy dimenzids esete. O
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3.1.2. Hodge-Tate reprezentaciok

Legyen K egy tetszOleges test, K° maximalis szepardbilis bévitése K-nak és Gk ezen test abszolit Galois csoportja.
Vegyiik a kovetkezd egzakt sorozatot:

T iy (%) — (%) 222 ()% 1,

ahol p egy primszam, és p,» (K*®) a K maximalis szeparabilis bévitésének p™-ed rendii elemeinek halmaza, amely
izomorf Z/p"Z-vel izomorf ha K karakterisztikdja nem azonos p-vel, ha megegyezik, akkor a trividlis csoport.
Ha K karakterisztikdja nem p, akkor puyn (K°) — pi,n+1(K®) leképezés, amelyet a p-adik hatvanyra valé emeléssel
definidlunk egy homomorfizmus, igy a Mittag-Leffler feltételek teljesiilése miatt egy inverz rendszert definialnak.
Ha vesziink egy tetszdleges R kommutativ, egységelemes gyfiriit, akkor R[x,y]/(zy — 1) gylrti spektrumdt
nevezzilk multiplikativ csoport séméanak, melyet G,,-mel szokés jelolni. Ez azért fontos szamunkra, mivel az el6bb
definialt inverz rendszert nevezziik a multiplikativ csoport séma Tate modulusanak:

Tp(Gm) = lim ppn (K°).

neN

T,(G,,) egy szabad Z, modulus, melynek rangja 1. Igy T,(G,y,) generdtorat a kovetkezd elemmel azonosithatjuk:
€ =1,¢1 # 1, 6f+1 = ¢;, ezen sorozatot jeloljik t := (¢;);en-vel. Latszédik ¢ tényleg T,,(G,y,) eleme és generatora.

Ha vessziik K*/K b&vitést, akkor ezen bévités Galois lesz. Egy g € Gk := Gal(K*/K) elem a t-n a kovetkezd-
képpen hat:

g(t) = x(g)t, ahol x : G — Z,; a korosztasi karakter,
tehat T),(G,,) egy szabad 1 dimenziés Z, reprezentaci6. Ez altal jelolhetjiik T}, (G )-t Zy(1)-gyel, és Q,®z, Zy(1)-et

meg jelolhetjiik Q,(1)-gyel. Amelyre gondolhatunk tgy, mint G,,-nek egy 1 dimenziés p-adikus reprezentéciéja.
Tovédbba minden i € Z esetén definidlhatjuk Z,(7)-t, mint

Z,(1)®, ha i > 0,
Zp(i) = Zpt" = Zp, ha i =0,
(Z,y(1)*)®7, ha i < 0,

ahol Z,(1)* a Z,(1) dudlisa. A t"n val6 hatdsa egy g € Gk elemnek x'(g)t" lesz, tehat x* dltal megadott
Zp(i) = Zp(x*) és Qu(i) = Qp(x") reprezentdcickat nevezhetjiik a Z, i-edik Tate-csavardsdhoz tartoz6 Z,-

........

p-adikus reprezentaciot, akkor ez altal tovabba minden i-re definidlhaté a reprezentacié i-edik Tate-csavarasa.
Legyen M egy Z,-modulus, akkor M-nek az i-edik Tate csavardsit definidlhatjuk gy, hogy

M(i) = M ®z, Zyp(i)-

Az M — M(i) hozzarendeléssel definidlt leképezés megad egy izomorfizmust a Z,-modulusok kozott. Ha G hat
M-en, akkor M (i)-n is hat a kovetkez8képpen

g(z@u) = g(z) ® g(u) = X" (9)9(z) ®u,

ahol y a korosztasi karakter. A Gi hatasbdl latszik, hogy M +— M (i) izomorfizmus i # 0 esetén nem lesz egymassal
felcserélhetd.
A Tate-csavaras alkalmazasara mutatunk egy kés6bbiekben is fontos allitast.

3.1.2.1. Allitas. Legyen K egy p-adikus test, L eqy Galois bévitése. Cy i-edik Tate csavardsdt definidljuk Crti-nek,
amelyen Gx hatdsa a kévetkezd: g(t') = x'(g)t*, ahol x a kérosztdsi karakter.

1. Hn(GK,(CK(Z)) =0hai#0ésn= 2,
2. H(Gk,Ck) = K, és H'(Gg,Ck) egy 1 dimenziés K-vektortér, melyet log(x) generdl, amely H' (G, K)-

nak eleme.
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Az n = 0 esetet a[3.1.1.31] kovetkezmény egy mésképpen megfogalmazott alakja.

Bizonyitds. Legyen Ko /K kérosztdsi Z,-b6vités, legyen Hg := Gal (K/Ky), és legyen 'y := Gal(Ky/K) = Zy,.
Legyen L egy véges Galois bévitése K-nek, akkor legyen o € L olyan, hogy teljesiiljon ra, hogy Try k. (a) = 1, és
tovabba legyen ¢, ¢ € H"(L/K.,,Ck (i)Ct). Igy

Grgn1) = Y, Giegaeee gn—1h(@)c(g1, .-, gn-1),
heGal(L/K )

egyenlet miatt, akkor d¢’ = ¢, {gy ha vessziik a limeszét, akkor kapjuk, hogy H"(Hg,Ck (7)) = 0. Ez dltal n = 1
esetben, ha vessziik azon egzakt sorozatot, melyben a két leképezés a kiterjesztés és a sziikités, akkor azt kapjuk,
hogy a kiterjesztés egy izomorfizmus:

0 — H'(Tx,Cr())"%) — H'(Gx,Cr(i)) — H'(Hg,Cx(i))'* = 0.

Igy azt kapjuk, hogy Cg (i)Hx = I/(;(z) Azt tudjuk, hogy I/(; = K,,®X,, ahol X,,, azon elemek altal generalt K,,-
beli halmaz, melyeknek a normalizélt nyoménak képe 0. Ha tovabba olyan nagy m-et vdlasztunk, hogy v (x(ym) —
1) > d teljesiil, ahol 7,, K,, generdtora, x a kdrosztdsi karakter, d meg a K, dimenziéja, akkor x!(y,,) — 1
invertalhaté lesz X,,-ben minden i-re.

Ha vizsgaljuk H* (FKM,[/(O\O(i))—t, akkor azt kapjuk, hogy

_— Ko, K, ®X K
H! (FK,,,”KOO('L.)) - 0 - m @ X - m 7
X () ym =1 X(¥m)¥m =1 X (Ym)ym — 1

igy ha i = 0, akkor H' (I‘K,I/(-;(z)> = K,, kiilonben meg 0-val egyenld.
Azt tudjuk, hogy [/(o\o(z) egy K-vektortér, és #Gal(K,,/K) invertdlhat6, igy H7 (Gal(Km/K),l/(o\o(i)FKm> =0
ha j > 0. Ha vessziik a kovetkezd egzakt sorozatot, mint elobb

0 —> H' (Die, Koo () —> H" (Gal(Ko/K), Kon (i) ) — H' (Hc, I??o(i))FK :

ahol H! (F K,I/(;(z)) = 0 lesz az el6z6 gondolatmenet miatt ha ¢ nem egyenld nulla, és ha ¢ nulla akkor meg

K x log(€), mivel H' (FKI/(O\O) — H'(Tg, K) = Hom(Tg, K) = K - log(€).

HY(Gk,Ck(i)) egy dimenzids lesz, mivel tudjuk, hogy H"(Hy,Cx (7)) = 0, ha n > 2 és a kiterjesztés sziikités
egzakt sorozat miatt, mely megfogalmazhat6 gy is, hogy a kovetkezd egzakt sorozathoz:

1—Hg —Gg —T'g—1

definidlhaté egy Hochschild-Lyndon-Serre spektral sorozat, melynek az elsé két sora nem nulla igy ' komoldgia
dimenzidja 1. O

Igy méar ratérhetink Fontaine elsé periédus gyfirtijére.

A~

3.1.2.2. Definicié. (A Hodge-Tate gyfirti) Legyen Cx := K.
) 1
BHT = (—D(CK(Z) = (CK [t, :| .
, t
i€
Ezen definicié altal ellathaté egy multiplikativ struktiraval. Ekkor Byp-t nevezziik a Hodge-Tate gytiriinek. To-
vabba Bt telitése a kovetkez lesz: Byr = Cx((t)) = { >ttty ¢ =0, hai« O}.

-0
3.1.2.3. Allitas. By gyiri (Qp, Gk )-reguldris, tehdt

1. Byt integritdsi tartomdny,
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2. (Frac(Byr))®x = Bg’T‘ = K, ahol Frac-cal jeloljiik a hdnyados testet,

3. minden be Byr, b # 0, g(b) € Q,b minden g € Gk esetén, akkor b invertdlhato.

e s

——Gxk
allitdst. Ezen Byr < Frac(Byr) < BHT tartalmazasok miatt elég belatni, hogy BHT = K, mivel Byr o K.
Legyen b = >, , c;it' € Bpr,g € Gk, akkor g(b) = > g(c;)x*(9)t. Ezen b elem, akkor lesz fix ha minden g-re

g(b) = b ez meg csak, akkor teljesiil, ha ¢;t* fix, tehat C (i)-nek a G hatds altali fixteste. Cx(1)S% =0 ha i # 0
és C* = K ha i =0 a3.1.1.31 kovetkezmény miatt, tehat ezzel kijott, hogy BHT =K.

Legyen b = Y ¢;t* nem nulla Byr-beli elem, amelyre tovabba a feltevés miatt teljesiil, hogy minden g € Gi-ra
€L

g9(b) € Qub, tehat g(b) = 1(g)b, ahol (g) € Q. Azonban g(b) = ¥ g(ci)x"(9)t", igy g(ci)x'(g) = n(g)c; minden tagra
és minden g-re, tehdt g(c;) = (nx™*)(g)ci- nx ™ egy olyan karakter, mely felfoghat6 egy dimenziés reprezentacioként
Ck felett minden i-re. Tovdbba ha ¢; # 0, akkor Q,c; egy 1 dimenziés Q, vektortér Cx felett, amely stabil G g
ltali hatasra, igy nx ¢ Cx-megengedett, tehat kovetkezmény miatt azon i-re, melyre ¢; # 0, akkor igaz,
hogy I altali hatds 1y ~’-n keresztiil véges, amely csak egy indexre lehet legfeljebb igaz, amelybdl kovetkezik, hogy
b invertalhatd, mivel b = ¢;t7, ahol ¢; # 0 és j azon index, amelyre a hatds véges. O

3.1.2.4. Definicié. V legyen G p-adikus reprezentaciéja. Ezen reprezentacié Hodge-Tate ha Byp-megengedett.

3.1.2.5. Allitas. Legyen V egy p-adikus reprezentdcid, akkor Dyp-t definidljuk gy, amely V reprezentdcichoz a
kovetkez6t rendeli hozzd: (Bpr ®q, V)GK. Dyr definicicjabol adédo természetes leképezés

agr : Bur ®x Dy (V) — Bur ®q, V

injektiv, és dimxDpr(V) < dimg,V. Tovdbbd akkor, és csak akkor egyenld, ha Hodge-Tate reprezentdcio. Ekkor
agr tzomorfizmus.

Bizonyitds. Az elézé 4llitds miatt és[2:2.0.7] tétel segitségével kovetkezik ezen allitds rogton. O

3.1.2.6. Allitas. Legyen V egy p-adikus reprezentdcid, és legyen W = Cg ®q, V egy Ck-reprezentdcié. V akkor,
és csak akkor Hodge-Tate, ha W-hez tartozé © Sen-operdtor félig-egyszeri, és a sajdtértékei egészek.

Bizonyitds. Tegyik fel elészor, hogy V legyen Hodge-Tate, akkor W-t el6 tudjuk allitani, mint egy direkt Gsszeg,
mivel legyen

W; := (Ck (i) ®g, V)9 (—i) ®k Ck

igy ez &ltal adédik, hogy W = @ W;.
W; egy 1-dimenziés altér, igy eléall, mint C e, valamely nem nulla e-re. Ekkor e € (W;)q, tehdt vf(e) = x(7)%e.
Sen-operator jol kezelhetd alakjat hasznalva igaz, hogy

t _ e
O(e) = lim ye—e () —e = lim 7X(7) e-e_ ie,
t—0 t t—0 t
p-padikusan p-padikusan

tehat © W;-n csak az i-vel valé szorzas, ebbdl meg addodik, hogy W-nek a sajat értékei egészek és, hogy W félig-
egyszerii, mivel W;-k egyszertiek.

Tegyiik fel, hogy © félig-egyszerii és a sajatértékei egészek, ekkor feltudjuk bontani W; sajatalterekre, melyekhez
tartozé sajatérték egészek, tehat a © csak egésszel vald szorzds W;-n. Ha W;(—1)-t vizsgaljuk, akkor észrevehetjiik,
hogy a W;-n a © az i-vel és W_,;-n a © a —i-vel vald szorzds, igy a © W;(—i)-n az azonosan 0 leképezés. A [2
tétel miatt W;(—4) elall, mint Cx Qg (Wi(—i))9%. Az el6z6 allitast hasznalva adédik, hogy V Hodge- Tate, mivel
dim@pV > dimg (Dyr(V)) és

dimg (Dpr(V)) = Y dimg(( i))9%) =" dime, (W;) = dimg,V,
€L €L

és igy dimg (D (V)) = dimg, V. O
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Ha V p-adikus reprezentacié, akkor a Dyp (V) egy fokszamozott K-vektortér, mivel

Dyr(V) =P gr'(Dur(V)),
€L

ahol a gr'(Dpr(V)) = (Ck (i) ®g, V).

3.1.2.7. Definicié. Legyen V egy p-adikus reprezentaciéja G x-nak, akkor az i-edik Hodge-Tate silyt tgy defini-
aljuk, hogy

hi = dimy ((Cx (i) ®q, V)9¥)

azon esetekben mikor ezen dimenzié nem nulla.

3.1.3. Az R gytri

Ha veszink egy K p-adikus testet, melynek legyen a maradékteste k. Fzen maradéktest Witt vektorok gytrtijét meg
jeloljuk Ky := W(k)-val, akkor az O, /pOk, gylriin az abszolit Frobenius leképezés egy gytirti homomorfizmus
lesz, igy tudjuk definidlni a hozzd tartozé R gylir(ijét. Ko-t tartalmazd tetszéleges L testek Op/pOj gylirijéhez
definiglt R gyfiriik lesznek a szdmunkra hasznosak a de Rham periédus gytirii definidlasanal. Igy lathat6 a szekci6
cime nem egy konkrét R gyfirtihoz fliz6dik, hanem bizonyos gytiriik konstrukciéjdhoz. Ehhez Ouyang (I0) és Brinon
(@) jegyzeteit vettem igénybe.

3.1.3.1. Definicié. Az A gyfir(ib8l képzett R(A) gylirlit definidljuk tgy, hogy

R(A) := lim A,,

neN

ahol minden n-re legyen A, = A, és minden n-re tovibba legyen az dtmend leképezés az abszolit Frobenius
leképezés, tehat minden x := (,,)nen € R(A) igaz lesz, hogy (x,,41)P = x,.
Tovabbd minden n-re jeloljiikk R(A)-bol A-ba a projekcié 6,-nel.

3.1.3.2. Allitas. R(A) egy tokéletes, p karakterisztikdji gydrd.

Bizonyitds. A gytirii biztos, hogy p karakterisztikdju lesz, mivel a Frobenius leképezés az R(A)-n egy homomorfiz-
must ad. Tovdbbd R(A) tokéletes, mivel a Frobenius leképezés automorfizmus is, abbdl eredendden, ahogy R(A)
elemeit definidltuk, és ha x € R(A)-ra igaz, hogy ¢(z) = 0, akkor = 0. O

3.1.3.3. Allitas. Legyen A egy gyiirti, mely szepardbilis és teljes a p-adikus topoldgidra nézve, akkor A/pA-nak
vehetjik az R gylrijét. Ekkor R(A/pA) és R(A) halmaz kozott megadhatd egy bijekcid, ahol

R(A) := {(:U“”) | 2™ e A, (x(”+1))p = x(”)}.

Bizonyitds. Legyen @ = (2,)neny € R(A/pA), akkor minden n-re létezik egy felemeltje x,-nek A-ban, amely legyen
ZTn. Az R(A/pA) definiciéja miatt {gy minden n, m € N-re teljesiil, hogy

neN

—_
m

D o~ ;. pmt+1 _ . p m
Ty, =T, modpAésigyx, .. .1 =x,,, modpA,

mivel ha két elem tetszOleges m-re p™ A-ban kongruensek, akkor ezen elemek p-edik hatvanya p™+1 A-ban is kong-
ruensek lesznek. Igy tetsz6leges n € N-re (28 . )men sorozatnak létezik limesze A-ban, és a limesz fliggetlen a
felemeléstél, igy a limeszt jelolhetjiik (™)-nel, akkor ez alapjan megadhatunk egy leképezés R(A/pA) és R(A) kozott
a kovetkezd hozzérendeléssel: & — (z("))neN. Ha vessziik a (x("))neN € R(A) —> (2™ mod pA) ey € R(A/pA)
hozzérendeléssel definidlt leképezést, akkor latszik ez az el6z6 leképezés inverze. Igy megadtuk a bijekciot R(A) és
R(A/pA) kozott. O

Legyen K egy p-adikus test, legyen Ok az egészek gytrije, myx maximdélis idedlja Ox-nak, és igy ez altal k
legyen a maradéktest, melynek karakterisztikdja legyen p > 0. W = W (k) Witt vektorok gyfirlije és Ko a W
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hdnyadostestje, tehdt Ko = Frac(W) = W [%] Tovébba jeloljiik Cx-vel K teljes, algebrailag zart testbOvitését.

Vegyiik a K egy olyan L résztestjét, amely tartalmazza Ko-t, és ennek az egészek gyfiriije legyen Oy .
Oy teljesiti a sziikséges tulajdonsigokat, igy O azonosithatd liilOL/p"OL—lel, amelybdl kovetkezik, hogy
neN

OL/pOy, = O; [pO;, ahol L a p-adikus telitése L-nek, és igy

R(O1/pOr) = R (04/p0;) = {(+) a e 0y, (a0)" =z},

neN
3.1.3.4. Definicié. R := R (0O%/pO%) = R (Oc, /pOc,).

3.1.3.5. Allitas. R gyiiri egy teljes értékelési gyiirt a vo-re nézve, ahol az értékelés a Cy-n 1évé szokdsos értékelés
a p-re normalizdlva. Tovdbbd SR tokéletes és p karakteriszitikdju. Hdnyadosteste:

Frac(®) = R(Cx) = {z = (@™)pen | 2 € Cc, (2 D) = o},

amely teljes, nem-arkimédeszi, tikéletes, p karakterisztikdju test, amely tovdbbd algebrailag zdrt.

Bizonyitds. Az allitdsban megfogalmazottak alapjin az M-en az értékelés, nem més mint vk(x) = v, (z) =
VC g (z(o)), amelyet a p-adikus értékelésbél szdrmaztatunk. Ez altal az R-re tett allitdsok igazak. Az értékelés
szokasos kiterjesztésével Frac(R)-re teljesiil az algebrai lezartsdgon kiviil minden més allités.

Léssuk be Frac(R) algebrai zartsdgat, ehhez elég beldtni, hogy egy nem azonosan nulla polinomnak van gyocke
Frac(R)-ben. Azonban, mivel Frac(R) tokéletes, igy elég bizonyitani, hogy szeparabilisan zart, tehét egy P(X) =
ap+ a1 X'+ -+ a,_ 1 X"+ X" e R[X] szepardbilis polinomnak van gyoke R-ben.

P(X) szeparabilitasabdl kovetkezik, hogy létezik két olyan Ho(X), Go(X) € Frac(R)[X] polinom, hogy

Go(X)P(X) + Ho(X)P'(X) =1,

ahol P’(X)-szel jeloljik a szimbolikus derivaltjat a P(X) polinomnak. Tovdbbd ha vesziink egy olyan elemét
R-nek, melynek az értékelése legyen 1 (7 € R), akkor ha Go(X)-et és Ho(X)-et a kovetkez8képpen moddositjuk,
akkor létezik egy m € N, hogy arra teljesiil, hogy G(X)P(X) + H(X)P'(X) = 7™, ahol a médositott polinomok:
G(X) =71"Go(X) és H(X) = ™ Hy(X). A gyok megtaldlasdhoz a kovetkez6 lemmaéra lesz sziikség.

S

3.1.3.6. Lemma. Legyen s € N tetszdleges, akkor létezik egy olyan x € R, melyre teljesiil, hogy v(P(x)) = p®.

Bizonyitds. A 65 projekcié magjiban azon elemek vannak, amelyek értékelése > p°, igy ezen z-re, ha létezik,

teljesiilni fog, hogy 8,(P(z)) = 0. Igy vegyiik P-nek a 6, &ltali felemeltjét, amely legyen P(X), amely egyiitthatéi
igy 0s(a;) € Ox. A P-nek létezik gyoke O-ban, mivel K algebrailag zart. Legyen y € O a gyoke P-nek és ezen
modulo p redukci6ja legyen 7. Akkor ezen g-hoz létezik egy x € R, melyre teljesiil, hogy 05(z) = 7. Ez éltal ezen x
megfeleld lesz. O

A lemma segitségével megkonstrudlunk egy PR-beli gyokét. Ezen konstrukcié induktiv lesz. Tegyiik fel, hogy
T,-ig mar megkonstrualtuk a gyokot, akkor keressiikk x,,1-et x,4+1 = =, + y alakban, ahol y-t még nem tudjuk
micsoda. Ha behelyettesitjik x,.1-et P-be, akkor azt kapjuk, hogy

P(zpi1) = P(xn) + yP'(zn) + Z yiP(i) (xn),
i>2

ahol P az i-edik szimbolikus derivalt. Igy ha ;ﬂgn”))—t valasztjuk y-nak, akkor v(y) = n — m, igy ez altal

v (yiP(i) (xn)) > n + 1. Igy x,-nek létezni fog limesz, amely a lemma miatt megadja egy gyokét P(X)-nek -
ben. O

A de Rham periédus csoport konstrukciéjdhoz a Cg, R és R hdnyadostestének jobb megismerése sziikséges,
igy most a multiplikativ csoportjainak néhdny tulajdonsigat mutatjuk be. A Cy csoport nevezetes részcsoportjait
jeloljiik a kovetkezokkel:

1. Ugy = Of_j = Oc,e —mg, = {r e Cg | v(z) = 0}, tehat Oc, invertalhaté elemeinek csoportja,
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2. Ug_ =1+4mg, :={zeCxk |v(x—1)>0} S U,
3. U, =14+ pOc, :i={xeCk |v(x—-1)=>1} c U .

Ezen nevezetes részcsoportokra teljesiilnek a kovetkezd allitasok:
1. A kdvetkezé sorozat egzakt: 0 — Ug,, —> Cjo —> Q — 0,

2. A kovetkez6 sorozat egzakt: 1 — UEK — Uc, — P 1, és a Teichmiiller leképezés general egy

izomorfizmust Ug, = kT x UEK,
3. tetszlleges = € UEK—hoz létezik n € N, melyre teljesiil, hogy z" € UéK,
4. UéK szeparabilis és teljes p-adikus topologiara nézve.
Ezen nevezetes részcsoportok Frac(9R)*-ban is definidlhatok:
1. Up =R* =R —mp := {z € R | v(x) = 0}, tehdt R invertdlhaté elemeinek csoportja,
2. Ujy =1+mp :={zeR|v(x—1) >0} S Un,
3. Uy i={zeR|v(xz—1) =1} c U.
A kovetkezé 4llitas a Cj részesoportjainak tulajdonségaihoz hasonlé éllitdsokat fog tartalmazni.

3.1.3.7. Allitas. 1. A kévetkezd sorozat egzakt: 0 —> Uy —> Frac(R)* —> Q — 0, ahol v leképezés az
értékelés R-en.

2. Frac(R)* = Hom (Z [%] ,(CIX(> .
5. Un = Hom (2] 1],05,) =F* x U§.
4. U = Hom (2 [1].U5) = @, @2, Uk

5. Uy = {zeR | v(x—1) =1} izomorf a kévetkezd inverz limesszel: Lir_nUgl%/(Ugl%)pn,
neN

Az &llitdsban hasznalt jelolések magyardzasa: Frac(R)* az R hdnyadostestének multiplikativ csoportja, U az

R-beli egységek csoportja, Uy = {x eR |2 e 1+ mCK)}.

Bizonyitds. Az els6 allitds rogton kovetkezik a Cj-on megadott allitasbél. A maésodikhoz tegyiik fel, hogy f €
Hom (Z [%] ,Cﬁ), akkor minden n € N-re p~" helyen f-et tgy definialjuk, hogy f(p~™) = (™), akkor egy Frac(R)*-
beli elemet fogunk kapni. Tovabb&d ha vesziink egy x = (x("))neN € Frac(R)*-beli elemet, akkor f leképezést

definidlunk az altal, hogy p~"-hez hozzarendeljiikk z("™-t, akkor kapunk egy homomorfizmust Z[ ]—bél Cx-ba,

1
P
tehat belattuk a masodik allitést is.
Legyen x € R, hogy x € Uy, amely ekvivalens azzal, hogy z(©) e Uc, . Ez altal kapjuk, hogy

Us = Hom <Z [1] ,(9&) = Hom <Z [1] g x UgK) = Hom (Z [1] k> x Hom <Z [1] ,UgK) =& xUg.
p p D p

Mivel kihasznaljuk Cj nevezetes részcsoportjainak tulajdonsigait. Tovabbd az utolsé egyenldség azért teljesiil,
mivel k-ban, és UEK—ban minden elemnek pontosan egy darab p-edik gyoke van. Ez altal adodik a harmadik allitas
is.

A negyedik 4llitdshoz kézzel megadjuk az izomorfizmust. Legyen a hozzirendelés a kovetkezd: p~ " @ u — u?
ahol u € Ug,, akkor ezen hozzdrendelés ltal 1atszodik, hogy egy izomorfizmust adtunk meg. Mivel ha u € Uy, akkor
pontosan egy p" gydke van Uy -ban, és ha x € Uyt és v(z — 1) > 0 is igaz, akkor

v (xp_n — 1) =ptu(z—1)=1
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elég nagy n esetén, tehat z?" € Us}%' Igy adédik a negyedik allités.
Tudjuk, hogy Ug; = {z € R | v(z — 1) > 1}, ez dltal U, = {x € R | v(z — 1) = p"}. Az izomorfizmus Uy, és az
inverz limesz kozott ebbdl adédik. O

A kovetkezd péar allitas és definicié az fR-en 1évé Galois hatdsrol szél.

3.1.3.8. Allitas. A Gk, = Gal (F/K) természetes modon hat R-en és R hdnyadostestén. Ha vessziik Ko egy
olyan L bévitését, amely benne van K-ban, és legyen H az L-hez tartozé Galois csoport G, -ban, akkor

1. %H = R(OL/pOL),

2. (Frac(R))! = Frac(R(OL/pOL)),
ahol R maradéktestét jeloljik ky = EH, amely L-nek lesz a maradékteste. Ha L*-on az értékelés diszkrét, akkor
kp = RH.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy = (2(™),en € R, ahol (™ € Oc, és tetszéleges h € H-ra, akkor h(z) =
(h(z(™)) _. Ez altal

reRf! —2Me O¢  minden n € N-re.

Az els6 allitds kovetkezik abbdl, hogy

~

Cl=L é (Oc,)" = lim O, /p" O
ne

Ak — R — k leképezések objektumainak vesszitk H altali fixtestét, akkor azt kapjuk, hogy k; — RH — ki.
Mivel ezen két leképezés kompozicidja nem més, mint az identitas, igy S maradékteste k..

Tegyiik fel, hogy az értékelés L*-en diszkrét, akkor elég belatni, hogyha x = (x(")) € MY, és ha értékelése pozitiv,
akkor x = 0. Tudjuk azt, hogy v (x(”)) =p"v (x(o)), igy mivel az értékelés diszkrét, igy v(z) = v (x(o)) = o0, tehat
x = 0. Adédik az is, hogy R¥ = kr, mivel a kordbbiakban lattuk, hogy k; € R = R(Or/pOr) és, most meg
lattuk, hogy R(Or/pOyL) < ki. O

Vegyiink egy olyan {€™} __ sorozatot, melyre teljesiil, hogy ¢(® = 1, ¢M) # 1, és n > 2-t8] kezdve a kdvetkezd
rekurzio6 teljesiil, hogy (e(”+1))p = €™ akkor ha vessziik a kovetkezd bévitések uniéjat, hogy

’ (n)
U o ().

akkor ezen bd&vitésre gondolhatunk dgy is, hogy a K testhez minden n-re hozzavessziik a p™-edik egységgyokot.
cyc

Ezen egységgyokok unidjanak bévitését jeloljik K’ -val.
3.1.3.9. Allitas. Ezen ¢ = {e(")}neN sorozat R ((’)Kgyu/p(’)Kéyc)—ban eqység lesz, és € € Ug,. Touvdbbd tetszéleges
g € Gk, -ra teljesil, hogy

gle) = XD és glm) = (14w -1,

ahol m = € — 1, amelyre igaz, hogy v(w) = ﬁ, és X a korosztdsi karakter. Igy ¢”r = Z,,(1).

Bizonyitds. Tudjuk azt, hogy 7(»)-re gondolhatunk tgy, mint lim (e(™ — 1)P". Mivel € —1 = 0 és v(e(™ —1) =

m—00

W minden m > l-re, akkor v(7) = v(7(?) = et Igy adédik, hogy € egység R (OKSyc/pOKSyc)—ban. O

3.1.3.10. Tétel. Legyen H = Gal (K/K"°), és legyen m = ¢ — 1 € R¥ | akkor

1. K[[x]]rd = A,

2. k((r))rd = (Frac(R))*.
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Tovabbd legyen 6,, a kévetkezd projekcio, hogy

Hm : R — Of/pO?

(-Tn)neN i Tm
minden m € N-re, akkor 0,,(RY) = Ofcere [pOceue.

Bizonyitds. A bizonyitas megkonnyités véget haszndljuk a kévetkezd jeloléseket:

Ey:=k((r)), F= E®, L=K" = | J Ko (e(")) , és H = Hy, = Gal (K/L).

n=1

Ez 4ltal adédik, hogy RH = R(Or/pOyr), és igaz az is a [3.1.3.8] 4llitas miatt, hogy R maradékteste k. Mivel
7 e R és MY teljes az értékelésre nézve, igy k[[r]] = R és k((r)) = (Frac(R))H. Tovabba mivel R és
(Frac(R))H tokéletes is igy a kévetkezé is igaz, hogy

E[[r]]72d < /H és k((m))™d < (Frac(R)).

Igy mér elég csak belatni, a masik irdnyd tartalmazast. Azonban ahhoz meg elég csak belatni, hogy Op stirii

R _ban. S6t mi tobb, mivel RE = Lir_n(’)p/p"(’)p, igy elég beldtni, hogy 0,,(Of) € Or/pOr minden m esetén.
neN

Ennek a belatasahoz hasznéljuk a kovetkezd tovabbi jeloléseket: o, = (™ — 1, igy

Ok, [e(")] = Ww,], & O, = G Wron].

n=0

Amely a korabbiak miatt egyenls =(")-nel, igy Oy, /pOr egy 7(™-n 4ltal generlt k-algebra. Igy elég csak belatni,
hogy 7™ € 0,,(OF) = 0, (k[[7]]"%) minden m esetén.
Azonban minden [ € 7 esetén 7P € Ek[[x]]'2d, amelyre gondolhatunk tgy is, hogy 7P~ = ((e("H) — 1))

neN’
Tovébbg €™+ —1 = 7("+D ha n +1 >0, igy ha | = n — m, akkor
"= om (ﬂ_pnfm) c om (k[[ﬂ_]]rad)
minden m esetén, tehat belattuk a tételt. O

3.1.3.11. Tétel. (Fontaine alaptétele) Legyen E§ szepardbilis lezdrdsa Ey = k((m))-nak R hdnyadostestében, akkor
E§ siri Frac(R)-ben, és a Gg, csoport dltali hatdsra nézve stabil marad. Tovabbd megadhatd egy izomorfizmus
Gal (K/K§"") Galois csoport elemei és Gal(E§/Ey) Galois csoport elemei koz6tt tigy, mint

9lp; € Gal(E/Ey),

ahol g € Gal(K/KS¢), és ahol az izomorfizmus a kivetkez6 hozzdrendeléssel adhaté meg: g — g

Es-
Bizonyitds. Az el6z6 tétel bizonyitasaban levo gondolatmenet miatt elég csak azt belatni, hogy
00 (O5;) = Ox/vOz.
Tovabba O elball a kovetkezd diszkrét limeszként:
Ok = h_I)n Or,
[L:K]<x
L/K, Galois

igy elég csak egy véges Ky feletti Galois bovitésre belatni, hogy

OL/pOy, < by ((’)E—O) .
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Ennek a belatdsdhoz a kovetkezd testeket definidljuk: Ko, = Ko(e(”)) és L, = KoL, ekkor L, Galois bovitése
Ko, melynek Galois csoportjat jeloljitk I,-nel, igy 1étezik egy IV index, amelyt6l kezdve ezen Galois csoportok
sorozat stabilizalédik, tehat

In=INny1=INy2="...,

mivel L véges bdvitése Ky-nak, és I,-ek izomorfak L/Ky bévités részbdvitéseivel. Ezen Galois csoportot jelol-
juk I-vel. Azonban feltehetjik, hogy L,/Ky , b&vités teljesen eldgazé minden n-re, mivel k < Oz, gy Ko-at
kicserélhetjiik egy véges eldgazdsmentes bévitéssel. Igy legyen o, a generdtora Or, maximalis idealjaval, ekkor
OLn = OKO,n [an]'

Legyen P, € Ko ,[X] o, minimalpolinomja. Mivel tudjuk, hogy létezik egy olyan n, melyre I,-ek sorozata
stabilizalodik, igy elég nagy n esetén P, foka |I| lesz. Valasszuk n-t ilyenre, akkor P, irhaté ugy is, hogy P, (X) =
[Tge;(X = glan)).

Ez éltal a tétel elso részének belatasahoz elég, hogyha létezik egy olyan n, amelyre a generator képe 6y-nal eleme
00(Og;)-nak. Tovibb4 az eldgazdselméletbeli ismeretek miatt, tudunk olyan n-et is vélasztani, hogy v(g(an) —an) <

ﬁ minden g # 1 € I-re, mivel tetsz6leges g # 1 € I esetén teljesiil, hogy v(g(ay,) — ) — 0, ha n tart végtelenbe.

Legyen P, a P, polinom modulo p, és @, € OE—O[X ] legyen azon polinom, amelynek a felemeltje P,. Tovdbba
legyen = Q,,-nek egy gyoke, akkor legyen b € OET egy felemeltje 0y(x)-nek, akkor létezik egy olyan gy € J, melyre
teljesiil, hogy

(b = go(an)) = v(b - g(an))

minden g € I esetén. Ha az el6bbieket, n vilasztasanal tett tulajdonsidgot plusz a Krasner lemmat hasznaljuk, akkor
megkapjuk, hogy O, /pOy, GO(OE—O), igy kovetkezik a tétel els6 része, mivel

v (95 (6) = an) = (b — golan)) = 1| > v — glam)).

[1]
és igy o € Ko (go_l(b)), tehét a képe meg eleme 6, (OFO)—nek.
Igy mér csak az izomorfizmust kell belétni. Elészor ldssuk be, hogy ez egy csoport homomorfizmus. Ha vesziink
1] )
egy e € E§, és hozzd egy olyan P(X) = >} 0;X" € Ey[X], melynek gyoke, akkor tetsz8leges g € G, -re g(e) gyoke
i=0
lesz g(P)-nek. Ezen gyckrél tudjuk, hogy eleme Eg-nak, mivel 7-nek a g ltali képe megadhaté, mint (14-7)X(9) —1.
Ejo generalodik 7 altal, tehat mivel (1 + m)X(9) — 1 e Ey, igy g(Eo) = Ey tetszéleges g-re.
A sziijektivitas kovetkezik abbdl, hogyha vesziink egy F teljes p karakterisztikaju testet, akkor annak nincs
nem-trivialis olyan szeparabilis bévitése, mely része F’““d—nak.i
Az injektivitast indirekten lassuk be. Legyen g # 1 € Gal (K /Kgyc), amely eleme a homomorfizmus magjanak,
akkor tetszéleges e € Ef-re g(e) = e. E§ slirli Frac(R)-ban, {gy Frac(R)-beli elemeken is teljesiilni fog. Azonban
legyen a = (a("))neN € Frac(R), ahol a(™ € Cg, amelyre teljesiil, hogy g(a) = a, tehédt g (a(o)) = a®. Azonban
0o szirjektiv, igy g a trividlis elem Cg-n, és igy K-n is, tehat ez Gal (K/K{'“) egységeleme. Ezzel belattuk a
tételt. O

3.1.4. de Rham reprezentacidok

A Hodge-Tate reprezentdcidok megismerése utdan észrevehetd, hogy nem elég hasznosak, mivel nem arulnak el eleget

c sz

amely elég b6, hogy az algebrai geometriabdl szarmaztatott reprezentacidkat tartalmazza, de tovabba megadhaté
legyen egy ekvivalencia a szemi-linearis algebrak kategoriajaval. Tovabba meglepé moédon latni fogjuk, hogy a
kovetkezokben bevezetésre keriilo de Rham peridédus gyliri a By gylrl fokszamozott algebraja lesz.

Legyen R az el6z6 fejezetben definidlt gytri, akkor a Witt vektorok gytirtije el6allithaté a kovetkezdképpen:

fn

ahol f,, : (zo,x1,...,2n) — (2f,2},... 2% _,) az dtmend leképezés, amely W, 11 (Oz/p)-b8l W, (Oz/p)-be képe-

»Yn—1
z6dik minden n € N esetén. Az inverz rendszer alapjit a kévetkezé kommutativ diagram adja:
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Wn+1 (O?/p)
f’ﬂ
Tovabba minden n-re tudjuk definidlni a kévetkezd leképezést:

Wp+1 * Wn+1(O(CK) — Ocy,

n n—1
amely (ag,a1,...,a,)-t ay +pal  + -+ p"a,-ba viszi, igy definidlhaté 6,, : W,, (O/p) — Oc,/p" leképezés
ha a w,-t komponaljuk a hanyados leképezéssel, tehat ezen diagram kommutativ lesz:

W1 (O%/p) las Ocy

W, (Oz/p) —2—— Oc,e/p" = O /p"

A hényados leképezések egy inverz rendszerét adjik Oc, -nak, {igy a W (R) inverz rendszerénél definidlt f,-ek altal
tudunk egy gyfirli leképezést definidlni W (R)-b6l Oc¢,.-be, amelyet a kovetkez6 kommuativ diagram mutat:

On+1
Wn+1 (OCK) —+> OCK/pn+1
fTL
On n n
Wn (Of/p) — O(CK/p = Of/p .

Az igy definidlhat6 leképezést jeloljiik -val, és definidljuk a kovetkez6 hozzérendeléssel:

o0
0:z— Z ™),
n=0

1
p

ahol z = (xg,21,...,Zn,...) € W(R), és 2™ e Oc, - Legyen mostantél W := W (R). Legyen Ky = W [ ], akkor
1 e
w [] = Ko@w W = | JWp™" = lim Wp~".
p n=1 neN
3.1.4.1. Allitas. 1. Ezen 0 egy W-algebra homomorfizmus, amely kommutdl a G, dltali hatdssal,
2. 0 sziirjektiv,
3. a 0 magja féidedl, melyet egy & elem generdl, ahol € := [r0] +p = (1v,1,0,...) € W(R), w® = —p,
4 Nozy (Ker(9))™ = 0.
Bizonyitds. Ha x = (x9,21,Z2,...,%n,...) € W(R), akkor m, : W(R) — W, (9R)-beli projekcié altali képe legyen

(o -+ Tn—1,n). Legyen x; ,, felemeltje Oc, -ben xgn) minden i-re, akkor
n—1 ﬁ n—1 )
On(zom, .- s Tno1,n) = Z P (xgn)) = Z pzzl(7l).
i=0 i=0

Ezen 0,, : W,,(O%/p) — Oc, leképezés egy homomorfizmus minden n esetén, és a Gk, hatassal is kommutativ, igy
a limeszét véve 6 is homomorfizmus lesz és G k,-val kommutativ.
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Legyen a € O¢,, akkor 1étezik egy olyan x € R, hogy 2 = a. Ha vessziik # Teichmiiller leképezését, és annak
6 altali képét, akkor ad6dik, hogy 0([z]) = a. EbbSl kovetkezik a sziirjektivitas.

A harmadik &llitdshoz elég beldtni, hogy Ker(0) < (&, p) teljesill, mivel O¢,-nek nincsen p-torzids elemei és
W (R) p-adikusan szeparabilis és teljes gyfirii.

Ha vesziink egy x = (29, z1,...) € Ker(f), akkor

tehdt v(x((JO)) > 1 = v(p), tehdt v(zg) = 1 = v(w). Ez altal létezik egy olyan by, hogy xo = bow. Legyen b=[bg],
akkor

x — b€ = (zg,21,...) — (,0,0,...) - (10,1,0,0,...) = (zg — boto,...) = (0, 91,2, 93, --) = (Y], Ya, - - - ) € PW(R),

ahol (y/)? = y;. Igy kovetkezik a harmadik &llit4s is.
Tegyiik fel, hogy van egy nem nulla x = (z¢,21,...) € ﬂle(Ker(Q))”7 akkor minden n-re = € (Ker(9))", igy

v(xéo)) > n minden n-re, tehat feltehetd, hogy x¢ = 0. Ebbél adddik, hogy « € pW (R), azonban z tovabb bonthatd,
fgy 0 = 0(x) = 0(pz’) = pd(2') miatt O(z’) = 0, tehat 2’ € pW (R). Ebbdl kovetkezik, hogy x = p*z” € p*W (R), de
ezen gondolatmenetet tovabb lehet vinni, igy = = 0, amely ellentmondas, igy (;-_, (Ker())" = 0. O

3.1.4.2. Definici6. 1. Bj, gyfirfit definidljuk dgy, mint a W (R) [%]—nak a Ker(f) szerinti p-adikus telitése,
amely azt jelenti, hogy

B =t (Wi |1 sacer) ) =t (wiow [ 2] e ).

neN neN p

2. Tovabbéa Bgg legyen a B;R hanyadosteste, tehat

Byr := Frac(BJ) = By E] .

3.1.4.3. Lemma. B;R eqy teljes, diszkrét értékelési gytiri, melynek maradékteste Cg, melyen hat Gg,,. Tovdbbd
Bar egy értékelési test.

Bizonyitds. A BjR definiciéja altal adédik a lemma. O

3.1.4.4. Definicié. Minden i € Z-re legyen Fili(BdR) egy szabad B;R—modulus, melyet & general. Akkor definisl-
hatunk Byg-en egy filtralast, amelyre teljesiilnek a kovetkezok:

1. csokkend filtralas, tehat

... D Fil'"(Bar) = B¢ o Fil'" (Bar) = Bjp¢™ o ...,
2. szeparabilis filtralas, tehat

X .
() Fil' (Bar) = 0,

=1

3. kimerité filtralas, tehat

w .
Fil'(Byr) = Bag.
=1

1=
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A FilO(BdR) = BC'[R, és minden i-re Fil'Byp = m33+ lesz, ahol mj3+ -vel jeloljitk B;R maximélis idealjanak i-edik
hatvényét. " "

Tovabba Byr-n az értékelést definidljuk ugy, hogy melyik az a legnagyobb i, amelyre az elem még benne van a
filtraciéban, tehat

z € Fil'(Byr), dez¢Fil'"™ (Byr) = wvar(z)=i.
Tovabbé ha x ¢ Byr-nak, akkor meg vyr(x) = 0.

3.1.4.5. Allitas. K részteste Blp-nak, amely megdrzi a Galois hatdst, és K n Fil' (Bagr) = 0.

Bizonyitds. A|3.1.4.1|4llitas altal 1attuk, hogy ﬂfil(f)” = 0 és, mivel £" - W(R) [l] c (&, igy

ﬁ W) [;] —0,

tehat W (R) [;}] és W(R) is bedgyazhaté Biy-ba. Bz altal W(R) és W(R) [%] részgytirlik By-be, és még Ko =
w [%] résztest B;R—be, tehat K is az lesz.

K nFil'(Bggr) = 0 allitds meg egy Hensel lemméas meggondolds miatt teljesiil. Ha vesziink egy K, egyiitthatds
polinomot, mivel Ky beagyazhatd B;R—ba és a allitds miatt 6 sziirjektiv, igy ezen polinomnak Cg felett
kiilénb6z6 gyokei vannak, és mivel B;R felett is igaz a Hensel lemma, igy B;R felett is kiilonboz6 gyokei lesznek,
igy teljesiil a kivant allitas, és tovabba a felemelés egyértelmiisége miatt teljesiil a Galois hatdas megérzése is. O

Legyen € € R, amelyre teljesiil, hogy €(© = 1 és () # 1, ekkor legyen 7 = [¢] — 1 € W(R), mivel 0([¢] — 1) =
€ — 1 =0, igy Fil'(Byr)-nek eleme lesz [¢] — 1. Ez altal

o2 w2 e

tehat

ox((e) = 3 (-1t =D e

3.1.4.6. Allitas. Legyen t = log([e]), akkor t € Fil'(Byg), de t ¢ Fil>(Bqgr). Ebb6l litszédik, hogy t generdlja a
B;[R mazimdlis idedljdt.
Bizonyitds. Ha n > 1t € Fil' (Byg), akkor Y=U% ¢ Fil' (Byg) teljesiil az elézéek miatt. Tovabbéd ha n > 2, akkor

—_ 1"

7([6] ) € Fﬂ2(BdR)

n
is igaz. Igy elég belatni, hogy [¢] —1 ¢ Fil*(Bggr). Azonban, mivel [e] — 1 € Ker(6), igy [¢] —1 = A&, ahol A € W(R),
akkor

([e] = 1) ¢ Fil>(Bag) <= 0()\) # 0 < X ¢ W(R)E.

Ez 4ltal elég belatni mar csak, hogy [e] — 1 ¢ W (9R)£2.
Ezt ldssuk be indirekten, tegyiik fel, hogy teljesiil, akkor [e] —1 = Aé2 = (Ao, A1, ... ) (w2, ...). Azonban ha a két

oldalt megvizsgaljuk elemenként, akkor € — 1 = A\gtv? kapunk, ami ellentmondés, mivel tudjuk, hogy v(e—1) = ]%,

és az el6z6 egyenletbdl meg az jott ki, hogy legalabb 2 az értékelése. O

A Z,(1) Tate-modulusra lehet gy gondolni, mint Z,t, igy részgytirtije B ,-nek, mivel

log([e]) = log([e]*) = Alog([e]) = At.
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Tovabba minden g € Gk, esetén g(t) = x(g)t, ahol x kérosztasi karakter, és
Fﬂi(BdR) = B;Rti = B;_R(i)a
v -]

fgy

gr(Bar) = @ ' (Bar) = @ Fil'Bar/Fil" ™ Bar = @ B (i) /tBiz(i) = P Ck (i)
i€Z €L i€Z €L

Ebbél kévetkezik a kovetkezd allitas, hogy
3.1.4.7. Allités. gr(BdR) BHT = (CK [ *] (- BHT = (CK(( ))
3.1.4.8. Allitds. BYX = K.

Bizonyitds. Azt tudjuk, hogy K ¢ K B;R C Byg tartalmazds sorozat teljesiil. Igy elég csak beldtni, hogy
K o BSX, tehét vegyiink egy b e B elemet, és ldssuk be, hogy be K. Mivel be BSX, gy létezik egy maximalis
i index, amelyre b € Fil'(Bqr), de nem eleme Fil”l(BdR) nek. Vegyiik Byg-nek az i-edik fokszamozott algebraja
és ebben b képét, amely legyen b. Azt tudjuk, hogy gr'(Bqr) = Cx (i) és, hogy Ck (i) = 0 ha i nem nulla, igy
be K c B}, mivel b nem nulla. Ha azonban a (b — b)-t vessziik, akkor b — b € (Fil'(Bqg))®¥, igy b = b, ami azt
jelenti, hogy b e K. O

3.1.4.9. Definicid. V p-adikus reprezentaciéja G g-nak akkor, és csak akkor de Rham, ha Bgr-megengedett, tehat
aqr(V) izomorfizmus.

ez

3.1.4.10. Lemma. V de Rham reprezentdcio akkor, és csak akkor ha
dlmK(DdR(V)) = dime(V).
Bizonyitds. A de Rham reprezentacié definiciéjabdl rogton kovetkezik. O

Ha V p-adikus reprezenticidja Gi-nak, akkor Dyg(V) egy filtralt K-vektortér, amelynél a filtraci6 i-edik rész-
algebréja:

Fil'(Dar(V)) := (Fil'(Bar) ®g, V)X
Vegyiik a kovetkezd rovid egzakt sorozatot:
0 — Fil'™(Byg) — Fil'(Bqr) — Ck (i) — 0,
tenzorozzuk meg V-vel, mivel ez tartja az egzaktsigot az elején, akkor kapjuk, hogy
0 — Fil'"(Byr) ®qg, V — Fil'(Bar) ®q, V — Ck (i) ®g, V — 0.
Ez utan vegyiik G altali invaridnsat, tehat azon elemeket, amelyeket G fixal, akkor kapjuk, hogy
0 — Fil'™ (Dyr(V)) — Fil'(Dar(V)) — (Ck (i) ®qg, V)9

Ez éltal az i-edik fokszdmozott algebraja Dgr(V)-nek a kovetkezd lesz:

gr'(Dar(V)) = Fil'(Dar(V))/Fil'™ (Dar(V)) = (Ck (i) ®qg, V)<
Tovabba

gr'(Dar(V)) = Per'(Dar(V)) — P(Ck (i) ®qg, V)% = Dyrp(V).

€L €L
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3.1.4.11. Allitds. Ha V p-adikus reprezenticié de Rham, akkor V. Hodge-tate reprezentdcid és
gr'(Dar(V)) = (Ck(i) ®q, V)*,  gr(Dar(V)) = Dur(V).
Az allitas igazsagat az el6z6 gondolatmenet mutatja.
3.1.4.12. Tétel. A Dyp : Rep{éf(GK) — Filg egy egzakt, hiiséges funktor, amely a tenzorszorzdsra nézve is zdrt.

Bizonyitds. Ezen tétel bizonyitdsa a [2.2.0.7} tétel segitségével fog menni, amely segitség az, hogy K-vektorterek

ez

Vegyiik V' de Rham reprezentécié kovetkezé rovid egzakt sorozatat:
0—V —V —>V"—0,

ahol V' egy részreprezentéicidja és V" = V/V'. Cg(i)-vel valé tenzorozédsa, majd Gk csoportra vald invarialitds
utdn gri(Dgr(V'))-nél és gri(Dyr(V))-nél az egzaktsig teljesiil. Azonban, mivel V de Rham, {gy a dimenzi6
tulajdonsagok miatt teljesiil gr*(Dgyr(V"))-nél is az egzaktsag, tehat

0 — Fil'(Dgr(V")) — Fil'(Dgr(V)) — Fil'(Dy4r(V")) — 0

rovid egzakt sorozat lesz, amelybdl kovetkezik, hogy a filtracion teljesiil az egzaktsag.
A kovetkezd hozzarendelés altal definialt leképezésbdl kovetkezik a tenzortartds tulajdonsag a filtracién:

crot’ @ cruit! — ciea(vy @ o)ttt
gr'(Dar(V1)) ® gt/ (Dar(V1)) — gt (Dyr(Vi @ V5)).

A leképezés hozzarendelésébdl addodik, hogy injektiv, és a dimenzi6 tulajdonsdgok miatt a sziirjektivitas is teljesiil,
tehét a leképezés egy izomorfizmus, igy a tenzor tulajdonsiag megtartas teljestl. O

3.1.4.13. Allitas. Legyen V p-adikus reprezentdcid, amely de Rham, akkor V. Hodge-Tate is lesz. Tovdbbd

dimg (Dgr(V)) = > dimg (g (Dar(V))).

€7
Bizonyitds. Az el6z6 tételbél és a két tétel elbtti allitasbol kovetkezik ezen &llitas is. O

A de Rham reprezentaciok korében is tudjuk definidlni a Hodge-Tate stulyokat, mivel ha vesziink egy V de
Rham reprezentaciot, akkor Dyg(V) filtraciéinak azon i-ei lesznek a Hodge-Tate silyok, melyekre az i-edik fokszé-
mozott algebraja nem nulla, tehét lehet tigy is mondani, hogy i-r6l i + 1-re ugrik a Dyg(V), mivel gr'(Dyr(V)) =
Fil'(Dyr(V))/Fil't (Dgr(V)). Igy ez akkor, és csak akkor nem nulla, ha a Fil'(Dgr(V)) és Fil'™ (D gz(V)) kiilon-
b6z6.

3.2. Fontaine kristalyos és félig-stabil gytirii

A kovetkezd periddus gytirtik bevezetésének oka, hogy a de Rham periédus gytirli rendelkezik egy kis deficittel, amely
1

nem mas mint, hogy a Frobenius automorfizmus W (R) [5]—011 nem hagyja helyben 6 magjédnak elemeit, tehat a

Bag-en a Frobenius leképezés nem egy endomorfizmus. Igy Fontaine és térsainak be kellett vezetni egy olyan
részgytlirtijét W(R) [%]-nelg mely elemeit a Frobenius leképezés fixen hagyja, tovabba a hanyadostestén értelmezett
egy Frobenius endomorfizmus. Ezen periédus gytirlit nevezték el kristalyos periédus gytirtinek. A kévetkezdkben
ez keriil bevezetésre Conrad (4) és Ouyang (10) jegyzete alapjan.

Tovabbd bevezetésre keriil a félig-stabil periédus gytiri, melyre gondolhatunk gy, mintha a Frac(9R)*-beli
elemek logaritmusat adtuk volna hozzé a kristalyos periddus gytiri elemeihez. Ezen periédus gyfirii bevezetéséhez
is a kristdlyosaknal is hasznalt jegyzeteket veszem segitségul.

3.2.0.1. Definicié. Legyen A egy kommutativ gylirii, és A-nak legyen I egy tetszéleges idedlja, akkor az [-hez
tartozé osztott hatvanyburkolén a =, : I — A leképezések (n = 0,1,2,...-re) halmazin definidlt, és a kovetkezd
tulajdonsigokkal ellatott struktiurat értjik:
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1. vw(z) =1, m(x)==2, 7n(z)e€l minden xz € I-re, han > 1,
2. Wz +y) =27 7 (x)Yn—i(z) minden z,y € I, ésn e (N U 0),
3. Yn(Az) = A", (x) minden z € I, minden n € (N U 0), és minden A € A,
4. v (2)ym () (ZTTZL,) Yn+m(z) minden z € I, és minden n,m € (N u 0),

5. Ym(vn(z)) = %vnm(x) minden z € I, és minden n,m € (N u 0).

Ezen definici6 azért sziikséges szamunkra, hogy képesek legylink definidlni Fontaine kévetkezé periédus gytiriijét a
Beris-t. A kordbbiakban mar definidltuk a 0 leképezést, melynek magjardl belattuk, hogy egy elemmel is generalhato,
és ezen elemet elneveztiik £&-nek. Ezen £-t megadtuk tgy is, hogy € = [w] +p = (=, 1,0,...), ahol @w" = —p.

3.2.0.2. Definicié. AY .. legyen azon modulus, amelyet gy definidlunk, hogy Ker(6) osztott hatvanyburkoléja

W (R)-ben. Az osztott hatvanyburkol6 definicigjabdl adodik, hogy W (R) [%]—nak egy W(R) részmodulusa, amelyet

Yn(€) generdl, ahol n € N. Ez altal A° . gy definidlhatd, hogy

(’T"LS = {Z an’}/n ; N < o, ap € W(%)} .

Az osztott hatvanyburkold tovabbi tulajdonsédgaibdl 1atsz6dik, hogy nem csak W (2R) [%]—nak W (R)-részmodulusa,
hanem W (%R) [%] gylirlinek is részgyfirtije. Tovabba ha Ker(6)-val vessziik a telitését W (R) [%]—nak, akkor adddik,
hogy

A, cwen | [6]] < i

3.2.0.3. Lemma. 1. W(R) [[

3 o

H gytird szepardbilis, ahol szeparabilitdson azt értjik, hogy tetszdleges I idedljdra

0
nézve () I" =0
n=1

2. W(R) [[%H teljes a p-adikus telitésre nézve,

3. W(R) [[%H — 1(%11 (W(SR) H%H /p”W(iR) [[i]]) leképezés egy izomorfizmus.

Bizonyitds. Elészor az 1. llitast latjuk be. W () [[g“ gylirti egyértelmti maximalis idedlja a p ltal generalt idesl,
igy ha belatjuk azt, hogy

- e[ -

n=0

akkor az els6 rész adédik.
Tegyiik fel, hogy létezik x € J, amely nem nulla, akkor ebbél kévetkezik, hogy minden n-re x € p"W (R) Hf]],

tehat el6all ugy, hogy
k
T = anQk,n <§> 5
P p

ahol ay , € W() minden k-ra. Ha nézziik z-nek a 6-nal 1év6 képét latjuk, hogy
&\* &\*
=0 (pnzak,n <> ) = Pn9 (Z Ak n <> ) = Pne(ao,n),
k p k p
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mivel 6(¢) = 0. Ebbdl kévetkezik, hogy 0(x) = 0, mivel az el6z6 egyenlet minden n-re igaz, igy ag, = &bo n, ahol
bo.n, € W(R), tehdt x = x; alakban is eléall, ahol

e (s (g (7)) e €]

Igy minden n-re az is igaz, hogy x € "W (R) H%H indukcié altal. Az indukcié n = 0, 1-re igaz az el6bbiek miatt
és, mivel x1 € p" LW (R) [[%H miatt az indukciot lehet alkalmazni z1-re, tehat x1 € "W (R) H%H, ésx =E€xq,
gy x € E"W(R) HT‘” teljestl.

Ez 4ltal = € nol E"W(R) HEH c nol Ker(¢"), fgy a[3.1.4.1| 4llitds 3. pontja miatt, amely azt mutatta meg,

hogy [ Ker(¢™) - 0, igy = = 0, ami ellentmondas, tehat J = 0. O
n=1

Ezen lemma miatt tudjuk definidlni A..;s-t is, és Fontaine kristdlyos periédus gytirtijéhez is sziikségiink lesz ré,
amit Bg;s jeloliink.

3.2.0.4. Definicié. A.;s := lim (AO /p" A9 ) és legyen BT

cris cris cris

agy definidlva, hogy A..;s p-adikus telitése, tehat

TL

B+ = Acris [l]

p

Ezen definici6 azért helyes, mivel A° . az eléz6 lemma altal szeparabilis, és igy beinjektélhaté A.,is-be. Tovabba

bol van egy injekcié W (R) [%]-be, és tudjuk a kordbbiak

cris

Bn-be is beinjektalhat6, mivel A% . < Bi,, és A2, -

miatt, hogy W(2R) [;]—bél meg Bjj,-be van egy injekci6, igy a kompozicié egy injektiv leképezést ad.

Ez altal A..;s elemei a kovetkezOképpen irhatok:
Apris 1= { Z anyn (€ a, — 0 p-adikusan W (R)-ben van} )

Ez ugyanigy igaz B . -ra is, tehét

1
Bl = {Z bnyn(§), by — 0 p-adikusan W (2R) [p] -ben van} )

3.2.0.5. Allitas. Legyen 0 a szokdsos leképezésiink Aeyis-bél OCK -be, akkor Ker(@) eqy osztott hatvanyidedl, tehat

minden a € Acris, amely a 0 leképezés magjaban van, akkor % € Acris és 0 ( a™ ) = 0 minden m € N-re.
Bizonyitds. A 0 gytirthomomorfizmus W (9R)-bdl Oc,-ba azonban természetesen kiterjeszthetd A9 . -ra, és igy
Acrisre is, amely B, definicidja miatt kiterjed rd is.
© m
Ahhoz, hogy beldssuk az llitdsunkat sziikséges, hogy tetszéleges a = Y anyn(n) € A%, akkor 4 € A2,
n=0 ’
mivel ha A%, -ra igaz, akkor onnan a folytonossidg miatt kovetkezik az allitasunk.
Ez altal
ﬁ _ Z 1_[ gmn 3 Z a Vni, (6) (mn)' 7
m! " nlin (i )! o~ nlin (ip,)!
U1 yeenyln UL yeeeyln n
i1+ Finp=m i1+ Fin=m
és, mivel W természetes szam n > 1 esetén, igy —": e A% ... Ezen tortre gondolhatunk tigy mintha n - 4,

darab kiilénb6z6 jeloletlen elemet bzeretnek in, kiillonb6z6 dobozba beletenni gy, hogy nem szamit melylk elemet
melyik dobozba tettiik. Az altal, hogy ——t a masodik alakra tudtuk hozni, igy kovetkezik, hogy 6 ( ) = 0, tehat
belattuk, hogy a magja egy osztott hatvanyburkolo O
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3.2.0.6. Allitas. Ha az el6z6 0 leképezésiinket nézziik, akkor ezen leképezést a maradéktestre is tudjuk definidlni,
melynek magja osztott hatvanyburkolo lesz.

Bizonyitds. Azt tudjuk, hogyha p egy primszam, akkor p osztja ’%—t Z,-ben tetszéleges m € N-re, igy ezen allitds
segitségével és az el6z6 allitasbol rogton kovetkezik ez is. O

0
A korabbiakban mar beszéltiink ¢ = Z (— 1)"+1M € Bi-16l. Ezen elem fontos lesz, hogy Beris-t definidlni
tudjuk, igy kimondunk egy allitast vele l;apcsolatban.

3.2.0.7. Allitas. A kordbbiakban definidlt t-re teljesil, hogy t € Aeris €s tP~1 € pAeyis.

Bizonyitds. Az els6 része az allitdsnak koénnyen kovetkezik t-nek a szummas felirasdbdl, mivel

; n+1 - 7

([d-v" _

n

és [€] — 1-ré] tudjuk, hogy 6 leképezés magjaban van, igy el6all £b alakban, ahol b € W (R). Igy
(n — D)™y, (&) és (n — 1) p-adikusan tart 0-hoz, igy 6 ( (=" ) =0, tehdt ¢ € AC,.is.

c sz

m

([6] - 1)n = %Enoo(Cn+m - 1)17 )

ahol persze (,n egy p". primitiv egységgyok. Ez altal ha nézzik ([¢] — 1) p-adikus értékelését, akkor azt kapjuk,
hogy m—gyel egyenld, ami altal tudjuk, hogy

(e —1)P71 = 1P - (egység)

alakban all el6. Ez altal tovabbéa

(e = 1)P7! = [w”] - (egység) = (€ — ) - (egység) = €7 - (egység) mod pAcyis,
azonban £P = p(p — 1)1, (), mely eleme pA..is-nek, igy (e — 1)~ =0 mod pAcpis, tehdt P~ € pAeris. O

A bizonyitasban mar burkoltan utaltunk a Forbenius leképezés hatasara a A.,.;s-n, mivel belattuk, hogy a p-edik
hatvanyra emelés altal a & képe p(n+ (p—1)!v,(§)) lesz és, mivel kiilénbozé n hatvanyai £-nek a Forbenius leképezés
altal (&™) = p"(n+ (p — 1)!7p(£))™ lesznek. ¢-t Ggy definidlhatjuk +, elemeken, hogy

olom) = 07+ (p = 1)1 €)"),
fgy adédik, hogy a ¢ az A%, -4n beliilre képez. Ez éltal a A..is-re és B . -re is a folytonossig miatt ki tudjuk
terjeszteni.

Ez altal mar tudjuk a kovetkez6képpen definidlni B.,;s-t is

cris

cris p’t

3.2.0.8. Definicié. Fontaine-féle kristdlyos periédus gyfirtije legyen By,.;s := B [%] = Airis [l l].

Definiciobdl latszik, hogy ezen periddus gytirt sokkal ﬁnomabb mint a de Rham tipust periédus gytrii. Tovabba

a B}, -on definidlt o leképezést megadhatjuk B.,;s-en is ha + kepe ; lesz, mivel

¢(t) = log([e’]) = log([e]”) = p - log([e]) = pt.

Ahogy a tobbi peridédikus gytiriinél ennél is ismertetni kell, hogy hogyan hat ratja a Gx Galois csoport, mivel
fontos a megengedettség definidlasahoz.

3.2.0.9. Allitas. 1. BSF = K.

CT18
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2. Av: K®g, Beris = Bar leképezés injektiv, ahol a leképezést igy definidljuk, hogy
L:A®br— b,
aholbe B, ;s és \€ K.

Bizonyitds. Elészér a mésodikat bizonyitjuk, mivel abbdl kovetkezik az elsé allitas. [3.2.0.3] lemma bizonyitdsdhoz
hasonléan fogunk most is eljarni, mivel Agris,OK = Ok Qw (n) A% . = Wo, (R) [%] Igy Aepis felirhat6, mint a 7
primelemre nézett inverz limesz:

AC?"iS = lin (A(c)ris,ox/ﬂ-?() = lgl (Agris,OK/pn) < B;RJ( = BdR'
Ebbdl meg kovetkezik a masodik allitds, mivel igy ¢ egy bedgyazis. Az elsc’i allitas azért kovetkezik ebbdl, mivel az
mindig igaz, hogy Ky < BEE A masik irdny meg abbdl kovetkezik, hogy B 52 (K®k, BCMS)GK = KQ®k, BEx o

Ccris

KO. 0

CTlS

K ®gk, Ko = K, és mivel B(%‘ K, igy végig egyenlGség van tehat, B¢

CTZS
A csoporthatas és a Frobenius leképezés fontos szerepet jatszik mindegyik periédus gytriin, igy jé tudni, hogy a

csoporthatés és a Frobenius leképezés kommutativ egymaéssal. A kévetkez6kben a logaritmust definidljuk, terjesztjik

ki Cx *-ra és Frac(R)*-ra, hogy a félig-stabil periédus gyiriit is tudjuk definidlni.

3.2.1. Logaritmus Frac(R)*-on

A BSc-s szakdolgozatom sordn mar definidltam a logaritmust Frac(Q,)*-on, és a hozzd tartozé legfontosabb tulaj-
donsigokat. Azonban most koziiliik egy parat ismétlésként megemlitések. A logaritmus additivitasi tulajdonsdgdahoz
a kovetkezo észrevétel sziikséges.

3.2.1.1. Eszrevétel. Legyen N egy tetszbleges természetes szdm és cn a legkisebb kizés tobbszor 1-t6l N-ig, tehdt

N
en = [T 179N akkor
=1

N N N

X" L Yyn L XY+ X +Y)" 1
§ n 1= E 1)yl o § s T T L T pu(XY
~ — ( ) n — ( ) n + N N( ) )7
ahol Py (X,Y) egész egyiitthatds legalabb N + 1-ed fokd monomok dsszege.

Legyen K egy p-adikus test, melynek hanyadosteste legyen Cg, akkor a kovetkez6 4 tulajdonsagot sorolom fel,
mivel ezek Frac(9R)*-on is sziikségesek lesznek:

1. Haz e UéK, akkor z-nek a logaritmusat a szokasos hatvanysorral definialjuk:

.- nlx_l)n
fog(a) = 37 (122D

n=1

amelyre tovabb4 a[3.2.1.1|észrevétel miatt teljesiil, hogy log(ab) = log(a) +1log(b). Ez altal a logaritmus megad
egy bijekciot U([l:K és pOc,, kozott.

Tovabba ezen fliggvény inverze az exponencialis fiiggvény lesz, mely pOc ,-bdl UéK—be képez. ahol az expo-
nencidlis leképezést a szokasos hatvanysorral definidljuk.

2. Hax e UE’K, akkor a logaritmus a kdvetkezOként definidlunk:
1 m
log(z) = o log(a?"),

ha m azon legnagyobb természetes szdm melyre v(zP” —1) > 1.

3. Ha a € OF _, akkor a felirhat6, mint [a]z, ahol @ e E”, tehat [a] e W (k) és x € UZ_. Ez altal definidlhatjuk
log(a)-t log( )-xel.
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4. Ha x € Cg™ és v(x) = L, ahol 7 egész és s természetes szam, akkor v(z®) = r = v(p®), tehdt
:I:S
log <pr> = s-log(z) — r - log(p).

Ha teljesiil azon tulajdonséag, hogy a p helyen a logaritmus 0-t vesz fel, akkor a definialt logaritmusunkat Iwasawa
logaritmusnak is nevezik.

Mostmar térjiik rd arra, hogy hogyan tudjuk definidlni a logaritmust Frac(9R)*-on. A Cx-on definidlt Iwasawa
logaritumus &ltal a logaritmust a kévetkez6képpen adhaté meg:

log : Frac(R)* — Byr
x — log([z]),

ahol [x]-en az z-nek a Teichmiiller reprezentansara gondoltunk. A [3.2.1.1]észrevétel miatt az additivitsi tulajdonsdg
Frac(R)*-on is teljesiilni. Tovdbb4 ha x € Uy, akkor

O o 0

mivel A..;s-en konvergens, tehdt a logaritmus mér Ugy-b8l A.,;s-be jol-definidlt, és teljesiti azt, hogy log([z]) = 0
akkor, és csak akkor ha x = 0. Ez altal a logaritmus injektiv. Azon tulajdonsig miatt, hogyha z € U; , akkor 1étezik
egy olyan m > 0, hogy z?" € Uglat7 teljestil, hogy a logaritmus leképezést ki tudjuk terjeszteni U;—rél B;R-ba. Ha

z € Uy;, akkor logarimus altali képét definidljuk bg(l[)%é]). S6t mi tobb, mivel R* = & x Uy, igy a € R, akkor

log([a]) = log([]) hozzérendelés 4ltal a logaritmus 2% is jol definidlt, ha a = agz, ahol ag €k és € Usi.
Igy mar latjuk, hogy mi lesz a képe egy R hényadostestebeli elemnek, mivel ha x € Frac(91)*, melynek az
értékelése =, akkor L. € |*, ahol v = (—p,...) € R, v(w) = 1, igy

o (| 2 |) = stoutla)) - rion(Iw.
tehat

rlog([w]) +log ([5-])

S

log([x]) =

Igy ha definidljuk log([w])-t, akkor meg is vagyunk. Azt tudjuk, hogy @ (% — 1) = 0, mivel O([to]) = —p, fgy a

% képe a logaritmus altal a kévetkezo lesz:

(7_1)71 2 &

amely B;R—n egy jol definialt eleme.

3.2.1.2. Definicié. Legyen u a kovetkezd eleme Bj,-ben:

u = log([w]) := log( ) i rfi

Ez édltal Frac(R)*-on kapunk egy jol definiélt logaritmust, amely felcserélhetd lesz a G csoport altali hatéssal,
mivel a G tetsz6leges g € Gx-ra t-n gy hat, hogy g(tv) = we”9) | ahol n a G, -nak egy Z,-karaktere. Tovabba

g(u) = log(g[tw]) = u +n(g)t.
Legyen W := W (R) az alrész végéig.

3.2.1.3. Eszrevétel. Ha x € Frac(R)*, és ha p(log([x])) = log([¢(x)]) teljesiil, akkor ¢(log([z])) = plog([z]). Ez
azt mutatja, hogy a Frobenius leképezés kiterjed a logaritmus B(;R—belz’ képére.
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3.2.1.4. Definicié. Legyen U :=Im(log : Uy; — B/ ,.) < (B},,)¢~P. Ezen definicié miatt latszédik, hogy ¢ € U.

3.2.1.5. Allitas. u nem eleme Cpopis := Beris [%] -nek.

Bizonyitds. Az A..;s bevezetésénél 1attuk, hogy A..;s részhalmaza W [[%H—nak, igy ha vessziik mindketté hanya-
dostestét, akkor adodik, hogy C.,;s részhalmaza Frac (W H%”)—nak. Igy elég belatni, hogy u nem eleme ennek a
hényadostestnek, amelyet mondhatunk tgy is, hogy nem létezik olyan nem nulla eleme o € W [[ H ben, hogy au
nem eleme W [[EH—nek.

Tovébba lattuk azt a[3.2.0.3) 4llitasban, hogy W Hg]] szeparébilis a p-adikus topolégidra nézve. lgy elég csak
azt belatni, hogyha reNés ace (W Hé]] —pW Hé]]), akkor p"au ¢ W H%H Az &ltal, hogy a € W [[%H

felirhat6 egy hatvanysor alakban és, mivel feltettiik, hogy (W H%H —pW H%]D—nek is eleme, igy ez pont azt

jelenti, hogy csak véges sok olyan tagja van a hatvanysornak, amelynek az egyiitthatéjat a 0 a pOc¢
mivel ha nem igy lenne, akkor a 6 az egyiitthatékat mind a pO¢

.ria-be képezi,
-be képezné, igy ebbdl meg az kovetkezne, hogy

cris

a e pW [[EH’ ami meg ellentmondaés.

Most bontsuk fel harom részre az a-t:

i—1 f n é.l 00 é. n
a:pZan — +ai—.+2an — = Q1 + g + Q3.
p D’ D
n=0 n=t¢

Bontsuk ez altal a —p?~!u-t is, ahol j azon legkisebb egész szam, melyre p? > i és nagyobb, mint r is.

J

0 7 o0
eSS S s
npn+17j 3 npnfjwtl ppj+1 np"— J+1 1 2 3

n=1 n= pI

Igy elég megmutatni, hogy —p’~'au nem eleme W(R) [[%H—nek.

—plau = (a1 + ag +az) - (B1 + B2 + B3).

Ez altal 1atszodik, hogy
1. Ha g1 e W [[%H—nek, akkor a8y e W [[%H—nek, ésigy a1 81 e W [[%H—nek,
2. asfs, asf, asfs € Fil'"”' *1(Byg)-nek,

3. Ha m-re teljesiil, hogy p? < m < p? +14 < 297, és #ﬂmal e W [[ H—nek, akkor 183 € W H%H +
Fil'*?"+1(Byr)-nek,

4. anfy = Jf;il e Fil' 7’ (Bgr)-nek.

A végs6 sziikséges allitast indirekten fogjuk bizonyitani, tehéat tegyiik fel, hogy —p’~'u e W [[%H—nek, ebbdl
2 e g ([ [i] -1 ) <5 (w[[5]) 70 s

Ha nézziik a atf 0 &ltali képét és Filit?’ (W [[g“) + Fil*?'+1(B,g), akkor ellentmondésra jutunk, mivel

7+ p: J+1

kovetkezik, hogy

pJ+PJ+1 cris

0 (“?gﬁ.pj ) = 9(‘“) , amely nem eleme Oc,,, -nek, habar 0 (Fil””j (W [[%H) + FﬂierjJrleR) = Oc,,,, -

Ez 4ltal belattuk, hogy —p/~'u ¢ W [H] amibé] kévetkezik, hogy au se eleme, és ebbél kovetkezik, hogy u
se eleme. O
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Tovabba ezen allitdsnal tudunk erésebbet is mondani, hogy u nem is algebrai C,,;5 felett.
3.2.1.6. Allitas. u elem transzcendens Ceris felett.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy u algebrai, tehéat 1étezik egy P, C.s egylitthatés nem nulla polinom, mely u-nak a
miniméalpolinomja. Ezen polinom legyen a kovetkezd:

ao + a1z + agx® + -+ ap_12" " + 2",

ekkor ha tetszlleges g € Gk csoport elemmel hatunk a P,(u)-n, akkor ugyanigy nulldt fogunk kapni, és mivel az
u-n val6 hatds g(u) = u + n(g)t, ahol n Gx-nak egy Z, karaktere, akkor

g(ao) + g(ar)(u+n(g)t) + -+ (u+n(g)t)" = 0.

Mivel a minimdlpolinom egyértelmii, igy létezik egy olyan egytitthatd, amelyet fixen hagy, tehat 1étezik egy olyan
i, melyre a; = g(a;) +in(g)t. Igy ha a = a; + iu, akkor g(a) = a és, mivel a korabbiakban lattuk, hogy Bfé‘ = K,
akkor u = i~!(a — a;). Az altal, hogy Ko © Beris, igy i~ *(a — a;) € Ceris, amely meg ellentmondas, mivel az el6z6

allitas azt mondta, hogy u ¢ C,,.;-nek. Igy u transzcendens. O

3.2.1.7. Kovetkezmény. A log: (Frac(R))* —> By leképezés magja a k", és a Im(log) = U ® Q,u.

3.2.2. Filtaralas B,;,-en
3.2.2.1. Definicié. Legyen A egy részgyliriije Byr-nek, akkor

1. minden r € Z-re, az A-nak a filtraci6é r-edik részalgebrajit definidljuk tgy, hogy Fil"(A) := A n Fil"(Byr).
Tovabbé legyen a 0 leképezés Fil° (A)-n a kovetkez6: 6 : A N B;R — Cg, amely 6§ megszoritdsa A-ra.

2. Ha A egy olyan részgytirtije B.,;s-nek, amely stabil ¢-re nézve, akkor definidlni tudunk A-nak bizonyos idealjait
minden r € Z-re, amelyek legyenek:

IMA = {ae A| ¢"(a) € Fil"(A) minden r € N-re}.

A definicié miatt latszik, hogyha IYA = A, akkor {II"JA} egy A-beli idedlok csokkend sorozata, amelyrdl
megmutatja azt, hogy hogyan viselkedik a Frobenius leképezéssel, és az A-n definidlt filtraciéval.

El6szor az IUIW(R) idedljait vizsgdljuk meg. Legyen z € W(R), 2’ = ¢~ (z), és T € R legyen a modulo p
redukcidja z-nek. Tovabba legyen 7w = m = € — 1, ekkor a Frobenius inverzének a képe és m-nek a hanyadosa legyen
a kovetkezo:

m [6] -1 ’ 12 1Mp—1
Ti=— = =14+[e]+[€]"+---+[€]°
7_‘_/ [6/] _1 [ ] [ ] [ ]
igy 7 0 altali képe 0 lesz, mivel az € egy primitiv p-edik egységgydk, és tovabba 7 redukéltja :f_ll lesz, mivel
e—1
T=1l4€+ 4P =—")
e —1
és gy a p-adikus értékelése pfl — ﬁ = 1, tehat 7 generalja 6 magjat.

3.2.2.2. Allitas. Minden r € N-re teljesiil, hogy
1. IUVIW(R) idedit generdlja ", tehdt IUVW (R) idedl r-edik hatvdnya lesz TW (R)-nek,
2. Egy a € I'NW (R) akkor, és csak akkor generdlja IUIW (R)-t ha a p-adikus értélése % lesz.

Az &llitast teljes indukcidval bizonyitjuk, azonban az r = 1 eset bizonyitasa is elég nehéz, igy kiillon lemmaként
is megfogalmazzuk az r = 1 esetet.
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3.2.2.3. Lemma. 1. IMW(R) idedlt generdlja =,
2. Egy a € IMMW (R) akkor, és csak akkor generdlja IW (R)-t ha a p-adikus értélése oo les.

Bizonyitds. A lemma, llitasai, tehat 7 generdlja I W (9R)-t és, hogyha a = (ag, ay,...) € INW (R) akkor, és csak
akkor generalja MW (9)-t, ha v(a,) = 527 minden n-re.

Elészor lassuk be, hogy 7 generalja TNV (R)-t. Legyen n € N tetszéleges, akkor 6(p"mw) = ([e]?” — 1) = 0,
tehat 7 € TN (R). Tovabba, mivel v(e —1) = o2, gy TMW(R) < (mr,p) 4ltal generalt idedlnak. Azonban, mivel
(Oc,,,. )N p-torzémentes, gy (7) = INW(R).

Miésodszor lassuk be, ha tetszéleges a = (ag, a1, ...) € IINW(R) akkor, és csak akkor generédlja T™HTWV (R)-t, ha

_ _p 3 — M A4
v(ay) = 1 minden n-re. Legyen «a,, = a]' és m € N, akkor

0
0(¢™ (@) = Y, p"ak =0.
n=0

Elészor azt szeretnénk beldtni, hogy minden (r,m) € N x N pérra, hogy v(a,,) = p™™(1 +p~t+--- +p"). Ezt
teljes indukcidval 1atjuk be azonban, mivel rendezett parokrdl kell belatni, igy lexikografikus felirds szerint megy az
indukcié.

Ha r = m = 0, akkor 0(a) = ap mod p, {gy v(ag) = 1, tehat ha mindkettd nulla, akkor teljesiil az allitas.
Kovetkezd 1épésként nézzilkk meg azt, hogyha az egyik nulla, mivel m = 0 kévetkezik r = m = 0 esetbdl, igy elég
belatni r = 0 esetet. Ha r = 0, akkor

m—1
0=0(¢"(a) = > p"ad" +p™ak, modp™*,
n=0

9

tegyiik fel, hogy (m—1)-ig teljesiil az allitds, tehdt minden i-re, mely kisebb m-nél, akkor arra igaz, hogy v(a;) = p~
Ez altal v (piafm) >0+ pm Tt = m+ 1, tehdt v(ay,) = p~™.

Koévetkezd 1épésként nézziik meg ha egyik se nulla, akkor
m—1 ©
0=0(¢"(a)) = ), p'a +p"ab ( > p”aﬁm> :
n=0 n=m+1
Tegyiik fel megint, hogy az indukcié teljesiil (m — 1)-ig, akkor az els6 szumma elemeit tudjuk tgy kezelni, hogy
V" ) =+ p" L+ p et p ) EmA (L +p ).
A maésodik szumma elemeit meg gy tudjuk kezelni, hogy
v el )z n+p" T (L4 p b kT T 2 m Lk p T ).
Ez &ltal addédik, hogy v(am) =p ™ (1+p+ -+ p~ "), tehdt adédik a masodik allitds is. O

Bizonyitds. Legyen gr' (W (R)) = Fil'(W (R))/Fil' ™ (W (R)), és legyen 6" a projekeié Fil* (W (R))-bsl gr! (W (R))-re.
A lemma elétt lattuk, hogy Fil'(W(R)) 7¢ altal generalt ideal, ekkor gri(W(R)) egy 1 dimenziéju szabad Oc, .-
modulus, melyet 6¢(r") general, amelyet jelsljiink 6'()"-val. A 7 definiciéja miatt " () = w/7L+He+¢ T +¢" Jegy
minden n természetes szamra. Ebbol kovetkezik, hogy

0(¢' (1)) =phai=1, akkor 6 (p"(m)) = p" (e —1)0 (7).

Elészor lassuk be az els6 allitast. Az latszik, hogy 7" W(R) < I (R), {gy a masik irdnyt tartalmazas kell csak
az elsd allitas belatdsdhoz. Ezen tartalmazist meg r szerinti indukciéval fog menni. Tegyiik fel, hogy (r — 1)-ig
igaz az allitas, és ha a € II"1W (M) teljesiil, akkor a = w"~'b alakban irhaté, ahol b € W (R). Azt is tudjuk, hogy
071 (" (a)) = 0 tetszbleges n természetes szdmra. Azonban a kovetkezd is igaz, hogy

0" (¢ (@) = 8™ (b)) - (01 (" (m) ™ = (p" () = 1) - B ()81 (1)
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Tovabba, mivel 0 (7)"~1 a generatora gr" (W (R))-nek és, mivel p™ (M) —1) # 0, igy 6(¢™ (b)) = 0 minden n esetén
ha b e IMNW(R). Az el6z6 lemmat hasznalva gy adédik, hogy létezik egy olyan ¢ € W (fR), hogy b = mc, tehat
a € TW(%R).

Kovetkezzen most a mésodik allitds beldtdsa, amely kovetkezik abbdl, hogy v (77) = rv(e — 1) = % és, hogy
x akkor, és csak akkor egység W (R)-ben ha T egység R-ben. O

Ezzel jol leirtuk a I"JW (R) idedljait, most vizsgaljuk meg az I A.,;, idedlokat.
Legyen n € N osszuk maradékosan (p — 1)-gyel, akkor legyen t"} a kovetkezd
P!
th =ty () = (™)'
p
ahol n = r, + (p — 1)q,,. Bontsuk fel primszédm szerint:

1. Hap =2:

2
S WA (U WPRCYS S (A W (5)
o~ 2 ) “2\3) T @n-

Ho=Dmy _ (tp_l) _
P

2. Hap>2:

Legyen tovabba definidlva két halmaz:

o0
b [

n=0

an, €W, lingoan = O} < Kol[[t]] N Acris,
O, := W[[~]],
ahol mostantél egy ideig W (R)-re csak W-ként hivatkozunk. Tovabbéd 7 definicidja miatt 7 € A, {gy O < A.. O,

egy W-részalgebraja A.,;s-nek, amely stabil -re, és Gk hatdsra nézve, amely tovabbd hat I', = Gal(K;Y“/Ko)-n.

Az is 1atszik, hogy t = log([€]) = 7 - u, ahol u egy egység A.-ban.
Legyen Ak, a I',-nak egy torziés részcsoportja, akkor O := OEAK0 c A:= AEAK(’, és my € O legyen a kévetkezd:

t" t"
T = —p+ 2 [e]le] = (p—1) Z —7 vagy, ha p = 2, akkor 7y = 22 ot

acF, p—1n 2n

3.2.2.4. Lemma. Ha p # 2, akkor

= tr—1 . = o
A= Zanyn —_— ap €W , lima,=0;, = Zanvn —
n=0 p n—o®o n=0 p

Ha p = 2, akkor

L t2 . L 0
A= ngo AnYn <8> an € th—{%c anp =0p = 7;0 AnYn (§>

Tovdbbd O = W[[m]] és O. ®o A = A..

n—o0

ap € W, lim anzO}.

an, € W, lim an:O}.
n—o0

Bizonyitds. A elsé alakjai teljesiilnek abbdl, hogy azon részteste Ko((t))-nek, amely Ay, részcsoport altal fixalt az
nem méas, mint Ko((#*~1)) vagy ha p = 2, akkor Ko((t?)). Tovabba, mivel mq = wawP~! vagy p = 2 esetén 79 = wn?,
ahol w egység O-ban. Igy O = W[[#P~1]] = W{[mo]], és tudjuk a kovetkezét, hogy t = ur, igy %—t lecserélhetjiik

%—Val, igy adddik a mésodik alakja A-nak. O
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3.2.2.5. Allitdas. 1. Ha p # 2, akkor m a generdtora IP—W (R)-nek, ha p = 2, akkor my a W (R)-nek a
generdtora.

2. Ha p # 2, akkor létezik eqy egység u € O, melyre teljesiil, hogy ¢(mo) = umo(p + m0)P~ L, kiilénben o(mo) =
umo(2 + mp)2.

Bizonyitds. [3.2.2.2| allitas altal tudjuk, hogy [e]l*) — 1, ahol a € [F, a generatora TMW (R)-nek, igy vegyiik a 7-nek
a normajat Ko((t))/Ko((tP~1))-ben az legyen 71, akkor

o= H h(m) = H ([t = 1) € O.

hEAKO aEF;

Ez &altal m; generdlja I[p_l]W(%)—t. Mivel m; = 7w, ahol w € O egy egység, igy O a 7 szerinti W egyiitthatos

hatvanysorok gytrtjére gondolhatunk, mint m; szerinti W egyiitthatés hatvanysorok gytrije. Mivel mg € O, igy
0

mo felirhat6, mint 7o = > a, 7", ahol a,, € W és ay egység. Tovabbd ag = 0(mg) = 0, {gy m és my ugyanazt az

m=1
idedlt generalja. Ezzel az els6 allitas ki is jott.

Legyen ¢ = mo +p = Y. [e]l* és ¢/ = p'(q). Ez altal adédik, hogy ¢’ 0 leképezés O” = p~1(0.) = W[[n']]-re
a€elF,

valé megszoritdsdnak a magjinak a generdtora, gy m = ¢(7’) = w'7t = v w'q’, ahol 7 ugyanezen idedl generitora,

tehat u) egység O’-ben. Ekkor ¢(m) = u;mq, és ebbdl kovetkezik, hogy ¢(wP~1) = u’fflﬂ'p’lqpfl, mivel g és P!

generatorai O, N IP~UW (R)-nek. Tovabba igy ¢(m) = umegP~', ekkor az u egyértelmfisége miatt, és O = O?fn

miatt kovetkezik, hogy u és u~! is O-nak eleme. O

Legyen Aj egy kommutativ gylirli és Ay, A két Ay algebra, melyek szeparédltak és teljesek a p-adikus topologidra
nézve. Legyen A1®4,A2 szepardbilis tenzorszorzat, amely A; ®4, A2 tenzorszorzat p-adikus telitése.

3.2.2.6. Tétel. Legyen W (R)Qo0A €és Aris két W(R)-algebra, akkor létezik kizittik egy p-adikus topoldgidra nézve
folytonos izomorfizmus:

a: W(R)®oA — Acris
o o
o (8) T (2).
2 p ) e
Tovdbbd ezen izomorfizmus indukdl eqy izomorfizmust W(S)‘i)@f(; A és Agpis kozatt.

Bizonyitds. A mésodik allitas rogton kovetkezik a kovetkezd izomorfizmusokbdl:
W(R)®o.Ac = W(R)®0.0. ®o A = W (R)@oA.

Mivel ha a végén izomorfizmus van, akkor az elején is az kell legyen.

Kiilonbséget kell tegyiik p = 2 és p # 2 esetek kozott, mivel p = 2 esetén megvaltozik a A, azonban a két
eset bizonyitdsdban nincs kiillonbség. A kévetkezdket tudjuk kordbbrél, hogy ¢ € Ker(0), ¢ = ply,(¢") € pAcris,
g = q—p E pAecris és % € Fil'(Aeris), igy ez altal kovetkezik, hogy a jél-definialt, folytonos homomorfizmus.
Tovabba, mivel W(%)@BA szeparabilis, p-adikus topoldogidra teljes, nincsenek p-ed rendi torzidelemei, és ez igaz
Acris-re is, igy elég csak modulo p igazolni az izomorfizmust. Aeis/PAcris = AQpie/PAL;5-r0l tudjuk, hogy osztott
hatvdnyburkoldja JR-nek, amely ¢’ altal generdlt idedlhoz tartozik, tehdt Agpis/pAcris egy szabad modulus R/q’
felett, melynek egy bézisa ypm(q') vagy vm(%), ahol m € N. Az el6z8 allitdst haszndlva kapjuk, hogy ¢(¢') =
umoqP~ L, fgy mo = u'mhq’P~t = u'(¢’P — pg’P~1) ebbdl kivetkezik, hogy R/q’P = R/To, €8 Acris/DAcris egy szabad
modulus lesz R /7p-ben, melyeknek ~,, (%) lesz Acris/PAcris-ban a bézisa R/ felett. W(%)@BA/})W(SR)@BA

W(SR)@BA/]QW(%)@BA s Acris/DAcris kOzOtt izomorfizmus. O
3.2.2.7. Allitas. Minden r € N-re jeloljik I Agis-t 10 val, ha r > 1, akkor IU) egy osztott hatvinyidedlja

Acris-nek, amely s} dltal generdlt W (R)-részmodulusa Acris-nek, ahol s = r.
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Bizonyitds. Ha s > r, akkor I(") legyen egy olyan W (R)-részmodulus, melyet ¢" general, ekkor I (") definicija altal
I < Il7] ) és I(7) egy osztott hatvanyideslja, igy elég beldtni a tartalmazés mésik irdnyét.

Ezen tartalmazés bizonyitésa teljes indukciéval fog menni. Igy tegyiik fel, hogy (r — 1)-ig teljesil az allitas,
akkor tetszéleges a € It fel tudjuk a kovetkezd alakban {rni:

a= Z anti™

n<r—1

ahol a W (R)-beli a,-ek p-adikusan tartak nulldba. Ha b = a,_;1, akkor a felirhaté bt!r=1} 4+ o/ alakban, ahol
a’ € I, tehat bt!™=1 e Il Azonban ¢ (bt{r—1}) = p(r=Ddpd(p)tlr=—1} = ¢, jp?(b)¢"~1, ahol ¢4 egy nem nulla
racionalis szdm. Ez &ltal t"~! € (Fil"™' — Fil")-nak, b € I11 A W(R), és mivel I A W(R) ideal 7 altal van
generdlva. Igy bt!™=1 az A.,.;.-beli idedlhoz tartozik, melyet ("=} general. Azonban A.;s-ben ¢ és w egy azon
idealt generalja, igy bt!"=1} a ti"} 4ltal generdlt idealhoz tartozik, és mivel az pont az I("), igy belattuk a méasik
irdnyt tartalmazdst. O
3.2.2.8. Allitas. Minden r € N-re, jelljiik AL -t Acpis/IM -rel, és W(R)"-t meg W (R)/I"IW (R)-rel, ha A

cris cris”

nek és W (R)"-nek nincsenek p-ed rendd torzidpontjai és 1" : W(R)" —> AL .. leképezés injektiv, akkor " komagja
p-ed rendd torzidselemek halmaza lesz, melyek p™m! dltal nulldzédnak, ahol m a legnagyobb olyan egész szam, melyre

teljesiil, hogy (p — 1)m < r.

Bizonyitds. Minden 7-re Agp.;s/Fil"(Acpis) torzibmentes, tovabbd Aepis — (Acris/Fil" (Acris)) leképezés, melyet
tigy definidlunk, hogy = € Aeris — (¢™(z) mod Fil" (Aepis))nen, akkor a magja nem més, mint I, gy ha
Fil"(Acris) ltali faktoron nézziik a leképezést, akkor az injektiv lesz és torziémentes. Ebbél kovetkezik ¢ definicigja
altal, hogy injektiv gy W (SR)" torziémentes. A’ .. a vs(p~'mo) elemek képei 4ltal van generdlva, ahol azon s-eken
fut végig, melyekre teljesiil, hogy 0 < (p — 1)s < 7. Mivel p*slys(p~1m) € W(R) teljesiil, és p-adikus értékelésre
nézve p®s! novekvd sorozat, igy teljesiil az allitds maradék része is. O

3.2.2.9. Allitas. Minden r € N-re legyen Fily(Acris) := {x € Fil (Acris) | ¢(x) € p"Acris}. Akkor a kévetkezd 3
allitds teljesiil:

1. A kovetkezd sorozat egzakt:

0 — Zytt™ — Pl (Aerss) 2 Appiy — 0.

2. Fil (Acris) idedl ¢'vy, (p~HP=1) dltal generdlt W (R)-részmodulusa Aepis-nek, ahol j + (p — 1)n = r.

3. Ha m azon legnagyobb egész szim melyre teljesiil, hogy (¢ — 1)m < r, akkor minden x € Fil (Acris), p"mlz €
Fill (Acris)-
‘D CTris

Bizonyitds. A p~"¢ — 1 leképezés definicidja miatt a magja tartalmazza a Zt{"-t. Els6 lépésként lassuk be, hogy
p~ " — 1 leképezés magja Zt!"}. Ehhez a mésik irdnyt kell belatni tehét, ha z € Ker(p~"¢ — 1), akkor = € Il
tehat felirhaté tgy, hogy

0]
T = Z anti™

n=r

ahol a,, € W(2R) és a,, p-adikusan 0-hoz tart. Tovabba tudjuk azt is, hogy minden n € N-re, hogy (p~"¢)"(z) =
©"(a, )t mod p" A, ekkor o = bti"} ahol b e W(R) s6t b € Z,, mivel p(b) = b.

Legyen N azon részmodulusa A.,;s-nek, amelyet ¢',, (%) general, ahol j = r—(p—1)n. ¢'vn (%) Frobenius
leképezés altali képére igaz, hogy

-1 _1 ; .
¥ (q"yn (tp)> = ¢Ipnr=Dy, (ﬂ]) = pitn(e-D) (p-HTo) - (ﬂ’) ’
p P D »

amibdl latszdédik, hogy N < Fil;(ACM-S).
fgy elég azt megmutatni az els6 allitas bizonyitasahoz, hogyha a € A..;s, akkor létezik egy olyan x € N, hogy
p~ " — 1(z) = 0, mivel Zpt{r} € N. Tovabba elég ezt csak modulo p megmutatni, mivel N és A..;5 is szeparabilis
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és teljes a p-adikus topoldgidra nézve. Ha a a kovetkezd, akkor & = —a megfeleld lesz: a = > anv, (%), ahol
n>p—i1
ap € W(R) minden n esetén.
A miésodik allitdshoz sziikséges, hogy minden ¢ € N-re, amelyre igaz, hogy (p — 1)i < r és b € W(®R), akkor

létezik x € N, hogy p~"p — 1(z) — by ( 1) eleme egy olyan idedlnak, amelyet p és v, (:) generél, ha n > i.

Ha 2 = yq'"~ (P~ Din; (%) megfelel$ lesz, ha y € W (R) olyan, mely a ¢(y) — ¢"~®~1y = b egyenlet megoldasa.
A harmadik allitds meg kovetkezik a [3.2.2.8] allitasbol. O

3.2.2.10. Tétel. 1. Legyen B}, = {x € Bepis | ¢"(x) € Fil(Bepis) minden n € N-re}, akkor ¢(B.,;.) <
BY. < B hap # 2. Hap =2, akkor ¢*(B’ ;)< B, < B

cris — cris? cris cris — cris”

2. Minden r € N-re a kévetkezd sorozat egzakt:

0— Qu(r) — Fil'(BL, ) 2225 B+ 0.

cris cris

3. Minden r € Z-re a kiovetkezd sorozat egzakt:

0— QP(T) - Fi[r(Bcris) el Bcris — 0.

Bizonyitds. A B.,,, definici6jabdl kévetkezik, hogy Bl .. < B! .., igy csak azt kell beldtni, hogy ¢(B.,,;,) < B2 ..

A p = 2ésp # 2 eseten analog médon miikodik, csak sziikséges a két részre bontani a bizonyitdst. A p # 2
esetet fejtem ki. Legyen x € B, .., akkor létezik olyan r,j € N és y € A.pis, hogy © = t"p~Jy. Ha n € N, akkor
e(x) = t"p I p(y)", akkor ¢"(y) € Fil"(Aenis) minden n-re, tehdt akkor y € I"]. Igy z a kovetkezéképpen
irhaté fel, hogy

o0
T :pfj Z amt{err}fr’
m=0

és a p altali képe meg:
) oe]
(P(CU) _ p—_]—r E g@(am)pm+7't{m+7'}_".

Tovabba ha ezen kifejezést egy kicsit alakitgatjuk, akkor a kdvetkezo kinézetet érhetjiik el, hogy

0
=p /" Z cmp(am)t™,
m=0

ahol ¢, egy raciondlis szam, akkor a p-adikus értékelése a kovetkezo lesz:

v(em) = (m+r) (1—1—1>.
Ez altal adédik, hogy
p(z) e p T TTWR)[t]] = p? " Aeis = B,

cris

igy teljesiil a tétel els6 allitasa.
Az el6z6 allitasbdl rogton kovetkezik a tétel masodik allitdsa, és a harmadik allitashoz vegyiik a kdvetkezo egzakt
sorozatot:

0 —> Qu(r+1i) — Fil'*/(BF. ) — B*. —0,

cris cris
ahol 7 olyan egész szdm, melyre teljesiil, hogy ¢ + r > 0. Mivel Q,(—i)-vel valé tenzorozas tartja az egzaktsdgot,
igy a kovetkezd sorozat is egzakt lesz:

0 — Qu(r) — t'Fil"(B},,) — t B}, . — 0,

cris cris

ha ennek a sorozatnak vessziik az inverz limeszét, akkor megkapjuk a tétel harmadik allitasdnak egzakt sorozatét.
O
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3.2.2.11. Definicié. Legyen h,d e Z és h > 1, akkor Py 4-t és Pfj’d—t definialjuk igy, hogy

Py, q:={z € Beris | goh(ac) = pdx} és P,j“,d = Phan B

cris”

Legyen B, := Pyo = BE,! és "Be = Pog = BS, .

cris cris
Ha a h = 1 eseteket nézziik, akkor l4tsz6dik, hogy minden d-re P 4 = B.t¢, {gy egy szabad B.-modulus, melynek
a dimenzidja 1.

3.2.2.12. Eszrevétel. Vegyiik a log : R — U — BT . leképezést, akkor ezen leképezés magja a 5 lesz, és a

cris

logaritmus U;g -n izomorfizmust ad U-val, amely tovabbd a kovetkezd kommutativ diagramot adja:

log(o)

0 €O U Ck 0
0 Qut U o Ck 0
0 —— Fil'(Byg) Bin o Ck 0,

ahol a log'” leképezést a kivetkezd: log® : z — log(z(®).
Ezen észrevétel kovetkezménye, hogy U n Fil' (Byr) = Qpt = Q,(1) és U + Fil'(Byr) = Bjp.
3.2.2.13. Tétel. 1. Fil’(B.) = Q,, és Py =0 had>1.
2. U = Pf’l, 19y
0— Qpt — P} — Cx —0
sorozat egzakt.
3. Legyen u € U — Qut, akkor ha d > 0, Plfd ={r =2t + yut? 2+ g qut? | 2o, .. wq 1 €U} és
Pf’rd-t generdlja U.

4. A kovetkezd sorozat egzakt, melyet a p-adikus Hodge-elmélet fundamentdlis egzakt sorozatinak is szoktak me-
vexni:

0— (zp — B.® lg;}g —> Byr — 0,
vagy szoktdk a kévetkezd alakpban is irni:
0— (zp I 136 — 13d13/133}% — 0.

Bizonyitds. Ha x € Pftd, akkor t~% € B, N Fil_d(BdR), amibdl kévetkezik, hogy = 0 ha d < 0, és még
tétel allitasaibol kovetkezik a tételiink elsé allitasanak maradék része, ha B.-re alkalmazzuk a tételt.
Ha z € Pfl és u € U olyan, melyre teljesiil, hogy 6(z) = 6(u), akkor = — u = tzg, ahol xg € B. N B} <
Fil°(B,) = Qp, ez altal a masodik allitas kovetkezik, mivel z = u + txg € U.
A harmadik allitést teljes indukciéval fogjuk beldtni, tegyiik fel (d — 1)-ig igaz az allitds. Ha x € P1+, 4» akkor
legyen ¢, co és u € U olyan, hogy 0(x) = ¢, 8(u) = c¢p, melyhez taldlunk x4_1 € U, melyre 0(zg) = Cd%l, akkor
0

0 (z—xqg_1u?™) = 0. Az —zq_1u?! = ty alakban irhatd, ahol y € BJy n Py q—1. Tovdbbd ¢"(y) € By igy
3.2.2.10, tételt haszndlva adédik, hogy y € Bl ., fgy y € P1+d—1v és ebbdl kovetkezik a harmadik allitas.
Az utolsé allitasnél elég belatni, hogy Be(—BBjR = Byr. Ezen allitas is teljes indukciéval fog bizonyitodni, tegyiik

fel, hogy (d — 1)-ig teljesiil, hogy Fil"**!(Bag) € B, ® Bj. Tegyiik fel, hogy x = t =%\ € Fil “Byg és (z) = ¢ # 0.
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Ekkor ezen tétel harmadik allitasat hasznalva adddik, hogy 1étezik olyan y € P1+ 4 és0(y) =c. Igy ebbdl kovetkezik,

hogy t¥ly € By ésx —t~ %y = t74(\ —y) € Fil_d+1(BdR) Igy az indukciés feltétel miatt = € B, @ By, tehat
kovetkezik az allitas, mivel B, @ BJR D Byp tartalmazas egyértelmi. O

3.2.2.14. Allitas. A P, ®q, Be — Beris leképezés injektiv, ahol a leképezés a kivetkezd:
A®x+— Az, ahol \€ Py és x € B,.

Bizonyitds. Legyen x = >, \; ® ; € Py ®q, Be. Tegyiik fel, hogy a leképezés nulldba képezi, akkor ha belatjuk,
hogy = = 0, akkor igaz az allitas.
A bizonyitas tagszam szerinti teljes indukcioval fog menni. Ha egy tag van, akkor régton adédik az allitas.

Tegytik fel, hogy (n—1)-ig teljesiil az allitds. Legyen Z Aix; = 0, akkor ¢ &ltali képe is nulla, tehat Z o(N\)x; = 0.

Feltehetjuk hogy 1étezik egy olyan j, melyre p(A;) # )\j, mivel kiilonben az akkor, és csak akkor 1gaz ha x = 0.
Tgy

DDA = e(Ai)Ay) @ 2 — 0,

%

azonban ezen elemnek mar eggyel kevesebb tagja van, igy (p(A;)Ai — @(A;)A;) = 0 minden i-re, tehat f\‘—] € Qp, ez
altal z = 0. O

3.2.2.15. Allitas. Legyen Qpn = W(th)[%] c Py, akkor ezen test felett az el6zd dllitdsban emlitett leképezés egy
izomorfizmus:

Lp - Qph, ®Qp Be —> th,
tovdbbd Fil’("B.) = Qpn.

Bizonyitds. Legyen Q,»-nak a kovetkezd egy normal bézisa Q,, felett: by # 0, p(bo) =: b1, ¢(bo)? =: ba, ..., p(by)"* =:
br—1. Legyen ezen b-k csillaggal jelolt véltozata a dudlis bazisa, akkor ¢(b)) = b} ,, tehét ez altal az inverz leképezés
a kovetkezo:

h—1

T — Z bi ®ph(b;kx)a

=0

ahol x €" B, és p(x) = z + p(z) + ¢*(z) + - - + ¢"(z) € B.. Mivel megadtuk a leképezés inverzét, igy belattuk,
hogy egy izomorfizmus. 0

3.2.2.16. Definicié. Minden h > 1 € N-re definialjunk halmazokat:
={ze B}, | ¢"(x) =px, 0(z) = 0} = P}, nFil'(Byg).

3.2.2.17. Allitas. Ha V}, # 0, akkor Vi, egy egy dimenzids Qpn-vektortér és a Vi, — Vi leképezés sziirjektiv, ahol a
leképezés a kivetkezd: x> xp(x)... " H(x).

Bizonyitds. [3.2.2.13} tétel miatt tudjuk, hogy Vi = Qpt. El6szor lassuk be, hogy a leképezés sziirjektiv. Vegyiink
egy nem nulla x € Vj-et, akkor 0 # zp(z)...p" 1 (x) = at € V;, ahol a € Q) és, mivel tudjuk, hogy Q,n-n 1év6
norma leképezés sziirjektiv, igy minden a € Qpn-ra létezik olyan b, hogy bo(b)p?(b)...o"1(b) = a~ !, akkor ha
ty = bx € Vi, akkor tro(ty) ... " (ty) = t, tehat sziirjektiv a leképezés.

Tovabbé tudjuk, hogy Vj, minden h-ra a definicié miatt tényleg egy Q,n vektortér7 igy mar csak azt kell belatni,
hogy egy dimenziés. Vegyiink megint egy nem mulla = € V},, akkor z € B . | és igy ¢'(x) € B;Zs < B minden
i-re. Az azonossag altal adédik, hogy zp(x)@?(x) ... " 1 (x) = at € Beis, amely invertalhaté, igy z-is invertalhato
Beris-ben. Azonban ez az allitas igaz (Fil'(Bggr) — Filz(BdR))—ben is, tehat « € (Fil'(Bgr) — Fil2(Bc r)), és o'(z) €

(FilO(BdR) — Fil'(Byg)) minden i-re. Ekkor ;= € Bepis, és ¢ <i}) € BjR A Byris minden i-re. Igy[3.2.2.10] tételt

haszndlva adédik, hogy - € By, és - = ¢ (ﬁ) € B}, ebbdl adddik az allitas, mivel = € (B, )‘Ph:1 = Qpn

cris th cris

és Vp, = Qphth. O
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3.2.3. Colmez fundamentalis lemmaja

A kovetkezd al-szekcié Fontaine és Colmez tételének egy legfontosabb sziikséges eszkozének a bizonyitasarol szdl.
Ezen allitas a kovetkezOben bevezetésre keriil6 halmazon értelmezett leképezésrol azt allitja, hogy vagy véges di-
menziés Q, felett a képe vagy sziirjektiv. Ezen alfejezethez még Plat (I7) cikkét is hasznalom. Azonban Yi Ouyang,
Shenxing Zhang és Jinbang Yang bizonyitdsat hasznaljuk a fundamentélis lemmahoz.

3.2.3.1. Lemma. (Figgvényegyenlet Lemma) Legyen A egy részgytirije a K testnek, I egy idedlja A-nak, p egy
olyan primszama A-ban, mely eleme I-nek, q legyen p-nek egy bizonyos hatvdnya, és s egy olyan eleme K-nak,
a0

amelyre teljesiil, hogy sI < A. Ha g(X) = X + >, a; X" hatvdnysor, mely A egyiitthatds, és f,(X) egy olyan K
i=2
egytitthatos hatvdnysor, mely kielégiti a kévetkezd egyenletet:

fo(X) = g(X) + 5 fo(X),
akkor a kovetkezd kifejezés definidl eqy 1 dimenzids formdlis csoportok kozotti szabdlyt A felett:
Ly(X,Y) = fit (fo(X) + f4(Y)).

Tovabbd a két dllitds is teljesiil:

w ~ . ~
1. ha g(X) = 3, b; X", akkor fg_l(fg(X)) € A[[X]], és ha még azt is feltesszik, hogy by = 1, akkor I'y és 'y
i=1
formdlis csoport szabdlyok izomorfak A felett, ahol az izomorfizmust fg_l(fg(X)) adja,

2. ha K lokdlis test, A = Ok, q a szamossiga a maradéktestnek, I = p, s = 7, tehdt s az egyértelmd primeleme
I-nek, akkor I'y egy Lubin-Tate formdlis csoport szabalyokat teljesitii halmaz.

Bizonyitds. A lemmaét itt nem bizonyitjuk, mivel csak egy specialis esetben sziikséges szamunkra. O
Ha igy hasznaljuk az el6z6 lemmét, hogy ¢ = p", K = Qq, A = Zg, I = pZq, s = p, és g(X) = X, akkor

(X = 0 = 320

N(X,Y):= z;l(zF(X)n: Ir(Y)) € Z,[[ X, Y]].

€ Qp[[X]]

Igy az el6z6 lemma miatt T'(X, Y) megad egy Lubin-Tate formalis csoport szabélyt p primelemhez Zq felett. Tovabba
Zy = End(T") a kovetkezé hozzarendelés altal:

a — [a]r(X), ahol [a]r(X) = Ig'(a - Ir(X)) = aX + legaldbb méasodfokti tagok € End(T')

3.2.3.2. Allitas. 1. Azly, : (mg,®r) — P}fl leképezés eqy izomorfizmus, ahol a leképezésen a kovetkezdt értjik:

Ip:x— 2 p*”[x]pnh.

nez
Az mp-n a mivelet a T(X,Y)-n.
2. Vi egy 1 dimenziés Qpn-reprezentdcidja G -nak és a kévetkezd sorozat egzakt:

0— Vi — P, — Cx — 0,

ahol P}j,1 —> Cgk leképezés a korabbban definidlt 0 leképezés. Ennek kovetkezményeként O(P,id) = Cg minden
d>= 1-re.

Bizonyitds. Eloszor az els6 allitast 1latjuk be, abbdl is azt, hogy [ jol definidlt leképezés, tehat tetszoleges x € mp
esetén [, (z) P} -ban jol-definidlt elem.
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Legyen z = (:c(”)) € mp, akkor ez kiterjeszthetd az Osszes egész szamra ha negativ szam esetén z(™-t gy

neN
definidljuk, hogy z(™ = (ac(”“))p, tehat be kell 14tni, hogy ZneZp*"[m]pnh BT

T .o-beli elem, mivel @w" (I, (z)) =
plp () teljesiil, igy I (z) € P;",. Bontsuk ng € Z-nél két részletre ezen dsszeget.

El6szor vizsgaljuk meg, hogy az ng-nal nagyobb Osszegek esetén igaz. Legyen u = a:pnoh, ahol ng azon egész,
melyre igaz, hogy z("") € pOc,.. Ekkor a kivetkezd hatvanysor A.,;s-beli:

y
n=0

pn

nh nh

N e ]

pn pnhl ’

n=0

[u]”

mivel -~ minden n esetén Aqris-beli. fgy u helyett x-szel a kdvetkezo hatvanysor B.,;s+-beli az el6z6 hatvanysor
miatt:
i [mpnh] B 1 i [upnh]
n=ng pn p’ﬂo n=0 pn
A hatvanysor méasik részletérdl is ldssuk be, hogy B . -beli.
no—1 pnh, —1 nh
T 1 U
Z [ n ] = 70 Z [ n ] € B:TiS’
ne—ow P P P

—1 nh
mivel Y] % konvergens W (fR)-ben.
n=—0
Az [, egy csoport homomorfizmus lesz, mivel

() = e ([e]) + i [ o= e ([ 7).

Az [, injektivitdsa és szurjektivitasa a Lubin-Tate elméletbdl kovetkezik. Azonban ezt nem részletezziik, mivel ez
tilmutat a diplomamunkiam keretein.
Az allitds masodik része is a Lubin-Tate elméletbol kovetkezik, amelyhez hasznélja [}, tulajdonsagat. O

3.2.3.3. Definicié. A kovetkezd sorozatot Lubin-Tate elemek sorozatdnak nevezziik, ha a kovetkezé tulajdonsigo-
kat teljesiti:

1. o"(ty) = ptp, O(tn) =0, ha h # 0,
2. t():].éStlzt,
3. ha t = 1, akkor t4, 0" (tn,) ... "D (ty,) = ty,

ha {t;}nen kompatibilis elemek rendszere B . -ben, melyekre teljesiil, hogy V}, = Qprtn. Ez egy jo definicid, mivel

Vir-b6l Vi-be az x — " (tp,) ... gph(T*I)(m) hozzarendelés altal adott leképezés sziirjektiv.
3.2.3.4. Allitas. Legyen {th}nen egy Lubin-Tate sorozat, akkor a kévetkezd tulajdonsdgok fognak teljestilni:

1. ty, invertdlhato Beris-ben minden h-ra,

2. ha h = 2, akkor t;, € (Fill(BdR) — Fz'l2(BdR)) primeleme Bgg-nek vgr értékelésre nézve, és o"(ty) €
(FZ'lO(BdR) — FZ'll(BdR)), hal<n<h-1,

3. minden d-re, P, q =h Betﬁ egy 1 dimenzios szabad h B, -modulus.

3.2.3.5. Definicié. Legyen h > 1, akkor a kovetkezdképpen tudunk definidlni egy halmazt:

cris cris

B = {.’L‘ e BS = | 1étezik egy olyan d € N, hogy zt{ € B } .

Definiciébél latszik, hogy Bep fiiggetlen ¢;, valasztasatol.
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3.2.3.6. Allitas. Legyen h =1 egész szdm, akkor
1. P;L"O = Qpn €s minden nulldndl kisebb d-re Pffd =0,

2. A kovetkezd sorozat egzakt:
0 —> Quuty, — P 5 Cx — 0,
3. ue P,;’:l és u ¢ Qpnty, akkor
Ph+,d = {aotfl tagut 4+ tagut | a € P}il} ;

4. A kovetkezd sorozat egzakt:
0 —> Qun —> Bey P Byg+ — Bag — 0.
Ezen sorozatot hividk a B, fundamentdlis rovid egzakt sorozatdanak.
Bizonyitds. tétel bizonyitasanak menetével megegyezik, igy nem bizonyitom tjra azon menettel. O

Innentdl kezdve azon allitdsok és lemmak sora kovetkezik, melyek kozvetlen Colmez fundamentélis lemméjanak
bizonyitdsahoz sziikségesek. Azon lemma allitasat csak ezen allitdsok utdn mondom Kki.

3.2.3.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy 1o, pi1, ..., ph—1 € Cx nem mind nulldk. Legyen § : thl — Cg a kovetkezd

hozzdrendelés dltal megadott leképezés: © — . u;0(p'x), akkor ezen leképezés szirjektiv és magjdinak dimenzidja

i=0
h.

Bizonyitds. Elészor lassuk be, hogy § sziirjektiv, ehhez elég csak belatni, hogy [, o d sziirjektiv, mivel I bijekcid.
Ezen [, o § leképezés a kovetkez6 hozzarendeléssel adhaté meg:

h—1
_ (n)) = — . —n —(nh-&-i).
= (4 e S S

=0 neZ

Igy feltehetd, hogy & := I}, o § sziirjektivitasat beldtni. Azonban tovabbé ez ekvivalens azzal, ha minden i-re &' o ¢

sziirjektivitasat belatni. Igy hai € {0,..., h—1}-re v(u;) +% minimalis, akkor 6’0"~ a kovetkezd -k vélasztésaval:
;) piriO(p), ha0<j<h—i—1
M7 Vpijon ha h—i < j < h—1,
ahol minden j-re /,L;-—re a kovetkezo teljesiil:
, it j i+j—h ,
v(py) = o) + A v(ptg)s

és igy &' o ph i = Z;:é w6 o @7, Igy feltehetd az is pg = 1, és minden i-re v(y;) = 5
Definialjuk fi;1nn = p~"p; minden n € Z-re, akkor &'(z) = 3, p;x("9. Vegyiik a kovetkezé hatvénysort:
fr=37, P e Ck[[X]], ha belatjuk, hogy létezik egy b € Oc,., melyre f(x) = b, akkor tetszSleges x € mp-hez
talaltunk olyan b € Ck-beli elemet, amelyre teljesiil, hogy §(x) = b, tehdt ez dltal beldtjuk a sziirjektivitast.
Tegyiik fel, hogy q = p", akkor f, (x) a kovetkezéképpen frhaté:

1

1 _
fr(x) = g(z) + 5f+(a?"), ahol g(x) = & + pa” + poa” + -+ ppaa?

© ) "
Legyen tovabba minden n € N-re 6,(z) = Y px(~9, akkor §,-re teljesiilni fog, hogy 4, (xq ) = p"fy(2(0).

i=—nh
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Legyen b € O¢,, v(b) = ﬁ, akkor indukciéval definidlni fogunk egy = = (x;);eny € Oc, sorozatot, melyre

teljesiilni fog, hogy f. (x;)p~'b, és minden i-re (:cgij)jeN sorozatnak létezik limesze. Tegyiik fel, hogy i-ig meg-
konstrualtuk z-et. Legyen y olyan, melyre teljesiil, hogy x! = y, {gy fi(y) = g(y) + p~"1b. Legyen z;41 =y + z,
akkor

fr(@iv1) = f+(y) —9(y).

Ha atrendezziik az egyenletet, akkor hatvanysor alakban irhatjuk azt:

Fr(@ip) = fey) = D mi Y, ( )z]y” =Xy ( )uiy” 7,
=0 j=1 =1 pizj

j = j

ha v; := Z;ﬁ:j (z;-i),uiypi_j, akkor F(z) := Z
>

Ha j = mp*, (m.p) = 1, akkor v(g(y)) m ((u;)ﬂﬂv( ) > ~1+ L. Tgy F(2) + g(y) Newton-poligonja
RVE

a (0, -1+ %) és (q, —1) végpontu szakasz felett van, tehdt létezik g gyoke, melyre teljesiil, hogy v(z) > qih. Ha az
egyik ilyen gyokot valasztva az x;41-hez, akkor (xfjr j) egy Cauchy-sorozatot kapunk, és mivel Cx teljes, igy

létezik limesze. Legyen z} a limesz, akkor igaz lesz ré, hogy (@i 1) = i

;. Ha x € mp olyan, melyre igaz, hogy

] 1

x(zh) = J)l, és f+ ( 1+j) =p lb p] (xz-w) _pg( z+] ) Igy

on(z) = p" f1 () = pn £y (2) = b+ (legaldbb n értékelésii tagok),

ebbdl kovetkezik, hogy d(x) = b, tehdt sziirjektiv.
Most ldssuk be, hogy a magja h dimenziés. Legyen A egy racsa Ker(d)-nak, mint példdul:

A= {xe Ker(¢) | v(z) = }IL} és  pA = {xeKer(d) | v(z) = %}’

akkor elég csak megmutatni, hogy A/pA elemszéma q. Igy kell talalni egy i sorozatot, melyre teljesiil, hogy z; € O¢ K>
fo(zi) =06s v (z; —2) > 1

Legyen z; = x; — (" akkor f, (:U(ih) + z) =0, fy (x(ih)) + F(z) = 0, ahol F(z) az els6 résznél ismertetett
hatvanysor csak y helyett (") -val. 2("") helyen f,-re igaz lesz, hogy

( (m)) ZM (Sﬂ(ih))pj = Zujx(ih_j) = Z pinyra' ™ = p~ Z ppaTF) = —p~ Z ppz

j=0 j=0 k=—ih k=—ih k<—ih

és ha k < —ih, akkor pu,x(—*) értékelésére legalabb i+ %, igy v (f+ (m(ih))) > %, és igy létezik egy z, melyre teljesiil,
hogy v(z) > +.

Az x; konstrukciéja miatt z(") = Zj>1 zjqzjil. Ebbél kovetkezik, hogy A/pA-nak g eleme van, mivel

. 1 1
v (xl — J:(Zh)) > ah tehat v(z;) > a 2@ =29 mod pA,

és, mivel z1-ekbdl ¢ — 1 kiilonbo6z6 van, melynek értékelése tobb, mint qih és legfeljebb O

=

3.2.3.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy Ao, A1, ..., Ah_1 € Oc,., melyek képei mc, -ben linedrisan figgetlenek I, felett.
h

Legyenn : (P;f )" — Ch a kévetkezd hozzdrendelés dltal megadott leképezés: (21, ..., xp) — (Z /\iﬂ(gp’"(m)))
: i=0

7
o<sr<h-—1
akkor ezen leképezés sziirjektiv és magjanak Q,n-dimenzidja h.

Ezen éllitas bizonyitasahoz egy lemmara lesz sziikség.

62 3. Fejezet 3.2. Fontaine kristalyos és félig-stabil gytirti



Fontaine és Colmez tétele

3.2.3.9. Lemma. Legyenek x;-k eqy p karakterisztikdji integritdsi tartomany feletti vdltozok, akkor
; n—1
det (:rp ) ) = a;T;
( ) (i.)ef0.....n—1} QHH ; B

ahol I egy olyan részhalmaza Fy-nek, mely a nulldt nem tartalmazza, és az a = (ag,a1,...,an-1) € I elsé nem nulla
tagja 1.

Bizonyitds. (Lemma bizonyitdsa) Ha feltetssziik, hogy minden i-re a; = 1, és x;-t kicseréljik — >’ i ajxj-val, akkor

Lo <2 ; . ). J s s ” T .
a matrix determindnsa 0, igy Y, a;z; tényezdje lesz zf’ determindnsanak, ebbdl mar kovetkezik a lemma. O

Bizonyitds. (Allités bizonyitdsa) Legyen ¢ = p". Mint az el6z6 allitas bizonyitasaban itt is hasznalni fogjuk [j,-t,
tehét elég lesz beldtni, hogy 7' := 1o I} sziirjektiv. Legyen S, T a kovetkezd két halmaz:

1
S = {(!L‘l,l‘g, cxp) eml | o(zg) = 1 minden i—re},
q—

i—1
T minden i—re} ,

T = {(Il,IEQ,...,IEh) e Ch | v(z;) =

akkor n/(S) < T, és igy elég belatni, hogy ' : S — T leképezés sziirjektiv, és a magja egy h dimenzids Z,n vektortér.

Legyen tovabbd H azon Q,n-ferdetest, melyet A\ generalja, ahol ¥-ra teljesiil, hogy I = p, és Vr = ()0
tetszéleges x € Qpn. A konstrukciok miatt latszik, hogy 7 felcserélheté H-val valé hatédssal, igy n'-vel is felcserélhetd,
tehat Ker(n') egy H-modulus. Ha H maximdlis rangi részgyfirije H-nak, akkor szeparabilis, teljes a p-adikus
topolégiara nézve, ¥ egy primeleme H-nak és H/0H = F,n.

Ezen definiciok miatt S és T H-részmodulus, melyre teljesiil, hogy 9.5 = ¢(S), 9T = O(T). Igy elég megmutatni,
hogy 1" : S/¢(S) — T/O(T) sziirjektiv, és a magja egy 1 dimenziés F,-vektortér.

Legyen = € S, akkor ha r € {0,1,...,h — 1}

fop"o lh(m) _ Z "0 ([xp”h+'f]) _ Z P (x(—nh—r)) 7

nez nez
fgy v (p7" (z(-""7"))) = —n + p™*7, amely meg nagyobb, mint p;bir —n. Ao (p7 (2 > ’:;%11 egyenlét-

lensé az esetek nagyrészében teljesiil, kivéve ha:
-1
L. r=0,n=—1, akkor 1 + Z=-nél nagyobb,
2. n = 0,1, akkor ﬁ-nél nagyobb,

3. n=0,1<r<h—2, akkor Z;-nél nagyobb,

4. n=0,r = h— 1, akkor 1271 -nél nagyobb.

Ez altal W(ml, Xo,...,Tp—1) a kovetkez8képpen {rhatd:

(B (3 1) G B ) 5 ] e )

1=

~ ~ (0 —_
Legyen \;, p € R olyan, melyre igaz, hogy )\i( ) = \; és pO = p, akkor 7/ sziirjektivitasat a kovetkezd egyenletrend-
szer megoldhatésagaval lehet kifejezni, tehat ha ennek van (x1, 22, ;) € S* megoldésa, akkor 7/ sziirjektiv:
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ahol j e {1,...,h —2}, b= (bi)iefo,1,...h—1} € R", mely b;-kre teljesiil, hogy v(b;) > qu"'l.

Ha feltessziik, hogy o € R olyan, melyre igaz, hogy a?(@1) = p, akkor S = (aPR)". Igy legyen z; = (a;)?,
akkor az egyenletrendszer igy médosul:

~ ht1
Sins z( LY ) = a by,
S
PIEPY (Ayia(pfl)(qfl) + yfh> = a " by

Tovabbdd ha p; = N " azonositast vessziik, akkor a kovetkezd linearis alakba hozhaté az egyenletrendszer:
i gy
h J

Zi:l ‘ulp Yi = Cy
h h—1 h

X (v ) =enan (3.1)
h h ~ _ _ h

aZi:l Mf (pyia(” D=1 4 yf ) = Cp,

ahol ¢ = (¢i)ief1,2,....h} € Rh.

A ((M§I> el } matrix R-ben invertalhaté lesz(3.2.3.9) lemma miatt és, mivel A\;-k linearisan fiiggetlenek.
1,7)e{l
Ha

h
Z yl = C-1,
h
Z :U‘iyl = Co,
akkor a kovetkezdket lehet felirni:
e Tt q
Z Hi  Yi = Ch—1—C_y, (3.2)
i=1
h
Dl yi=am (g, g — 1)), (3.3)

i=1
Legyen A = ((a;)) (i j)eq1,...,ny MAtrix a ((N?))( S matrix inverze fR-ben, amelyre teljesil a (y1,...,yn) =
J)E

(c_1,c0,c1,...,cn)AT egyenletrendszer. Ezen egyenletrendszert (c_i,cq) meghatérozza. A as egyenletrendszer
a kovetkezo alakra hozhatd, hogy

h
_ q
- Z bjcj—Q =Chp—1 —C_yq,
j=1

h
Z icjo =« =Dy — ¢l )

h

. h - , s h h-1 . h
ha, y; h?lyere Z;jzl a; jCj—o-t hely(,ettesmunk, és tovabbd b; = 31, phoag;és b= -1 1 agi.
A kovetkezd egyenletrendszer irhato fel:

el

bic_1 + baco + bger + -+ bpch_o + ch_1 — 0‘11 =0,
bie_1 + bheo + byey + -+ - + b cp—2 + m =0,

amely atrendezhetd egy ¢y valtozdju egyenletté:

q
((cd —cp) — a®P™ D@D (Bheg + byey + -+ + byen_2))? — (bact + -+ - + bpch_o + baco)b! (oz(pfl)(q*l)) +

b1

— 4 q
b/ (bZCO + b2CO + b361 + -+ b;LLCh_Q + ChCO)) bllq (a(p—l)(q—1)> = 0.

aP—1)(g-1
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Ez felirhaté c_;-re is, és mivel mindkét egyenletnek ¢ darab gydke van fR-nek, igy ¢% darab (c_1,cp) par van, tehat
q? darab (y1,y2,...,yn) megoldisa van fR-ben. Ezzel beldttuk a sziirjektivitast.
Legyen Z. az R-beli megolddsok halmaza c-hez. Mostmdr csak azt kell beldtni, hogy 1’ magja 1 dimenziés IF»

felett. Az konnyen latszodik, hogy Ker(n') = Ker (W) Ha b € O¢ olyan, hogy 0(b) = 0, akkor y € R ekvivalens
azzal, hogy b = 0, igy Ker(n') = Zy/p(S). Ez altal elég beldtni, hogy ezen halmaz ¢ elemil. A kovetkezd egzakt
sorozatbdl kovetkezik, hogy elég belatni, hogy Zy n ¢(5) ¢ elemdi:

0—> Zo 0 p(S) — Zo —> Zo/p(S) — 0.

Ha az y; = aP~'z; helyettesitést elvégezziik OS egyenletrendszerben, akkor

h p’
i1 Mg 2 =0
h—1

Syl (s ol D) <o

i

St ufh(zi +z)=0.
Ebbdl kovetkezik, hogy co = (acl; — bicy) /b, és

&L+ ((—1)7b9 — b3 bha! )L, + (bybly — bab))be o = 0.

A by felirhat6, mint

b= ((0),) < TT (o).

és al3.2.3.90 lemma miatt egység R-ben, igy v ((fl)qb‘f — bgflbga') =0és v (b1by — bab)) = (¢ — L)v(ba).

A Newton-poligonokn4l ismert gondolatmenet miatt kovetkezik, hogy Zo n (S) ¢ elemfi, tehat 1’ magja 1
dimenzios . felett, mivel pontosan ¢ darab (c_1,cp) par van fM-ben, amely megoldja az el6z6 egyenletet, tehat ¢
darab (21,29, ..., z;) megoldds van RR"-ban. O

3.2.3.10. Allitas. Tegyiik fel, hogy Mo, A1,..., n € Cr, melyek linedrisan figgetlenek Qp felett. Legyen n :
akkor

)
0o<r<h-—1

h
(P — Ch a kivetkezd hozzdrendelés dltal megadott leképezés: (x4, ..., zp) — <Z AiB(p" (xl))>
: i=0

ezen leképezés sziirjektiv és magjdnak Q,n-dimenzidja h.
Ezen allitas bizonyitasahoz is sziikségiink van egy lemmara.

3.2.3.11. Lemma. Legyen P, ..., P, polinomok R[X1, ..., X, ]-ben, melyek a kivetkezd egyenletrendszert teljesitik:

2
P X1 Xi Xi
P, Xo X3 X§2
. ::__A4b . + . _'A4é . )
P, Xn X4 ng
ahol My, My olyan n x n-es mdtrizok, melyek elemei mgy-ben vannak €s az My determindnsa nem nulla, akkor
tetszdleges (M1, Aa, ..., \n) € R"-1e a kévetkezd egyenletrendszernek q™ megolddsa lesz R™-ben:
P=b
Py = by
P, =b,
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Bizonyitds. (Lemma bizonyitdsa) Tegytk fel, hogy v(My) = ¢ és v(Ms) = ¢, ahol ¢ nagyobb mint nulla. Jeldljik
X-szel a (X1, Xa,..., Xn)T vektort és b-vel a (b1, bo,...,b,)T vektort, akkor az egyenletrendszer ekvivalens lesz a
X@ = MoX + MX(@) + b-vel, ahol (-)(¢) a métrix elemeinek ¢’-adik hatvinyra valo emelése. Ha vessziik az
egyenlet g-adik hatvanyat, akkor a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

X0 — (Mo + MyM{? Mo ) X + MyM§? MpX 0 4 My MED X - (Mo MG + Mob(@b)

ha X (@)t helyettesitiink az el6z6 egyenletbe. Ha megint g-adik hatvanyat vennénk az egyenletnek, és visszairnank
az elsé egyenletbe, akkor kapndk egy djabb egyenletet, amelyben X ¢*-edik hatédnyon szerepelne, a b ¢?-hatvinyon
szerepelne. Ha ez folytatjuk, akkor a rekurzié miatt kapunk egy X (@ = MX + b alakt egyenletrendszert, ahol
MX =32 MX) ¥ =>" Mbb, és tovabba igaz lesz, hogy v(M) = v(My), det(M) # 0, M; és M| az M,
és My valamilyen nem linearis kombinéciéja.

Feltehetjiik, hogy a b’ nulla, igy egy egyszeriibb, de ugyanannyi megolddssal rendelkez6 egyenletrendszerre
jutunk, és mivel az X (9 = M X egyenletrendszernek a megoldas szdma ¢" lesz, amely egyszerfien latszik a p-adikus
differencidlegyenletek megoldhatéséga miatt, igy tudjuk, hogy a X (9 = M X + V' egyenletnek ¢ darab megoldisa
van, és tovabbd a X (0 = My X + My X (@) 4+ b is. A lemma allitasdban lefrt egyenletnek is igy ¢" darab megoldasa
lesz, mivel az X(@) = MX + b’ egyenletet az eredeti egyenletrendszerbél nyertiik rekurziéval. O

Bizonyitds. (Allités bizonyitdsa) Legyen V egy C-nek egy Q,-altere, amelyet A1, Az, ..., A, generdl. Vegyiik tovabba
egy A récsét V-nek, akkor A/(V nmc, A) egy h dimenziés Fp-vektortér. Legyen A1, ..., \, egy olyan bdzisa V-nek,
melyhez létezik 0 < v1 < -+ < v, <1ésng=0<mn <--- <ng =h, hogy v(\;) =v; hanj_1+1<1i<n,,
akkor Ap,_,41,...,Ap; linedrisan fliggetlenek modulo Oc, azon idedlja, melyet v; értékelésti elemek generdlnak.
Definialjuk m leképezést gy, hogy m(i) = j, ha v(\;) = j. Tovabba m(n;) = j. Ha s = 1, akkor az allitds
miatt kovetkezik. Igy tegyiik fel, hogy s > 2.
Vegyiik [?-t, mint az el6z6 lemmdakban, akkor legyen i := ol : mliy — Ch. Vegyiik a kévetkez§ halmazt:
S = {(z1, 22, ..., 2n) € MG | vo1 (%) = Py}

Har =0,1,...,h —1, akkor

h h
v (2 )\Z-H(gor(lh(xi)))) =0 (2 2 )\Z-p”:v,g_nh_r)> > min (v()\l-) + p" g (x) — n) ,
i=1 j s
ami konnytli szamitasok dltal adédik, hogy nagyobb, mint v, 1) + P"pm(r41)- Legyen T" a kovetkezd halmaz:
T :={(x1,22,...,3) € ch | v(z,) < Vp(rt1) + P Pm(rs1) § »
akkor 1/(S) < T igy, mint a|3.2.3.8, 4llitas bizonyit4sanal elég belatni, hogy 7 : S/©o(S) — T/O(T) sziirjetiv és a

magja egy dimenzids IF -vektortér.
Legyen &1,...,&s € R, melyre teljesiil, hogy

(gj(p)>pnj = M 4 (5‘20))17 An,y

0 es
&9

akkor v(§;) = pj és
5 _ n;—mj_1
@ (R — 5/9(S)
j=1
(Yi)r1<i<h = (Em)¥i)
leképezés egy bijekcié, igy elég beldtni, hogy 7’ o T sziirjektiv.

Ha nj_1 +1 < i < ny, akkor A; legyenel azon R-beli elemek, melyekre igaz, hogy 9()?1) =\ és p; = /\Al/X;, igy
Mi € R 68 n; 415 fny_ 1425 - - - » in; linedrisan fiiggetlenek I, felett.
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h—r

Legyen r = 0,1,...,h, és ha ¢, = /\,;E:Up §fn(r+1), Qr = 2?21 Z:L/_l /\Ai]'f”XfMM. Tovabba P, polino-
mokat meg definidljuk ugy, hogy P, := CﬁlQr(fm(l)Yh e ;fm(h)Yh)ph_T minden r-re. Ez altal elég beldtni, hogy
Py =by, P, =by,...,Py_1 = by_1 egyenletrendszernek van megoldasa S"-ban tetszéleges b = (b, by, . .., by) € R"-
ra.

P, polinomok a kdvetkez6 formaban irhatok:

h
P.(Y1,...,Y,) = 2 (ai,,Yi + b Y+ Ciryiq2) )
i=1

» R phr ) ot
ahol a;. = ¢ (Am) Em(i)s bir = 7 N

~ ™ N ph,—r 5
T 5;1,1(1)7 Cir = Cr_l ()\iﬁl §fn(z)

Ezen egyenletrendszer megolddsanak létezéséhez hasznaljuk a lemmét. Legyen My = ((air))(i,ref1,2,....h}
My = ((bir))(i,r)eq1,2,....0} €8 Ma = ((cir)) (i,r)eq1,2,...,hy» akkor Mo, My € My (mg), det(Mo) # 0 és My invertalhato R
feletti matrix. Ha médositjuk a valtozokat, akkor M7 matrixra feltehetjiik, hogy identikus, tehat mostmar egy olyan
helyzethez jutottunk, ahol tudjuk hasznélni a lemmat, tehit pontosan ¢" megolddsa van az egyenletrendszernek,
tehat 7/ sziirjektiv.

Végiil lassuk be, hogy 1’ magja egy dimenziés F, vektortér. Legyen Z; a megolddshalmaza a Qo = Q1 =
o = Qp_1 = 0 egyenletrendszernek, akkor a halmaznak ¢" kiilonb6z6 eleme van. Mint az el6z6 allitasnal itt is elég
belatni, hogy Zo n(S)-nek ¢"~1 eleme van. Ezen halmaz a Qpop = Qiop = = Qu_10¢, Qoo = Q}, Q100 =

., Qr_10¢ = Q} egyenletrendszernek megolddshalmaza, ahol Qj, = Qn—10¢ = ZZ}.LZI 2711:_1 )/\\Zﬁ*"anH.

Legyen ¢j, = X;Sg és P = C;:lQh(fmu)Yl, w3 &) Yn), akkor Zy N ¢(S) halmaz felfoghat6, mint P, = P, =
Py = ... = P, = 0 megoldashalmazaként. Igy ha hasznaljuk megint a lemmat, akkor kévetkezik bel6le, hogy
q"~! kiilénb6z6 megoldasa van pontosan az egyenletrendszernek, tehat Zg np(S) ¢! elemszami, tehat kovetkezik
beldle, hogy 1’ magja egy 1 dimenzids F, vektortér.

O

3.2.3.12. Allitas. Tegyiik fel, hogy Ao, M1, ..., \n € Cr, melyek linedrisan figgetlenck Qyp felett, akkor léteznek
olyan ay,...,ap € P,jfl elemek, melyekre teljestil, hogy

1. Z?Zl \if(p?(a;)) = 0 minden j-re 0-tél (h — 1)-ig,

2. Vegyiink egy olyan mdtrizot, melynek elemei azon a; j-k, melyekre teljesiil, hogy a;; = goifl(aj), akkor ezen
mdatriz determinansa nem nulla.

Bizonyitds. Legyen a = (a1, as,...,ap) € Ker(n) < (thl)h vektor, amely legyen Ker(n)-nak egy H-részmodulusédnak

egy generatora, akkor {a, ¢(a), *(a),...,¢" ! (a)} halmaz egy Q,» bézisa Ker(n)-nak. Ha vessziik a kivetkez8 hoz-
zarendeléssel definidlt leképezést:

(t(), tl, . ,thfl) [t to(l + tlap(a) + t2g02(a) + -+ th71<,0h71(a),
akkor ezen leképezés egy izomorfizmus, tehat a1, as, ..., a; € P}, olyan elemek, amelyre teljesiilnek az allitdsok. [

Ezek a sziikséges elkésziiletek Colmez fundamentalis lemméjahoz.

3.2.3.13. Tétel. (Colmez fundamentdlis lemmdja) Legyen h eqy ketténél nagyobb egész szam és A1, Aa, ..., A\p € Ck
nem mind nulla elemek. Legyen Y azon halmaz, amelyet igy definidlunk, hogy

Y = {(uy,uz,...,up) € U" | létezik c € Cr, melyre teljesiil minden i-re, hogy 0(u;) = c)i}.

h
Legyenek tovdbbd by, by, ..., by, € By nem mind nulla elemek, melyre teljesil, hogy Y, \;0(b;) = 0, akkor ez dltal
i=1
tudunk definidlni eqy leképezést, hogy
P Y — B2

h
(U17U2,.--,uh) Zblula
i=1

akkor p képe C (1)-ben van, és a kovetkezd kettd tulajdonsdg kézil az egyik teljesiil:
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1. Im(p) = p(Q,(1)"') és p képének dimenzidja legfeljebb h,
2. vagy Im(p) = Cx (1) és a mag dimenzidja h.

Bizonyitds. A bizonyitast két részre bontjuk az alapjan, hogy a A1, A, ..., Ap-k linedrisan Osszefiiggéek vagy sem.

Tegyiik fel elészor, hogy linedrisan fiiggetlenek. Vegyiik egy olyan A = ((ai ;)i j)e(1,2,...,n} Matrixot, melyre
teljesiil, hogy a; ; = ¢'"!(a;), akkor a lemma miatt a determindnsa nem nulla, igy legyen det(A) = d, akkor igaz
lesz 14, hogy o(d) = (—1)""1pd. Ez &ltal d = qt, ahol ¢ € Q. Legyen tovabba A’ € My, (B} ,,) matrix melyre
teljesiil, hogy AA’ = A’A = tI, ahol I a (h x h)-s identitds matrix, igy det(A’) = ¢~ 't"~!. Legyenek $3;-k olyanok,
hogy teljesiil rajuk, hogy

E 17651
A2 1767

Al 1= .1,
" B

ahol )Ti—k \i-k felemeltjei BT . -ban. Tovabba A’ definiciéja miatt teljesiil, hogy

cris

E 17651
A2 _ 765
n tBn

Legyen P := (()TZ]))( N matrix, amely egyenlé A’B’ matrixxal, ahol B’ := ((5?))(,’4)5{1,2,.“,}”. A de-
i,5)€{1,2,...,

cris

finici6ik 4ltal igaz lesz rdjuk, hogy det(P) = (5\; N P PR t) th=1 det(B’) egység lesz Bl . -ban és B’

invertdlhaté matrix B . felett, mivel )TZ-J = )Tl + 0; ;t, ahol §; ; a Kronecker-delta. Tovabbé az is teljesiil, hogy A’
felirhat6, mint P(B’)~!. Vegyiik ez altal a kovetkezd izomorfizmust:

a:Y — P,j’l
Yy = (Ulv”-vuh) —x = Zai—.
Ez tényleg egy jél-definidlt izomorfizmus, mivel tx € B} . a|3.2.2.100 tétel miatt, és mivel 8(x?(tx)) = 0 minden

cris
j-re, mivel (o7 (tx)) = cp’ Z?=1 0(p? (a;))N; = 0.
Azt tudjuk, hogy

UT T
AT ] W
= " (@)

teljestil, {gy ha o/-nek azon leképezését definidljuk, amely minden x € Pff 1-ra a kovetkezOképpen van definidlva,
hogy o/ (z) = (z,¢(x),...,o" H(z)) A" vagy, mint (z,p(z),..., " 1 (2))BTPT. A definici6 miatt latszédik, hogy
a és o’ egymés inverzei.

e sz

definialt:

vt 2 0(2) 06" (@),

i=1
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mivel ha x € P}j 1, akkor azt a kévetkezébe képzddik:

X X
o(x) o(x)
(b1,bo, ..., by)A’ , = (b1, ba,...,bp)PB :
o' (x) (@) = 31 et (w),

mivel 6((by,ba,...,by)P) = 0 és 6(c;) = 0 minden j-re. Igy a 4llités miatt kévetkezik a tétel abban az
esetben ha az A-k linearisan fliggetlenek.

Tegyiik fel, hogy a M-k nem fiiggetlenek Q, felett. Tovabbé tegyiik fel, hogy az els6 h' elem még fiiggetlen
a M-k kozil, tehat a maradék h — b’ elem kifejezhetd ezen elemek segitségével, tehat \; = Ziil ai j\;, ahol j €
{h'+1,h +2,...,h}. Hav; = u; — Zfil a; jui, akkor 6(v;) = 0 és v; € Q,(1).

Tovébba legyen Y/ azon halmat, mely csak a A1, Ao, ..., A\p-hoz tartozik, igy ha vessziik a

Y SN YI @Qp(l)hih/

(U1,U2,...,uh) —> (ul,...,uh/,vh/+1,...,vh)

leképezést, akkor Y konstrukcidja miatt egy bijekcié. Igy a p a kivetkez8képpen frhaté le:

W h
plx) = Ylcui+ Y. b,
=1

i=h'+1

ahol ¢; = b; + Z?:h’+1 bia; ;.

Ha ¢;-k nem mind nullék és Ziil Xib(c;) = 0, igy ha vessziik a p’ : Y/ — By leképezést, akkor a linedrisan fligget-
len esetre jutunk, tehat p’ sziirjektiv és Ker(p) h' dimenziés vektortér. p’ altal p is sziirjektiv és dimg, (Ker(p)) = h,
mivel dimg, (Ker(p)) =q, (Ker(p')) + h—h"=h'+h—1'.

Ha ¢;-k mind nulldk, akkor Im(p) = p (Qp(l)h*h) és dimg, (Im(p)) < h, mivel p(z) = Z?:hurl biv;. Ezzel
belattuk az Osszes esetet, igy végeztiikk Colmez fundementalis lemmajanak bizonyitasaval. O

A kovetkezd két allitas sziikséges lesz Fontaine és Colmez tételének bizonyitdsahoz, azonban ezen két allitas
mondhatni Colmez fundamentalis lemméjanak més formai, vagy annak kévetkezményei, alkalmazdasa.

A korabbiakban méar definidltunk egy par fontos részgytriit. A Bs-t Ugy definidltuk, hogy Bs = B;’R/FilzBdR,
és tovabbé U-t vagy Pij-t, mint U = {u € Beys | ¢(u) = pu} n By = P.

Vegyiink egy véges dimenziés Q,-vektorteret, ha Cg-vel megtenzorozzuk kapunk egy Vg, Cx-vektorteret. Ha
ezen vektortereknek vesszilk a —1-es Tate csavarasat, akkor a kovetkezd kommutativ diagrammot kapjuk:

0 1% U(-1)®q, V ———— Ve (-1) ———— 0
id

0 Ve, By(~1)®g, V ——— Vi (—1) ——— 0.

3.2.3.14. Allitas. Legyen V egy véges dimenzids Qp-vektortér, melynek legaldbb 2 a dimenzidja, és jeloljik a
dimenzidjat h-val. Tegyiik fel, hogy létezik egy szirjektiv By-linedris leképezés: 1 : Ba(—1) ®q, V — Ba(—1), amely
leképezés kiterjed a hdnyadostestére is: 7 : Cx(—1) ®q, Ve, — Cx(—1). Legyen X egy 1 dimenziés Cy-altere
Ve (—1)-nek, és X az inverzképe U(—1) ®q, V-ben, ez dltal a kivektezd kommutativ diagrammot tudjuk felirni:
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X 5 U(-1)®g, V——— By(~1)®qg, V ——— By(—1)
0 0 0 0
X e 5 Ve, (=1 Vep(=1) —— 71— Cg(-1)

Ha X < Ker(n), akkor az X-re szikitése az n-nak keresztiil faktorizdlédik a hdnyadostestre. Tovdbbd, ha n(V) #
n(X), akkor nx leképezés szirjektiv, és a magja egy Qp-vektortér, melynek a dimenzidja h.

Bizonyitds. Ezen allitas csak Colmez fundamentalis lemmajanak egy masik alakja, igy ezen allitds bizonyitasat nem
végezziik el. O

3.2.3.15. Allitas. Legyen Vi egy véges dimenzids Qp-vektortér, melynek legaldbb 2 o dimenzidja, és jeldljik a
dimenzidjdt h-val, és legyen Ay = B}, ®q, V1. Legyen Az egy Bin-részmodulusa Ai(—1)-nek, és tovdbbd legyen

(A1 + Ao)/Ay egy egyszerd Bp-modulus,
(A1 + As) /N> egy egyszerd Bln-modulus.
Legyen X az inverzképe Ay + Ag-nek U(—1) ®q, Vi-ban, és legyen p a természetes projekcio:
p:U(=1)®q, V1 — A1(—1)/As.
Akkor a kovetkezd két dllitds kozil legaldbb az egyik igaz:
1. Vagy dimqg,p(X) < h, és Ker(p) egy nem véges dimenzios Q, vektortér,
2. vagy p szirjektiv, és Ker(p) egy véges h dimenzids Q, vektortér.

Bizonyitds. (A1+A2)/As és (A1+A2)/A; egy dimenzids Ck vektorterek, igy A1-ben megadhatunk olyan {ey, ..., ex}
elemeket, amely a kdvetkezOképpen generaljak Aj-et és Ao-t:

A =e 'B:IFREBeQ 'B;R@"'@eh 'B:era Ay = (t_lel) 'B:IFR@@eZ) 'B;R@ei%'B:JFR@"'@eh'B;R
Ezért a kovetkezd két kommutativ diagramot tudjuk felirni.

1. A kommutativ diagram sorai egzaktak:

0 Vi X (Al + A.2)/A1 — 0
0 ‘/1 U(—l) ®Qp V1 Al(—l)/Al — 0
Ar(=1)/(A1 + Ag) =——= M (-1)/(A1 + A2)

2. Ezen diagram sorai is egzaktak lesznek:

0 X U(—l) ®Qp Vi —— A1(—1)/(A1 +A2) — 0

0——— (A1 +A2)/A2 —_— Al(fl)/AQ R Al(fl)/(Al +A2) — 0.
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Ebbél kovetkezik, hogy A1(—1)/A1(1)-nek egy bézisét adja a {p (t7te1),...,p (¢ Ten)}. An: Z?:l aie; — ast™!
hozzérendeléssel definialt leképezés By(—1) ®q, Vi-b6l Ba(—1)-be, ha ezen leképezést lesziikitjiikk X-re, akkor a
kovetkez6 kommutativ diagramot kapjuk:

0 X U(—].) ®Qp Vi ——— Al(—].)/(Al + AQ) — 0
0 CK Al(—l)/Ag _— Al(—l)/(Al +A2) _— 0,

ahol Cx — A1(—1)/Ay leképezés ¢ — ct~tp (t‘lez) hozzérendeléssel definidlt. Igy az el6z6 allitds segitségével ha
n(X) = n(V1), akkor az &llitdsunk els6 része lesz igaz, ha meg meg n(X) # n(V1), akkor nx sziirjektiv, tehat p is
sziirjektiv, és {gy Ker(p) = Ker(nx), tehdt az allitds médsodik része lesz ekkor igaz. O

3.2.4. Félig-stabil peri6édus gytri

3.2.4.1. Definicié. Félig-stabil periodus gylrinek vagy log-kristalyos periédus gyturiinek nevezzik azon gytrit,
melyet By := Beris[u]-ként definidlunk, tehat ezen gytiri B.,;s-részalgebraja Byr-nek, amelyet u = log[w] general.
Tovabba B, hanyadostestét definialjuk Cg;-nek.

A kovetkez6 tétel teljesiil, mivel u transzcendens C.,;s felett.

3.2.4.2. Tétel. A Beris[x] — Bst leképezés Beris-algebrdk kézott eqgy homomorfizmus, ahol © — u hozzdrendelés
altal adodik. Tovabbd ezen homomorfizmus egy izomorfizmus.

3.2.4.3. Tétel. 1. A kovetkezd leképezés injektiv:
t: K ®ky Bst — Buar
A® b — Ab.
2. (C4)®% = Ky és tovdbbd
(B-,*_ x )GK = (BcriS)GK = (Bst)GK = K.

Bizonyitds. [3.2.0.9 allitds miatt K ®x, Beris © Bagr egy integritédsi tartomény, igy Frac(K ®g, Beris) véges bévitése
Ceris-nek, és u Frac(K ®p, Beris) felett transzcendens. Ez éltal adddik, hogy

K ®K0 Bst = K@Ko Bcris [u] = (K ®K0 Bcris)[u] [ BdRa
amelybol kovetkezik az els6 allitds. Tovabbé tudjuk az is, hogy

KO (e (B+

fris) ¥ (Beria) ¥ < (Bat) 9% < (Car) "
és mivel teljesiil az els6 allitas, igy
(Cot)9" ®K, K = (Bar)“" = K
ez altal (Cy)9x = K. =

B egy peridédus gytirt, igy struktirajabol eredend6en két féle operatort is tudunk rajta értelmezni. Az egyik a
Forbenius leképezés, mivel a logaritmus leképezés altal ¢ kiterjed Bgi-re gy, hogy u-t a p-szeresébe viszi. Tovabba
 felcserélhetd lesz Bgi-n G-val, és igy ¢ leképezés Bg-n injektiv lesz. A maéasikat meg a kovetkezd definicibban
vezetjiik be.
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3.2.4.4. Definicié. Legyen N azon operator, amelynek a definiciéja legyen a kovetkezd:

N . Bst I Bst

0 0

2 bpu™ — (—1) - Z n-byu" "t
n=0 n=1

Ezen operatort monodrémianak nevezziik. Erre gondolhatunk gy, mint B.,;s-n 1év6 derivacio, mivel igaz lesz, hogy

N(u) = —1.
3.2.4.5. Allitas. A monodrémia operdtor egy nilpotens operdtor, amely a kévetkezd hdrom dolgot elégiti ki:

1. A kovetkezd sorozat egzakt:
N
0 > lgcris > lgst > lgst > 0.

2. gN = Ng minden g € G -re.
3. Ny = ppN.

csez

az u képe a kovetkezd lesz: g(u) = u+n(g)t. Azonban, mivel 1(g)t € Beis, akkor N(n(g)t) = 0, igy felcserélhetd a
csoporthatds és a monodrémia. Az utolsé allitds a kovetkezd 1épések miatt lesz igaz:

Ny (Z bnu"> =N (Z go(b,)p"u") =— Z np(by,)p"u" ! = ppN <Z bnu"> .

neN neN neN neN

Tovabba a harmadik tulajdonsagbdl latszédik a monodrémia nilpotenssége. O

3.3. Kristalyos és félig-stabil reprezentacidk

A periddus gytirtik utdn térjiink at a hozzajuk tartozo reprezentacidkra. Ezen két p-adikus reprezentacié kategéridja
finomabb struktirdval rendelkezik, mint a de Rham és Hodge-Tate tipusok, mivel a félig-stabil reprezentaciok

c sz

jegyzetét fogom hasznélni.
3.3.0.1. Allitds. A B.,;s és By Fontaine gytriire a kovetkezok teljestilnek:
1. Beris €s Bg integritdsi tartomdnyok,

2. BSYX = BGK = CS¥ = K,

cris

3. Ha b # 0 € Bepis, amelyre Qpb stabil Gk -ra nézve, akkor b invertalhatd Be,;s felett. Ezen dllitds ugyanigy
igaz Bg gylrire is,

tehdt Beris €s Bs (Qp, Gk )-requldrisak.

Bizonyitds. Az elsé allitas kovetkezik abbdl, hogy Byg integritasi tartomény, és Byr-ben mindkét gylri részgytri.
A mésodik allitds meg kovetkezik a tételbdl.

Legyen b € Byr, amelyre teljesiil, hogy Q,b stabil G g-val valé hatasra nézve, tovabbé feltehetd, hogy b € B;R,
de nem eleme az els filtraltnak. Tovdbbd még feltehetd, hogy g(b) = n(g)b, akkor Q,b = Q,(n), ha b = 6(b). A
kovetkezmény miatt ez egy 1 dimenziés, stabil Qp-altere Cg-nek, amelybdl még tovdbb kovetkezik, hogy
n(Ix) véges és be P, ha Py = W(k) [%]—nak az algebrai lezartja.

Indirekten fogjuk beltni a 3. allitast, tehat tegyiik fel, hogy 6(b) # b, tehat b = b—b # 0 és b’ € Fil'(Byr) —
FilHl(BdR) valamely i > 1-re.

A b és b definici6jabol kovetkezik, hogy Q,b stabil a G hatésra nézve, igy Q,0(t~'0')-n a Gk hatdsa x~'n,
amely az Ix-n val6 hatdsa véges, ahol x a korosztasi karakter. Ebb6l az kovetkezik, hogy b’ = 0 és b = 0(b) P-ben,
mivel x~‘n(Ix) és n(Ix) nem lehet mindkettd véges.
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Azonban errdél még nem tudjuk, hogy B..;s-ben is invertalhatd, tehat be kell még latni, hogy B,,;s-ben is az,
azonban t* invertalhaté Be,is © Bs-ben, igy elég belatni, hogy P n By, = Py. Tegyiik fel, hogy nem igaz tehat
P n By = Q < Py, akkor létezik Py-nak egy L véges bévitése, amely része Frac(Q)-nak. A mésodik allitas miatt
tudjuk, hogy BgL = Py, de Frac(Q)%* = L, amely ellentmondés, igy P n By = P, tehat b inveralhat6 B.,;s-ben
is. 0

Legyen V egy tetszOleges p-adikus reprezentécio, akkor
Dst(V) = (Bst ®Qp V)GK7 Dc’ris(V) = (Bcris ®Qp V)GK-
D:(V), Deris(V) Ko-vektorterek és ast(V), aeris (V) leképezések injektivek, ahol ezen leképezéseken a kovetkezot
értjuk:
ast(V) : Bst @k, Dt (V) — Bst ®q, V,
acris(v) : Bcris ®K0 Dcris<V) - Bcris ®Qp V.

3.3.0.2. Definicié. 1. Legyen V egy p-adikus reprezentacidja G k-nak, akkor V' félig-stabil vagy log-kristdlyos
reprezentécié ha Bg-megengedett, tehdt ag (V) egy izomorfizmus.

2. Legyen V egy p-adikus reprezenticidja G g-nak, akkor V kristdlyos ha B.,;s-megengedett, tehdt a.;s(V) egy
izomorfizmus.

Mivel V egy p-adikus repezenticiéja G g-nak, ekkor D.,.;s(V') altere D4 (V)-nek, tehat
dim g, (Deris (V) < dimg, (D (V) < dimg, (V).

3.3.0.3. Allitds. 1. Legyen V egy p-adikus reprezentdcié akkor, és csak akkor félig-stabil ha dimg, (D (V)) =
dime(V).

2. Legyen V' egy p-adikus reprezentdcio akkor, és csak akkor kristdlyos ha dimg,(Derss(V')) = dimg, (V).
Bizonyitds. Az el6z6 egyenlStlenség miatt rogton adddik, hogyha kristélyos a reprezentacié, akkor félig-stabil is. [
3.3.0.4. Allitds. Ha V egy félig-stabil p-adikus reprezenticidja Gy -nak, akkor V de-Rham reprezentdcid is és

Dur(V) = K ®k, Dst(V).

Bizonyitds. Legyen V egy p-adikus reprezentdcidja G g-nak, akkor K Qg, Ds:(V) 2 Dgr(V). Mivel K ®k, Bst
természetesen bedgyazhaté Big-be, igy K ®k, Ds+(V) részhalmaza Dyr(V)-nek, mivel

K ®K, Dst(V) = K ®k, (Bst ®q, V)% = (K ®g, (Ba ®q, V))Cr =
= (K ®k, Bst) ®q, V)9 — (Bar ®q, V)% = Dar(V).

Ez altal kovetkezik Dgr(V) = K ®g, Ds:(V). Ha azt tessziik fel, hogy félig-stabil, akkor a dimenziék miatti
egyenl6tlenségek altal adédik, hogy V' de Rham is. O

3.3.0.5. Kovetkezmény. Ha V' egy félig-stabil p-adikus reprezentdcidja Gk -nak. A Bg ®q, V-n is megadhaté a
monodromia leképezés és a Frobenius leképezés gy, hogy

p(b®v) = p(b) ®v,
NO®v) = N(b)®uv,

akkor ¢ és N minden g € Gk elemre felcserélheté By ®q, V-n is. Tovdbbd ¢ injektiv.
Bizonyitds. N és ¢ definicigjabdl és az el6z6 allitasbol rogton kévetkezik. O

3.3.0.6. Allitas. Legyen V egy p-adikus reprezentdcidja G -nak, akkor D = D (V) egy véges dimenzics vektortér
Ky felett, melynek legfeljebb dimq, (V') a dimenzidja, és tovdbbd

1. D stabil p-re és N-re nézve is,
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2. N Ky-linedris és nilpotens,
3. @ o-félig linedris és bijektiv,
4. Np =ppN teljesiil D-n is.
Ha vessziik D-nek K -val vald tenzorszorzatit (Dg := K ®k, Dst(V)), melyre teljesiil, hogy Dx < Dar(V), és igy
tovdabbd megadhato rajta egy K-filtrdlds, mivel
Fil (Di) = Di [ | Fil'(Dgr(V)).

Tovabbd D s (V')-re gondolhatunk, mint Dy (V) abban az esetben, hogyha a monodrémia leképezés azonosan nulla,
igy V akkor, és csak akkor kristdlyos, ha V' félig-stabil és D (V)-n N azonosan nulla.

Bizonyitds. A ¢ leképezés bijektivitdasan kiviil minden mas egyértelmi. Igy csak azt kell belatni. Tudjuk, hogy D
véges dimenziés Kg-vektortér és, mivel ¢ injektiv, igy kovetkezik, hogy ¢ D-n egy bijekcié. O

Tovabbéd a megengedett, filtralt (p, N)-modulusokhoz hozzd tudunk rendelni félig-stabil p-adikus Galois rep-
rezentaciokat. Ezen leképezés sziikséges lesz a két kategoria kozotti ekvivalencia megadasahoz, mivel a kés6bbiek
soran Dg-10l és az el6z6 mondatban leirt leképezésrol, amelyet Vg -ként jelolink, ki fog deriilni, hogy a kategéridk
kozotti funktorokat adnak.

Legyen D egy filtrélt (¢, N)-modulus K felett, akkor Bs-vel tenzorszorozva is megadhaté egy filtralt (¢, N)-
modulus struktara. A tensorszorzat elemein ¢ leképezés mindkét tagon kiilon-kiilon hat, tehat ha be By ésd e D,
akkor p(b® d) = ¢(b) ® ¢(d). Tovabba a monodrémidval valé hatds az lesz, hogy N(b®d) = N(b) ®d + b® N(d).
Az altal, hogyha tovdbb tenzorszorozzuk K-val K felett, akkor K ®, (Bst ® D) € Bgr ® Dk tartalmazés miatt
a Byr ® Dk modulustodl 6rokolt filtralas dltal megadhaté Bg ® D-n is a filtrdlas agy, hogy

Fil'(By; ® D) = Fil'(K ®, (Bst ® D)) n (By ® D).

Igy tudjuk mar V-t definidlni.
3.3.0.7. Definicié. Legyen D egy filtralt (¢, N)-modulus, akkor
VaD):={veByu®D | ¢)=v, N@) =0, veFil®(By®D)}=
={veBu®D | ¢()=v, N@) =0, 1®veFil’(K®k, (Bs®D)))}

c sz

Ezen leképezés is felcserélhet6 lesz a tenzorképzésre és dualitasra nézve is.

3.3.1. (¢, N)-modulusok K| felett

ez

amelyeken a ¢, N leképezések definidltak. Tovabba ezen leképezések rendelkeznek a kdvetkez6 tulajdonsdgokkal:
1. ¢ bijektiv és félig-linearis az abszolut Frobenius leképezéssel Ky-on,
2. N Ky-linearis leképezés,
3. Ny = ppN.

Két Modg, (¢, N) objektum kozotti morfizmusok nem méasok, mint Ko-linedris leképezések, amelyek N-nel és ¢-vel
felcserélhetek.

A definiciébdl jatszik, hogy Modg, (¢, N) egy Abel-kategéria. Tovdbbé tudjuk definidlni két objektum tenzor
objektumét és dudl objektumat is. Legyen D, Dy € Modg, (¢, N), akkor ezen két elem tenzor objektumédn a
D; ®k, D2 objektumot értjiik, ahol ¢ és N a kévetkezOképpen hat:

p(d1 ®dz) = p(d1) ® p(da),
N(dy ® do) = N(dy) ® ds + dy ® N(ds).
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Legyen D € Modg, (¢, N), akkor ezen objektum dudlisan a kovetkezd objektumot értjik: D* := L£(D, Ky), tehét
azon lindris leképezések halmaza, melyek o : D — K| esetén ¢-vel, N-nel a kovetkezdképpen viselkednek:

pla)=coaoo™,

N(a) = —ao N.

<z ez

3.3.1.2. Definicié. Legyen Modk, () a p-modulusok K feletti kategéridja, amely Mod g, (¢, N)-nek teljes rész-
kategoridaja. Ezen objektumokat k feletti p-isokristalyoknak nevezziik, ahol k Ky maradékteste.

3.3.1.3. Allitas. A monodrémia operdtor Modk, (¢, N)-beli objektumokon nilpotens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy N nem nilpotens, tehit igaz, hogy N*(D) = N**Y(D) = N*2(D) = ..., és jeloljiik
D' := N%(D), amelyrdl mivel nem nilpotens, igy D’ # 0. D invarians N-re nézve, igy D’ is az. Tovdbb4 tetsz6leges
i-re teljesiil, hogy Nip = p'pN* igy D' is (p, N)-modulus, tehat ¢ és N bijektivak. Mivel D’ (o, N)-modulus, igy
egy véges dimenziés vektortér, melynek legyen e, es,..., e, egy béazisa, ahol n = dimg, (D). Ezen bézis mellett
legyen M, és My a két leképezés matrixa ezen bdzisra nézve. Ezen matrixokra teljesiil, hogy invertdlhatéak.
Tovabbd, mivel teljesiil az el6z6 al-fejezetbe 1év6 azonossag N-re és p-re, igy M, - My = pM,o(My). Azonban ez
altal a kovetkezd egyenlet is teljesiil, hogy

vp(det(My)) = dimg, (D) + vy(det(o(My))) = dimg, (D) + v, (det(My)),

amely meg akkor és, csak akkor teljesiil ha dim(My) = 0, amely meg az invertdlhatésdg miatt nem teljesiilhet,
tehdt N nilpotens a K feletti (¢, N)-modulusok kategoridja felett. O

3.3.2. Dieudonné-Manin tétele

e sz

Fontaine és Colmez tételében 1év6 ekvivalencia megkonstrudldsihoz.

3.3.2.1. Definicid. Legyen D egy 1 dimenziés p-modulus K felett, akkor Newton-szamot definialjuk tgy, hogy
vp(A), ahol A € K*, amelyre ugy kell gondoljuk, hogy a ¢ matrixa egy adott bézis felett. Jeloljiik ¢,,(D)-vel.

Ezen definicié azért megfeleld, mivel tegyiik fel, hogy D egy 1 dimenziés (¢, N)-modulus, akkor D = Kyd, ahol
p(d) = Ad, ahol d # 0 egy adott bézis és A € K. Tovabbd, mivel ¢ bijekcid, igy A # 0. Tegyiik fel, hogy vdlasztunk
egy masik bézist, tehat d’ = c¢d, ahol ¢ # 0 € Ky, akkor ¢(d') = N'd’, azonban adédik, hogy

o(d) = o(c)\d = @/\d’,

tehat \ = /\@. Mivel o egy automorfizmus, igy v,(A) = vp()\'), tehédt fliggetlen a bazis valasztasatol.

3.3.2.2. Definicié. Ha D egy r dimenzids p-modulus K| felett, akkor Newton-szamat D-nek tgy definialjuk, hogy

tn(D) = tN </T\ D) .

3.3.2.3. Allitas. A kovetkezd azonossdg teljesiil: tn(D) = v,(det(A)), ahol A a D-n értelmezett o leképezés egy
bazisdhoz tartozé mdtriz.

Bizonyitds. Legyen {eq,...,eq} egy bazisa D-nek K felett, és legyen e;-knek a ¢ 4ltali képe Z?:o a; je;. Ez altal
adatik ¢-nek egy matrixa az a; ;-kbol ezen bazishoz. Azonban ha vessziik egy mésik bazisat, akkor legyen az ahhoz
tartozé matrix A’ és B a két bdzis kozotti transformdcids métrix. Tovabba lineédris algebrabdl tudjuk, hogy ezen
transforméciés matrix segitségével a kovetkezd kapcsolat teljesiil a két métrix kozott: A = o(P)A’P~!. Igy a
Newton-szam 1— és tobb dimenzids definicidi 4ltal adodik az Allitas. O

3.3.2.4. Allitas. A kovetkezé hdrom dllitds teljesiil:
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1. Ho 0 — D' — D — D" — 0 egy rovid egzakt sorozata p-modulusoknak, akkor

tN(D) = tN(DI) + tN(D//).

2. tN(Dl ®K0 Dz) = dimKO (Dg) . tN(Dl) + dimKO (D1> . tN(DQ)
3. ty(D*) = —tn(D).

Bizonyitds. Legyen D egy bazisa {e1,...,eq} és D' p-modulusnak meg ezen bazis elsé n eleme, ahol n < d. Igy D”
bézisa megadhat6, mint azon elemek halmaza, melyek felemeltjei e, 41, ..., eq baziselemek. Ez 4ltal p-nek D’-ben
és D"-ben is van egy matrixa ezen bdzisban, ezek legyenek M’ és M”. Igy D-beli matrixa megadhaté, mint

M’ *
M= < 0 M”.)

Ha hasznaljuk az el6z6 allitast plusz a determinans tulajdonsagait adédik, hogy
tn(D) = vy(det(M)) = vy(det(M’) - det(M")) =ty (D) + tn(D").

Ez altal adédik az elsé allitas.

Vegyiik Di-nek és Da-nek egy-egy bazisat, ezek legyenek {e1,...,eq,} és {f1,..., fa,}, ahol dy = dimg,(D1) és
dy = dimpg, (D2). Tov/zibbzi @ Di-beli ezen bazishoz tartozé métrixa legyen M; és ¢-nek Dy ezen bazisdhoz tartozé
matrixa legyen My. Igy ha vesszilk ezen két ¢-modulus tenzordt, akkor {e; ® fj}{i je(1,....d1}®{1,....do}} €Y bazisa
lesz D1 ® Do-nek. Linearis algebrabdl tudjuk, hogy ¢ leképezés métrixa és determinansa Dy ® Do-n a kévetkez6
lesz: M; ® My, ahol ® a Kroneker-szorzat, és det(M; ® My) = det(M; )%™ o (P1) . det(My)dimxo(P2)  igy az eléz6
allitas miatt kapjuk, hogy

tn(Dl %) Dg) = vp(det(M1 ® MQ)) = Up (det(Ml)dimKo (D), det(MQ)dimKO (Dz)) =

= dimKO (Dl)vp(det(Ml)) + dimKD (Dz)’l)p(det(MQ)) = dimKO (Dl)tN(Dl) + dimKO (DQ)tN(DQ)
Igy ebbdl adédik a mésodik allitas.

A harmadik allitas meg kovetkezik abbol, hogyha M a ¢-nek egy D-beli bazisban a matrixa, akkor D*-beli ezen
bazishoz tartozé matrixa p-nek o(M 1) lesz, melynek determinénsa M —1-szerese. O

3.3.2.5. Definicié. Legyen D egy ¢-modulus K felett, akkor a meredekségét definidljuk gy, hogy

tn(D)

M) G, (D)

Tovabba D-t tiszta p-modulusnak nevezziik (D) meredekséggel, hogyha legyen azon M W-rdcsa D-nek, ahol W-n
W (R)-t értiink, melyre u(D) = ¢ esetén teljesiil, hogy p~9¢" (M) = M, ahol h > 1 és h,d € Z.

3.3.2.6. Allitas. Legyen D egy p-modulus és legyen h,d € Z, h = 1, akkor ¢y q = p~ Aol (ezen leképezésrdl ldtszik,
hogy bijektiv D-n ), akkor a kévetkezd hdrom dllitds teljesiil:

1. D* figgetlen (h,d)-tdl és M-tdl.

2. x € D" akkor, és csak akkor teljesil ha Wz, pp.a(x), ..., @2@7 .| egy véges W-modulus. D" részmodulusa
D-nek.

3. {D"},eq sorozat monoton csokkend filtracidja D-nek, amely szepardbilis és kimeritd, tehdt
(a) ha p <y, akkor D* > DH

(b) D¥ =D ha pt <0 és D* =0 ha p » 0.
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Bizonyitds. Legyen M egy W-modulusa D-nek, ahol W-n W (R)-t értiink, akkor M} 4-t definidljuk dgy, hogy

Mpq= ﬂ e a(M)

n=0
1
P
Legyen M’ = T(M), ahol M’ egy olyan rdcsa D-nek, melyen egy T € GL(D)-vel hat. Legyen tovabba k azon

és igy D* megadhaté, mint M}, 4 [ ] Tovabbé a definiciébdl adédik, hogy My 4 stabil ¢y g-ra nézve.

hatvanykitevd, melyre T(M) > p*M. Legyen x € My, 4 [%], ekkor létezik olyan [ € N, hogy plz € M, 4. Igy
¢Z7d(plm) € M igaz minden n € N esetén. gy ¢Z7d(pl+kx) e M’ is teljesiil, tehéat p'*tFz e Mj, 4, amelybél kovetkezik,

hogy x € M}’L d [%] Ez altal teljesiil az M-t6l val6 fiiggetlenség. Tegytik fel, hogy vesziink egy masik (h',d’) part,
amely a (h,d)-nek s € Z-szerese, és {gy legyen M’ = ) @Z,d(M)- Ekkor M’ egy olyan rdcsa D-nek, melyre

0<i<k—1

1 1 1
Mansa [p] = Mot M = Mia M '

Ebbdl addédik a (h, d) parra vald fiiggetlensége is.

Legyen d < d', akkor My, g © My, ¢ kovetkezik definici6 szerint, amely pont a szeparaltsigra ad egy bizonyitéast.
Legyen M egy récs D-ben, akkor létezik olyan lq,1s € Z, hogy p M = (M) < p'2M, ha | > Iy, akkor My ; = 0, és
ha | < Iy, akkor M, ; = M, tehat ebbdl adédik, hogy teljeskort.

Legyen pu = % és M egy récs D-ben, akkor # € DH, azt jelenti, hogy létezik egy [ € N, hogy p'z € Mj, 4, ami
megegyezik azzal, ha azt mondom, hogy ¢} 4(P'z) € M minden n € N esetén. Ez 4ltal adédik, hogy

teljesiil, hogy M, ., = Mp a4, igy

WOE [(,C7 Lphd('r)a (p%z,d(w)7 .- ] - p_lM7

tehat véges W-modulus. Ha Wo [z, on,q(z), cp}%)d(m), ... ] véges W-modulus, akkor létezik egy olyan

M > WOE [:E, Qph,d(x)a @%,d(x)» .- ]
W-récsa D-nek, hogy z € My, 4 = D", Igy kovetkezik a masodik &llitas is. O

3.3.2.7. Allitas. Legyen 0 —> Dy —> D —> Dy —> 0 eqy révid egzakt sorozata p-modulusoknak, akkor a
kovetkezd két allitdas teljestil:

1. 0 — DY —> D" — D5 — 0 egy rovid egzakt sorozat.
2. Ha Dy = D} valamely po € Z-re, akkor 0 —> DY —> D" — DY — 0 egy révid egzakt sorozat.

Bizonyitds. Az elsé allitas kovetkezik az el6z6 allitas masodik részébél. Harom esetre kell bontani a mésodik allitast,
ahol a harom eset a p < g, = po és p > po. Ebbol két eset mondhatni megegyezik, mivel p > g eset kdvetkezik
az egyenl6ségbdl, az el6z6 allitdas harmadik része miatt.

Elészor lassuk be a ug > p esetet. Ha D* = D teljesiil, akkor az allitds els6 része miatt igaz, hogy D/D*o 2
(D/D#o)r 2 DH/(DFo) = D/D#o | amibdl kovetkezik, hogy végig egyenl8ség van. Ha nem egyenld, akkor vegyiik
fel a kovetkezd egzakt sorozatot:

0 — D*/DV° — D/D"° — D/D¥* — 0,

ha erre alkalmazzuk a () leképezést, tehat vessziik az egzakt sorozatbeli p-modulusoknak a p-jét, akkor (D#/DHo )t =
(D/D#o) = D#/DHo mivel (D/D*)* = 0. Igy ebbél kovetkezik a p < g eset.

Lassuk be p = po esetet, mivel abbdl kovetkezik a harmadik eset is. Ez meg tovabba ekvivalens azzal, hogy
(D/D#o)Ho = 0. Legyen pn = 9% és A\ = &, akkor D = D*.

Ehhez eldszor azt fogjuk beldtni, hogy létezik olyan W-modulus D-ben, ahol W-n W (fR)-t értiink, mely stabil
©h.d leképezésre nézve és M n D0 stabil ¢y, 4,-ra nézve. Ezt tovabb egyszerlisitjiik arra, hogy taldljunk egy olyan
W-rdcsot D-ben, mely stabil ¢y, 4 leképezésre nézve és a képe D/DH0-ban is egy W-rdcs.
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Legyen L egy W-rdcs D/DHo-ban, melyet €7, 3, . .. ,€; generdl, és igy L egy olyan D-beli W-rdcs, melyet &;-k
osképei generalnak.

Legyen Lo egy olyan D#°-beli W-racs, mely stabil ¢y, q,-ra nézve, akkor létezik egy olyan NN, melyre L n D*0 C
p~NLo. Legyen €ji1,...,e, p~ Y Lo-nek egy bézisa. Igy L megfelel§ ilyen W-récs lesz. Tovabbé ha vessziik azt az
M W-modulust, melyet az eq, eq, ..., e,-ek generdlnak, akkor a kivantaknak megfelel6t kapunk.

Igy mar képesek lesziink belatni, hogy (D/D"0)#o = (. Tegyiik fel indirekten, hogy ez nem teljesiil, akkor létezik
egy olyan x € D, mely nem eleme D*°-nak, és o} ;(z) € M + DM tetszOleges n esetén. Igy ©h 4, (w) felirhaté egy
Zn € M, yn € M n DM segitségével, mint z,, +p~*»
Igy ©h.a,()-re teljesiil, hogy eleme p~Fn M-nek.

Minden n-re ezen felirasbél ha vessziik a k,-ek sorozatat észrevehetjﬁk, hogy ez egy csokkend sorozat, igy ha

Yn, ahol k, € Z azon legkisebb egész, melyre teljesiil ezen felirés.

N-et ko és d — dp maximumanak vélasztjuk meg, akkor p™Nz € ﬂ Phdo (M), amelybdl tovabbd kovetkezik az, hogy
n=0

pNz e Do és x is eleme DHo-nak, amely meg ellentmondas, igy kovetkezik a maradék két eset is. O

3.3.2.8. Allitas. A kivetkezd dllitdsok teljesiilnek:

1. Tetszdleges p € Z-re létezik egy olyan p' < p, melyre D+ = Dn. Amelyet mdsképpen kifejezve azt jelenti, hogy
balrol folytonos a {D*},ecz filtrdlds, tehdt D<V = DH.

2. Ha p = %, dimg, (DH*) =1, és ha D<F = D*_ akkor DH' = DM, ahol

, led+1
="

Bizonyitds. Az el6z6 allitas els6 része miatt D helyett elég csak D/DF-t vizsgdlni, igy feltehetd, hogy D* = 0.
o0 X .
Legyen pu = %. Vagyiink egy M racsot D-n, akkor erre teljesiilni fog, hogy (1) ¢, (M) = 0. Igy létezik egy
i=0

k . N )
olyan k index, hogy () ¢, % (M) < p? M. Ekkor tetszéleges N indexre tovabbd teljesiil, hogy () k¢’ (M) < p*N M.
i=0 i=0 '

) ) kG+1)
Vegyiink egy L rdcsot n¥_ o " (M)-ben, akkor igaz lesz, hogy ¢,/ ,,(L) = ) o L (M).
’ ’ i=kj
Igy tovabba teljesiil az, hogy
KG+D) '
ﬂ ‘th ka(L ﬂ @;Zh(M) < p2(]+1)M’
i=0

ekkor az is igaz lesz, hogy
(Ve () = (VP e D) & (VP70 salL) < /M.
i=0 i=0 i=0

Ebbél ez altal adédik, hogy D™ = 0, mivel ﬂl 0 gokh a1 (L) = 0. A KL megfeleld 1 lesz.

A mésodik részhez tudjuk hasznalni az el6z6 allitas mésodik részét, amely altal D helyett hasznalhatunk D n D#-
t, tehat feltehetd D = D*. A tény altal, hogy D™# = D kévetkezik, hogy 1étezik egy olyan a, hogy D&+ = D, ha
p=1q

Igy van olyan M D-beli récs, mely stabil Yah,ad+1-Te. Erre a rdcsra tovibba teljesiil, hogy gaghﬂd(M) tart a
nulldba ha n tart a végtelenbe. Ez altal tudunk olyan rdcsot is taldlni, mely ¢ q esetén is teljesiti ezeket. Ezen
racs legyen L, akkor L-re teljesiilni fog, hogy elég nagy n esetén ¢} ;(L) < pL.

Egy ilyen racsra teljesiilni fog, hogy ¢}, 4(L) 2 <pz+dl (L), tehat a kdvetkezd sorozat irhaté fel:

— D

> — DD —— " — >
pL  @p.a(L) npL @h’d(L) N pL Ph,d L)npL

L L on,a(L) %OZ,dl(L)
(
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Ha 1étezik egy olyan i index, melyre a két egymas melletti elem dimenzidja megegyezik, akkor tetszoleges i-nél
. 7 (L
nagyobb j indexre is teljesil a dimenzidbeli azonossag. Igy dimy (%) = 0 ha j elég nagy. Ebbdl kévetkezik

a masodik allitas, mivel azt tudjuk, hogyha dimy ( ) [, akkor goh (L) € pL, és igy L stabil ¢yp, 1q41-re, tehdt

3.3.2.9. Kovetkezmény. Legyen \ :=sup{ue Q : D* = D}, akkor \ raciondlis szdim és D = D.
Bizonyitds. Legyen D dimenziéja n. Ha X irraciondlis, akkor Dirichlet approximécios tétele miatt létezik olyan
raciondlis szam, melyre a kovetkezd teljesiil:
1
B <A< B + 5
q q g

ahol p,q € Z és q # 0. Ha ¢-t Ggy vdlasszuk meg, hogy legyen nagyobb, mint a dimenzi4, akkor (p, q) parra teljesiil
az el6z6 lemma miatt, hogy

P 1 4
Da™>i = Da = D,
azonban ez ellentmondas, igy A racionalis. A masik része az allitasnak is kovetkezik az el6z6 allitasbol. O

3.3.2.10. Allitas. Legyen gr,D = D#/D<F, akkor gr, D tiszta és a meredeksége 1 lesz.

Bizonyitds. A[3.3.2.7 &llitds miatt D helyett elég csak D#*/D>#-t vizsgdlni. Az allitast indirekten fogjuk bizonyi-
tani, tehat tegyiik fel, hogy D = D* és D= = Q.
Legyen p = %, akkor 1étezik egy M W-rdcsa D-nek, ahol W-n W (R)-t értiink, mely stabil ¢y, 4-re, akkor mivel
D véges dimenzids és dimy (D) = dimg, (M /pM), igy a kovetkez6 sorozat stabilizalédik:
n—1
M n (M
M 5 on.a(M) 5.5 Pna (M) - __ % a(M)

s )

—_— 2 2 2 oL,
pM — op.a(M) npM SDZ dl(M) N pM soﬁ,d(M) N pM

Tegyiik fel, hogy N azon index, melyre ezen sorozat stabilizalédik, és tegytik fel tovabbd, hogy az N . tag nulla lesz
mar. Ekkor minden n € N-re teljesiil, hogy ¢}, nya(M) S p"M, ebbdl kévetkezik, hogy M < ﬂ Onh Nar1(M).

Azonban ez nem lehet, mivel D™# = 0, igy elég nagy N’-re megadhatd az N'.-taghdl onmagaba kepezo bijekcié.
Azonban (Nh, Nd) par lecserélhetd (h, d) parra, igy

o ena(M) ——  pna(M)
M ona(M) A pM " ppa(M) N pM

minden n-re.

Definidljuk egy sorozatot gy, hogy a sorozat elemeire teljesiiljon, hogy =, — ,—1 € p" 'M ha n > 1 és
©.a(Tn) € p"M minden 1 <7 < n. Tegyiik fel, hogy a sorozatot n-ig definialtuk és ¢} ;(2,) = p™ 2y, akkor (n +1).
tag legyen z,, .1 = x, +p"y. Ha y € M, akkor tényleg teljesiilnek ra a feltételek, igy csak elég egy olyan y-t megadni,
ami M-beli és teljesiti tovabba, hogy ¢ a(zn) + @Ztll( ) € pM. Azonban ez a ¢} ; bijekei6 miatt lehetséges.

Ha vessziik ezen sorozat hatarértékét, akkor az egy nem nulla M-beli elem lesz, amely minden n-re teljesiti,
hogy (p}ll’d(x) € p" M, tehat D>F-beli, ami meg ellentmondés, mivel feltettiik, hogy D>* = 0. Igy D tényleg tiszta
és a meredeksége p lesz. O

3.3.2.11. Allitas. Legyen D egy @-modulus, akkor a kivetkezéképpen megadhatd rajta egy filtrdcid:

)

0oc D" =gr, Dc D" c...c Dt =D

s
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Bizonyitds. Ezen allitas teljesiil az el6z6 kovetkezmény és a[3.3.2.7] allitds segitségével. O

3.3.2.12. Allitas. 0 — Dy — D —> Dy —> 0 egy révid egzakt sorozata p-modulusoknak, akkor minden p € Q-ra
0 — DY —> D — D5 — 0 is egy révid egzakt sorozat lesz.

Bizonyitds. Ezen &llitast teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha dimpg,(D) = 1, akkor D* definicidja miatt teljesiil
az allitas. Tegyiik fel, hogy a dimenzi6 legaldbb 2 és D; részobjektuma D-nek. Ha D’ a D Hardar-Narasimhan
filtracijdnak utolsé el6tti tagja és D” = D/D’| akkor tetszbleges p € Q-re

0 — D' — D — D' — 0 sorozat egzakt, és gy a 0 —> D' — DM — D"* — () sorozat is egzakt,

az el6zd allitds miatt. A kovetkezd kommutativ diagramban, igy a sorok és az oszlopok is egzaktak, ahol D] =
Dy n D', D}, =D'/D}, D] = Dy/D}:

0 0 0
0 D, D D} 0
0 D, D D, 0
0 DY D" DY 0
0 0 0.

Eszrevehetjiik, hogy a Kigyé lemma teljesiilése miatt D§ = D”/D? =~ D,/D}. Ha alkalmazzuk ezen diagramra a
pu-t, akkor az indukcié miatt teljesiil, hogy a kozéps6 soron kiviil minden sor és oszlop egzakt. A ko6zépsd sor is
egzakt kell legyen, mivel megint tudjuk hasznalni a Kigyé lemmat. O

3.3.2.13. Tétel. (Dieudonné-Manin) Legyen D @-modulus Kq felett, akkor D elédll a kovetkezéképpen:

D =@ D,,

HeQ

ahol D,, a D-nek a u meredekségil tiszta része. Tovdbbd csak véges sok p € Q esetén lesz D, nem nulla. Ez dltal D
Newton-szdma megadhato a tiszta részek meredekségeinek segitségével:

ty(D) = ) dimg, D, - pu.
neQ

Bizonyitds. Legyen D egy k feletti ¢p-modulus és {D;};eq0,1,... r}3 halmaz D-nek az egyértelmt Harder-Narasimhan
filtracidja. Tovabba tegyiik fel, hogy p; = p(D;/D;—1.). Mivel ¢ bijektiv D-n, igy feltehetd, hogy ¢ és o helyett az
inverziiket vessziik. Ez altal ¢~ 1'-hez is tudjuk a Harder-Narasimhan filtrdciét definialni. Legyen {Di}gict01,....1}
a filtracio. D;/Dj -re teljesiil, hogy tisztak lesznek és a meredekségiik u; = wu(p™t, DI/D!_,) lesz, ahol ezen jelolés
arra utal, hogy D!/D!_; ¢~ '-modulus, amely tiszta és u; a meredeksége, és ul-k monoton csékkenéek. Azonban
a definicié 4ltal ¢~ !-modulusra gondolhatunk tigy, mint egy ¢-modulus, melynek —u a meredeksége és tiszta lesz,
és {Dj}(ief0,1,....syy a filtraciéja. Ezen filtraciéhoz tartozé —puj; szamok sorozata monoton csokkend, ahol —pu; =
u(D/D ).

Ez 4ltal mar csak annyit kell bizonyitani, hogy D = @;_,(D;/D;_1). Ezt ¢! szerinti Harder-Narasimhan
filtracié hossza szerinti indukciéval bizonyitjuk. Az s = 1 esetén ez egyértelml. Tegyiik fel, hogy (s — 1)-ig teljesiil
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az allitds. Azt tudjuk, hogy minden p;-nél nagyobb szdm esetén a D¥ = 0 és DHt = D;. Igy az indukci6é miatt,
és az el6z6 allitas altal teljesiil a Dieudonné-Manin tétele. Mivel az elézék forditva is teljesiilnek, tehat D* = 0,
ha p > —p) és D™Hs = D/D; , ez altal py = —pu, tehat D; direktosszeadanddja D-nek, igy eggyel kevesebb tagra
mar tudjuk alkalmazni az indukcidt, tehat belattuk a Dieudonné-Manin tételt. O

3.3.2.14. Kovetkezmény. Legyen k algebrailag zdrt, akkor a kévetkezd két dllitdst tudjuk kimondani.
1. Ha D tiszta és a p = % meredeksége, akkor D = Ko ®q,;, Dyh—pe-
2. p-modulusok rovid egzakt sorozata mindig hasad.

Ezen allitas kovetkezik a Dieudonné-Manin tételbdl.

3.3.3. Megengedett, filtralt (o, N)-modulusok

3.3.3.1. Definicié. Legyen MF g (p, N) K feletti filtralt (¢, N)-modulusok kategéridja. A MF k(p, N) kategéria
objektumai (D, D) parok, ahol D € Modk, (¢, N) és Dk := K ®k, D € Filg. A kategéria objektumai kozotti
morfizmusokat definidljuk tgy, hogy legyen D1, Dy € MFk (o, N), akkor ngx morfizmus legyen egy K-linedris
leképezés K Qk, D1 és K ®p, Do kozott, amelyre tovabba teljesiil, hogy nK(Fili(DLK)) c Fil'(D k) minden i € Z
esetén.

A definiciobdl latszik, hogy ezen kategoria is additiv lesz és ugyanugy definidlhat6 két objektum tenzora, és egy
objektum dudlis objektuma is.

3.3.3.2. Definici6. Legyen A € Filg véges dimenzids filtralt K-vektortér, akkor a Hodge-szam definidlhaté gy,
hogyha dimg (A) = 1, akkor max{i € Z : Fil'(A) = A}, amelyet jeloljiink ¢ (A)-val. Ha dimg (A) > 1, akkor

t () = by (/\A) 7
K

ahol /\%(A) az i-edik kiils6 algebraja A a hozzétartozé filtracival.
Ha D egy filtralt (¢, N)-modulus K felett, akkor értelmezve van rajta ¢ leképezés és N operdtor is, amelyek
csak a filtraciotdl fliggnek.

c sz

juk, hogy a Hodge-szamok esetén is valami hasonlé igaz lesz.

3.3.3.3. Allit4s.

tr(A) = Y- dimg (977 (A)

€L

Bizonyitds. A fokszadmozott algrebrajat feltudjuk irni a filtracié szerint, tehat:
S .
gr(A) = Per'(A),
t=1

ahol iy < iy < --- < i,. Ha vessziik F il (A) egy bézisat, majd vesszik az el6zé bézis kibévitését tgy, hogy
az adjon egy bézist Fil*~'(A)-ben, majd igy tovibb, akkor végiil A-nak kapjuk egy bdzisa, mivel Fil'' (A) = A.
Legyen ezen bézis e;, ez, e3,...,e,. Legyen tovdbba §; € Z olyan egészek, melyekre teljesiil 1 < j < n esetén, hogy

ej € (Fil‘sf (A) — F115j+1(A)), fgy az i-edik filtréltja A-nak B, _; K -¢; alakban frhato. Amelybd] kivetkezik, hogy
tr(A) = 8; = Y i -dim(grie(A)) = > i - dimg (gr'(A)),
j=1

t=1 €7

mivel ha i # i;, ahol t € {1, ..., s}, akkor dim(gr’(A)) = 0. O
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3.3.3.4. Allitds. 1. Ho 0 — A — A — A" — 0 réwid egzakt sorozat, ahol A, N'| A" € Fil, akkor
tH(A) = tH(A/) + tH(A”).

2. tH(Al ®A2) = dimK(Al)tH(Ag) + dimK(Ag)tH(Al).
9. tu(A%) = —ty(A).

Bizonyitds. Az els6 allitas kovetkezik abbdl, hogyha vessziik ezen A-k i-edik fokszamozott algebrajat tetszoleges
i-re, akkor a felett is egzakt marad a sorozat, igy az el6z6 allitds miatt kovetkezik ez is.

A masodik &llitas bizonyitasa megegyezik a tn esetén végzett bizonyitdssal, tehat ha vessziik az objektumok
egy-egy bazisat, akkor a tenzorszorzatuk egy bazisa az objektumok baziselemeinek tenzorszorzata lesz, és megint
hasznalva az el6z6 allitast adddik ez is.

A harmadik régton latszik ¢ty definicigjabol. O

3.3.3.5. Definicié. D filtralt (p, N)-modulust K felett, akkor nevezziik megengedettnek, ha
1. tg(D) = tn(D),

2. Ha tetszbleges D’ részmodulusara teljesiil, hogy D’ egy olyan Ky-altér, mely stabil ¢-vel és N-nel val6 hatasra
nézve. Tovabbd D’-n a D-bél indukélt filtraciét értelmezziik és ty (D) <ty (D).

Jeloljiik ezen teljes részkategoridjat MF (¢, N)-nek MF53 (¢, N)-nel.

3.3.3.6. Allitds. Ha 0 — A — A — A" — 0 révid egzakt sorozat , ahol A, A', A" € Filg. Tovibbd ha A
megengedettnek, akkor ty(D") = ty(D”).

Bizonyitds. A Hodge-szdm és Newton-szam tulajdonsdgai miatt ty (D) = ty(D') + tg(D") és ty(D) = ty(D') +
ty(D”). Mivel D megengedett, igy ti(D) = tn (D), tehat ty(D”) < ty(D”). O

3.3.3.7. Allitas. A MF?(d(go,N) kategoria kommutativ, tehdt ha Dy és Dy két ilyen objektum, n : D1 — Ds
kézottik egy morfizmus, akkor

1. A morfizmus magja egy megengedett, filtralt (¢, N)-modulus.
2. A morfizmus komagja is eqy megengedett, filtrdlt (o, N)-modulus.
3. Im(n) — Colm(n).

Bizonyitds. Az elsé és a masodik bizonyitasa megegyezik, igy csak az els6 latjuk be. Az els6 belatasahoz sziikséges,
hogy beldssuk Ker(n) Newton- és Hodge-szdma megegyezik. Azt tudjuk, hogy tg(Ker(n) < tn(Ker(n)), mivel
Ker(n) részobjektuma D;-nek, és tudjuk azt is, hogy ¢ (Im(n) < ty(Im(n)), mivel Im(n) = Colm(n) részobjektuma
Do-nek. Tovabbé a

0 — Ker(n) — Dy — Im(n) — 0

egzakt sorozat miatt teljesiil a mésik irdnyt egyenlétlenség is, mivel ty7(D1) =t (Ker(n)+ty (Im(n)) < ty(Ker(n)+
ty(Im(n)) =ty (D1), azonban Dy megengedett, igy egyenldség van.

Az n magjat, és komagjat is tudjuk definidlni, mint K feletti vektortér, igy az n is megadhaté K felett, ezt
jeloljik ng-val.

Tegyiik fel a harmadik &llitdshoz, hogy az Im(n) és Colm(n) megengedett, akkor mivel Im(n) és Colm(n)
izomorfak, mint (p, N)-modulusok és ny felcserélhetd a filtraciéval, igy tényleg izomorf lesz Im(n) és Colm(n),
mint megengedett, filtralt (¢, N)-modulusok. O

3.3.3.8. Definicié. (Newton-poligon) Legyen D egy p-modulus Ky felett, akkor a felbontdsa legyen D = @?:1 D,,,
ahol egyik D,; se legyen 0, és tovdbba meredeksége legyen o, ahol az a-k monoton novekeddk. Ez ltal definidljuk
D-hez tarzozé Py (D) Newton-poligont tigy, hogy a konvex burka a

(0,0), (vi,a1 - v1),..., (V1 + V2 + -+ vj,a1 - V1 + Q2 Vo + -+ @ - V),
oy (v Fve 4 FUp,ar sV F Qg v+t Q- Uy) 68 (dimg, D, tn (D))

pontoknak.
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3.3.3.9. Definicié. (Hodge-poligon) Legyen A egy filtralt K-vektortér, akkor legyen gr(A) = @?:1 A, ahol
mindegyik gr®’ (A) legyen egy nem nulla K-vektortér, ahol az a-k monoton névekeddk, és gr®i (A)-k h; dimenzidsak.
Ez &ltal definidljuk A-hez tarzozé Py (A) Hodge-poligont gy, hogy a konvex burka a

(0,0),(h1,a1~h1),...,(h1+h2+~-+hj,a1~h1+a2'h2+'~~+aj~hj),
...,(h1+h2+~~~+hn,a1-h1+o¢2~h2+~~+an-hn) és (dimKﬂD,tN(D))
pontoknak.

3.3.3.10. Allitas. Legyen D egy filtrdlt (¢, N)-modulus K felett, melynek Ky feletti dimenzidja véges és ¢ bijektiv
D-n. D akkor, és csak akkor megengedett ha a kévetkezd két dllitds egyszerre teljesiil:

1. ha tetszbleges D' € MF i (p, N)-re teljesiil, hogy ty(D') < tn(D'),

2. Ha D egy filtralt (¢, N)-modulus K felett, akkor D Hodge poligonjdt definidljuk tigy, hogy Py (D) = Py(Dk),
akkor a Hodge-poligon és Newton-poligon végpontja megegyezik.

Bizonyitds. Ezen allitas csak a D megengedettségének a definiciéjanak egy masik alakja. O
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Konstrukciok Fontaine és Colmez
tételéhez

4.1. (p, N)-modulusok Tate-csavarasa
4.1.0.1. Definicié. Legyen A egy filtralt K-vektortér, melyre teljesiil, hogy

Fil°(A) = A, és Fil*(A) =0,

c sz

4.1.0.2. Allitas. Legyen D eqy trividlisan filtrdlt (¢, N)-modulus K felett akkor, és csak akkor megengedett, ha D
tiszta és a meredeksége 0, tehdat N = 0.

Bizonyitds. Ha a filtraciéja trivalis egy ilyen modulusnak, akkor ez azt jelenti, hogy a Hodge-poligonja egy egyenes,
tehat tetszéleges részmodulusdnak Hodge-szama 0.

Ha feltessziik, hogy D megengedett, akkor minden részmodulusinak a Newton-szama nem negativ, tehat D
tiszta és a meredeksége is nem negativ. Azonban D filtraci6ja trividlis, tehat ¢t (D) = 0, igy a meredeksége 0.

Ha feltessziik, hogy D tiszta és a meredeksége 0, akkor tetszéleges részmodulusdnak is nulla lesz a meredeksége
és minden részmodulusa tiszta lesz, tehat minden ilyen részmodulus Newton-szdma nulla, tehat D megengedett. [

4.1.0.3. Allitas. 1. Minden nem-eligazd p-adikus reprezentdcioja Gy -nak kristdlyos.

2. Dy definidl egy ekvivalencidt Gy p-adikus nem-eldgazo reprezentdcidinak kategoridja és a megengedett, trivi-
dlisan filtrdlt (o, N)-modulusok kategdridja kézott.

Bizonyitds. A[2.2.0.7 tétel megfelel§ p-adikus esetre vald atiiltetésébél adodik. O

4.1.0.4. Definicid. Legyen D egy filtralt (o, N)-modulus, akkor tetsz6leges i € Z-re D-nek az i-edik Tate-csavardsat
ugy definidljuk, hogy

1. D{iy = D, mint egy K, vektortér,
2. Fil"(DG)) g = Fil"t(Dg) minden r € Z-re,
3. ¢ és N hatasok a kovetkezéképpen definidlhatok D(i)-n: Nipgy = Nip,  @|pay = pﬂlp‘D.

A kovetkezo dllitast félig-stabil p-adikus reprezentacié tipus helyett kimondhaté de Rham és kristalyos tulajdon-
saggal rendelkez6 reprezentaciéra is.

4.1.0.5. Allitas. 1. Legyen V egy p-adikus reprezentdcidja G -nak. Ezen reprezentdcid félig-stabil akkor, és
csak akkor ha minden i € Z-re az i-edik Tate-csavardsa félig-stabil.

2. D egy filtrdlt (o, N)-modulus. D akkor, és csak akkor megengedett, ha minden i € Z-re az i-edik Tate-csavardsa
félig-stabil.
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3. Minden i € Z-re a kovetkezd leképezés eqy izomorfizmus: Dy (V (i) — Dg (V) (i).

Bizonyitds. Az elsé két llitas a Tate csavards definicidja altal latszik. Igy elég csak a harmadikat beldtni.
Legyen D = Dy (V) = (Bst®q, V)% és D' = Dy (V (i) = (Bst®q, V (i))“%. Ha t a generatora Z,(i)-nek, akkor
V(i) lefrhaté, mint V(i) = {v®t’ | v € V}. Ez éltal a kovetkezdé hozzarendeléssel definidlhatunk egy izomorfizmust:

d = b, ®@vy € D(iy—> Y bpt " @ (v, @) = (7' @t")d e D,
ahol b,, € Bg,v, € V. O

4.1.0.6. Allitas. 1. Legyen V egy reprezentdicidja G -nak, mely akkor, és csak akkor de Rham, ha Ix-nak is
de Rham reprezentdcidja, ahol Ik a K inercia csoportja.

2. Legyen V egy reprezentdcioja Gy -nak, mely akkor, és csak akkor félig-stabil, ha Ik -nak is félig-stabil repre-
zentdcidja, ahol Iy a K inercia csoportja.

Bizonyitds. Legyen P = PyK = Kur algebrai lezértja P Cg-n beliil, akkor P « Bj, és Ix = Gal(P/P), igy
B!% = P, mivel Byp(P/P) = Byp(K/K) = Bygr.

Ha V' egy p-adikus reprezentaciéja G-nak, akkor Dgr p(V) := (Bir ®q, V)5 egy P-vektortér, melynek
legfeljebb dimgq, (V) a dimenzi6ja. Igy V akkor, és csak akkor de Rham reprezentacidja Ix-nak ha V dimenzi6ja
egyenld Dgg p(V) P feletti dimenzidjaval.

Ha Dgr p(V)-re gondolhatunk tigy, mint G, egy P szemi-linedris reprezenticioként, ahol G, = Gal(k/k) és k
a maradéktest, és tétel miatt gy a P @ (Dar,p(V))“* — Dagr p(V) leképezés egy izomorfizmus. Ebbél
kovetkezik is az els6 allitas, mivel

(Dar,p(V))* = Dgr(V) = (Bar ®q, V) .

Ezen levezetés a félig-stabil tulajdonsagra vald atiiltetése altal azonosan bizonyithato. O

4.2. Potencialisan félig-stabil reprezentaciok

Legyen B egy Qp-algebra, melyen hat a Gk és tegyiik fel, hogy K tetszéleges véges bévitése felett B (Qp, Gk )-
regularis legyen, itt B helyére barmelyik periédus gytiri behelyettesitheto.

4.2.0.1. Definici6. Legyen V egy p-adikus reprezentaci6ja G'kx-nak, akkor V' potencidlisan B-megengedettnek
nevezzik, ha létezik egy olyan véges bévitése K-nak K-n beliil, melyre teljesiil, hogy V B-megengedett G felett,
ahol K’ egy véges bévitése K-nak.

Ezt kifejezhetjiik Ggy is, hogy a kovetkez6 leképezés egy izomorfizmus:
B®pgo, (B®g, V)% — B®yg, V.

Tovabba ezzel ekvivalensen kifejezhetd tgy is, hogy dim ze,, ((B ®g, V)¢x') = dimg, (V).
A definiciébdl tovabbé latszik, hogy K-nak egymasba dgyazott véges boOvitéseinek sorozatdbdl ha az egyikre
teljesiil, hogy B-megengedett, akkor az 0sszes tobbi olyanra is teljesiil, amely tartalmazza K-t és ezen bévitést.

4.2.0.2. Allitas. Legyen B = K,Cg, By, Bar, akkor a pontencidlisan megengedett és a megengedett megegyezik.

Bizonyitds. Ha B valamelyik ezek koziil, akkor tudjuk, hogy B egy K-algebra és, hogy Bx’ = K’  ahol K’ egy
véges bévitése K-nak.

Vegyiink egy V p-adikus reprezentaciot, amely B potencidlisan megengedett, akkor 1étezik K-nak egy olyan
véges boévités, amelyre teljesiil, hogy a felett B-megengedett.

Legyen J = Gal(K'/K) a Galois-csoport, d a dimenzidja V-nek Q, felett, és legyen A = (B ®q, V)= egy
K'-vektortér, melynek d a dimenzidja. Mivel K’ véges bovitése K-nak, és J szemi-linearisan hat A-n igy teljesiil,
hogy (B ®q, V)“x = A7,

Hilbert 90. tétele miatt azonban V egy B-megengedett reprezenticid, mivel A trividlis reprezentacio. O
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4.2.0.3. Definicié6. 1. Legyen K-nak egy véges bdvitése K’, akkor a kovetkez& definiciékat alkalmazhatjuk.

reprezentacibja.

2. Egy p-adikus reprezentacidéja Gi-nak potencidlisan félig-stabil, ha létezik egy olyan véges bévitése K-nak,
melyre K’'-félig-stabil.

4.2.0.4. Allitas. Legyen V egy p-adikus reprezenticidja Gy -nak, melyet kifejezhetiink a kivetkezé homomorfiz-
mussal: p: Gx — Autg, (V). Tegyiik fel, hogy p(Ix) véges, akkor a kdvetkezd két dllitds teljesiil, hogy

1. V potencidlisan kristilyos vagy V' potencidlisan félig-stabil, tehdt a de Rham tulajdonsdg is igaz lesz.
2. A kovetkezd hdarom dllitds ekvivalens:

(a) V félig-stabil,
(b) V kristdlyos,
(c) p(Ik) trividlis, tehdt V nem-eldgazo.

Bizonyitds. Az els6 llitds kovetkezik a [L.1.0.6] allitds miatt, mivel feltehetd, hogy a maradéktest algebrailag zart,
tehdt K = P. A mésodik allitast korbe bizonyitom. A (c)-bél kovetkezik rogton a (b) allitds a[£.1.0.3] allitds miatt.
A (a)-bdl kovetkezik a (b), mivel a félig-stabil reprezentdcidk definicidja altal kristdlyos is azon reprezenticié. Ez
altal mar csak az (a)-bél (c) irdny marad.

Legyen H a p homomorfizmus magja, akkor H egy normadlis részcsoportja Ix-nak, igy K" véges Galois bévitése
K-nak. Vegyiik V-nek a Dy, altali képét:

Gr/H G /H
= (Bg ®aq, V) < (Ko ®q, V)GK/H = Koy ®q, Yy G/t

H
Da(V) = (B ®g, V)% = ((Bu &g, V)")
tehat ha V félig-stabil, akkor az ekvivalens azzal, hogy dim (VGK /H ) = dim(V'), amely tovdbba ekvivalens azzal,
hogy V = VEx/H "amely azt jelenti, hogy p hatésa Ix-n trivialis. Igy beldttuk az a)-bol a c)-be esetet is. O

4.3. Alacsony dimenziés p-adikus reprezentaciok

A kovetkezékben kiilon klasszifikdljuk az 1 és 2 dimenzids megengedett p-adikus reprezentdcidkat, és a hozzdjuk
tartozd 1 és 2 dimenzids (¢, N)-modulusokat is.

Legyen D egy filtralt (¢, N)-modulus, melynek 1 a dimenzidja Ky felett, igy D := Kyd valamely d € K-ra. Ez
altal a ¢ leképezés a d elemen p(d) = A\d valamely \ € K -ra, tovibbd a monodrémia nulla kell legyen, mivel N
nilpotens, mint azt lattuk, tehat tx (D) = v,(A).

Ha K felett szeretnénk definidlni egy 1 dimenzids (¢, N)-modulust, akkor ezt megtehetjiik tigy, hogy mint az
el6bb vett D esetén, akkor Dk := D ®g, K egy K feletti 1 dimenzids (¢, N), melyre igaz, hogy létezik egy i € Z,
hogy Fil! (D) = Dg ha j < i és kiilonben meg 0, tehat tz(Dg) = i. Ebbél kivetkezik, hogy Dy akkor, és csak
akkor megengedett, ha v,(\) = i. Azonban egy K feletti (¢, N)-modulus megadhat6 a Frobenius leképezés hatdsa
altal is. Igy a A-hoz tartozé K feletti (i, N)-modulus a kovetkezd lesz:

Dy, haj<u,(}N),

Dy = MKy, =)o, N=0, Fi/(Dy)=
AR e (D) {o, ha j > v,(N),

ahol o a Frobenius automorfizmus.

4.3.0.1. Tétel. Ha D egy megengedett (o, N)-modulus K felett, melynek dimenzidja 1, akkor ennek kinézete D
valamely X € K. Tovdbbd a kévetkezd két dllitds teljesil:

1. Dy = Dy akkor, és csak akkor ha létezik egy olyan uw € W* | melyre teljesiil, hogy N = Az

o
Bizonyitds. Lassuk be el8szor az odairanyt. Legyen Dy := Kod, és o(d) = Ad, akkor ha Dy =~ Dy, igy X' = ul, ha
ue K. Ez dltal akkor X = #/\.

Azonban ha azt tessziik fel, hogy X' = A2 valamely u € K -ra, akkor X' = uA-bol kévetkezik, hogy Dy = Dy
izomorf. O
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4.3.0.2. Definicié. Legyen V egy p-adikus reprezenticidja G i-nak, melynek dimenzidja 1, akkor V-re gondolha-
tunk, mint Q,v. Tovdbba a V' reprezentdciora gondolhatunk, mint egy 1 : Gx — Q, karakter, amely teljesiti, hogy
g(v) = n(g)v, ahol g € Gk tetszdleges.

1n-t B megengedettnek mondjuk, ha V' B-megengedett.

4.3.0.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy n: Gk — Z, egqy folytonos homomorfizmus, akkor

1. n Hodge-Tate akkor, és csak akkor ha n = nox*, aholi € Z, és no egy folytonos homomorfizmus, melyre no(Ix)
véges,

2. n de Rham akkor, és csak akkor ha n Hodge-Tate,

3. A kovetkezd hdarom dllitds ekvivalens:

(a) n félig-stabil,
(b) n kristdlyos,
(c) létezik olyan ng : G — L, leképezés, amely nem-eldgazd, és létezik egy olyan i € Z, melyre teljesiil, hogy
1n = nox"
Bizonyitds. A harmadik allitas kovetkezik a [£:2:0.4] Allitdsbol.

A Hodge-Tate tulajdonsag kovetkezik a de Rham tulajdonségbol, igy n-ra is teljesiilni fog, hogyha 1 de Rham,
akkor Hodge-Tate. A mdsik irdny belatdsihoz vegyiik V i. Tate-csavardsit. Ha n Hodge-Tate, akkor V(i) P-
megengedett, tehat V(i) de Rham. Igy ha vessziik a (—i)-vel valé csavardsit, akkor az is de Rham lesz, tehdt
V(—i)(i) is de Rham, ami maga a V, tehdt  de Rham.

Ha vesziink egy Hodge-Tate reprezentaciét, akkor arra teljesiilni fog, hogy létezik egy olyan 4, melyre (Cx (—i)®q,
V)Gr # 0, tehat Hodge-Tate tulajdonsig ekvivalens azzal, hogy 1étezik egy i € Z, melyre V(—i) Cg-megengedett.
A3.1.1.31] kévetkezmény miatt ez ekvivalens azzal, hogy nx~*(Ix) véges, ahol x a kdrosztasi karakter, tehat ebbdl
kovetkezik az els6 allitas. O

4.3.0.4. Tétel. A Dy, funktor egy bijekciot ad a G 1 dimenzids kristdlyos reprezentdcioi, és a megengedett, filtrdlt,
1 dimenziés Ky feletti (v, N)-modulusok kézétt.

Ezen tétel igaz, ha a félig-stabil tulajdonsagra cserélnénk ki a kristalyos tulajdonsagot.
Bizonyitds. A[AI1.0.3] allitas és[£.3.0.3] Allitds miatt kovetkezik a tétel. O

4.3.0.5. Allitas. Ha be B..is, mely teljesiti, hogy o(b) = \b valamely \ € Ko-ra, melyre igaz, hogy v,(\) = r. Ha
ezen b-re teljesiil, hogy Fil' ' (Byg)-nek eleme, akkor b= 0.

Bizonyitds. Legyen D egy 1 dimenzids, filtralt Ky feletti (¢, N)-modulus, mely generdtoreleme legyen e, tehét
D = Koe. Akkor D-re teljesiilni fog, hogy ¢(e) = +e, N(e) = 0 és i < —r, akkor Fil'(Dg) = K, ha i > —r,
akkor Fil'(Dg) = 0. Igy tx(D) = ty(D) = —r, és D megengedett, tehat —r. csavardsa is az, melynek filtréldsa
trividlis, tehat az el6z6ek miatt V(D) kristdlyos reprezentacid, mely 1 dimenziés, tehdt Vg, (D) = Q,(e®e), ahol
p(€) = Xe, és € # 0. Ez altal kovetkezik, hogy € € Fil"(B4r), de nem eleme (r + 1). filtraciénak. O

at a 2 dimenzids esetre.

4.3.0.6. Tétel. A kivetkezd hozzdrendelés dltal definidlt leképezés eqy bijekcid (Zx (Z,—{0}) xQp)-bdl a 2 dimenzids,
filtrdlt Q, feletti (¢, N)-modulusok azon izmorfizmusainak osztdlyaiba, melyeknek a monodrémidja nem nulla. A
hozzdrendelés a kovetkezd: (i, A1, ) — Dy, ay{i}

Bizonyitds. A két dimenziés megengedett, filtrdlt (¢, N)-modulusok a kovetkezd alakban dllnak el6: Dyy oy =
Qpe1 @ Qpeq, ahol ej-re, és es-re teljesiil, hogy @(e1) = Xei, N(e1) = 0, és p(e2) = phea, N(ez2) = e1. Tovédbba a
filtracioja a kovetkezo lesz:

D{)\_’a}, ha i <0,
Fil' (D(ya3) = { Qplea + aey), ha 1 <i < 2u,(\) + 1,
0, kilonben.
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Igy latszodik, hogy Dyy oy akkor, és csak akkor izomorf egy masik Dyy o ha A = X és a = o', Ez 4ltal a tételben
leirt hozzarendelés tényleg bijekciét ad az izomorfizmusok osztalyaival. O

4.3.0.7. Tétel. Legyen D olyan Q, feletti (¢, N)-modulus, melyre teljesil, hogy megengedett, filtrdlt, 2 dimenzids,
monodrémidja nulla, Fil’(D) = D és Fil'(D) ¢ {0, D}. Ha D nem két egy dimenzids megengedett (o, N)-modulus
direkt dsszege, akkor D = Dq teljesiil egy adott (a,b) pdrra vagy D = DY, egy adott (A1, A2) pdrra.

Bizonyitds. A két dimenziés megengedett, filtralt (¢, N)-modulusok, melyeknek van nem-trividlis részobjektuma,
két csoportba oszthatok az alapjan, hogy y-hez tartozé karakterisztikus polinom irreducibilis vagy sem.

Legyen X2 + aX + b a karakterisztikus polinom, ha irreducibilis, akkor (¢, N)-modulusra a kovetkezd fog
teljesiilni, hogy Dy, 11 = Qpe1 ® Qpez, ahol eg-re, és ep-re igaz, hogy p(e1) = ea, és @(e2) = —be; — aey. Tovdbba a
filtraciéja a kovetkezo lesz:

D{a,b}a ha ¢ <0,
Fil' (Dya5}) = { Qper, ha 1 < i < v,(b),
0, kiilénben.

Ekkor Dy, megengedett, irreducibilis, filtralt (¢, N)-modulus.

Ha X2 + aX + b a karakterisztikus polinom reducibilis, tehat el64ll, mint (X — \;)(X — X2), ahol \; a nagyobb
értékelésil sajatérték, eq és eo a két sajatvektor. Igy a (¢, N)-modulus a kovetkezd lesz, hogy Dy, = Qpe1 ®Qpea.
Tovabba a filtracidja a kovetkezé lesz:

D{a,b}7 ha i <0,
Fil* (D{a’b}) =1 Qpler +e2), ha 1 <i<vp(A) + vp(Aa),
0, kiilonben.

Létszik, hogy Dy, megengedett lesz. Azonban akkor, és csak akkor lesz irreducibilis, ha v, (A1) > 0.

Igy az el8z6 tételbeli 2 dimenziés megengedett, filtralt (¢, N)-modulusokra teljesiilé izomorfizmus miatt a tétel-
ben leirt hozzarendelés tényleg bijekciét ad az izomorfizmusok osztalyaival. O

4.4. (p, N)-modulusok fundamentalis komplexusa

Az alfejezetben bevezetjik a fundamentalis komplexusa fogalmét, és a legfontosabb &llitasokat, amelyek a funta-
mentalis komplexushoz tartoznak.

4.4.0.1. Definicié. Legyen D egy megengedett, filtralt (¢, N)-modulus, és legyen VY, (D) és V1,(D) a kévetekezd:
1. V(D) :={be By Rk, D| N(b) =0, ¢(b) = b},
2. V(D) := Byr ®k Di/Fil’(Bir ®r Di).

Ahol Byr @k Di-en 1év6 0. filtralas a kovetkezo:

Fil’(Byr ®k Di) == Y. Fil'(Bar) ®x Fil " (D).
€7

Mivel By ®k, D © Bagr ®x Dk — V1(Dk), igy ez indukdl egy természetes leképezést VY, (D) — V1, (D)-be.
Akkor a D-hez tartozé kovetkezd egzakt sorozatot nevezzik a D fundamentdlis komplexusanak:

0 — V(D) — V(D) — V(D).
4.4.0.2. Allitas. Legyen D, D', D" filtrdlt (¢, N)-modulusok K felett, és legyen a kivetkezd egy rovid egzakt sorozat:
0—D' —D—D"—0,

akkor a kovetkezd két sorozat is egzakt lesz:
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0— Vgt(D/) - Vgt(D) - Vgt(D”) — 0,

0— V;t(Dl) - Vit(D) - Vit(D”) — 0,
Bizonyitds. Eloszor lassuk be 0-as esetet, amihez elég csak beldtni, hogy

O—>V0 (D/)—>V0 (D)—>VO (D”)—>O,

cris cris cris

sorozat egzakt, mivel adhatunk egy bijekciét V9, (D)-bél VO

cris

(D)-be, ahol a hozzdrendelés az lehet, hogy tetszdleges

0

x = Y x,u" € By Qk, D-hez az xo-t vesszik, amely egy jol-definidlt bijekciét ad, ahol x,, € Bepris ®k, D és
i=0

majdnem mindegyik nulla. Ez altal elég csak a @-izokristaly struktirat vizsgalni. Innentdl két részre bontjuk a 0.

eset befejezését, az alapjan, hogy a maradéktest algebrailag zart vagy sem.
Ha k algebrailag zart, akkor a Dieudonné-Manin tétel miatt kovetkezik, hogy

0—D —>D—>D"—>0,
(DY@ VO . (D"). Igy kristalyosra a sorozat

cris

ezen egzakt sorozat hasad, igy D =~ D' ® D", tehat VO . (D) =~ V9

cris cris
egzakt, tehat félig-stabilra is, tehat ebben az esetben teljesiil az allitas.

Ha nem algebrailag zart, akkor irjuk fel VY . -t a kévetkezéképpen:

{y € Beris ®p, (Po K, D) ‘ <p(;y) =y},

ahol Py = Frac (W(E)), igy Py ®k, D p-izokristaly P, felett, melynek k a maradékteste, tehat algebrailag zért,
amely esetet mar az elébb belattuk, tehat

0— Py®k, D' — Py®k, D — Py®k, D" — 0
egzakt sorozat hasad, tehat Po®p, D = (Po®k, D")®(Po®k, D"), amibél kovetkezik, hogy VY . (D) =~ V. (D)@
VO . (D"), igy belattuk az 4llitas ezen részét.

cris

Ez altal mar csak az 1-es eset maradt hatra. A
0— D' — D— D" —0,
egzakt sorozatbol kovetkezik, hogy Bgg-rel tenzorozva is egzakt marad a sorozat és tovabbé teljesiil, hogy
0 — Fil'(Byr) ®xk Fil~"(D") — Fil'(Byr) ®x Fil~"(D) — Fil(Bar) ®x Fil~/(D") — 0,

egzakt, igy a kovetkez6 kommutativ diagramban az alsé sor kivételével minden oszlop és sor egzakt, azonban ebbdl
kovetkezik, hogy az alsé sor is egzakt a Kigyé lemma miatt:

0 0 0

0 —— Fil>(Br®D') ——— Fil®(B4p ® D) —— Fil’(B4g ®D") ——— 0

00— Bar®D’ Bijr® D Bir®@D" ———— 0
0 s VL(D) V4,(D) VL(D") ———— 0
0 0 0
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gy az 1-es esetet is beldttuk. O
4.4.0.3. Allitas. Legyen V félig-stabil p-adikus reprezentdcié és D = D (V), akkor a kovetkezd sorozat egzakt:
0 — V(D) — V(D) — V(D) — 0.

Bizonyitds. V9,(D) definicidja miatt tudjuk, hogy V(D) = B. ®q, V, és ez altal V1, (D) = (Bar/Bjr) ®q, V.
Ha hasznaljuk tovabba a p-adikus Hodge elmélet fundamentdlis sorozatat, és azon sorozatot tenzorozzuk V-vel, ami
tartja az egzaktsiagot, akkor megkapjuk, hogy a keresett sorozat egzakt. O

4.4.0.4. Allitis. Legyen D, D', D" megengedett, filtrdlt (¢, N)-modulusok K felett és legyen a kivetkezd sorozat
egzakt:

0— D — D-—D"—0.
Ha a kovetkezo ketté dllitds igaz:
1. dimg,(D') = dimg, (Vs (D)),
2. dimg,(D") = dimg, (Vs (D")),
akkor dimg, (D) = dimg, (V (D)) teljesiil.
Bizonyitds. A feltételekben 1év6 egzakt sorozatot hasznilva a kovetkezé kommutativ diagramot kapjuk:

0 0 0

0 ——— V(D) ———— V(D) ————— Vi4(D') ———— 0

0 ———— V(D) ————— V(D) ———— V(D)

0 ——— Vu(D") —— V4,D") ——— VL, (D") ——— 0

0 0
A allitas és a allitds miatt a sorok és oszlopok egzaktok lesznek, igy a Kigyé lemma miatt a
V(D) — V(D) leképezés sziirjektiv, tehat dimg, (D) = dimg, (Vs (D)) teljesiil. O

4.5. Q,r reprezentacidk és (¢", N)-modulusok

egy olyan véges dimenziés Q,--vektortér, amelyen G'x hatés folytonos és fél-linedris.

4.5.0.2. Eszrevétel. Legyen r € N. Egy Qpr-reprezentdacio akkor de Rham, félig-stabil, kristdlyos, Hodge-Tate ha
p-adikus reprezentdcicoként de Rham, félig-stabil, kristdlyos, Hodge- Tate.

Bizonyitds. A definiciokbdl latszodik, hogy ez tényleg teljesiil. O

4.5.0.3. Definicié. Legyen V egy Q,--reprezentacié és 0 < m < r, akkor legyen
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1. D)(V) := (Bt om ®q,. V),

st,r
2. DU (V) := (Byg om V)G
dR,r( dR o ®Qpr )

Legyen tovabbd Dy, := DY, (V) és Dug,(V) := D) (V).
Ha V r - h dimenziés p-adikus reprezentacié6, akkor V' egy h dimenziés Qpr.

(m+j)
st,r

4.5.0.4. Allitas. Legyen 0 < m <7, és ha @’ : DgT,),(V) —-D
tovdbbd az is igaz tehdt, hogy 1 ® ¢’ : DEI%?T(V) - Dgg:j)(‘/) leképezés eqy bijekcié. Tovdbbd

(V) leképezés egy bijekcid. A de Rham esetben

dimic, (D) (V)) = dimic, (D, (V) < dimg,,, (V),
dimic, (DG, (V) = dimic, (D (V) < dimg, . (V),
akkor

1.V reprezentdcio akkor, és csak akkor félig-stabil, ha dimg,(Ds; (V) = dimg,. (V), és minden m < r-re
teljesiil, hogy DSE?T(V) =K ®x, DETT)(V) =K om Qky Dt r(V),

2.V reprezentdcio akkor, és csak akkor de Rham, ha dimr,(Dar,-(V)) = dimg,. (V).

(m)

Bizonyitds. A D) definici6ja miatt tudjuk, hogy Dy, ;. egy Ko vektortér, amely stabil a ¢" és N leképezésre is.

st,r
A D{(;g)T definiciéja miatt tudjuk, hogy ngé)r egy K vektortér, igy a kovetkezé igaz a félig-stabil, és a de Rham
esetre is, hogy

r—1 r—1
D.(V) = @ DIV, Dar(V) = @ DY, (V).
m=0 m=0
Igy a K ®k, Dst(V) = Depis (V) injektiv leképezés miatt teljesiilnek az dllitasok. O

4.5.0.5. Definicié. Legyen A egy (¢", N)-modulus K felett, amely egy Ko-vektortér, amelyen van két operdtor
" és N, amelyekre igaz, hogy N Ky-linearis, ¢" o"-fél-linedris és bijektiv. A kovetkez6 azonossig is igaz rajuk:

N(¢") =p"¢"(N).

Tovabba van rajta egy filtralt K-vektortér struktira A-n, ahol m < r esetén Ak , := K Qk, Ap, = K ,m Qg A,
ahol Ay, := Ko om ®xk, A.

4.5.0.6. Definicié. Legyen A filtralt (¢", N)-modulus K felett, akkor a hozza tartozé filtralt (¢, N)-modulus K
felett legyen a kovetkezd modulus:

I
[
>

g

D = Qu[¢] ®q, [, A

Tovabba A akkor, és csak akkor megengedett, ha D megengedett.

4.5.0.7. Allitas. Legyen MF’}f(cpT,N) a megengedett, filtrdlt (¢", N) modulusok K feletti kategoridja tetszdleges
r € N esetén, és legyen Rep@pr (Gk) o Gk abszolit Galois csoportnak a Qpr-reprezentdcidinak kategdridja, akkor
a kévetkezd funktor:

Dst,'r‘ : Reprr (GK) - MF(IIg(@Ta N)

egzakt és teljesen hiiséges.

4. Fejezet 4.5. Q,r reprezentéciok és (¢”, N)-modulusok 91



Fontaine és Colmez tétele

Bizonyitds. Az allitas kovetkezik a [£.5.0.4] &llitdsbol, és Dy, funktor egzaktsagdbdl és teljes hiiségességébdl, mivel
tetszbleges V félig-stabil Qpr-reprezenticiohoz tartozé Dy (V') egy filtrélt (¢", N)-modulus. Ha az eléz6 definicid

szerint Osszegezzik DSZ?Z(V)—ket, akkor egy hozzd tartozo filtralt (¢, N)-modulust kapunk, és mivel Dy, egy egzakt

hiiséges funktor, igy D, . is az. O

4.5.0.8. Definicié. Legyen A egy filtralt (¢", V)-modulus, akkor Vg ,(A)-t definidljuk ugy, hogy

V(D) 1= (By @ A)pr—1 v—o |Fil’(K ®x, (Bt ® A)).

Vsir(A) egy Qpr-reprezentécié, melyen G folytonosan hat, mivel G csoporthatés felcserélhetd N leképezéssel
és " leképezéssel.

4.5.0.9. Allitas. Ha V egy félig-stabil Qpr-reprezentdcio, akkor
Vst,r(Dst,r(V)) =V

Bizonyitds. A félig-stabil reprezentécidk és a megengedett, filtrélt (¢, N)-modulusokndl definidlt Dg; és Vg tulaj-
donsaganak bizonyitasaval megegyezoen bizonyithatd ez is. O

4.5.0.10. Allitas. 1. LegyenV egy de Rham Qyr -reprezentdcid, és Ak ., = Dg};?T(V). Hatym(V) =tu(Akm),
r—1
akkor tg(V) = > tam(V).
m=0
2. Legyen Vi és Vo de Rham Qyr-reprezentdciok, melyek dimenzidja hy és ha. Ha'V := Vi ®q,. V2, akkor
tH(V) = tH(‘/l)hQ + hltH(va)

3. Has=r-k ésV egy Qpr-reprezentdcio, akkor
th(Qpe ®q,- V) =k -ty (V).

Bizonyitds. A[3.2.3.6] éllitassal megegyez&en ezen allitdsok is kijonnek a tenzorszorzat és a dimenzi6 kozos tulajdon-
sadganak segitségével. A Qps-sel vald tenzorszorzas ennek egy specidlis esete, tehdt rogton az eldtte 1év6 egyenletbdl
kijon. O

4.5.0.11. Definicié. Legyen D egy filtrélt (¢, N)-modulus K felett, és legyen r > 1 a legnagyobb olyan egész szdm,
amelyhez létezik egy olyan A filtrélt (", N)-modulus K felett, amely D-hez tartozik, tehat D = A®q,. [or] Qpl¢],
akkor D-nek a redukalt dimenzidjan a kovetkezot értjiik:

di D
71111}(0 = dimKOA.

r

4.5.0.12. Allitas. Legyen h > 1 természetes szim, akkor a kovetkezd két dllitds ekvivalens:

1. Legyen D egy megengedett, filtrdlt (o, N)-modulus K felett, melynek redukdlt dimenzidja legfeljebb h ésty (D) =
0. Tovabba teljesiil rd, hogy dimg,Vsi(D) =dimg, (D).

2. Legyen D egy megengedett, filtrdlt (o, N)-modulus K felett, melynek redukdlt dimenzidja legfeljebb h, akkor
dimq, Vst(D) =dimg, (D).

Bizonyitds. A mésodikbdl rogton kovetkezik az elsd, igy csak a maésik irdnyt kell belatni. Legyen D dimenzidja
d = rh, ha mér a redukalt dimenziéja h, igy legyen tovabba A a hozzitartozé (¢", N)-modulus. A allitas
miatt feltehetd, hogy D irreducibilis, tehat a monodréomidja azonosan nulla.

Ha vesziink egy = elemet D-ben, akkor D-nek {z, p(z), p*(x),...,¢"""1(x)} egy bézisit adja, és igy

{z.07 @), ¢ @), "D (@)}
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egy bazisat adja A-nak. Tovabba D(z)-et generalja ¢'(x) valamely i-re, tehat o invarians, igy D(z) megengedett.
Mivel D el$all, mint ilyen D(z)-ek dirketosszege, igy D is megengedett, mivel D irreducibilis, tehdt egy D(x)
direktosszeadandobol all.

A feladatunk innen az lesz, hogy taldljuk egy olyan D-hez kapcsolédd megengedett, filtrélt (o, N)-modulust,
melynek Hodge-szdma 0, igy tudjuk az els6 esetet alkalmazni rd. Legyen ezen (¢, N)-modulus a kovetkezd:

D' =D ®gar—modulus D(rh)a
ahol D,y := Dy (V2,. ), ahol tovabba a = tg (D). Ez altal D'-hoz tartozé ¢""-modulus a kévetkezd:
(rh) (rh)
A= A®g,lpr] Airnys

ahol A,y = Dyt rn (\/(ih)) Ha {e1,€2,..., €} egy bazisa A-nak, és A egy generator A(,p)-nak, akkor {¢™(e; ®
A), " (2 ®A),y ..., 0™ (enp, ® A)} minden m-re, ahol m € {0,1,2,...,7h — 1}, Al -nek egy bazisat adjak.

A konstrukcié miatt 14tszik, hogy D’-nek a Hodge-szdma nulla, {gy elég csak belatni, hogy megengedett. Legyen
x # 0 € D-re D, azon Ky-altere, melyet o™ (x) general, ahol i € N, és igy D’-nek legyen D! azon Kj-altere,
melyet ¢ (6 ® A\) general minden 6 € D, -re. Ezen definicidk dltal D! egy olyan minimdlis részobjektuma D’-nek,
amely tartalmazza x ® A\-t, és tetsz6leges D’ részobjektumnak direktosszeadanddja. A allitas miatt, igy
D megengedettségébdl kovetkezik D' megengedettsége, mivel ty (D) = tn(DL). A tn(DL) és ty(D.,) egyenld
dimpg, (Dz)ta(Dry) + bt (Dy)-vel és dimp, (Dy )t N (D(ppy) +h -ty (Dy)-vel. Azonban D megengedettsége miatt
tN(D(rh)) = tH(D(rh)) és tN(DI) = tH(Dm).

Ez altal bizonyitottuk, hogy megengedett; és Newton-szdma 0 D'-nek, tehét az els6 allitds miatt dimg, (Vs (D')) =
dimg, (D'), igy V' = V. (D') egy félig-stabil Q,-reprezentécid, tehdt V'®q ., V,;," is félig-stabil, amelyhez tartozo

(¢™", N)-modulus a A/ ®aq,.1. Af)- Ha vesszitk Dy (A’ Rq,

rh

A?Th)>—ot, akkor ennek D direktésszeadanddja lesz,

és mivel D' megengedett, igy A’ ®aq, A’("Th) is az, tehdt Dy, (A’ ®q, AE"Th)> is az, tehat végiil D is megengedett,
tehat belattuk az ekvivalencia masik iranyat. O
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A diplomamunkamat adé tételhez sziikséges definicidk, allitasok és tételek kimondéasra keriiltek. Most mar képesek
vagyunk kimondani és bizonyitani azon moédon, ahogy el0szor Fontaine és Colmez bizonyitotta az allitdst. Fzen
tételre a szakirodalomban réviden tgy utalnak, hogy gyengén megengedettséghbdl kovetkezik a megengedettség. Ez
altal manapsag mar a gyengén megengedettséget csak megengedettségnek nevezik.

5.0.0.1. Tétel. (Fontaine és Colmez tétele) Legyen D egy megengedett, filtrdlt (o, N)-modulus K felett, akkor
létezik hozzd egy olyan V' félig-stabil p-adikus Galois reprezenticidja Gk -nak, amelyre teljesil, hogy Ds (V) =~ D.

Azonban ezen tétel csak egy segédletet adott, hogy képesek legyiink beldtni, hogy a félig-stabil p-adikus Galois
reprezentaciok kategoéridja és a megengedett, filtralt (¢, N)-modulusok kategéridja kozott van két funktor, amelyek
egymas kvazi-inverzei.

5.0.0.2. Tétel. 1. Legyen V egy félig-stabil p-adikus Galois reprezentdcidja G, akkor Dg (V') egy filtralt, meg-
engedett (¢, N)-modulus K felett.

2. Legyen D egy filtralt, megengedett (¢, N)-modulus K felett, akkor V(D) egy félig-stabil p-adikus Galois
reprezentdcidja G -nak.

3. A kovetkezd két funktor egymds kvdzi-inverzei:
(a) Dy : Repgp (Gg) — MF$ (o, N), amely egy ekvivalencidt ad meg a két kategéria kizitt.
(b) Vg : MF% (o, N) — Repgp(GK), amely eqy ekvivalencidt ad meg a két kategdria kéozott.
Ha belatjuk Fontaine és Colmez tételt és a kovetkezd allitast, akkor abbdl kovetkezik az[5.0.0.2} tételtink.

5.0.0.3. Allitas. Ha V egy félig-stabil p-adikus Galois reprezenticidja G -nak, akkor Dy (V) egy megengedett,
filtrdlt (p, N)-modulus, tovdbbd V' és V4(Dg(V)) kézitt egy természetes izomorfizmus adhatd meg.

Bizonyitds. A bizonyitas két részbdl fog allni elészor megadjuk a természetes izomorfizmust majd belatjuk, hogy
D := D4 (V) megengedett.

Legyen V egy h dimenzids félig-stabil p-adikus reprezentécié és D = Dy (V).

A természetes izomorfizmus konstrukcidja:

Az tudjuk, hogy V < V(D). Igy elég belitni tetszéleges © € V(D) esetén, hogy # € V. Legyen = =
Zle b; ® vy, ahol {v;}i=0,.. n egy bézisa V-nek és b; € By minden i-re. Vg (D) definiciéja miatt tudjuk, hogy
N(z) = 0, tehdt N(b;) = 0 minden i-re, tehdt b; € B.;s minden i-re teljesiil. Tovdbb4a ha ¢(z) = z is igaz, akkor
kovetkezik, hogy minden i-re p(b;) = b;, tehat b;-k Be-nek elemei lesznek. Végil V4 (D) egyik tulajdonsdga miatt,
ha x € Filo((Bst ®q, V) ®B,, Bir), akkor b;i-k B;R elemei lesznek. Igy a p-adikus Hodge elmélet fundamentélis
sorozata miatt x € V teljestil, mivel b;-k Q, elemei, amelybdl kovektezik, hogy a mésik irdnyu tartalmazas, igy
V = Vst(D)

D,; megengedett:

A megengedettség bizonyitdsdhoz elég beldtni, hogy D tetszéleges részobjektumadra teljesil, hogy ty(D’) <
tn(D'), ahol D' egy részobjektuma. Ha D’ egy dimenziés (¢, N)-modulus, akkor ez a [£.3.0.5] 4llitas miatt teljesiil
a feltétel. Ha D’ n dimenzids, akkor fel lehet {rni, mint n darab egy dimenziés azonos objektum kiilsészorzataként,
mivel a kiilsOszorzasra zart a félig-stabil tulajdonsag, igy az egy dimenzids eset miatt teljesiil az allitds. O
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Igy mér csak az [5.0.0.1] tételt kell bizonyitani, hogy beldssuk a kategéridk kozotti ekvivalenciat. Az |5.0.0.1
tétel bizonyitasa tobb 1épésbdl fog &llni.

Bizonyitds. (Fontaine és Colmez tételének bizonyitdsa) A tétel bizonyitdsdhoz elég lesz beldtni, hogy
h < dimg, (V(D)),
ahol h a D dimenzidja, mivel a kovetkez6 allitas altal ezen egyenlStlenség ekvivalens a kovetkezo két allitassal:
1. D =Dy (Vs(D)), ahol V(D)) félig-stabil p-adikus reprezentécio,
2. h =dimg, (Vs(D)).
5.0.0.4. Allitas. Legyen D egy megengedett, filtrdlt h dimenzids (¢, N)-modulus K felett, akkor igaz, hogy
1. h = dimg, (Vs(D)),
2. V(D) félig-stabil reprezentdcid,
3. Dt(Vs(D)) < D.

Ezen allitas bizonyitdsahoz egy lemmara van sziikségiink.

5.0.0.5. Lemma. Legyen F eqy tetszbleges test, és legyen J az F-automorfizmusok csoportjinak egy részcsoportja,
majd E ezen J részcsoport dltali fivteste (E := F7). Legyen A egy véges dimenzios E-vektortér, és Ap := F @p A.
Vegyiik a J-nek a hatdsdt Ap-n, amelyet gy definialunk, hogy minden j € J-re j(A® d) = j(A) ® § tetszdleges
ANeF, és 0 €A esetén.

Legyen L eqy altere Ap-nek akkor, és csak akkor létezik egy olyan A’ altere A-nak, melyre teljesiil, hogy L =
F®g A" ha minden g € J-re g(L) = L, tehdt J-vel valé hatdsra nézve stabil.

Bizonyitds. (5.0.0.5l lemma bizonyitdsa) Az odairdny egyértelmi igy elég csak a visszairdnyt belatni, tehat tegytk
fel, hogy L stabil J hatasra nézve, akkor a kovetkezo egzakt sorozat irhato fel:

0—L— Ap — Ap/L — 0.
Ha vessziik ezen sorozatbeli elemek J-vel valé hatas altali fixtesteit, akkor E-vektorterek egzakt sorozatat kapjuk:
0— L7 — A — (Ap/L)’.

A dimenzi6 tulajdonsdgok miatt dimg (L) = dimg(L) teljesiil, igy ha A’ = L7 vélasztds tessziik, akkor a lemmaban

leirtaknak megfelel6 E-vektorteret kapunk, amelyre igaz, hogy L = F Qg A’. O
Bizonyitds. (5.0.0.4l &llitds bizonyitdsa) Legyen V = V4 (D), melyrdl tegyuk fel, hogy nem nulla. Vegyiik a

kovetkezd felallast hogy A = D, F = Cg,, = Frac(Bs), J = Gk, E = (C K = Ky és Ap = Ck,, ®k, D, akkor
legyen L egy olyan altere Ap- nek amelyet V' general. Az el6z6 lemma mlatt letemk egy olyan D’ KO altere D-nek,
melyre teljestil, hogy L = Ck_, ®x, D', és mivel L stabil a monodrémidra nézve és a ¢-re, igy D’ is stabil lesz.
Legyen {v1,va,...,v,} egy bézisa L-nek Cg,, felett, és legyen {di,ds,...,dn} egy bézisa D'-nek K, felett,
amely D’ definicidja miatt L-nek is bazisa. Tovabbd V tetszbleges eleme felirhatd Bg-beli és D-beli elemekkel, igy
h

L béaziselemei a kovetkez6 alakban dllnak elo: v; = Z b; jd; € V, mivel V © By ®g, D. S6t L bazisa kifejezhetd
=1

lesz egy M}, (Bsg:) matrix altal, mely legyen B = ((b m))(w Ye{l,oshyx{1L,...h}> Dij € Bst. Ezen matrix determindnsa
legyen b € Bg;.

Vegyliik a dy Ada A« - - Ad), elemet, akkor ez bazisa lesz /\Z0 D’-nek, mivel Bs;®k, /\Z0 D' ¢ Bu4®k, /\}}(0 D-nek,
és teljesiilni fog 14, hogy vy = bdy, ahol vg = v1 A Vg A -+ A vy, igy B determindnsa nem nulla. A p-vel valé hatdsra
nézve dp-ra teljesiil, hogy ¢(dy) = Adp, igy Newton-szdma /\};( D’-nek v, (A) lesz, amely pont a bazis elemszama.

A allitas miatt p(b) = A1, igy b € Fil~*(Byr), ahol —s < —h, {gy dy = b~ vy € Fil*(Byr), ha s > h, ez
altal A\ o D’ megengedett, mivel D’ megengedett, igy Newton-szdméra és Hodge-szdméra teljesiil ty < ty irdnyd
egyenl6tlenség, és az el6z6ek miatt meg igaz a masik irdny. Tovabba, mivel egy dimenziés, megengedett, filtralt
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(¢, N)-modulus, gy tudjuk, hogy Vg ( /\? D’ ) kristdlyos egy dimenzids reprezenticié. Ez altal el6all, mint Qv
valamely vy € Vg ( /\};(0 D’ )—re.

Ha vesziink egy v = 2?21 ¢;iv; € V elemet, ahol ¢; € Cg_,, akkor

h
Ul/\UQ/\"'/\Uz'_l/\’U/\Ui/\"'/\l)h:Ci’U()E/\‘/,
Qp

amelyre tovabba teljesiil, hogy c;vg € Vg (/\}}(O D’ ) = Qpvo, tehdt c; minden i-re eleme Q,-nek. Ez altal V
félig-stabil és dimg, (D) < dimg, (D), mivel V egy Qp-vektortér. O

Ezen §llitds altal elég beldtni, hogyha D egy megengedett, filtralt (¢, N)-modulus, akkor
dimg, (D) = dimg, (Vs(D)),
Mivel ezen allitas bizonyitasa tobb lépésbol all; igy kiilon allitasként is megfogalmazom.
5.0.0.6. Allitas. Legyen D egy megengedett, filtrdlt (o, N)-modulus, akkor dimg,(D) = dimg, (Vs (D)).

Bizonyitds. (5.0.0.6, &llitds bizonyitdsa) Legyen a D-hez tartozé filtralt K-vektortér Dy = K ®g, D, melynek
dimenziéja d, és Hodge-poligonja a D-vel megegyezo.

A bizonyitas Hodge-poligon bonyolultsaga szerinti indukcidval fog torténni. Ha trivialis a Hodge-poligon, akkor
aV = (Py®k, D),-1 p-adikus reprezentéci6 megfelel6 lesz, mivel ezen V reprezentacié nem-eldgazé, és ha meg-
vizsgaljuk a Dy, altali képét, akkor lathatjuk, hogy izomorf lesz D-vel, igy V' Q, feletti dimenzidja és D K feletti
dimenziéja tényleg azonos.

Ez altal feltehetjiik, hogy a Hodge-poligon nem trividlis. Ezen eset belatasahoz a allitas sziikséges,
mivel a allitas segitségiinkre lesz abban, hogyha vesziink egy tetszéleges nem trividlis Hodge-poligonnal
rendelkezé megengedett, filtralt (p, N)-modulust, akkor képesek lesziink leredukdlni a trividlis esetre, és mivel a
trividlis esetben mar lattuk, hogy igaz, igy teljesiil az allitdsunk és ezzel Fontaine és Colmez tétele is. A [£.4.0.4]
allitas bizonyitdsat lattuk a fundamentdlis komplexus bevezetésénél. A [5.0.12] allitas altal elég belatni arra
az esetre, hogyha D egy megengedett, filtrdlt (¢", N)-modulushoz tartozé filtrélt (@, N)-modulus. S&t mi t6bb
feltehet6 az is, hogy D Hodge-szdma nulla.

Legyen A azon megengedett, filtralt (¢, N)-modulus K felett, melynek dimenzidja h. D legyen A-hoz tartozd
filtralt (o, N)-modulus, mely Hodge-szdma 0. Az allitdst dimenzi6 szerinti indukcidval bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy
minden (r', h') parra teljesiil az allitds ha vagy r’ tetsz6leges és b’ < h, igy azt kell beldtni, hogyha A dimenzidja
(r, h), akkor is igaz lesz az allités.

Vegyiik az Osszes olyan konvex poligont, amely a (0,0)-bdl (rh,0)-ba megy. A D Hodge-poligonja egy lesz ezek
koziill. Ha ezen poligon csak egy egyenesbél 4ll, akkor tudjuk, hogy teljesiil az allitas, mivel akkor V' := (Py®x, D)p=1
megfeleld valasztas volt. Tovabba a poligon komplexitdsa szerinti indukcié miatt feltehetjiik, hogy az Gsszes olyan
(r,h) parra is teljesiil az allitds, ha a Hodge-poligonja szigorian végig D Hodge-poligonja felett van. A
allitas miatt még az is feltehetd, hogy D irreducibilis.

Legyen Vi = V4 (D'), Vo = V4 (D), ahol D" azon (¢", N)-modulus, amire még teljesiil az allitds, tehdt V; {gy
félig-stabil lesz, tehat Dy (V1) = D'. Ez altal By ®k, D = Bst®q, V1, igy VY%(D) = VY%, (D), amelyrél meg tudjuk,
hogy B. ®q, Vi-gyel egyenld.

Tegyiik fel, hogy S = Byr @k Dk = Bar ®x Dhe, Ay = Fil’(Bar @k DY) és Ay = Fil®(Byr ®x D), akkor a
koévetkezo két sorozat egzakt:

0—V; — V% (D) — S/V;
0 — Va — V(D) — S/Va.

Tovabba az is igaz, hogy az elsé egy rovid egzakt sorozat lesz, tehat a végén a leképezés sziirjektiv, mivel V}
félig-stabil és Ay =~ B;R ®q, V1, gy a[4.4.0.3] allitdst hasznalva a kovetkezd révid egzakt sorozatot kapjuk:

0— Vi — V(D) — S/Vi = V1,(D) — 0.
Azt tudjuk, hogy U(—1) < B, és Ay egy olyan Bj,,—részmodulusa A; (—1)-nek, amelyre (A1+As) /A1 és (A1+A2) /A4
is egyszert B;R—modulus, tehat |3.2.3.15| allitds miatt a kévetkez6é kommutativ diagram irhaté fel:
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00— Ker(p) ——— U(=1)®g, Vi ——L—— Ay(=1)/Ay ————— 0

0 Vs Be®q, Vi ————— §/Va,
ahol Ker(p) < V3, tehat p sziirjektiv. Ez dltal meg kovetkezik a|5.0.0.6 allitds bizonyitasa, mivel Ker(p) dimenzidja
rh, igy dimg, (V2) = rh. N

A5.0.0.6 allitas bizonyitdsaval Fontaine és Colmez tételét is belattuk és a[5.0.0.3] allitassal egytitt meg[5.0.0.2
tétel is kovetkezik. O
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