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Bevezetés

A hipergréafok szinezése egy érdekes és sokak altal tanulmanyozott teriilet. A
hipergrafok jo k-szinezése esetén a csicsokat szeretnénk kiszinezni ugy, hogy ne ke-
letkezzen egyszini hiperél. Hipergrafok esetén mar k =2 esetén NP-teljes eldonteni,
hogy létezik-e a csucsoknak olyan k-szinezése, amelyre nincs egyszinid hiperél [11].
Tehat érdekes és hasznos lehet olyan feltételek megadasa, amelyek egy hipergraf jo
2-szinezését garantaljak. A hipergrafok szinezésén beliil egy széles korben kutatott
teriilet a k-uniform hipergrafok szinezése. Egy hipergrafot k-uniformnak neveziink,
ha minden hiperéle k méreti. Jelolje m(k) azt a legkisebb egész szamot, amelyre
létezik k-uniform hipergraf, ami nem jol 2-szinezhets. Erdds bebizonyitotta, hogy
2k=L <m(k) és m(k) < k*251 |7],[8]. Az alsé becslésbél azonnal adodik egy elégséges
feltétel jo 2-szinezhetGségre. Egy hipergrafot k-regulérisnak neveziink, ha minden
csicsénak a fokszama k, azaz minden cstucsot pontosan k hiperél tartalmaz. Hen-
ning ¢s Yeo megmutatta, hogy minden k > 4 esetén minden k-uniform k-regularis
hipergrafnak létezik jo 2-szinezése [10]. A k=3 esetben nem teljesiil az allitas, mivel
a Fano-sik altal meghatarozott 3-uniform 3-regularis hipergraf, amelyben a hiperélek
az egy egyenesen lévé pontoknak felelnek meg nem jol 2-szinezhets. Egy hipergraf
polikromatikus k-szinezésekor azt szeretnénk, hogy minden hiperél mind a k szint
tartalmazza. A polikromatikus szinezhet&ség témakdrében sokdig egy nyitott kérdés
volt az Erd@s-Faber-Lovasz sejtés, miszerint minden k-uniform linearis hipergraf po-
likromatikusan k-szinezhets. Az 1972-ben megfogalmazott sejtést nemrég igazolta
Kang, Kelly, Kiihn, Methuku és Osthus [6].

A jo 2-szinezhetGségnek egy elégséges feltétele, ha egy hipergrafban nincs két
hiperél, amelyek egy pontban metszik egymast (Lovasz, [5]). Ennek az allitasnak
szamos érdekes altalanositdsa van. Egy lehetséges altalanositasnak tekinthetd Ke-
szegh és Palvolgyi sejtése, ami iranyitott hipergrafok esetén fogalmaz meg elégséges
feltételt 2-szinezhet&ségre. A sejtés szerint, ha egy iranyitott hipergraf minden hi-
perélének tobb talppontja van, mint fejpontja és nincs két hiperéle, amelyek egy
pontban metszik egymast gy, hogy ez a pont mindkét hiperélnek talppontja, ak-
kor létezik a hipergrafnak jo 2-szinezése. Irdnyitott hipergraf alatt olyan hipergrafot
értiink, amelyben minden hiperél csticshalmaza két diszjunkt részre van osztva, az
egyiket fejnek a méasikat talpnak nevezziik. Fz alapjan a fejben 1év6 csiicsokat fej-

pontoknak, a talpban 1év6 csiicsokat pedig talppontoknak nevezziik. Keszegh bebi-



zonyitotta, hogy a sejtés linearis és 3-uniform hipergrafok esetén igaz [2].

A szakdolgozat méasodik fejezetében bebizonyitjuk, hogy a sejtés abban a specialis
esetben is teljesiil, amikor minden hiperélnek pontosan egy fejpontja van. Ez az eset
egyben a 3-uniform eset altalanositasa.

Keszegh és Palvolgyi sejtése 3-uniform esetben egy adott két élbdl allo irdanyitott
hipergraf elkeriilésével is megfogalmazhat6. Egy irdnyitott 3-uniform hipergrafot,
amelyben minden hiperélnek egy fejpontja és két talppontja van 2 — 1 hipergraf-
nak neveziink. Cameron olyan 2— 1 hipergrafok extremalis tulajdonsagait vizsgalta,
amelyek egy adott két élbél allo iranyitott hipergrafot elkeriilnek [I]. Ennek alapjan
a harmadik fejezetben ezen 2 — 1 hipergrafok kromatikus szamat vizsgaljuk.
Végiil a negyedik fejezetben pedig Erdés [4] cikke alapjan bemutatjuk Lovész alli-
tasdnak egy masik lehetséges altalanositasat, ami polikromatikus k-szinezhet&ségre

ad elégséges feltételt.



1. fejezet
El6zmények és definiciok

Hipergraf alatt egy olyan (V, E') parost értiink, ahol V' egy véges halmaz, F pedig
V' nemiires részhalmazainak egy csaladja. A V halmaz elemeit cstcsoknak vagy
pontoknak, az I halmaz elemeit hiperéleknek vagy egyszertien éleknek nevezziik.
A hipergrafok csicsszinezése sordn a csicsokat szeretnénk kiszinezni, tigy hogy ne

keletkezzen egyszint hiperél.

1.1. Definicié. Eqy hipergrdf csicsszinezése jo k-szinezés, ha legfeljebb k szint hasz-
ndl és minden hiperélnek létezik két kuilonbozd szind csucsa. Eqy hipergraf kromatikus
szama az a legkisebb k egész szam, amire létezik a hipergrifnak jo k-szinezése. Azt
mondjuk, hogy eqy hipergrdf k szinnel valo csiucsszinezése polikromatikus k-szinezés,

ha minden hiperélben szerepel mind a k szin.
A kovetkez§ tétel egy elégséges feltételt ad hipergrafok jo 2-szinezésére.

1.2. Tétel. [3] Legyen H egy hipergrdf és tegyiik fel, hogy barmely két hiperélnek dires

a metszete vagy legaldbb két elemid. Ekkor létezik a H hipergrdifnak jo 2-szinezése.

Bizonyitas: Vegyiik a H hipergraf csticsainak egy tetszéleges 2-szinezését és jelolje
r az egyszind hiperélek szamat. Ha r = 0, akkor H egy jo 2-szinezését kaptuk. Ha
r > 0, akkor egy tetszGlegesen valasztott egyszini hiperél egyik csiicsdnak a szinét
megvaltoztatjuk. Mivel nincs két hiperél, amelyek egy pontban metszik egymast,
igy ezzel a valtoztatassal nem keletkezhet egyszint hiperél. Ugyanakkor a valasztott
hiperél mar két kiilonb6z6 szint tartalmaz, vagyis r csokken. Ezt ismételve elérhetd,
hogy minden hiperélnek legyen két kiilonb6z6 szini csticsa. Tehat a H hipergrafnak
létezik jo 2-szinezése. [

Ennek a tételnek szamos altalanositasa létezik. Egy lehetséges altalanositas, ha
nem minden élpar esetén koveteljiik meg, hogy a metszetiik iires vagy legalabb két
elemi legyen. A kovetkezdkben egy ilyen altalanositassal fogunk foglalkozni, ami

hasznalja az iranyitott hipergrafok definiciojat.

1.3. Definicid. Az irdnyitott hipergrdf eqy olyan hipergrdf, amelyben minden hipe-

rélnek a csucshalmaza két diszjunkt részre van osztva, az eqyiket fejnek a mdsikat



talpnak nevezzik. Ennek megfelelden a fejben lévd csucsokat fejpontoknak, a talpban
lévd csicsokat pedig talppontnak nevezzik. Eqgy e hiperél esetén h(e) jeldli a hiperél

fejpontjainak halmazdt és t(e) a talppontjainak halmazdit.

Iranyitott hipergrafok esetén ha két hiperél egy v pontban metszi egymast, akkor
harom esetet kiilonbozethetiink meg aszerint, hogy v mindkettének fejpontja, egyik-
nek fejpontja és a masiknak talppontja vagy mindkettének talppontja. Az Tétel
altalanositasara ad lehet&séget, ha példaul csak azt az esetet tiltjuk meg, amikor két

hiperél egy pontban metszi egymast és ez a pont mindkét élnek a talppontja.

1.4. Sejtés. [2] Legyen H egy irdnyitott hipergrdf, amelyben minden hiperélnek tibb
talppontja van, mint fejpontja, valamint tegyiik fel, hogy ha ey, eo € E(H) és e;Neg =
= {v}, akkor a v csics legaldbb az egyik hiperélnek a fejpontja. FEkkor létezik a H

hipergrafnak jo 2-szinezése.

Ez a sejtés az Tétel egy altalanositasanak tekinthets, mivel egy gyengébb fel-
tételt fogalmaz meg hipergrafok 2-szinezhetGségére, hiszen minden olyan hipergraf,
amelyben nincs két egy pontban metsz6 hiperél teljesiti a sejtés feltételeit tetszole-
ges iranyitas mellett. Megmutathato, hogy a sejtésben szerepld feltétel a talppontok
szamara nem csokkenthetd, vagyis ha csak annyit kovetelnénk meg, hogy a hiperé-
leknek legalabb annyi talppontjuk legyen, mint ahany fejpontjuk, akkor ez mar nem
elégséges feltétele a jo 2-szinezhetGségnek. Megadhatoak olyan hipergrafok, amelyek-
ben minden hiperélnek ugyanannyi fejpontja van, mint talppontja, de a kromatikus

szama legaldbb harom.

1.5. Allitas. [2] Minden k>2 egész szam esetén létezik 2k-uniform irdnyitott hiper-
grdf, amelyben minden hiperélnek ugyanannyi fejpontja van, mint talppontja, ha két
hiperél eqy pontban metszi eqymdst, akkor az legaldbb az eqyik hiperélnek a fejpontja

és a hipergrdf kromatikus szama legaldbb hdarom.

Bizonyitas: Legyen k > 2 rogzitett és V egy 6k — 3 elemt csicshalmaz, ami harom
egyenls részre van osztva, Vi, V, és Va-ra. Vegyiik a kovetkez6 H = (V, E) iranyi-
tott hipergrafot, amelyre minden hiperélnek £ fejpontja és k talppontja van, ahol a
hiperélek halmaza F={e CV :|h(e)NVi| =k, |t(e)NVa| =k}U{e CV :|h(e)NVs| =
=k, |tle)nV3| =k}Uu{e CV:|h(e)NVs| =k, |t(e)NV;| = k}. Konnyen ellenérizhetd,
hogy ha két hiperél egy pontban metszi egymaést, akkor az a pont egyik hiperélnek
fejpontja a masiknak talppontja, vagyis kielégitik az allitas feltételeit.

Tegyiik fel indirekt, hogy a megadott hipergraf kromatikus szdma 2 és vegyiik a
csticsoknak egy jo 2-szinezését. Mivel V;-nek 2k — 1 csticsa van, igy az egyik szint
csucsbol tobb lesz, mint a méasikbol. A Vi, V5 és V3 halmazok koziil pedig kivalaszt-
hato kettd, amelyekben ugyanazon szint csticsbol van tobb. Tehéat feltehetjiik, hogy

Vi-ben és Vj-ben is van k piros cstics. Ez a 2k darab cstics egy egyszint hiperélet



alkot, ami ellentmondas. Tehat a megadott 2k-uniform hipergraf kromatikus szama
legalabb harom.[J

Az|1.4|Sejtés 3-uniform hipergrafokra és lineéris hipergrafokra teljestil [2]. El6szor
tekintsiik a linearis hipergrafok esetét. Egy hipergrafot linedrisnak neveziink, ha

barmely két hiperéle legfeljebb egy pontban metszi egymast.

1.6. Tétel. [2] Legyen H egy irdnyitott linedris hipergrdf, amelyben minden hi-
perélnek tobb talppontja van, mint fejpontja és tegyik fel, hogy ha ey, ey € E(H),
e1Ney = {v}, akkor v legaldbb az eqyik élnek a fejpontja. Ekkor a H hipergrdfnak

létezik jo 2-szinezése.

Bizonyitas: A bizonyitas cstucsszam szerinti indukciéval torténik. Ha a csicsok sza-
ma 2 vagy a hipergrafnak nincs éle, akkor az allitas konnyen ellenérizhetd. Legyen
H egy iranyitott linearis hipergraf n csicson, amelyben ha két hiperél egy pontban
metszi egymast, akkor ez a pont legaldbb az egyik hiperélnek a fejpontja és minden
hiperélnek kevesebb fejpontja van, mint talppontja. Tegyiik fel, hogy n—1 cstcs ese-
tén mar igazoltuk az allitast. Egy e hiperél esetén legyen h. a fejpontjainak szdma
és t. a talppontjainak szama. Egy v € V(H) cstcs esetén jelolje dj,(v) azon hiperélek
szamat, amelyben v fejpont és d;(v) azon hiperélek szamat, amelyben v talppont.
Legyen d(v) = [{e € E(H) : v € e}| a v csucs fokszama. Ekkor minden v € V(H)
esetén d(v) =dy(v)+d;(v). Ha van olyan v csics H-ban, amelynek a fokszama nulla,
akkor a v cstcsot tetsz6legesen kiszinezve és a (V' \{v}, E(H)) hipergrafra alkalmaz-
va az indukcids feltevést kapunk egy olyan szinezését a csiicsoknak, ami H-nak jo
2-szinezése. Tehat feltehetjiik, hogy minden csiics fokszama legalabb egy. Ha létezik
H-nak olyan v csicsa, amelynek a fokszama pontosan egy, akkor szintén készen va-
gyunk. Ha a v csticsot és azt az egyetlen e, hiperélet, aminek pontja v toroljiik H-bol
és az igy kapott H'=(V(H)\{v}, E(H)\{e,}) hipergrafra alkalmazzuk az indukcios
feltevést, akkor egy olyan szinezését kapjuk a V'\ {v} csicshalmaznak, amelyben az
e, hiperél kivételével H minden hiperéle jol szinezett. Ekkor a v csticsot megfelelGen
kiszinezve a H hipergraf egy jo 2-szinezését kapjuk. Tehat elegendd belétni, hogy a

H hipergrafnak van olyan v csicsa, amelyre d(v) = 1.

Allitas: [E(H)| <Y, ey ) (di(v) = di(v))

Mivel minden hiperélnek t&bb talppontja van, mint fejpontja, igy t. —h. > 1 minden
e€ E(H) esetén. Ebbol kovetkezik, hogy [E(H)[<) . p(r)(te—he). Tekintsiik a (v, e)
péarokat, ahol e€ E(H), ve V(H) és v az e talppontja. Az ilyen (v, e) parok szaméat
v és e szerint is megszamolhatjuk. Ha v szerint szamoljuk Ossze a péarok szamét,
akkor azt kapjuk, hogy >
> vevim) (V)= c () te- Hasonloan igazolhato, hogy >, cy gy da(v)=2_ c p(ary he-
Tehat [E(H)[ < e pm)(te—he) =2 ey di(0) =2 vevm dn(v) =2 vy (di(v) =
—dp(v)).

() @(v), ha pedig e szerint, akkor 3 g te. Tehdt



Allité&Zvev(m (di(v) = dp(v)) < ZUEV(H) (2—d(v))

Belatjuk, hogy minden csiics legfeljebb egy hiperélnek lehet a talppontja. Tegyiik
fel indirekt, hogy létezik v € V(H), amelyre di(v) > 2. Ekkor létezik ey, ey € E(H),
amelyeknek v a talppontja. Mivel H linearis, igy azt is tudjuk, hogy e; Ney = {v}.
Ez pedig ellentmondés hiszen e; és es két olyan hiperél, amely egy pontban metszi
egymast és ez a pont mindkét élnek a talppontja. Tehat d;(v) <1 minden v € V
esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy dj(v) = d(v) —di(v) > d(v) — 1. Felhasznélva, hogy
di(v) <1 és dn(v) > d(v) —1 azt kapjuk, hogy >, cv (s (de(v) —dn(v)) < 3 eyl —
—(d(0) 1)) = X ey (2— d0)).

Az el6z6 két egyenlStlenséget Ssszevonva kapjuk, hogy |E(H)| <37, cy (2 —
—d(v)). Mivel feltettiik, hogy minden cstics fokszama legalabb egy és 2 —d(v) <0,
ha d(v) > 2, igy 1 < [E(H)| < X ocvmn(2—d(©)) < X pevimndw—1(2 —d(v)), ami
éppen az 1-fokszdmu csicsok szdma. Tehat 1étezik olyan csiics H-ban, amelynek a

fokszama 1. [

Az Sejtés feltétele, miszerint minden hiperélnek tébb talppontja van, mint
fejpontja, 3-uniform hipergrafok esetében azt jelenti, hogy minden hiperélnek legfel-
jebb egy fejpontja van. Az Sejtés feltételének masik része azt koveteli meg, hogy
ha két hiperél egy pontban metszi egymast, akkor ez a cstcs legalabb az egyik élnek
a fejpontja. Konnyen ellenérizhets, hogy ha egy 3-uniform irényitott hipergrafban
az egyik hiperélnek nincs fejpontja és ekkor egy tetszdleges csiicsat fejpontra mo-
dositjuk, akkor a hipergraf tovabbra is teljesiti az Sejtés feltételeit. Igy ha a
Sejtést 3-uniform esetben szeretnénk igazolni, akkor feltehetjiik, hogy minden

hiperélnek pontosan egy fejpontja és két talppontja van.

1.7. Tétel. [2] Legyen H eqy S-uniform irdnyitott hipergrdf, amelyben minden hi-
perélnek pontosan egy fejpontja van. Teqyik fel, hogy ha ey, eo € E(H) és e;Ney =
= {v}, akkor v legaldbb az egyik élnek a fejpontja. Fkkor létezik a H hipergranak jo
2-szinezése.

Ennél egy altaldnosabb esetet fogunk igazolni Tétel), belatjuk, hogy az
Sejtés abban a specidlis esetben is igaz, amikor csak annyit kéveteliink meg, hogy
minden hiperélnek pontosan egy fejpontja legyen.

Azokat a 3-uniform iranyitott hipergrafokat, amelyekben minden hiperélnek pon-
tosan egy fejpontja van, 2— 1 hipergrafoknak nevezziik. Ennek egy hiperélét ab— c
alakban irhatjuk, ahol a és b a hiperél két talppontja és ¢ a fejpontja. Cameron adott
két élbol 4llo 2 — 1 hipergrafot elkeriil§ iranyitott hipergrafok extremalis tulajdon-

sagait vizsgalta.

1.8. Definicid. Legyen F' eqy 2 — 1 hipergraf. Az F' hipergrdf esetén ex(n, F) jeloli

a lehetséges maximdlis élszamot eqy olyan n csicsid 2 — 1 hipergrdfban, ami nem

9



tartalmazza részhipergrifként az F hipergrdfot. Hasonldan ex,(n, F) jeloli azon n
csucst, eqyszerd 2 — 1 hipergrdfok maximdlis élszdmdt, amelyek nem tartalmazzdik
részhipergrafként az F hipergrdfot. Eqy hipergrafot eqyszerinek neveziink, ha egyik

hiperél sem tartalmazza a mdsikat.

Cameron az alabbi kétéld 2 — 1 hipergrafokkal foglalkozott.

V(Hy) = {a,b,c,d}, E(Hy)={ab— c,ab— d}
V(L) = {a,bc,d}, E(I})={ab— c,ad— c}
V(R3) = {a,b,c,d}, E(R3)={ab— c,bc — d}
V(E) = {a,bcd}, E(E)={ab— c,dc— b}
V(Iy) = {a,becde}, E(ly)={ab— e ,cd— e}
V(H)) = {a,b,c,d,e}, E(H;)={ab— c,ad — e}
V(Ry) = {a,b,c,dye}, E(Ry)={ab—c,cd— e}

Az eredményeket az[1.1] tablazat foglalja ossze [I].

F | ex(n,F) exo(n, F)

Hy | (3) (n>5) (5) (n=5)
L5 (028 a5t (n24)
Rs | [5115]%5% (n>6) | [3115]"5

E | (5)+2 (3)

n(n—3)+ ha n =0 mod 3
Iy | n(n—2) (n>5) n(n—3)+22% han=1mod3 (n>9)
( +%3

25 han=2mod3

1.1. tablazat.

Az Tétel ugy is megfogalmazhato, hogy ha adott egy 2 — 1 hipergraf, amely
nem tartalmazza részhipergrafként a H; hipergrafot, akkor létezik jo 2-szinezése.
Ennek alapjan olyan 2 — 1 hipergrafok kromatikus szaméat vizsgaltam, amelyek
elkeriilik a fenti kétéld 2 — 1 hipergrafok valamelyikét. Az eredményeket az

tablazat tartalmazza, ahol x(H) a H hipergraf kromatikus szamat jeldli.

Az is érdekes kérdés, hogy mi torténik, ha a vizsgalt hipergraf egyszerre tobb
kétéld hipergrafot is elkeriil. Elgszor definialjuk a [9)] cikkben 3-uniform H hipergra-
fokra megadott szinezést, amit nagyon jo szinezésnek fogunk nevezni. Vegyiik azt a

Gp grafot, amelynek csicshalmaza V(H) és élei azok az u,v € V(H) cstcsparok,

10



F | sup{x(H): H elkeriili F-et}
H, o 3.1| Allitas)
L 0 3.2| Allitas)
R % 3.2| Allitas)
E 0 3.2| Allit4s)
Iy | 3<,<4 3.3 Tétel)
H, 2 1.7 Tétel, [2])
R, 3 3.4 Tétel)

1.2. tablazat.

amelyekre 1étezik e € E(H) hiperél, hogy {u,v} C e. A H hipergrafnak létezik na-
gyon jo szinezése, ha megadhaté a Gy hipergrafnak egy élszinezése a piros és kék
szinekkel és egy irdnyitasa a piros éleknek ugy, hogy minden e € E(H) hiperél u, v, w
csucsainak egy megfeleld sorrendjére az uv és uw élek pirosak, a vw él kék a Gy,
grafban és a két piros él irdnyitasa u — v és u — w. A [9] cikk egyik eredménye
szerint, ha egy 3-uniform, n cstcst hipergrafnak 1étezik az el6bb definialt nagyon
jo szinezése, akkor a hiperéleinek szama legfeljebb f(n), ahol f(0) =1 és f(n) =
= MaXpen—1] (g) (n—k)+ f(n—k). Kénnyen ellenérizhets, hogy egy H 3-uniform
hipergrafnak pontosan akkor létezik nagyon jo szinezése, ha megadhaté6 H-nak egy
olyan 2 — 1 irdnyitasa, hogy a kapott 2 — 1 hipergraf elkeriili az R3 és E hiper-
grafokat. Tehat ha egy H 2 — 1 hipergraf n csicson nem tartalmazza az R3 és E
hipergrafok egyikét sem részhipergratként, akkor |E(H)| < f(n).

A harmadik fejezetben belatjuk, hogy minden £ > 2 esetén tudunk mutatni egy
olyan hipergratot, ami elkeriili az R3 és az F hipergrafokat, s6t I-et is és a kroma-
tikus szama legalabb k. Tovabba igazoljuk, hogy ha egy 2 — 1 hipergraf elkeriili az

Iy és R, hipergrafokat, akkor a kromatikus szama 2.
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2. fejezet

Nem uniform iranyitott hipergrafok

2.1. Az Sejtés egy fejpontt hiperélek esetében
igaz

Az eléz6ek alapjan tudjuk, hogy az Sejtés 3-uniform hipergrafokra teljesiil.
Belatjuk, hogy altaldnosabb esetben is igaz a sejtés, elegendd feltenni, hogy minden
hiperélnek pontosan egy fejpontja van. A sejtés feltétele miszerint minden hiperélnek
tobb talppontja van, mint fejpontja ebben az esetben azzal ekvivalens, hogy minden

hiperélnek legalabb két talppontja van.

2.1. Tétel. Legyen H eqy irdnyitott hipergrdf, amelyben minden hiperélnek legaldbb
két talppontja és pontosan eqy fejpontja van, valamint teqyik fel, hogy ha két hiperél
eqy pontban metszi eqymdst, akkor ez a pont legaldbb az eqyiknek a fejpontja. Ekkor

a H hipergrdfnak létezik jo 2-szinezése.

Bizonyitas: Legyen V a H hipergraf csicsainak halmaza és tegyiik fel, hogy |V|=n.
A kovetkezSkben egy e hiperél fejpontjat jelolje h(e), talppontjainak halmazat t(e).
Ha ey és ey két hiperél, amelyekre e; C ey, akkor az ey hiperélet el is hagyhatjuk,
hiszen az e; hiperél egy j6 szinezése méar garantalja, hogy e, ne legyen egyszint.
Tehat feltehetjiik, hogy a hipergraf egyszeri, vagyis egyik hiperél sem tartalmazza
a masikat.

Vegyiik a piros és kék szineket. Legyen kezdetben minden csics szine kék. Valasszunk
tetszélegesen egy vy cstcsot. A vy csucestol indulva sorban minden v; (i = 1,2, ..., n)
csucsra végrehajtjuk a kovetkezs két 1épést:

1. lépés: Megvizsgaljuk, hogy létezik-e olyan e hiperél, amely egyszini kék, v; az e
hiperél talppontja, t(e) C {v1,vs,...,v;} és h(e) € V\{vy,vs, ..., v;}. Ha létezik ilyen
hiperél, akkor a v; cstcsot atszinezziik pirosra és a h(e) pontot valasztjuk (i+ 1).
csticsnak, vagyis v 1 = h(e). Ha t6bb ilyen hiperél is létezne, akkor tetsz6legesen
valasztunk. Ha nem létezik ilyen hiperél, akkor megvizsgaljuk, hogy létezik-e olyan f

hiperél amely egyszint kék, v; az f talppontja és t(f) C{vy, v, ...,v;}. Ha igen, akkor
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a v; csticsot pirosra szinezziik és tetszélegesen valasztunk egy v; 11 € V\{vy,vo, ..., v;}
cstcsot, amennyiben ¢ < n—1. Ha nem létezik ilyen hiperél, akkor ¢ <n —1 esetén
tetszblegesen valasztunk egy v;1 1 € V'\ {v1,ve, ..., v;} csticsot és tovabblépiink a v;4q
csics vizsgalatara.

2. lépés: Ha a v; csucsot pirosra szineztiik, akkor megvizsgéaljuk, hogy a v; csics
pirosra szinezésével keletkezett-e egyszinti hiperél. Ha igen, akkor a v;_; csiicsot
kékre szinezziik. Fzt kovetGen a v; csiicsot atvizsgaltnak tekintjiik és tovabblépiink
a ;41 Csucsra.

Megfigyelhetd, hogy a csiicsoknak atvizsgalas utan nem valtozhat meg az indexe,
valamint egy v; cstcs szine csak az atvizsgdldsa soran valthat pirosra és csak a v;4q
csucs vizsgalata soran valthat kékre, vagyis minden csics legfeljebb két alkalommal
valthat szint. A hiperéleket két csoportra oszthatjuk aszerint, hogy a legnagyobb
indext pontjuk talppont vagy fejpont. Legyen E; azon hiperélek halmaza, amelyben
a legnagyobb indexd pont talppont és legyen Fj, azon hiperélek halmaza, amelyben

az utolso pont fejpont. Egy e hiperél legnagyobb indexii talppontjat jel6lje t,,..(€).

2.2. Allitas. A szinezési algoritmus sordn nem keletkezhet eqyszind piros hiperél,

amelynek a legnagyobb indexd pontja talppont.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy létezik ilyen g hiperél, vagyis g 6sszes csi-
csat pirosra szineztiik és a legnagyobb index® pontja talppont. Ekkor a g hiperél a
tmaz(g) csUcs pirosra szinezésével lett egyszint piros. Mivel a t,,4,.(g) csucsot pirosra
szineztiik, igy van olyan f hiperél, ami ekkor egyszind kék volt és 4. (f) = timaz(9)-
Ebben az esetben g-nek és f-nek pontosan egy kozos pontja van, hiszen f-nek a
tmaz(f) csicsanak kivételével az Gsszes csticsa kék, g-nek pedig az Gsszes csucsa pi-
108 & ta.(f) pirosra szinezésekor, igy f-nek és g-nek pontosan egy kézos pontja van,
tmaz(f), ami mindkettd hiperélnek talppontja. Ezzel ellentmondésra jutottunk, te-
hat az algoritmus alatt egyszer sem lehet, hogy egy hiperél, amelynek a legnagyobb

indextii pontja talppont egyszind piros legyen.[]

2.3. Kovetkezmény. A szinezési algoritmus sordn ha keletkezik eqyszinid piros hi-

perél, akkor annak a legnagyobb indextd pontja csak a hiperél fejpontja lehet.

2.4. Allitas. Ha egy g hiperél sszes talppontja pirosra szinezddik az algoritmus
sordn €s a legnagyobb indexd pontja a fejpontja, akkor g csicsai eqymdst kévetd

csucesok.

Bizonyitas: Jeldlje t, a g hiperél talppontjainak szamat, a tétel feltételébdl tudjuk,
hogy t, > 2. Belatjuk, hogy minden k <t, esetén a ¢ hiperél k+1 darab legkisebb
indext pontja egymast kovetGen helyezkedik el. Az allitast indukcioval bizonyitjuk.
Els6ként tekintsiik a k = 1 esetet. Mivel g € F},, igy a g pontjai koziil a fejpontjat
vizsgaltuk meg utoljara. Jelolje t;(g) a g hiperél j. legkisebb indext talppontjat.

Mivel egy cstcs szine legfeljebb egyszer valthat kékrél pirosra és g Osszes talppontja
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piros szinii lesz, igy a t1(g) cstcsot a vizsgalata soran pirosra szineztiik. Ekkor létezik
egy e hiperél, amelyre t,,,.(e1) =t1(g) és a t1(g) csics vizsgalata el6tt ey egyszind
kék volt. Ha h(e;) kisebb indexii, mint ¢,,..(e1), akkor e;-nek és g-nek egyetlen ko-
z0s pontja t1(g), ami mindkettének talppontja, ami pedig ellentmondas. Tehat h(e;)
nagyobb indext, mint t,,,.(e1). Ekkor az 1. lépésben szerepld feltétel miatt létezik
olyan €| hiperél is, amelyre tpq.(€]) =t1(g), h(€]) a tpmas(€]) cstics nagyobb indexii
szomszédja, valamint e} a t(g) cstcs vizsgalata eltt egyszint kék volt. Ebben az
esetben h(e)) a g hiperélnek is csticsa, mert kiilénben e|-nek és g-nek az egyetlen
kozos csicsa t1(g) lenne, amely mindkettének talppontja, ami ellentmondas lenne.
Ezekbdl kovetkezik, hogy to(g) = h(e)), vagyis g két legkisebb indext talppontja
egymast kévetd csicsok.

Legyen j <t, és tegyiik fel, hogy k = j esetén teljesiil az allitas, vagyis a g hiperél
j+1 darab legkisebb indext pontja egymast kovetd cstcsok. Mivel j <t, és g € Ey,
igy a g hiperél (j+1). atvizsgalt pontja a g talppontja. A g Osszes talppontja csak
akkor lehet piros szint, ha a t;41(g) cstcs pirosra szinezésekor a g hiperél j darab
legkisebb indexti pontja piros szinG. A t;,1(g) cstcs pirosra szinezésének feltétele,
hogy létezik olyan e;; él, amelyre t,,4,(€j41) =t;+1(g) és a tj411(g) csucs vizsgalata
el6tt e; egyszini kék. Ha h(ejiq) kisebb indextd, mint ¢,,,,(ej11), akkor e;+1 leg-
nagyobb indext pontja t,e.(€j+1). A tj+1(9) = tmas(€j+1) cstcs vizsgilata el6tt a
g Osszes t;11(g)-nél kisebb indext pontja piros, valamint e;; Gsszes pontja kék és
t;+1(g)-nél nem nagyobb indexii, amibgl kovetkezik, hogy g-nek és e;,1-nek egyetlen
koz6s pontja tj11(g). Ez a pont az e;+1 és a ¢ hiperélnek is talppontja, ami ellent-
mondas. Tehat h(eji1) nagyobb indext, mint ¢,,.,(ej11). Ezt és az algoritmus 1.
lépésében leirtakat felhasznalva kapjuk, hogy létezik olyan e’ , hiperél is, amely-
1€ tmaz(€)y1) = tjr1(g), h(€)1) a tnax(€) ;) cstics nagyobb indext szomszédja és
a tj11(g) cstics atvizsgalasa el6tt e}, egyszind kék volt. Ha h(e},,) nem pontja a

g hiperélnek, akkor €/, és g egyetlen kozds pontja t;,1(g), hiszen a t;,1(g) csics
1
hiperél ¢;,,(g)-nél kisebb indext pontjai pedig kék szintiek és e, hiperélnek csak

vizsgalata eltt a g hiperél ¢;,4(g)-nél kisebb indexti pontjai piros szintiek, az e

egy pontja van, ami ¢;,1(g)-nél nagyobb indext. Ekkor ellentmondasra jutunk, mi-
vel £;,1(g) mindkét élnek talppontja. Tehét h(e}, ) pontja g-nek, ami t;,,(g)-nek a
nagyobb indext szomszédja. Felhasznalva az indukcios feltevést azt kapjuk, hogy a
g hiperél j+2 legkisebb indexii pontja egyméast kévetGen helyezkedik el.

Tehat belattuk, hogy minden k <t, esetén a g hiperél k+1 darab legkisebb indext
pontja egymast kovetGen helyezkednek el. A k =1, esetet tekintve azt kapjuk, hogy

a g cstcsal egymast kovetGen helyezkednek el.[J

Az eddigieket felhasznalva konnyen igazolhato a kovetkezd allitas.

2.5. Allitas. Ha az algoritmus sordn keletkezik eqyszint piros hiperél, akkor annak

a csucsar eqymdst kévetd csucsok.
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az algoritmus soran keletkezik egyszini piros hiperél,
jelolje ezt g. AAllitésbél kovetkezik, hogy ekkor g€ Ej,. Tehat g 0sszes talppontja
pirosra szinezddik és a fejpontja a legnagyobb indexi csicsa, vagyis alkalmazhato a
Allités, miszerint ebben az esetben g pontjai egymast kovetGen helyezkednek el.[]

Tegyiik fel, hogy az algoritmus sordn a v; csiics pirosra szinezésével az e; és
es hiperél is egyszini piros lesz. A Allitasbol tudjuk, hogy e, e € Ej,. Ekkor
h(e1) = h(e2) =v;, valamint a Allitas miatt e; és ey is egymast kdvets pontokbol
allnak. Ebbdl kdvetkezik, hogy e; C ey vagy es C eq. Mivel feltettiik, hogy a hipergraf

egyszer(, igy e; és ey ugyanazt a hiperélet jeldli.

2.6. Kovetkezmény. Az algoritmus sordn egqy v; csics pirosra szinezésével legfel-

jebb eqy eqyszinid piros hiperél keletkezhet.
2.7. Allitas. Az algoritmus végén nem lehet eqyszind piros hiperél.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy a ¢ hiperél egyszint piros az algoritmus
végén. A Allitasbol tudjuk, hogy ¢ utols6 pontja a fejpontja, valamint a
Allitas garantalja, hogy ¢ cstcsai egymast kovetSen helyezkednek el. A ¢ hiperél
csak a h(g) csiics pirosra szinezésével lehet egyszind. A koévetkezmény szerint a
h(g) cstcs pirosra szinezésével legfeljebb egy egyszint piros hiperél keletkezhet, ami
a g. A h(g) csucs vizsgalatakor a szinezési algoritmus 2. 1épése alapjan a h(g) kisebb
indexii szomszédjat kékre szineztiik, ami a g hiperélnek is pontja, hiszen g pontjai
egymast kovetd csticsok és g€ Ey,. Ezutan h(g) kisebb indexii szomszédjanak, t,,..(9g)-
nek nem valtoztatjuk meg a szinét, vagyis az algoritmus végén kék szintd lesz, ami
ellentmond annak, hogy g egyszind piros hiperél lesz a végén. Tehat az algoritmus

befejeztével nem lesz egyszint piros hiperél. [
2.8. Allitas. Az algoritmus végén nem lehet eqyszing kék hiperél.

Bizonyitas: Mivel az algoritmus 1. 1épése miatt az eljarés soran minden hiperélnek
lesz piros pontja, igy egyszini kék hiperél csak a 2. 1épés miatt keletkezhet, amikor
egy v csics pirosra szinezésével keletkezett egyszind piros g hiperél miatt szineziink
kékre egy cstcsot. A kovetkezmény alapjan tudjuk, hogy ¢ egyértelmi és a
Allitas miatt g € Ej, vagyis h(g) =v. Ugyanakkor a [2.5| Allitast felhasznalva tudjuk,
hogy ¢ pontjai egymast kdvetd csiucsok. Tehat a g € Ej hiperél miatt szinezziik
kékre a h(g) cstcs kisebb indext szomszédjat, ami ¢,,..(g). Tegyiik fel indirekt, hogy
a tmas(g) cstics kékre szinezésével keletkezik olyan egyszint kék d hiperél, aminek
egyetlen csiicsa sem lesz piros a tovabbiakban, vagyis az algoritmus végéig egyszint
kék marad.

Ha t,,4.(d) nagyobb indextd, mint h(g), akkor a h(g) cstcs vizsgalata utan lesz a d-nek
olyan cstcsa, amit pirosra szineziink, vagyis nem marad egyszint kék az algoritmus

végéig, hiszen ha a t,,,,(d) csics vizsgalata el6tt a d hiperél egyszini kék, akkor a
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tmaz(d) cstcsot pirosra kell szinezniink.

Tehét feltehetjiik, hogy .. (d) kisebb indexti, mint a h(g) csics. Ha t,,..(g) a d
hiperélnek talppontja, akkor g-nek és d-nek pontosan egy kozos pontja van t,,q.(g),
mivel a t,,4.(g) cstcs kékre szinezése utan d-nek az Gsszes pontja kék, g-nek pedig a
tmaz(g) cstics kivételével az Osszes pontja piros. Ekkor t,,..(g) egyetlen kozds pontja
a két hiperélnek és mindkettdnek talppontja is, ami ellentmondas. Tehat ¢,,q.(g) a d
hiperélnek a fejpontja. Ekkor h(d) nagyobb indext, mint ¢,,4,(d) mivel £,,,.(d) kisebb
indext, mint h(g) és h(d) = tma:(g) a h(g) cstcsnak a kisebb indexii szomszédja.
Felhasznélva, hogy minden hiperélnek legalabb két talppontja van jellje t,,4:-1(9)
a g hiperélnek a masodik legnagyobb indext talppontjat. A t,,,.(d) csics nem lehet
h(d) szomszédja, mivel h(d)=1t,q.(g) kisebb indexti szomszédja t,,4.—1(g), ami piros

szint a t,e.(g) csics kékre szinezésekor, ahogyan a [2.1] dbra is mutatja.

2(g) kékre szinezése el6tt

tima
tmaz— 1

tmaa( tmaz(g) = h(d

) kékre szinezése utin

tima
tmaz— 1 &g

) =h(d

mm

2.1. abra.

Tudjuk, hogy a h(d) =t (g) csics kékre szinezésekor ¢4, (d) kék szini. Ez csak
ugy lehetséges, hogy vagy nem szineztiik egyszer sem pirosra a t,,,,(d) csiucsot, vagy
pirosra szineztiik, de visszaszineztiik kékre egy akkor egyszint piros €’ € Ej, hiperél
miatt, amelyre t,,4.(€") =tma (d). Ha egyszer sem szineztiik pirosra a t,,q,(d) csicsot,
akkor van a d hiperélnek egy t,,q.(d)-nél kisebb indext pontja, ami a ¢,,,,(d) csucs
vizsgalata el6tt piros szintd volt, ami biztos, hogy piros maradt, hiszen a t,,,,.(d) cstcs
vizsgalatakor a 2. 1épést atugrottuk, vagyis nem szineztiink kékre egyetlen csiicsot
sem. Ez pedig ellentmond annak, hogy a h(d) kékre szinezésével d egyszini kék lett.
Tehét csak az a lehetGség marad, hogy a t,,..(d) csticsot pirosra szineztiik, majd
visszaszineztiik kékre egy akkor egyszind piros € € Ej, hiperél miatt az algoritmus
2. 1épésében leirtak alapjan, amit a abra szemléltet. Az el6z6ek alapjan tudjuk,
hogy tmaz(€) és h(e') egymast kovets csicsok ebben a sorrendben és t,,q.(e') =
= timaz(d). Mivel t,,4.(d) és h(d) nem szomszédos, igy h(d) # h(€'). A t,,q.(€") csucs
kékre valo szinezésekor az €’ hiperél ¢,,,,(¢')-nél kisebb indexd pontjai piros szintiek
a d hiperél t,,4,(d) = tnae(€')-nél kisebb indexii pontjai pedig kék szintek, vagyis az
¢’ és d hiperéleknek pontosan egy kozos pontjuk van, ami mindkettének talppontja,
ez pedig ellentmondés. Tehat a szinezési algoritmus végén nem lehet egyszini kék
hiperél.[]
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timaz(€") kékre szinezése elbtt

trmaz— 1

naz(€') = tmaz(d) h(e’)

) kékre szinezése utdn

tmaz

2.2. abra.

Ezzel belattuk, hogy a kapott szinezésben nincs egyszint hiperél, vagyis H egy
j6 2-szinezését kaptuk.[J

2.2. Egy elégséges feltétel iranyitott hipergrafok 3-

szinezhet&ségére

A kovetkez6 tétel egy elégséges feltételt ad hipergrafok jo 3-szinezhetGségére, ami
egyben tekinthets a Tétel altalanositasdnak is. Mar 6t csicson is megadhato
olyan irdnyitott hipergraf, amely kielégiti a Tétel feltételeit és kromatikus szdma
harom, erre példa a abran megadott R hipergraf.

2.9. Tétel. Legyen H eqy olyan irdnyitott hipergrdf, amelyben minden élnek van
fejpontija és talppontja is. Tegyik fel, hogy ha ei,es € E(H) és eyNeq = {v}, akkor
a v csics vagy mindkettdnek fejpontja, vagy mindkettének talppontja. Ekkor a H

hipergrafnak létezik jo 3-szinezése.

Bizonyitas: Legyen vy, vs,...,v, a H csicsainak egy tetszéleges sorrendje. Egy e €
€ E(H) hiperél esetén jelolje hy,,(e) az e hiperél legkisebb indexti fejpontjat, hq.(€)
a legnagyobb indext fejpontjat, ¢,,;,(e) a legkisebb indexii talppontjat és t,,..(e) a
legnagyobb indexi talppontjat. A hiperéleket két csoportra oszthatjuk aszerint, hogy
a legnagyobb indext pontjuk fejpont vagy talppont. Jellje E), azokat a hiperéleket,
amelyeknek a legnagyobb indexi pontjuk fejpont és F, azokat a hiperéleket, ame-
lyeknek a legnagyobb indext pontjuk talppont. Vegyiik a kék, piros és zold szineket.
Legyen kezdetben minden cstics szine kék. A szinezési algoritmus a kovetkezs.

1. 1épés: A legkisebb index( csticstol indulva minden v; csticsra megvizsgaljuk, hogy
létezik-e olyan egyszini kék F;-beli hiperél, amelynek a legnagyobb indext®i pontja
v;. Ha nincs ilyen hiperél, akkor egyszeriien tovabblépiink a v;,; csticsra. Ha létezik
ilyen hiperél, akkor a v; csticsot pirosra szinezziik és ezutan lépiink tovabb a v;,4
cslcsra.

2. 1épés: A v, csticstol indulva minden v; csticsra megvizsgaljuk, hogy létezik-e olyan

egyszini kék e € Ej, hiperél, amelyre hy,q,(e) = v;. Ha nem, akkor tovabblépiink a
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vj41 cstcsra. Ha igen, akkor a v; cstcsot zoldre szinezziik és ezutan lépiink tovabb
a vjyq Csucsra.

Az 1. Iépés utan minden Ej-beli hiperélnek lesz legalabb egy piros pontja, valamint
a 2. lépés utan pedig minden Ej-beli hiperélnek lesz legalabb egy zold szintd pontja.
Ezekbdl kovetkezik, hogy a 2. lépés utan nincs egyszind kék hiperél. Belatjuk, hogy

egyszind piros és egyszind zold hiperél sem lehet a szinezés végén.
2.10. Allitas. Nincs egyszinid piros hiperél a szinezés végén.

Bizonyitas: Elegend6 belatni, hogy az 1. 1épés utan nem keletkezik egyszint piros
hiperél, mivel a 2. lépésben méar csak zold szinnel szineziink. Tegyiik fel indirekt,
hogy az 1. lépés utan van egyszini piros hiperél, jeloljiik ezt az élet e-vel. Mivel a
hmin(€) cstcsot pirosra szineztiik, igy a A, (€) csics vizsgalatakor volt egy f € F;
hiperél, amely ekkor egyszint kék volt és t,,4.(f) = hmin(€e). Mivel f € E;, igy az
f legnagyobb indext pontja t,,..(f). A szinezés végén e egyszind piros, ami csak
ugy lehetséges, hogy a hp,,(e) csucs vizsgalatakor az e hiperél minden h,,;,(e)-nél
kisebb indext pontja mar piros szint. Az f hiperél minden csticsa kék szint a h,,;, (€)
csucs vizsgalatakor, valamint f legnagyobb indexii pontja h,,,(e), mivel f € E; és
tmaz(f) = hmin(e). Ezekbol kovetkezik, hogy e és f egyetlen k6z6s pontja Ay, (e),
ami az egyik hiperélnek fejpontja, a mésik hiperélnek talppontja, ami ellentmondas.

Tehat a szinezés végén nem létezik egyszind piros hiperél.[]
2.11. Allitas. A szinezés végén nem lehet eqyszind zld él.

Bizonyitas: Elegend6 belatni, hogy a 2. lépés sordan nem keletkezik egyszini zold
hiperél. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egyszint zold hiperél a szinezés végén, amit
e-vel jeloliink. Mivel a t,,;,(e) cstcsot zoldre szineztiik a 2. 1épés soran, igy a t,n(e)
csucs vizsgélatakor volt egy f € Ej, hiperél, amely egyszinii kék volt és legnagyobb
indext cstcsa, hpyq.(f) megegyezik t,,:,(e)-vel. Az e hiperél csak gy lehet egyszint
z0ld a szinezés végén, ha a t,,;,(e) cstcs vizsgalatakor az e hiperél 6sszes t,,,(e)-nél
kisebb indext cstcsa z6ld szinti. Az f legnagyobb indext pontja ¢,,:,(€) és a t,in(e)
csucs vizsgalatakor egyszint kék volt. Ezekbdl kovetkezik, hogy az e és f éleknek
egyetlen kozos pontja t,,;,(e), ami az e-nek talppontja, f-nek pedig fejpontja, ami
ellentmondéas. Tehat a szinezés végén nem lehet egyszind zold hiperél.[]

Belattuk, hogy a megadott szinezés végén nincs egyszind hiperél, vagyis a H
hipergraf egy jo 3-szinezését kaptuk. [J
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3. fejezet

2 — 1 hipergrafok szinezése

A kovetkez6kben azon 2 — 1 hipergrafok kromatikus szimara vonatkozé eredmé-
nyeket targyaljuk, amelyek elkeriilik a Cameron altal vizsgalt kétéld 2—1 hipergrafok

valamelyikét.

3.1. Hy, I;, R3 és E hipergrafok

3.1. Allitas. Minden k>2 egész szim esetén létezik olyan H=(V, E) 2—1 hipergrdf,
amely nem tartalmazza részhipergrafként Ho-t, azaz ha ey, e5 € E és eyNey = {u, v},
akkor u vagy v legaldbb az eqyik hiperélnek a fejpontja és H kromatikus szdma legaldbb
k.

Bizonyitas: A bizonyitas teljes indukcioval torténik. Ha k& = 2, akkor teljesiil az
allitas, hiszen minden ilyen hipergraf megfelel§ szinezéséhez kell legalabb 2 szin.
Tegyiik fel, hogy k-ra teljesiil az allitas és legyenek A és B nem feltétleniil kiilon-
b6z6 2 — 1 hipergrafok, amelyek kiszinezéséhez legalabb k szin kell. Vegyiik azt
a H hipergrafot, amelyre V(H) =V (A)UV(B)U{z} és E(H) = E(A)UE(B)U
U{vive = z:v; € V(A), vy € V(B)}. Elbszor ellendrizziik, hogy H nem tartalmazza
részhipergratként Ho-t. Tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik két kiilonb6z6 hiperél e, f €
€ E(H), amelyre en f = {u,v} és t(e) = t(f) = {u,v}. Az indukcios feltevésbol
kovetkezik, hogy legalabb az egyiknek x a fejpontja. Ekkor a masik hiperélnek is x a
fejpontja, mert kiilonben legfeljebb egy k6zos pontja lehetne e-nek és f-nek. Tehat
mindkét hiperélnek x a fejpontja és a talppontjaik is megegyeznek, ami ellentmon-
das. A H hipergraf szinezéséhez legalabb k+ 1 szinre sziikség van, mivel ha csak k
szint hasznalunk, akkor felhasznélva az indukcios feltevést A-ban és B-ben is mind a
k szin el6fordul, vagyis ha A-bol és B-bdl is valasztunk egy, az x szinével megegyezd
szind cstcsot, akkor ez a két csics és z egy egyszind hiperélet alkotna. Tehat H nem

tartalmazza részhipergrafként Ho-t és a kromatikus szama legaldbb k+1.0J

Az I, R3 és E hipergrafok esetén is megadhatéak olyan 2 — 1 hipergrafok,

19



amelyek kromatikus szama legalabb k és nem tartalmazzak részhipergréfként eze-
ket a hipergrafokat. Pontosabban olyan 2 — 1 hipergraf is megadhato, amelynek a
kromatikus szama legalabb k és nem tartalmazza részhipergratként az I, R3 és I
hipergrafok egyikét sem. Konnyen ellenérizhetd, hogy egy 2 — 1 hipergraf pontosan
akkor nem tartalmazza részhipergratként az I, R3 és F hipergrafok egyikét sem,
ha barmely két hiperélére, amelyek pontosan két csicshan metszik egymast ez a két

csics mind a két hiperélnek a talppontjai.

3.2. Allitas. Legyen k > 2 egész szdm. Ekkor létezik olyan H 2 — 1 hipergrdf,
amelynek a kromatikus szdma legaldabb k, valamint nem tartalmazza az I, R3 és E
hipergrdafok eqyikét sem részhipergrafként, azaz ha ey, es € E(H) és e;Ney = {u, v},
akkor t(e1) =t(eg) = {u, v}.

Bizonyitas: Az allitas bizonyitasa teljes indukcioval torténik. Ha k = 2, akkor az
egy hiperélbdl all6 2 — 1 hipergraf megfelel a feltételeknek. Tegyiik fel, hogy k-
ra teljesiil az allitds. Az indukcios feltevést felhasznalva vegyiink két olyan azonos
csucsszami 2 — 1 hipergrafot, amelyek nem tartalmazzik részhipergrafként az I,
R3 és E hipergrafok egyikét sem és a kromatikus szamuk legalabb k. Jel6lje a két
hipergrafot A és B, csticshalmazaik V(A) ={ay, a9, ...,a,} 68 V(B) ={by, b, ..., b, }.
Legyen H az a 2 — 1 hipergraf, amelyre V(H) =V (A)UV(B)U{z, : 0 € S,} és
E(H)=E(A)UE(B)U{abss) = 25 :i € {1,2,...,n},0 € Sy}, ahol S,, az {1,2,...,n}
Osszes permutéicidinak halmaza.

Legyen ey, e € E(H), amelyre |e;Ney| =2. Ha e, 0 € E(A)UE(B), akkor a feltétel-
bél kovetkezik, hogy e és ey két kozos pontja mind a két hiperélnek talppontja. Ha
e1 € E(A)UE(B) és ea e E(H)\(E(A)UE(B)), akkor |e;Neq| <1, ami ellentmondés
lenne. Tegyiik fel, hogy ey, es € E(H)\ (E(A)UE(B)). Ha h(ey) = h(ez), akkor e; és
ey egyetlen kozos pontja a fejpontjuk lehet, ami ellentmond annak, hogy |e; Ney| =2.
Tehat e; és ey fejpontja kiillonbozs, valamint h(er), h(es) € V(H)\ (V(A)UV(B)),
t(er),t(es) C(V(A)UV(B)), vagyis t(e1) = t(ez). Ezekbdl kovetkezik, hogy H nem
tartalmazza részhipergrafként az I, R3 és E hipergrafok egyikét sem.

Belatjuk, hogy H kromatikus szama legalabb k+ 1. Tegyiik fel indirekt, hogy léte-
zik H-nak j6 k-szinezése és vegyiink egy ilyen szinezést. Mivel A és B kromatikus
szama is legalabb k, igy kivalaszthato V(A)-bol és V(B)-bdl is k darab csiics, ame-
lyek paronként kiilonboz6 szintek, legyenek ezek a csucsok a;,, aiy, ..., a;, € V(A) és
bj,, )y,
esetén. Legyen o € S, egy olyan permutécio, amelyre o(i,) = j, minden 1 <r <k

.., b;, € V(B), ahol feltehetjiik, hogy a;, és b;, azonos szin minden 1 <r <k
esetén. Vegyiik azt az r € {1,2, ..., k} szamot, amelyre az z, cstics és az a;,, b;, csi-

csok szine megegyezik. Ekkor a; b; —x, € E(H) egyszind hiperél, ami ellentmondas.
Tehat H kromatikus szama legaldbb £+1. [J
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3.2. Iy és R, hipergrafok

Belatjuk, hogy az I hipergraf elkeriilése elégséges feltétele a jo 4-szinezhetGségnek
és léteznek olyan 2 — 1 hipergrafok, amelyek elkeriilik Ip-t és a kromatikus szamuk
harom, amelyre példa a kovetkezs I hipergraf. Az I hipergrafot a [3.1] 4bra szem-
lélteti, ahol a fekete pontok a hiperél fejpontjai, a fehér pontok pedig a hiperél
talppontjai.

V(I) = {U17U27037U47U5}
E(I) = {vivg — v3, 0303 = U4, V304 —> Vs, VgU5 — V1, U1U5 — Vg,

V1V3 —> Vg, VU4 — Vs, U3V5 —> U1, V1U4 —> Vg, UaU5 —> 1)3}

O 0O @
o O @
o 0O @
L o O
O @ O
O O @
O O @
L O O
O @ O
O @ O

3.1. 4bra. I hipergraf

Konnyen ellenérizhetd, hogy [ elkeriili az [ hipergrafot és a kromatikus szama
harom. Az I hipergraf 6t csucsat akarhogy szinezziik két szinnel a skatulyaelv miatt
mindig lesz 3 azonos szinii cstcs és mivel minden csicsharmas hiperélt alkot, igy
lesz egyszint hiperél. Ugyanakkor hdrom szin esetén elérhetd, hogy ne legyen harom

azonos szint csics, ami [ egy jo 3-szinezését adja. Tehat [ kromatikus szama harom.

3.3. Tétel. Legyen H egy 2 — 1 hipergrdf. Tegyiik fel, hogy H nem tartalmazza
részhipergrafként Iy-t, azaz ha ey, es € E(H) és ey Ney = {v}, akkor v legaldbb az
eqyik hiperélnek a talppontja. Ekkor létezik a H hipergrdfnak jo 4-szinezése.

Bizonyitas: Elegend§ azt az esetet vizsgalnunk, amikor minden csticsharmasra leg-
feljebb egy hiperél illeszkedik. Egy adott u csics esetén jelolje Ej(u) azon hiperélek

halmazat, amelyeknek u a fejpontja.

Allitas: Minden u € V esetén pontosan az alabbiak egyike teljesiil :

(a) Ep(u) az iires halmaz.

(b) Létezik v € V'\ {u}, amelyre v € e minden e € Ej,(u) esetén.

(¢) Ep(u) = {vw = u,wz — u,vz — u} alkalmas v, w, z € V'\ {u} csicsokra.
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Bizonyitas: Ha | Ej,(u)| <1, akkor konnyen ellendrizhetd, hogy az allités teljesiil. Ha
|En(u)| =2, akkor a két hiperélnek van kézos pontja az u-n kiviil is, mert kiilonben
a két hiperélnek egyetlen kozos pontja lenne, ami mindkettének a fejpontja, vagyis
Ip-t alkotnanak. Tehat |Ej,(u)| = 2 esetén (b) teljestil.

Tegyiik fel, hogy |E(u)| > 3 és legyen ey, €2, e3 harom olyan hiperél, amelyeknek u
a fejpontja. Mivel h(e;) = h(eq), igy létezik egy v € V' cstics, amely mindkettének
pontja. Hasonléan ey és e3 esetén is létezik egy w € V' csiics, amely mindkét hiperél-
nek pontja. Belatjuk, hogy ha v és w megegyezik, akkor (b) teljesiil, ha pedig v és
w kiilénb6z6, akkor (c).

Tegyiik fel, hogy v és w megegyezik. Ekkor v pontja az ey, e5 és ez hiperélek mindegyi-
kének. Ha | B, (u)|=3, akkor készen vagyunk, hiszen ekkor (b) teljesiil. Ha | Ej, (u)| >4,
akkor vegyiink egy tetszdleges ey € Ep(u)\ {e1, €2, €3} hiperélet. Mivel h(es) = h(e;)
teljesiil 1 = 1,2,3 esetén, igy az e4 hiperélnek az e, e; és ez hiperélek mindegyikével
van az u-tol kiilonbo6z§ kozos pontja. Az eq, es és ez hiperéleknek az u-tol és v-t6l
kiilonboz6 harmadik pontjuk paronként kiilonb6zd, vagyis |(e;UesUes) \{u,v}|=3.
Ebbdl kévetkezik, hogy es-nek csak ugy lehet u-tol kiillonb6dz6 kdzos pontja az eq, eq
és ez hiperélek mindegyikével, ha v € e4. Ezzel belattuk, hogy minden e € Ej,(u)
esetén v € e.

Tegyiik fel, hogy v és w kiilonb6z6. Ekkor e; két talppontja v és w. Jeldlje z az e;
hiperél u-tol és v-tél kiilonboz6 harmadik pontjat. Mivel h(e;) = h(es), igy a két
hiperélnek van egy u-tol kiilonb6z6 kozos pontjuk. Az es-nak az egyik talppontja w.
Ha z=w, akkor ey és e; megegyezik. Ha e; és e3 u-tol kiillonb6z6 kozos pontja z, ak-
kor {ey, €9, €3} ={vz—u,vw—u, wz—u}. Ha |Ey(u)| =3, akkor ezzel belattuk, hogy
(c) teljesiil. Tegyiik fel indirekt, hogy |Ej(u)| > 4 és legyen f € Ej(u)\{e1, €2, €3}
Mivel ey, es, e3 és f fejpontja is u, igy az f hiperélnek az eq, e5 és ez hiperélek mind-
egyikével van u-tol kiilonbo6z6 kozos pontja. Ez csak ugy lehetséges, hogy ha f a
v,w és z csucsok koziil legalabb kett6t tartalmaz, de ekkor f megegyezik az ey, eo
és ez hiperélek valamelyikével, ami ellentmondas. Tehat belattuk, hogy ha v és w

kiilonbozs, akkor a (c) eset teljesiil. O

Ha FEj(u) az tireshalmaz, akkor vegyiink egy tetszéleges u-tol kiillonb6zé v csi-
csot és adjuk hozza a hipergrathoz a wv — w élet minden w € V'\ {u, v} esetén. Ha
u-ra a (b) eset teljesiil, akkor 1étezik v €V, amelyre v €e minden Ej,(u) esetén. Ekkor
vegyiik hozza a hipergrafhoz az Osszes u fejpontu élet, amelynek az egyik talppontja
v és még nem éle a hipergrafnak. Konnyen ellenérizhets, hogy a kapott hipergraf

tovabbra is elkeriili Iy-t, igy ezekbdl kovetkezik a kovetkezd allitas.
Allitas: Feltehets, hogy minden u € V esetén pontosan az egyik teljesiil:

(a) Ep(u) = {vw = u,wz — u,vz — u} alkalmas v, w, z € V'\ {u} csucsokra.
(b) Ep(u) ={vw —»u:w e V\{u,v}} alkalmas v € V'\ {u} esetén.
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Folytatjuk a tétel bizonyitasat. Jeldlje V, azokat az u € V csiicsokat, amelyre
Ep(u) ={vw — u,wz = u,vz — u} alkalmas v, w, z € V'\ {u} csucsokra, valamint V,
azokat az u csticsokat, amelyekre Ej,(u)={vw—u:weV\{u,v}} alkalmas v €V ese-
tén. Legyen vy, v, ...,v, a V csicshalmaz elemeinek egy tetszéleges sorrendje. Egy
e € E(H) hiperél esetén legyen h(e) az e fejpontja, t1(e) a kisebb indext talppontja
és ta(e) a nagyobb indexii talppontja. A hiperéleket harom csoportba sorolhatjuk
aszerint, hogy a fejpontja és a talppontjaik milyen sorrendben kovetik egymast. Je-
16lje E; azokat a hiperéleket, amelyeknek az i. legkisebb indexii pontja a fejpontja.
Vegyiik a kék, piros, zold és sarga szineket. Legyen kezdetben minden csiics szine
kék. A kovetkezGkben megadunk egy jo 4-szinezést.

1. 1épés: A legkisebb indexi csticstol elindulva minden v; csicsra megvizsgaljuk,
hogy létezik-e olyan Ejs-beli hiperél, amelynek v; a fejpontja és egyszinii kék. Ha
nincs ilyen hiperél, akkor egyszeriien tovabblépilink a kovetkezd cstcsra. Ha igen,
akkor a v; csiicsot pirosra szinezziik és tovabblépiink a v;,, cstcsra.

2. lépés: A legnagyobb indext csticstol elindulva visszafelé haladva minden v; cstics-
ra megvizsgaljuk, hogy létezik-e olyan Fi-beli hiperél, amelynek nincs zold szint
csicsa. Ha nem létezik ilyen hiperél, akkor tovabblépiink a v;_; csicsra. Ha létezik
ilyen hiperél, akkor v; csticsot zoldre szinezziik és tovabblépiink a kévetkezd csticsra.
3. 1épés: A legkisebb indext cstcstol elindulva minden v; csiics esetén megvizsgéljuk,
hogy létezik-e olyan Fs-beli hiperél, amelynek v; a fejpontja és minden pontja kék
szini. Ha nem létezik, akkor tovabblépiink a v;1; csicsra. Ha létezik ilyen hiperél,

akkor a v; csiicsot sargara szinezziik és tovabblépiink a kévetkezd csicsra.

Allitas: Az 1. 1épés végén nincs egyszind piros hiperél és nincs egyszint kék Fs-beli
hiperél.

Bizonyitas: Konnyen ellenérizhetd, hogy az 1. 1épésben minden egyszind kék Fs-
beli hiperélnek legalabb az egyik csticsat pirosra szinezziik, vagyis nem lehet egyszint
kék Es-beli hiperél az 1. 1épés végén. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egyszind piros
hiperél az 1. 1épés végén, jeloljon e egy ilyen hiperélet. Mivel e egyszini piros az
1. lépés végén, igy a fejpontjanak vizsgalatakor az e hiperél h(e)-nél kisebb indext
pontjai mar piros szintiek. A h(e) csucsot pirosra szineztiik, igy létezik egy f € Es
hiperél, aminek a fejpontja h(e) és egyszint kék volt a h(e) csics vizsgalatakor. Mi-
vel f-nek nincs h(e)-nél nagyobb indexd pontja, valamint f Osszes pontja kék és e
minden h(e)-nél kisebb indexii pontja piros a h(e) csucs vizsgalatakor, igy e és f
egyetlen kozos pontja h(e), ami mindkét hiperélnek a fejpontja, ez pedig ellenmond
annak, hogy H nem tartalmazza [y-t részhipergrafként. Tehat nincs egyszind piros

hiperél az 1. 1épés végén. [

Allitas: Az 2. 1épés végén nincs egyszint piros és nincs egyszind zold hiperél, vala-
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mint nem lehet egy E7 U Es-beli hiperél egyszint kék.

Bizonyitas: Konnyen ellenérizhets, hogy egy E;U Es-beli hiperél nem lehet egyszi-
nt kék, mivel az 1. lépés végén minden Fs-beli hiperélnek lesz piros pontja, valamint
a 2. lépésben minden F4-beli hiperélnek legalabb az egyik pontjat zoldre szinezziik.
Tudjuk, hogy az 1. lépés végén nincs egyszind piros hiperél és a 2. lépésben csak
z0ld szint hasznalunk, igy nem keletkezhet egyszint piros hiperél. Elegendd belatni,
hogy 2. 1épés végén nincs egyszinii zold hiperél. Tegyiik fel indirekt, hogy a 2. 1épés
végén van egyszinid zold hiperél és jel6ljon e egy ilyen hiperélet. Az e hiperél egy-
szind zold a 2. lépés végén, ami csak gy lehetséges, ha a h(e) csiics vizsgalatakor
az e hiperél 6sszes h(e)-nél nagyobb indext csticsa mar zold szind. A h(e) csicsot
z0ldre szineztiik, igy létezik egy f € E; hiperél, aminek a fejpontja h(e) és f min-
den pontja zoldt6l kiilonb6zd szintd volt a h(e) csucs vizsgalatakor. Az f hiperélnek
nincs h(e)-nél kisebb indext csiicsa és minden csucsa z6ldtél kiillonb6z6 szinid a h(e)
cstcs vizsgalatakor, igy az e és f hiperélnek egyetlen koz6s pontja h(e), ami mindkét
hiperélnek fejpontja, ez pedig ellentmondas. Tehat nincs egyszint zold hiperél a 2.

lépés végén. [

Allitas: A 3. 1épés végén nincs egyszini hiperél.

Bizonyitas: Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy ha egy hiperél egyszint a 3. 1épés
minden ilyen hiperélnek lesz sidrga szin pontja. Tehat elegendd belatni, hogy a 3.
lépés soran nem keletkezik egyszini sarga hiperél. Mivel csak kék szinii csicsokat szi-
neziink sargara és minden F4 M E3-beli hiperélnek van kéktdl kiilonbo6z§ szind csiicsa
a 2. lépés végére, igy nem keletkezhet egyszini sarga E; N Es-beli hiperél. Belatjuk,
hogy FEs-beli hiperél sem lehet egyszint sarga a szinezés végén. Tegyiik fel indirekt,
hogy létezik egyszint sarga Es-beli hiperél és legyen e egy ilyen hiperél. Az e hiperél
csak tgy lehet egyszini sarga a szinezés végén, ha a h(e) cstcs vizsgalatakor t(e)
mar sarga szinti. Mivel a h(e) csticsot sargara szineztiik, igy létezik egy f € Fs hipe-
rél, amire h(f)=h(e) és f Osszes pontja kék szini a h(e) csics vizsgalatakor. Mivel
e és f fejpontja megegyezik, igy van egy a h(e) cstcstol kiilonb6z6 kozos csiucsuk is,
ami csak ty(e) lehet, mert ¢ (e) sarga, t1(f) kék szint a h(e) cstcs vizsgalatakor. Te-
hat e és f nagyobb index( talppontja megegyezik. Ekkor két esetet kiilonboztetiink
meg. Ha h(e) € V,, akkor g=[t1(f)ti(e) — h(e)] € E(H). Tudjuk, hogy a t;(e) sarga,
t1(f) és h(e) kék szinid a h(e) csics vizsgalata el6tt, amib6l kovetkezik, hogy a 3.
lépés el6tt g egyszini kék volt. A g két talppontja, t1(e) és t1(f) a g fejpontjanal,
a h(e) cstucsnal kisebb indext, vagyis g € F3. Ezek alapjan g egy FEs-beli hiperél,
ami egyszini kék a 3. 1épés el6tt, ez pedig ellentmondas. Feltehetjiik, hogy h(e) € V.
Mivel v, nem lehet Es-beli hiperélnek a fejpontja, igy v, szine soha nem lesz sarga,
amibdl kovetkezik, hogy ts(e) egy v,-t6l kiilonbozs cstcs. Ekkor h(e) € Vi, miatt ¢' =
=[ta(e)v, —h(e)|€ E(H). A v, csucs nem lehet Fi-beli hiperélnek fejpontja, amibél
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kovetkezik, hogy nem lehet z6ld szinii a 2. 1épés végén. Tudjuk, hogy t5(f) és h(e) is
kék szint volt a 2. lépés végén. Ezek alapjan ¢’ egy olyan Ej-beli hiperél, amelynek
nincs zO0ld szinid csicsa a 2. 1épés végén, ami ellentmondas. Tehat nincs egyszint
sarga hiperél a szinezés végén. [

Ezzel belattuk, hogy a megadott szinezés H egy jo 4-szinezését adja.l]

Az R, hipergraf elkeriilésérdl szolo Tétel a Tétel egy specialis esete 3-

uniform hipergrafokra.

3.4. Tétel. Legyen H eqy 2 — 1 hipergrdf. Tegyiik fel, hogy H nem tartalmazza
részhipergrdfként az Ry hipergrdfot, azaz ha ej,eq € E(H) és e;Ney = {v}, akkor
a v csics vagy mindkettdnek fejpontja, vagy mindkettének talppontja. Ekkor a H

hipergrafnak létezik jo 3-szinezése.

A kovetkez6 példa mutatja, hogy vannak olyan 2 — 1 hipergrafok, amelyek ki-
elégitik a [3.4] Tétel feltételeit és a kromatikus szamuk legalabb harom.

V(R) = {Ul,U27U37U4,U5}
E(R) = {vqus — v1, 0904 — V3, U304 — Vs, V4U5 — U1, V1Vg —> Vs,
V1V4 — VU2, V3V5 —> Vg, UV1VU3 — U4, VU5 —> VU4, V1V5 — ’U3}
Az R hipergrafot a[3.2) abra szemlélteti, ahol minden sor egy hiperélet jeldl, a fekete

pontok a hiperél fejpontjai, valamint a fehér pontok a hiperél talppontjai. Kénnyen

vy vy V3 vy U5

® O O
O @ O
O O @
® o O
O O ®
O @ O
® O O
O O @
O ® O
O o O

3.2. 4bra. R hipergraf

ellenérizhets, hogy R elkeriili az R, hipergrafot és a kromatikus szama hérom.
Az Iy és Ry hipergrafok kiilon-kiilon valé kitiltasa nem garantal 2-szinezhetGséget,
ugyanakkor ha mindkét hipergrafot elkeriiljiik, akkor az mar elégséges feltétele a 2-

szinezhet&ségnek.

3.5. Tétel. Legyen H eqy 2— 1 hipergrdf és teqyiik fel, hogy H elkeriili Iy-t és Ry-et
is, vagyis ha ey, e € E(H) és e;Ney = {v}, akkor v mindkét hiperélnek a talppontja.
Ekkor a H hipergrdfnak létezik jo 2-szinezése.
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Bizonyitas: Vegyiik a piros és kék szineket, valamint legyen vy, vy, ..., v, a H csi-
csainak egy tetszéleges sorrendje. A kiévetkez&kben egy e hiperél fejpontjat jelolje
h(e), kisebb indexii talppontjat ¢;(e), nagyobb indext talppontjat ¢o(e).

Legyen kezdetben minden csics szine kék. A vy cstcstol indulva minden v; cstcs-
ra megvizsgaljuk, hogy létezik-e olyan hiperél, amelynek a fejpontja v; és a hiperél
egyszind kék. Ha nem létezik ilyen hiperél, akkor tovabblépiink a v;,; cstcsra. Ha
létezik ilyen hiperél, akkor a v; csticsot atszinezziik pirosra és ezutan 1épiink tovabb
a v;y1 csuesra. Vegylik észre, hogy az igy kapott szinezésben minden hiperélnek van
piros cstcsa, vagyis egyik hiperél sem lehet egyszind kék. Elegendé belatni, hogy
nincs egyszint piros hiperél. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik e hiperél, ami egyszi-
ni piros a szinezés végén. Mivel minden cstics legfeljebb egyszer szinezddik pirosra,
az e hiperél csak tgy lehet egyszini piros, hogy ha sorban minden cstcsat pirosra
szinezziik. Tehat az e hiperél legnagyobb indexti pontjanak pirosra szinezésekor a
mésik két csicsa mér piros szind. Jelolje v az e hiperél legnagyobb index® pontjat.
Mivel a v csticsot pirosra szineztiik, igy volt egy f € E(H) hiperél, amelyre h(f)=v
és f egyszind kék volt a v cstcs vizsgalatakor. Ha v az e fejpontja, akkor e és f
egyetlen kozds pontja v, mivel a v cstcs vizsgalatakor az e hiperél masik két pontja
piros szint, az f hiperél masik két pontja kék szint. Tehat az e és f hiperéleknek
egyetlen kozos pontja van, ami mindkét hiperélnek a fejpontja, ez pedig ellentmon-
das. Tegyiik fel, hogy v az e talppontja. Ekkor szintén v az egyetlen kozos pontjuk,
ami az egyik hiperélnek talppontja, a méasik hiperélnek pedig fejpontja, ami szin-
tén ellentmondéas. Tehat nincs egyszint piros hiperél. Ezzel belattuk, hogy a kapott

szinezés egy jo 2-szinezése H-nak. [
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4. fejezet
Egy tovabbi altalanositas

Az Tétel egy lehetséges altalanositasa elégséges feltételt ad a polikromatikus

m-szinezhetdségre [4].

4.1. Tétel. [J] Legyen H, = (V, Ey) és Hy = (V, Es) két hipergrdf ugyanazon a véges
V' esiucshalmazon és tegyiik fel, hogy minden ey € Ey €s e; € By esetén ey €s e; nem
metszi eqymdst vagy legaldbb két kozos pontjuk van. Ekkor létezik a csucsoknak egy
olyan szinezése két szinnel (piros és kék), amelyben minden ey € Ey hiperélnek van

kék csiucsa és minden ey € Ey hiperélnek van piros csiucsa.

Bizonyitas: Legyen vy, vy, ..., v, a V csiicshalmaz elemeinek egy tetszéleges sorrend-
je. Egy e € Ey U E; hiperél esetén jelolje ppin(e) a hiperél legkisebb indext pontjat
éS Pmaz(€) a legnagyobb indexii pontjat. Szinezziik kékre azokat a v cstcsokat, ame-
lyekre létezik e; € Ey hiperél, hogy pna(e1) = v, a tobbi cstucsot pedig szinezziik
pirosra. Ekkor minden F;-beli hiperél legnagyobb indexd pontja kék, vagyis minden
Ei-beli hiperélnek van kék cstcsa. Belatjuk, hogy minden Fs-beli hiperélnek van pi-
ros csucsa. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egy e, € Fs él, ami egyszint kék. Mivel
a Pmin(€2) cstcs szine kék, igy létezik egy e; € Fy hiperél, amelynek a legnagyobb
indexti pontja ppin(e2). EKKOr pras(€1) = Dmin(€2), vagyis az e; € Fy és az es € Es
hiperélnek pontosan egy kézos pontja van, ami ellentmondés. Tehat a kapott szine-
zésben minden FEi-beli hiperélnek van kék csticsa és minden Fs-beli hiperélnek van

piros cstuicsa. [

A [4.1] Tétel egy altalanositasa az[[.2] Tételnek, hiszen ha a[4.1] Tételben szerepld
H, és H, hipergrafok ugyanazt a H hipergrafot jelolik, akkor pontosan az[1.2] Tételt
kapjuk. A kovetkezd tétel a Tétel egy altalanosabb alakja, amely kovetkezmé-

nyeként egy elégséges feltételt kapunk polikromatikus m-szinezhet&ségre.

4.2. Tétel. [J|] Legyenek Hy, Hy, ..., H,, hipergrifok ugyanazon a V csicshalmazon.
Tegyiik fel, hogy minden k = 2,...,m és minden e;,,€;,, ..., €;, esetén |e; Ne;,N...N
Nei| € {1,2,....k—1}, ahol e;; € E(H;;) minden j € {1,...,k} esetén. Vegyiink m

kiilonbozd szint, amelyeket jelélyon cq, ..., Com_1 €s Cyy. Ekkor létezik a csicsoknak eqy
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olyan szinezése m szinnel, hogy minden k=1,2,....m esetén a Hy hipergrdf minden

hiperélének van ¢ szini csiucsa.

Bizonyitas: A bizonyitas m szerinti indukciéval torténik. Az m = 2 esetben a 4.1
Tétel alapjan teljesiil az allitds. Tegyiik fel, hogy m -+ 1-nél kevesebb hipergraf ese-
tén teljesiil az allitas és most tekintsiik azt az esetet, amikor a hipergrafok szama
m+1. Legyen vy, vs, ..., v, a V csticshalmaz elemeinek egy tetsz6leges sorrendje. Egy
e € UM E(H;) hiperél esetén jeldlje puin(e) a hiperél legkisebb indexii pontjat és
Pmaz(€) a legnagyobb indexi pontjat. Jelolje V,, 1 azon csiicsok halmazat, amelyek
valamely H,,1-beli hiperélnek a legkisebb indexti pontjai, vagyis V,,,11={pmin(€):e€
€ E(Hpi1)}. Legyen V! =V \ V41 és vegyiik a H! = (V’, E!) hipergrafokat minden
i =1,2,...,m esetén, ahol E! ={e\V,,+1:e € E(H;)}. Meggondolhato, hogy e €
e U", E(H;) esetén € = e\ V41 nem lehet az iireshalmaz. Ha ¢’ iires lenne, akkor
e C Viny1 és ekkor létezik f € F(H,,1) hiperél, amelyre p,a.(€) = pmin(f), amibsl
kovetkezik, hogy |en f| =1, ami pedig ellentmond a feltételnek a k =2 esetben.
Belatjuk, hogy a Hi, H}, ..., H hipergrafok a V'’ cstcshalmazon teljesitik a tétel
feltételeit és igy alkalmazhaté az indukcids feltevés. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik
ke{2,...,m}, {ir, ..., ix} C{1,2,...,m} és léteznek €] , ¢ , ..., €] hiperélek, amelyekre
1 <le;, Ne,N...Nej | < k—1, ahol e, € B} minden j =12, ...,k esetén. Legyenek
ei, € E(Hi,), i, € E(Hy,), ..., €5, € E(H;,) azok az eredeti hiperélek, amelyekre €] =
= e, \Vins1- Legyen X = e;, és X'=(}_, ¢} . Ha X = X', akkor 1< |X|<k—1,
vagyis az eredeti hipergrafokra sem teljesiilnének a feltételek, ami ellentmondas. Te-
hat X’ az X egy valodi részhalmaza. Legyen u az X \ X’ halmaz legnagyobb index
pontja. Tudjuk, hogy X' = ﬂ?zl e;, = ﬂle i, \Ving1 = (ﬂ?zl ei,) \ Vi1 = X \ Vins1,
amibgl kévetkezik, hogy u € V,,, 1. Mivel w € V,,,11, igy létezik e,,.1 € E(H,,41) hi-
perél, hogy pmin(€m+1) =u. Az u cstics az X \ X’ halmaz legnagyobb indext pontja,
valamint ppin(€ms1) az e,41 legkisebb indexd pontja, amibdl kévetkezik, hogy (X'\
\ X")Neni1 = {u}. Tehat |e, 1 N(X\X')| =16s ey NX'| < |X'| < k—1, amibsl
kovetkezik, hogy 1 <|e; Ne,N...Ne;, Nemii| < k, ez pedig ellentmondas.

Tehé&t a Hy, H}, ..., H hipergrafokra alkalmazhatjuk az indukcios feltevést, miszerint
a V' csucshalmaz kiszinezhets a cq, ¢o, ..., ¢, szinekkel tigy, hogy minden i =1,....m
esetén a H! hipergrafnak minden hiperéle tartalmaz ¢; szini csticsot. Mivel minden
e€ E(H;) hiperél esetén e\ V' nemiires és tartalmaz ¢; szint csticsot, igy elmondhato,
hogy a H; hipergrafnak minden hiperéle tartalmaz c¢; szint csucsot, ahol i=1, ..., m. A
Vina1 beli csticsokat pedig kiszinezve a ¢, 1 szinnel olyan szinezést kapunk, amely-
ben a H,, 1 hipergraf minden hiperéle tartalmaz c,, | szind csicsot. Ezzel m + 1

hipergraf esetén is kaptunk egy megfelel6 szinezést. [

Amennyiben a Tételben a H,, Hs, ..., H,, hipergrafok ugyanazt a H hiper-
grafot jelolik, akkor a tétel kdvetkezményeként kapunk egy elégséges feltételt a po-

likromatikus m-szinezésre.
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4.3. Kovetkezmény. Leqyen H eqy hipergrdf és teqyiik fel, hogy minden k=1, ...,m
és minden ey, es, ...,ex, € E(H) esetén az e;NeyN...Ney metszet dres vagy legaldbb k

elemi. Ekkor a H hipergraf polikromatikusan m-szinezhetd.
Erdés azt sejtette, hogy a Tétel kovetkezd erésebb valtozata is igaz.

4.4. Sejtés. [4 Legyenek Hy, H, ..., H,, hipergrafok ugyanazon a V' csicshalmazon.
Tegyiik fel, hogy minden k=2,...m, {i1,...,ix.} C{1,2,...,m} ése; € E(H;,),e;, €
€ E(H,,),....,ei, € E(H;,) esetén |e;, Ne,,N...Ne; | #k—1. Ekkor a 'V csdcshalmaz
kiszinezhetd a cy, ca, ..., ¢y, szinekkel, hogy minden i=1,2,...,m esetén a H; hipergrdaf

minden hiperéle tartalmazzon c; szind csiucsot.
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